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LES FORMES EXTÉRIEURES EN MÉCANIQUE
par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

La mécanique des systèmes paramétriques développée tradition-
nellement d'après les idées de Lagrange s'est toujours heurtée à des
difficultés notables lorsqu'elle a désiré aborder les questions de frot-
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne
aucune indication sur la nature du problème de l'intégration.

Dans ces célèbres leçons sur les invariants intégraux Elle Cartan
a montré que toutes les propriétés des équations différentielles de la
dynamique des sytèmes holonomes résultaient de l'existence de
l'invariant intégral fco, ^û=p^dqi—îîdt. Ainsi à tout système holo-
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé
une forme (o, les équations du mouvement étant les caractéris-
tiques de la forme extérieure rfco. Au cours de ces dix dernières
années, sous l'influence des topologistes s'est édifiée sur des bases
qui semblent définitives la théorie deîs formes extérieures sur les
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca-
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant
d'idées, si elle ne peut pas être construite en plaçant à sa base une
forme extérieure de degré deux, si grâce à la notion de variétés, la
notion de liaison ne peut pas être envisagée sous un angle plus intelli-
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para-
doxales dans le cadre lagrangien n'ont pas une explication natu-
relle, enfin s'il n'est pas possible de considérer sous un jour nouveau
le problème de l'intégration des équations du mouvement, ces
dernières étant engendrées par une forme Q de degré deux.
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Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre
dans le chapitre i l'étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § i que lorsqu'on
se propose de trouver des formes génératrices des équations du
mouvement d'un point matériel invariantes dans les transforma-
tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante est une forme
extérieure de degré deux définie sur une variété V^ = Eg^E^gT
(Eg espace euclidien, T droite numérique temporelle) (1). Dans
le § 11 on montre qu'à tout système paramétrique holonome à n
degrés de liberté est associé une forme Q de degré deux de rang an
définie sur une variété diuerentiable dont les caractéristiques sont les
équations du mouvement^2). Cette forme s'exprime si l'on veut au
moyen de ïn formes de Pfaff et de dt, la forme hamiltonienne
n'étant qu'un cas particulier simple. Dans le § 3 j'indique
sommairement comment on peut s'affranchir de la servitude des
coordonnées dans l'étude des systèmes dynamiques et le rôle impor-
tant joué par l'opérateur i( ) antidérivation de M. H. Cartan(3), le
champ caractéristique E de la forme Q étant défini par la relation
i(E)Q=o.

Ces bases posées nous abordons dans le chapitre n la théorie
générale d'une liaison imposée à un système matériel. Une liaison
imposée à un système matériel se compose de deux éléments dis-
tincts :

i° une relation arbitraire o(p,, q\ ()=o liant les paramètres de
position q\ et de vitesse p^ qui définit une sous-variété de V^^ ;

2° un jeu de forces qu'il faut appliquer au système pour réaliser
cette liaison, jeu de forces qui, dans le langage des variétés, se traduit
par un champ de liaison E, défini dans l'espace tangent à V^,.

Forme da et champ de liaison E/ ne sont pas indépendants puis-
qu'ils sont liés par la condition

(II, i) i(E+E/)da=o ou i(E/)rfa+;(E)rfa=o.

Une classe importante de liaison est celle où le champ E est de la
forme \e, \ fonction numérique sur V^,, e champ de direction
connu à priori (une convention permet toujours de se ramener à ce

(1) M. KRAVTCHENKO a présenté cette conception au VIIIe Congrès de Mécanique.
(2) Dès 19^6 M. LICHNEROWICZ au Bulletin des Sciences Mathématiques tome LXX,

p. 90 a déjà introduit les formes extérieures pour la formation des équations des systèmes
holonomes et linéairement non holonomes.

(3) M. H. GARTAN, Colloque de Topologic, Bruxelles, 1950. Masson, Paris, 1951.
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cas). Dans cette catégorie rentre en effet les contacts entre solides
avec ou sans frottement (cf. § 6) les liaisons de puissance nulle
dont nous donnons au § 5 une définition générale, liaison d'asser-
vissement de M. Beghin. Pour ces liaisons (II, i) montre que le
facteur À est le quotient de deux invariants scalaires i(E)rfa et i(e)da.
On voit ainsi qu'un des grands avantages de l'opérateur i( ) de
M. H. Cartan est de permettre la détermination des réactions clas-
siques indépendamment des coordonnées et de la solution des
équations du mouvement. En outre pour i(e)da==o, i(E)da=^o, le
postulat de la rigidité des solides nous conduit à introduire la notion
de compatibilité d'une liaison imposée à un système matériel se
traduisant par i(e)da^=.o. Enfin au § 7 nous étudions la déter-
mination des équations du mouvement au moyen des caractéris-
tiques d'une forme Q, de degré deux de rang ^(n— i) auxquelles
on adjoint une. forme de Pfaff, l'existence de cette forme étant une
conséquence de la notion de compatibilité de la liaison.

Le chapitre ni est consacré à l'étude des ensembles de p liaisons
au sens donné précédemment à ce mot : Compatibilité de l'ensemble.
Possibilité de déterminer les facteurs de liaisons au moyen d'opéra-
teurs de M. H. Cartan indépendamment des équations du mouve-
ment. Détermination des équations du mouvement comme caracté-
ristiques d'une forme de degré deux de rang îÇn—p) jointes à p
formes de Pfaff. On donne divers exemples concrets pour montrer
la généralité de la méthode.

Les chapitres iv et v étudient pour une classe spéciale de liaisons
qui comprend les liaisons unilatérales classiques, le problème : des
signes étant imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes
da, des conditions initiales étant données quels sont les mouvements
possibles du système. L'opérateur i( ) permet immédiatement de
former p équations dont les seconds membres ne dépendent que
des conditions initiales et des forces autres que les forces de liaisons.
Une interprétation géométrique du système permet de transformer
le problème en un problème d'Analysis-Situs pour une famille de
ap jo-èdres formée en prenant un vecteur dans chaque colonne du
tableau

~a\ ~a\ . . . . . . . HP
A1. A2. . . . . . . . ÎP

On établit que la condition nécessaire et suffisante pour que
a^-èdres de même sommet n'aient pas de points internes communs
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est que les (2P— i) déterminants mineurs diagonaux extraits de la
matrice [^([(A ===(|—r^j [ a ) soient tous positifs. Cette condition
entraîne en particulier que pour les liaisons d'Appell qui comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques, les conditions initiales jointes au jeu de signes
imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes cfa, sont suffi-
santes pour déterminer le mouvement ultérieur. Pour les autres types
de liaisons les conditions initiales peuvent ne pas être suffisantes. Le
cas du frottement de glissement bien connu depuis les travaux de
Painlevé n'a donc à ce point de vue rien d'exceptionnel. Il résulte
de là que ce ne sont pas les lois du frottement de Coulomb qui
doivent être mises en cause, tout autre loi donnerait lieu à des impos-
sibilités et des indéterminations, tout ne dépendant que du signe
de l'invariant i(e)da au point M^ de la variété image (i(e)da <i o).

Le chapitre vi est consacré à l'étude des systèmes différentiels de
la dynamique considérés comme caractéristiques d'une forme Q de
degré deux définie sur une variété différentiable V^^i . Cette étude
s'effectue au moyen d'endomorphismes de l'algèbre extérieure, endo-
morphismes qui conduisent aux opérateurs antidérivation i( ) et déri-
vation 0( ) de M. H. Cartan. Je me suis permis à ce propos de
reprendre le texte de sa célèbre conférence au Colloque de Topologie
de Bruxelles 1960 pour faciliter au lecteur la compréhension de ce
point de vue. Au lieu d'écrire les équations différentielles sous une
forme analytique quelconque, ce qui a toujours l'inconvénient de
faire jouer un rôle à un système de coordonnées plus ou moins
bien adapté à la question, on raisonne uniquement sur la forme
génératrice Q. On sait depuis les travaux de Sophus Lie le rôle
capital joué par les transformations infinitésimales dans l'intégration
d'un système différentiel. Ce rôle se trouve merveilleusement mis
en lumière par l'opérateur 0(X) puisque si le champ X est générateur
d'une transformation infinitésimale pour Q, 0(X)Q===o. Deux
grands cas apparaissent immédiatement :

A) rfQ==o. A toute transformation infinitésimale correspond
une intégrale première et réciproquement. On ne peut intégrer par
quadratures que si l'on connaît un sous-anneau de n fonctions en
involution. Il en résulte que pour Q == dp^;/\ dq1—d\\f\dt, trouver
des cas d'intégralité revient à étudier la construction de ce sous-
anneau. Dans le cas de la mécanique H devant être quadratique,
on indique la construction de H relative à l'existence de /) éléments
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génériques algébriques de ce sous-anneau, ce qui permet de retrou-
ver par un^ méthode générale les cas d'intégrabilité connus et d'en
construire d'autres.

B) rf0=^=o. On suppose connus r champs générateurs de trans-
formations infinitésimales. L'intégration se décompose en deux
phases :

i ° L'intégration d'un système de Pfaff complètement intégrable de
rang (an — r) ;

3° L'intégration d'un système de r formes de Pfaff invariantes
résultats qui se trouvent déjà implicitement énoncés dans les leçons
sur les invariants intégraux d'Élie Cartan.

Dans les applications mécaniques l'ordre du système complète-
ment intégrable se trouve réduit de Çp -(- ç) unités si d'une part on
connaît p intégrales premières, d'autre part q liaisons au sens du
chapitre n. On peut intégrer par quadratures si w—r-=p-\-q, et
si les r formes Invariantes sont fermées modulo les intégrales du
système complètement intégrable.

Quelques exemples illustrent cette théorie.



CHAPITRE PREMIER

FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIÉES
A UN SYTÈME MATÉRIEL

La mécanique ayant pour premier objectif la formation des
équations du mouvement d'un système matériel, il est intéressant
d'avoir une méthode permettant de les obtenir dans un système de
coordonnées quelconques. C'est pour cette raison qu'il est utile
d'étudier la possibilité d'associer à un système une ou plusieurs
formes différentielles génératrices des équations, ces formes étant
invariantes dans les transformations que l'on précisera.

§ 1. — Forme extérieure de Cartan associée à un point matériel.

Les formes invariantes que nous nous proposons de rechercher
ont leur origine dans les quatre postulats de la mécanique newto-
nienne :

1) La masse d'un corps est un nombre positif invariable, la masse
d'un ensemble matériel est une fonction complètement additive
d'ensemble.

2) Le temps t est une grandeur absolue définie à une constante
additive près.

3) Par rapport à tout trièdre galiléen un point M de masse m,
animé d'une vitesse v soumis à une force F prend une accéléra-

>• ->
. dv „ dv ftion telle que m — = r .

dt M dt
1\) La force F est indépendante du trièdre galiléen de référence.
Deux repères galiléens orthonormés étant en mouvement recti-

lignc uniforme l'un par rapport à l'autre désignons par
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X1, t les cordonnées de M par rapport au premier 7(1, 2, 3) ;
^ les composantes de la vitesse v1 de M par rapport au premier ;
X-7 les composantes de la force F par rapport au premier;
of les composantes de la vitesse de translation a du 2e repère par

rapport au I e r ;
^CT, T les cordonnées de M par rapport au 2e a (i, 2, 3) ;
o^ les composantes de la vitesse a de M par rapport au 2e ;
Sa les composantes de la force F par rapport au 2e.
Considérons l'espace à sept dimensions produit tensoriel des

espaces E^E^Ï (a^çE^ euclidien, î/çE^ euclidien, <çT droite numé-
rique). Les transformations ou changements de repère galiléen
forment un groupe de Lie G de dimension 10 dont les équations
en termes finis sont :

i ^===a^4-^T+fr/
1 t=^-\-t^ i, j\ or égaux à i , 2, 3.
( u^a^-^-a1

[j^||== A désigne une matrice orthogonale de rang 3 dépendant
des 3 paramètres de rotation que l'on peut expliciter en utilisant la
représentation de CayleyQ A == (E — S) X (E + S)-1 dans laquelle
S désigne une matrice symétrique gauche de rang 3, E la matrice
unité de même rang.

Pour le groupe G <( prolongé hoioédriquement )) [au sens d'Élie
Cariant)] au moyen d'une matrice orthogonale de rang 3, L^HL^]
arbitraire il existe 10 formes de Pfaff invariantes (formes de Maurer-
Cartan)

co? = Ud^ = A^rfa^ p variant de i à 3
(o° = U^ — ^ dt) = A^d^ — a^ï) p' variant de l\ à 6
^=di =dT.

Le produit ||dL|| .[[L'^lr^UrfAll •| |A[[~1 donne naissance à 3 formes
en ayant posé A==||L||. ||A||.

Parmi ces dix formes, les six premières sont indépendantes des
différentielles des 3 paramètres de rotation. Il en résulte que pour
un point matériel qui n'est soumis à aucune force les formes diffé-

(4) Cf. IIermann W E Y L . Thé Class'ical Groupe Princeton. ic)^6, pp. 56 à 62.
(r1) Cf. CA.RTAN Élie , La théorie des groupes continus et finis, Gauthier-Villars, 1937,

pp. 1 2 1 et T 2 / » .
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rentielles génératrices des équations différentielles (6) du mouvement
que nous cherchons, invariantes dans les transformations du groupe
G s'obtierdront en éliminant les 3 paramètres de rotation entre ces
six formes.

Cette élimination peut s'effectuer en utilisant soit l'algèbre ordi-
naire, soit l'algèbre extérieure Q et les propriétés classiques des
matrices orthogonales

^ Ç./?=o pour i^y. ^ ^===1 pour
p=i p==i

à) En utilisant l'algèbre ordinaire on obtient :

^œly+(œ2)24-((o3)2= 1 (dxJ'-^'dt)2

J = t

(^+(^)°-4.(^^ ^ ̂ y

^J-

œV+œV+coV^ ^ Çd^—^d^.dv1.II
J==t

6) En utilisant l'algèbre extérieure

III (o1 A ̂  4- œ2 A ̂  4- co3 A œ6 = S^/fo1 A ( '̂ — ̂  di)

^—Sp-i
Ç 0

0 f,
j0» ^J
' I » ^J

IV ^Aco'Aœ'A^+^A^A^A^+^A^A^A^-
^ (œ^^'A^4

^ œ ' A ^ A ^ 6

On remarquera qu'au sens de l'algèbre extérieure la IVe forme

est au facteur — près le carré de la IIP, que les deux formes V
2 ! l

peuvent être remplacées par leur produit qui est au facteur -— près est
o 1

le cube de la IIP. Si bien qu'en algèbre extérieure on est conduit
à une seule forme génératrice des équations différentielles du mou-
vement, tandis qu'en algèbre ordinaire on est conduit soit à deux
formes du type I, soit à une forme du type II.

(6) En anticipant sur ce qui suit, il est possible d'associer & un système (Téquations
différentielles des formes, appartenant à des algèbres graduées, qui au moyen d'antidéri-
valions engendrent le système.

(7) Cf. N. BOURBAKI, Algèbre multilinéaire, Actualités scientifiques, n° io4^, Hermann
et G'®, Paris, 1948, pp. 53 à 76.
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Dans le cas où le point matériel M de masse m est soumis à

une force F le postulat (3) F=m -v conduit à remplacer dans
dt

(i)'0 p ( i , 2, 3) dv1 par (mdv1—X1^), X1 composantes de la force par
rapport au premier repère.

De Fétude précédente résulte le théorème.

THÉORÈME I. — // existe trois types de formes différentielles géné-
ratrices des équations du mouvement d'un point matériel invariantes
dans les transformations du groupe galiléen

[s=-l-\(mdvi—\idtY
A } am^-" /

]e=m^(dxf—vfdt)2

\ 2 i

B f= ̂  ^.(cfo1 — v'dt) (md^— Vdt) Sy symboles de Krônecker,
;{

G œ== ̂  k^mdv1 — X'dt) /\ (dx1 — ^dt) Ay symbole de Krônecker.
i

Les équations différentielles du mouvement s'obtiennent en annu-
lant les dérivées partielles du premier ordre des formes précédentes
par rapport aux différentielles dx\ dv3 des paramètres de position et
de vitesse.

En ce qui concerne l'algèbre extérieure rappelons que si

Q==A^,...^rch; l lAd.r l tA•••Acfc t^, i, • • • ir étant r indices variant de i à n,

— . - — ( — I)^ lA t l••• i rcfc(•A^ l • • • dx'P-1 A^"1 " - A^.

Choix entre les trois types déformes différentielles invariantes dans
les transformations du groupes galiléen. Forme extérieure de Cartan.

En principe les formes des trois types précédents sont génératrices
des équations différentielles du mouvement. Lorsqu'on effectue un
changement de variables T portant sur l'ensemble des paramètres
de position et de vitesse a?'=3?' (p01, <), vj=vj(p<l, t) (a variant
de i à 6) les trois types ont respectivement pour expression

l, - ^dp^pP - Q,dp- dt + -I- ̂  dt2,
A } 2 2

^-g^d^-V^dt-^^g^dt\
•^ A 2t
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ô.r1 W
^ôp^ÔpP

,0^'

5o,ft == mô,

Qa=vx ôp0 -m ôv1 ôv^
^Ôp^

1 S1 ViV/ 1 (N ^^ ^ Vi0^^=^s,x^+^^^-^x^
^ ôa;1 ôa^

^aû == ^ôy ̂ — • —.r "ôpa ôpp
r, ç. / , ÔJ?7 ôa*1 ô^ \Fa = môi,( v l— — — • — )0 \ ôpa ôpa ô</

.. / . , , ôa?1 ô^ ôa?' ,\^=^,^4-^-^-^^
expressions dans lesquelles Sy désigne le symbole de Krônecker

B f=f^d^ -W dt +/, di\

Dans /, (/au. /ao» /oo) définissent un tenseur symétrique fonction
de (p01, t) ayant pour expression

. ^ ôa?1 ô^/,p=mS,^.^

r î i^ 1 î Yï0^ ^ ^xi ùvj î ôa?l ô^/ao^mS^^+^^-mS^.^-mg^^

.. ^ iv/ s- i0^ i î ô^ô^ ^ ôa;^./.^S^^-mS^^+^-^^-S^^

C œ === /^(dp01 A rfp^) — ̂ ao^ A rf<
où (AaQ, k^) est un tenseur antisymétrique fonction de (p01, <) ayant
pour expression

k^=—mk^

ô^ôi^
ôpaôpP

(I. i) k^=mk,
'ô^'te/

ôp^pP
ôv1 ôv1

W ô^ 0^0^'
ôpa ô< 4-^ ôp01 ô< -^x1 ôp01 u
ô^ 0 '̂
ôp01 ô<

o i

Remarquons que les deux formes du type A ne s'expriment pas



LES FORMES EXTÉRIEURES EN MÉCANIQUE ï55

en général immédiatement en fonction des différentielles des inté-
grales premières du mouvement, tandis que la propriété est immé-
diate pour les deux formes B et C : B est une forme quadratique à
discriminant nul d'après son origine donc s'exprime au moyen
de 6 différentielles qui, pour un choix convenable des intégrales
premières, peuvent être les différentielles de ces intégrales; G est
une forme extérieure réductible à une somme de 3 produits exté-
rieurs de deux différentielles et par suite pour un choix convenable
des intégrales premières C01 s'écrit

w=k^dC<l/\dC^

k^Q tenseur antisymétrique fonction des C01 et de <•
Traditionnellement la mécanique est construite à partir du quo-

tient par dt2 de la forme particulière s du type A obtenue en envi-
sageant les transformations particulières

, i . ^ .. , ôa^ .^ , ôa^
xt=xt(qrt, t), ^==:—q"4-—•V J / ^hl ' M

Elle conduit au principe de Gauss-Appell et aux équations de
Lagrange : les équations du mouvement rendent minimum la forme
quadratique en q non homogène

^=^V+^'-Q,Î\

Cette forme ne nous donne pas de renseignements immédiats sur
la nature du problème de l'intégration du mouvement puisqu'elle
dépend du pseudo-groupe ponctuel x1^, <)(8). D'autre part cette
forme de Gauss-Appell n'est pratique que pour des liaisons holo-
nomes et linéairement non holonomes ; nous verrons au chapitre n
que la notion de liaison est susceptible d'une large extension et les
calculs conduisent à envisager les transformations les plus générales
portant sur l'ensemble des variables position et vitesse. Pour ces
raisons les formes B et C se révèlent plus intéressantes.

Entre les formes B et G il y a une différence importante : C ^est
bilinéaire tandis que B est quadratique, donc les calculs sont plus
simples avec C qu'avec B ; de plus la forme G conduit immédiate-
ment à l'invariant intégral cinétique de M. Elle Cartan.

Le fait que la forme C ne fait intervenir comme différentielles que

(8) Le pseudo-groupe qui intervient est celui do la variété V^-»-i.
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les différentielles des intégrales premières peut encore s'établir
comme suit : considérons un deuxième système de différentielles 8.
On peut associer à la forme (D la forme bilinéaire (o(§, d)

^d^^^^^^^
=W^ A <^ - ̂  A rfp"] - U°Y A dt - U A rfp'].

Les équations différentielles E du mouvement annulant ——> —5
ôco , . . ^ ̂et (conséquence des précédentes) si on considère dans l'espace

à 7 dimensions une variété quelconque y à une dimension le long
de laquelle la différentielle est S, sur la variété V^ à deux dimensions
eçgendrée parles lignes intégrales du système différentiel des équa-
tions du mouvement s'appuyant sur y, (A)(S, c?)==o. La forme co(â, d)
linéaire par rapport au système de différentiel d étant nulle sur les
lignes intégrales des équations du mouvement appartient au sous-
module des différentielles des intégrales premières, en d'autres
termes œ(â, d) s'exprime au moyen des différentielles des intégrales

premières. Si maintenant on prend S=d, comme co==—co(rf, d)

la forme co de degré 2 s'exprime uniquement au moyen des inté-
grales premières C01 de E.

(I, 2) ^=k^dcci/\d^

k^ tenseur antisymétrique fonctions des C01 et de t.
Le résultat précédent peut encore s'exprimer ainsi : Quelle que

soit la variété à une dimension pour la variété Vg à deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales du système différentiel E
s'appuyant sur y l'intégrale Ç o)(o, rf) est nulle.

(I, 3) ^(S, d)=o.

Nous dirons avec M. Lichnerowicz (9) que œ engendre une relation
intégrale d'invariance absolue pour le système des équations diffé-
rentielles de la mécanique du point matériel.

Cas particulier. — Si rf(o=o a) ne s'exprime qu'au moyen des
différentielles des intégrales premières de E et réciproquement.

(9) Cf. M. LICHNEROWICZ, Bulletin des Sciences Mathématiques, tomeLXX, 2e série IQ^O,
p. 90.
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(o peut s'exprimer sous forme canonique en groupant deux à deux
les intégrales premières

3

co == ^ k^. dc^ A dc^ avec a* == a 4- 3
a-- 1

c?(o==o entraîne le fait qu'un coefficient k^. n'est fonction que des
deux intégrales G01, C^. En effet si u désigne une des variables
intégrales premières ou temps do est somme de termes de la forme

>L.
-^da/\dc^dc^

ÔM

ÔÂ:
d(o étant nul —^=0 donc k^. n'est fonction que de G01 et de G01'.

ou
Par un changement d'intégrales premières de la forme

C^zz^C^C^, G01), C^^C^C01*, G01)
co devient

(I, A) œ= ^ dc^' /\dc^
«==i

et par suite s'exprime uniquement au moyen des différentielles des
intégrales premières de E.

Invariant intégral cinétique de M. Elle Cartan. — d(û étant nulle,
(o est une forme fermée, il existe dans l'espace homéomorphe à R7

3

une forme de Pfaffœ1 tel que (o=:oK)1. D'après (I, ^)^-=: ^ c^.dc01

a=i
admet pour différentielle (o et ne s'exprime qu'au moyen des
intégrales premières du mouvement et de leurs différentielles ; œ1

engendre un invariant intégral absolu pour les équations différen-
tielles E du mouvement. Si on considère la variété Vg à deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales de E s'appuyant sur une
variété à une dimension quelconque y^ l'intégrale (3) devient

0 ==^ - co(â, rf) =f^ rf[œ-(S)] =f^ (o-(ô)

t\ désigne la frontière de V^ constituée par un arc de courbe y^MM',
par les arcs d'intégrales de E, M^M, MoM', issues des points M, et Mo
et par l'arc MM'. Le long des arcs MM, et MoM'œ^â) étant une forme
linéaire des différentielles des intégrales premières de E est nul. 11
en résulte que ^ ^(5) se réduit aux deux intégrales prises le long
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de YQ et de y, y déduit de y^ au moyen des trajectoires solutions
de E ; d'où

(I. 5) /M^^)^,^).

L'égalité précédente exprime que œ1 engendre un invariant inté-
gral absolu.

Si l'on revient à l'expression de œ.
3

œ = ̂  /Cy(m A)1 — a;' df) /\ (dx'1 — vj dt)

= mk^ dv1 A dxJ — mk^1 dvj A dt 4- AyX1 rf^ A dt

d(o==o impose à la forme de Pfaff AyX'da^ d'être fermée, par suite
de se réduire à la différentielle d'une fonction U, d'où

(I, 6) w=mk^dvi/\dxJ—dîi/\dt.

i 3 .Avec H==T — U, T =—^ m(v1)2 demi-force vive, U fonction de
^ i

force. (I, 6) montre que <o est la dérivée extérieure de

^= ^ mv'dx'—îîdt.
»==!

La forme <o1 engendre l'invariant intégral d'Elie Cartan (10); elle
diffère de la forme <jJ1 (I, ^) d'une forme fermée.

Le fait que la forme œ de degré deux ne fait intervenir comme
différentielles que les différentielles des intégrales premières et que
dans le cas où dco est nulle, co est la dérivée extérieure de la forme
engendrant l'invariant intégral cinétique de M. Elle Gartan conduit
à la choisir comme forme génératrice des équations différentielles du
mouvement d'un point matériel et à la placer à la base de la méca-
nique newtonienne.

Nous résumerons l'étude précente dans le théorème suivant :

THÉORÈME II. — A tout point matériel de masse m, de coordonnées
x1, animé d'une vitesse de composantes v\ soumis à une force F de
composants X1 par rapport à un trièdre galiléen orthonormé on peut
associer une forme différentielle extérieure de Carton du deuxième
ordre possédant les propriétés suivantes :

i. œ est invariante dans les transformations du groupe galiléen, en
d'autres termes a même expression par rapport à tout repère galiléen
orthonormé.
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2. les équations différentielles du mouvement du point sont les équa-
tions associées à co au sens de Carton.

3. œ est unique.
4. (o s'exprime uniquement en fonction des différentielles des inté-

grales premières des équations du mouvement, les coefficients étant
un tenseur antisymétrique fonction des intégrales premières et d'une
variable t par exemple; si rf(o==o, co ne s'exprime qu'au moyen des
intégrales premières et de leurs différentielles.

Rappelons que lorsqu'on utilise les variables usuelles (aY, v\ t)
(o sous forme développée s'écrit :

(I. 7) (û=mkijdvi/\dxJ—mk^idv^dt+k^idx'/\dt
Ay symbole de Krônecker.

Les équations associées à co sont les équations classiques de Newton

^=-m((fo•-xtd<)=o

ôd)
^==m(^-^d0=o (i,y=i, a, 3)

qui interprétées géométriquement dans l'espace euclidien Eg signi-
fient

^ p dOM^
dt dt

L'existence de a) et les équations associées constituent la traduction
analytique naturelle des quatre postulats de la mécanique newto-
nienne du point matériel.

REMARQUES. — i. (o se compose en deux parties: l'une ciné-
tique (Oç

(sîç = mkij dv1 /\ dxj — mk^v1 dvj/\dt

qui est une forme fermée
i 3

(D,== d^mv1 dxj — T dt) T désignant la demi-force vive — ^ m(t/)2

l'autre dynamique 00^ i==l

û^=AyXWArf<

(10) Cf. M. Elie CAKTAN. Leçons sur les Invariants intégraux.. Paris 1922, pp. i à 6.
(n) Cf. M. GALLISSOT. Annales de la Faculté de Grenoble, tome III, 1951 , pp. 277 à a85.
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produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le
point par la différentielle du temps.

a. Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées
à G) qui lient les paramètres de vitesse aux paramètres de position,
comme le montrent en particulier les équations

= dxj — v'1 dt = o.ô(W)

3. Signalons que la mécanique relativiste du point matériel peut
être construite comme la mécanique newtonienne au moyen d'une
forme extérieure œ, invariante dans le groupe de Lorentz, et que la
forme génératrice des équations de la mécanique newtonienne est la

Vlimite de la forme œ^ quand on fait tendre le rapport 8 = — vers
c

zéro, v désignant la vitesse du point matériel, c la vitesse de la
lumière (u).

4. Il est également important de remarquer que la forme œ peut
s'exprimer au moyen de six formes de Pfaff construites sur les diffé-
rentielles des paramètres position vitesse temps, formes qui s'intro-
duisent logiquement dans les problèmes d'intégration et dans l'étude
de certaines liaisons,

(o=Kap(oa/\^ K-ap tenseur antisymétrique (a. (3=i à 6).

EXEMPLES. — i. Point pesant lancé suivant la verticale ascen-
dante et soumis à une résistance fonction de la vitesse mf(v).

m étant la masse de ce point, V la vitesse, g l'intensité de la
pesanteur, z la cote, œ s'écrit

-œ- = dv A dz — [vdv + gdz +/(v)cfe] A dt

ou encore

^^MA^N^A]
— s'exprime donc au moyen des deux formes ——v—-4-dt
m vdv . 9+M
dz -t- i /y \ V11 annulées sont d'après la théorie précédente les

équations du mouvement la dérivée extérieure de chacune d'elles
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étant nulle, en d'autres termes chacune d'elles étant fermée, le pro-
blème est ramené aux quadratures.

Sur cet exemple simple on saisit le procédé qui nous permettra
l'étude de cas d'intégralité des équations du mouvement.

2. Point mobile sous l'action de forces données X, Y, Z, fonctions
de x, y, z d'autre part soumis à une résistance de milieu mf(v)
opposée à la vitesse. En prenant pour paramètres de vitesse les coor-
données sphériques du vecteur vitesse v, ^, 6, pour paramètres de
position les coordonnées x, y , z du point par rapport à un trièdre

fixe, m étant la masse du point -(0- s'écrit :
m

— = (dv sin 6 cos 4' 4- v cos 0 ces ^d6 — v sin 6 sin^d^) /\ dx

4- (dv sin 0 sin ^ 4- v cos 0 sin ^d6 4- v sin 9 cos <WA) A dy
4- (dv cos 0 — v sin ôdô) f\dz— (vdv — \dx — Ydy —îdz) A dt

—f(v) (sin 0 cos ̂ dx 4- sin 6 sin ^dy 4- cos 6(fe) A dt.
Cette forme d'apparence plus compliquée que les équations clas-

siques met en évidence les intégrales premières du mouvement pour
certains choix de X, Y, Z. Ainsi pour un point pesant X = o, Y = o,
Z=—mg

^ = [dv -\-f(v) A + g cos 0 dt] A [sin 0 cos ̂ dx 4- sin 6 sin ^dy

4- cos 6ûb — v dt] 4- [vdQ — g sin 0 dt] A [cos 0 cos ̂ dx
4-cosesin^—sin6d^j4-^^A[—sinôsin^da•4-sinOcos^J.

Les équations associées s'obtiennent en annulant les 6 formes
placées entre crochets ; en particulier

d^=o dv 4- [f(v) 4- g cos 6j dt = o vdQ — g sin 6 dt-= o

dont l'interprétation géométrique est immédiate : projection des
forces sur la tangente et la normale à la trajectoire.

3. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.
Soient i l'angle d'inclinaison du plan horizontal, /le coefficient de

frottement, m la masse du point, Ox l'axe dirigé suivant la ligne de
plus grande pente du plan, Oy directement perpendiculaire. Prenons
pour paramètres de vitesse les coordonnées polaires v, a, de la
vitesse V, pour paramètres de position x, y . œ -= (^ 4- co^

[ «.2 -,

o .̂ = d mv cos acte 4- mv sln arfy — m — dt |
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d symbole de la dérivée extérieure
0)^ == mg sin i cfa* —fmg cos i cos acfo —/my cos i sin ady] /\ dt

d'où

b)- = dv A (cos acte 4- sin ady) 4- vdw. A (— sin a cfc -+- cos a rfy)
m

— vdv f\dt-{-[g sin idx —fg cos i (cos acte 4" si" ̂ y)] A ̂

-(0- === [d(v sin a) -{-fg cos i sin a dt\ /\ [dy — v sin a d<]
m

4- [d(v cos a) 4- (/Î7 cos icos a — 9 si" 0 c^] A [^x — v cos a d<j
-^est exprimée au moyen de !\ formes indépendantes qui égalisées
m
à zéro donnent les équations différentielles du mouvement, dont
l'interprétation géométrique est immédiate. L'intégration de ces
équations sera effectuée au chapitre vi comme application d'une
méthode générale.

§ 2. Forme extérieure associée à un système matériel paramétrique

Nous considérerons avec M. Brelot (12) un système matériel S.
comme porteur

1. d'une distribution de masses ^ o ou mesure ̂  o notée m(e)
fonction finie ^o d'ensemble borélien borné, complètement
additive ;

2. d'une distribution de forces, champ de vecteurs de mesure F(e).
Fonctions et ensembles boréliens étant supposés bornés, nous

allons montrer qu'on peut associer à un système paramétrique une
forme extérieure Q = Qc4- ^d-

a) Calcul de Q<.. — Considérons dans un espace euclidien
à 3 dimensions un ensemble borélien borné D, et l'ensemble variable
borélien borné A qui, pour chaque valeur des ^4~ 1 paramètres
réelles ̂ (i variant de o à n, avec q° ==<), est en correspondance biuni-
voque avec D au moyen de la fonction vectorielle borélienne en M

(II. i) ÔÎ==/(M, 9-)
Le domaine A est déterminé géométriquement par la donnée du

(12) Principes mathématiques de In mécanique classique. ARTHAUI), («rpnobir, p. m à K(.
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point q de coordonnées locales q1 dans l'espace des paramètres. En
supposant l'existence des dérivées premières de / par rapport aux g*
bornées pour M variable dans D et les q1 bornées, par différentiation
de(II, 1)

->
dcÇ== .̂

Nous avons vu au § i que la vitesse d'un point matériel pouvait
être défini arbitrairement et que les équations associées à la forme G)
indiquait la manière dont les paramètres de vitesse étaient liées aux
paramètres de position du point. Il en résulte que nous définirons la
vitesse de la manière suivante. Soit une autre fonction vectorielle
borélienne en M

(II, 2) V;=V(M, 9', p»)

des (^-4~1) paramètres q1 et de n autres paramètres p01 bornés,
admettant pour M dans D quelconque des dérivées premières bor-
nées par rapport aux q1 et aux p01. Vpi. sera appelé vitesse du point a.
Par différentiation de (II, 2)

^ ôv , .; , ôv , .,rfVui = — dq14- — dp01.
ôg* s ' ô p 0 1 l

Les projections de dOa et de dVpi sur trois axes d'un repère
galiléen orthonormé définissent dxj et cfo1; au point M de D en
correspondance avec le point a de A est associée la forme o)c

- k^ A d^ - k^W A dt = k,^ ̂  dp01 /\ dqfï

+^^^dî/A^l--^<^dp-+^
' ^q1^1 1 1 y \^ r 09^ ' ) "

(DC est ainsi une forme de degré 2 définie sur la yariété V^^ des
(2^1 -|-1) paramètres ç', t, p01, fibrée. la variété de base étant la
variété espace temps de configuration V,^. A l'ensemble matériel A
est associée la forme Q<.= Ç cûcSm définie sur la variété V^^. le
symbole Ç étant celui de l'intégrale de Radon.

Q, = k^ A dq1 + k^q1 A dqh - k^ f\ dt - k,^ f\ dt
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avec
, r , ou 'ùf , r , /ôv' ô/'-' ôv' ô/'-'V
^i^-^ '—iH^^'"^^)0"1

, r; .^î r; ôu'ô/-^
^"i^ôp-^-i^ôT'i0"-
, r j ÙVJ r; /^'ô/'' ôv' Ô/A^'^Jn^ô^'iH^ô^-ô^ • ir-

Remarquons qu'on peut également calculer Qç comme dérivée
extérieure de

f (V^. d0;)âm — -ï- dt f (V^om

et que ce calcul peut se faire en substituant aux différentielles des
paramèrres de position dq1, des formes de Pfaff construites au moyen
de ces différentielles, les coefficients de ces formes étant des fonctions
boréliennes en M et des paramètres q1. On obtient ainsi pour la
partie cinétique ûç de Q

ûc = U^ A c^) — AJœ7 A dt)

(0°, œ^ désignant 2/1 formes de Pfaff construites sur les différentielles
des paramètres de position q1 et de vitesse p", (&^, A^) un tenseur
antisymétrique fonction des q1 et p01.

&) Calcul de Qd. — Le calcul de la partie dynamique de Q pré-
sente une difficulté jusqu'à ce jour non résolue, provenant du fait
qu'il n'est pas possible de définir une mesure de forces intérieures
à un système (13) (14). Aussi procéderons-nous axiomatiquement.

Soit F^ une mesure vectorielle de force définie sur A que nous
appellerons avec M. Brelot dyname. L'exposé qui suit est conforme
à celui adopté par l'auteur précité.

Soit un champ de vecteurs w, appelé champ de vitesses virtuelles,
défini sur A. Posons

PS=/^.SF,

Par définition P(^) est la puissance du dyname F\ relativement
au champ virtuel w. Le travail élémentaire 6<. de F<; relativement

(13) Cf. M. BRELOT, Annales de l'Université de Grenoble, T. XIX, IQ^S ; T. XX, 19^.
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à w pendant le temps dt sera

S,==P£.(ft.

Si on prend w = —±1 = -^ q1 (i variant de i à n) la puissance

PÎ a pour expression
ps)=[J'^F.]î•=Q4•

en posant

^f^-
Considérons alors la forme de PfalT -n = Q( dç*.
D'après la définition précédente r: est égale au travail élémentaire

de la mesure de forces F\ dans le champ w=-^.q1
r ôç1 1

Dyname impuissant. Si la puissance P^ est nulle, on dira que
F^ est impuissant pour w. Ainsi si w se réduit à un champ de
moments, ou à plusieurs champs de moments définis sur A, alors
F^ sera impuissant chaque fois que le système de forces F^ sera un
système de vecteurs équivalent à o.

Ces définitions étant posées, pour chaque partie cr de A, on consi-
dérera le dyname F<, comme la somme d'un dyname équivalent, dit
dyname extérieur F^ et d'un dyname équivalent à o, dit dyname
intérieur F^. Dans les applications que nous nous proposons de
développer le système S sera constitué par un ensemble de solides.
Nous admettrons le postulat suivant :

Pour tout champ de moments la puissance des forces intérieures est
nulle. — II résulte de ce postulat les conséquences suivantes :

i. La puissance des forces extérieures sera calculée pour chaque
solide en prenant pour w un champ de moments propre à chacun
d'eux.

D'où la partie dynamique Q^ de Q c'est-à-dire

O^Q.ctyA^.

(u) M. R. DE POSSEL. Sur les principes mathématiques de la mécanique classique Gazeta
de Matematica, n° 28, 19^6, Lisbonne.
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Q( fonctions de (y1, p\<), ç1 paramètres de position, p^ paramètres de
vitesse.

2. La partie cinétique ûç de Q doit être calculée avec le même
->

champ de moments puisque d Op. zzz-^dq1 intervient dans Çîç.
Qc étant la dérivée extérieure de ^

n^^dO^Sm—^ Ç(\^m.
JD k 2 JD

—> -^•
En prenant d0u.=:-'-.dq1, V^r^- ' .p^ en est conduit à deux1 k ôç1 - ^ 09^

expressions classiques de ûç

(̂v.rfo;)s«,=[̂ .̂J;̂ F<,.=,,,p^

en posant g^ =. j -SL^ ' -^ Sm tenseur symétrique covariant d'ordre 2
J ôç ôç

T^(V^[^.^4,.=^,p.,

d désignant le symbole de la dérivation extérieure

Q.==ri(^P/•rfî•-^-.^PAP'rf()•

Forme Hamiltonienne de Qc. — Le choix des paramètres de
vitesse p* étant arbitraire on peut poser

Pi=9hi?11

opération toujours possible puisque sT == yf,,p''p' est une forme
définie positive de rang n (det g^=^o). Pour envisager simultané-
ment le cas où les liaisons holonomes dépendent ou ne dépendent
pas du temps nous ferons varier les indices i et h de o à n avec
dç°=rf<,p,=i

P«=9h»P1'

T==T..+T.F»+T,(p°)--

P^=T.+^
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d'où

û,=d ^^+^_(T,+T,+T,)d(1
,*=! J

=d Sp.^-^-T,)^'!.
.̂ i 1

Nous appellerons expression Hamiltonienne de Qç

(II, 3) Oc= S <^A^-<T,-T,)A^1-1
dans T^ partie quadratique de T exprimée au moyen des p\ on doit
donc substituer aux p* leur valeur en fonction desjo calculé au moyen
des équations

pi=9hiph-{-g^
Si les liaisons ne dépendent pas du temps t

a^i^A^-rfTA^.
Forme Lagrangienne de Oc. — En remarquant que

/. ÔT
^P = ô̂pi

(II, 4) Q.=,^,-Ta)=^WA^)^-T^^î;
^P1 i / W

, / ô'T ô2! \ , , . , , ôT , , . ,. ôT , , ,. ,.
4- ( ——L — —,-—• }dQk /\dq1 — —. dp" A dt — —. dq1 A dt.
' Vôp^^ ôp^ôpV 1 N ' ôp^ l ôç1 4 / x

C'est cette forme de Q(; qui conduit aux équations de Lagrange.

3. Définition d'un système paramétrique holonome. — Un sys-
tème paramétrique holonome est un ensemble de solides et de points
matériels dont la partie cinétique de 0 est susceptible de revêtir la
forme Hamiltonienne ou Lagrangienne.

4. Variété Riemannienne et repère naturel R. — La variété
Riemannienne V,^ associée au système holonome est l'espace temps
de configuration muni de la métrique

(h2 = g^ dq1 dq11 -[- g^i dq1 dt -\- g^ dt2 (i, /i, variant de i à Ai).
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En un point M(^, f) de cette variété le repère i% est défini par les
(^4- i) vecteurs e,, e, tels que ^.^=5^; e,e,=g^\ Ç^=g^

Nous appellerons repère naturel R en M le système des n vecteurs
e^ R se déduit donc de 3{ par suppression du vecteur e^ Le point
image du système sur la variété Vn-^i a pour vitesse v un vecteur
ayant (/i-|- i) composantes contravariantes (ç1, i) v== e-\- q1 e i.

Pour les besoins de la mécanique lorsqu'on dit que le système
dépend de n paramètres de vitesse ç, on considère donc v dans le
sous-espace R. vr^e^1. les q1 sont les composantes contravariantes
de v dans R. Rappelons également que par rapport à R un vecteur
X de composantes contravariantes X1 a AI composantes covariantes
X^^^^X'1 et qu'on passe des composantes covariantes aux compo-
santes contravariantes par les formules

vi. h.v m mineur relatif à q^ dans det\q.kX^^X, avec ghl=———————.yw————-Lyl/l

det\g^\

5. Force généralisée. — Nous avons caractérisé une force appli-
quée à un système par la puissance P = Q^1 (i variant de i à n).
Les Q( sont donc les composantes covariantes de la force généralisée
par rapport au repère. Remarquons que la puissance réelle est
Î^Q^-l-Qo- C'est donc la puissance par rapport au repère
Riemannien 9L Lorsque nous caractérisons le système des forces
extérieures par la partie dynamique de Q, Çl^=.'^/\dt, 'iT==;Q^dç1

est une forme Pfaff définie sur une variété V,,^ ou V^ (système
indépendant du temps).

6. Équations du mouvemsnt. — Les équations du mouvement du
système sont les équations caractéristiques de 0.

Forme Hamiltonienne

Q = ̂  A dq1 - W, - T,) - Q, dq1} A dL

^--^-v^^0.
^-^di-
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Forme Lagrangienne.

n Ô!T . „ . , , , / ôT ô'T \ , , . , ,
^-ôTôp-^P^^^^-ôp^)^^^

- ̂ T dp" A dt - ̂  d(ff\ dt + Q, dç' A d<,

ôQ ô2! , . ôT -,——— == —^—; do' — —- dt = o,
ô(dp*) ôp'ôp" 1 ôp*

ôQ ô'T , „ ô'T , ^ , ô'T , „ ôT ,. . /. .,
ôW)=~¥^ p ^W'^^^ ^ +Q' •

^np î^T
or —^ == ^Aip^. —/.—^ == yAp ^ en résulte que les n premières équations

ôp ôp ôp1

s'écrivent encore -7.'— == g^ (dy1 — p7^) == o d'où dq1 === p* dt.ô(dp )
Les /i dernières compte tenu de rf^rrrp^d/ prennent la forme de
Lagrange en remarquant que

^T , , ô2! , ,, ôT ,,—.—: do" === —.—. p" dt = 2 —, dt,
ôp^ôç1 ' ôp^1' ô^

d /ôT\ ôï ,, „ ,,— ( —. ) — —: dt — 0, dt := o.
dt \ôp7 ôp1 'l

Ces n équations conservant la même forme dans les transforma-
tions du « pseudo-groupe » ponctuel q1 == q1^, t) portant unique-
ment sur les variables de position ç1 sont traditionnellement placées
à la base de la mécanique rationnelle. Elles ont l'inconvénient de se
montrer peu maniables dans la recherche des cas d'intégrabilité, ou
des propriétés topologiques des trajectoires. C'est pourquoi il est
préférable de considérer les équations du mouvement comme les
caractéristiques d'une forme de degré deux.

Forme générale. — Si on effectue sur les paramètres de position
q1 et les paramètres de vitesse pi un changement de variables
quelconque

p,=p,(x\ t) q^^x^ t)

a variant de i à an en désignant par co01 deux n formes de PfafT en
da^, Q s'écrit

Q = A^œ01 A œ? — k^ /\ dt



170 F. GALLISSOT

{k^r k^o) tenseur antisymétrique d'ordre 2, fonctions des a^, t. Les
équations prennent la forme générale

ÔÎ2 i ç< i ii,— == A^œP — /c^ dt = o.

7. Pour que la théorie ainsi construite ait un sens au point de vue
physique il faut évidemment que dans les applications les forces
appliquées soient bornées en grandeur, la rigidité des liaisons inté-
rieures devant être respectée.

EXEMPLE. — Calcul de Q pour un solide mobile autour d'un de
ses points 0 fixe.

Oxyz désigne un trièdre invariablement lié au corps (trièdre
mobile) Q,+Q,==Û

Q,= f^dv1 ̂ dx^m—ïf^Wm^dt ^ 7 ( 1 , 2. 3)

Q,=|^SF.c/OM]Arf<

par rapport à tout trièdre Galiléen. Pour utiliser les axes mobiles il
faut donc calculer par rapport à ces axes les différentielles absolues
des paramètres de position et de vitesse.

x, y , z désignant les coordonnées du point M fixe par rapport au
trièdre mobile, i, j , k étant les vecteurs unités des axes mobiles :

OM=xi^-yj-{-zk

dOM = xdi 4- ydj 4- zdk

(D1, co2, co3 désignant trois formes différentielles de Pfaff construites
sur les différentielles des paramètres caractérisant le déplacement du
trièdre Oxyz (angles d'Euler ou tout autre système)

^ di == a)3/ — co2^
} >- -*• •>-
{dj ==w^k —^i

[rfÂ:=ari —ci/j

rfOM = Î(W —yco3) +7(^3 — ̂ 2) 4- k^1 — x(s)2)9

Prenons pour paramètres de vitesse les composantes p, ç, r, par
rapport aux axes mobiles du vecteur rotation instantanée

V = (72 - ry)i 4- (r.ï — pz)j 4 (py — qx)î.
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La partie cinétique 0^ de Q se calcule comme dérivée extérieure
de la forme scalaire

r(VM.rfOM)Sm-^ r(V8m

^ (VM . dO^)Sm = ̂  [(qz - ry) (co2, — ̂ y)
-4- (rx —pz)(^x — w'z) 4- (py — qx){^y — œ^JSm

=p^ Ç^ 4. ̂ )Sm + yco2/^2 + ̂ âm + r^f^x2 +/)âm

—(rco2-!-^3) CyzSm—(/)ûD3-4-r(ol) f^m—(çco1-}-p(i)2) ^ aySm.

En choisissant pour trièdre Oxyz le trièdre principal d'inertie en 0
et utilisant les rotations classiques :

A=f(y2-{-z2^m B =y\z2 +^)8m G =f(x2 +/)Sm

^ (VM . rfOM)Sm = A/xo1 + Byœ2 + Cro)3

-ï- ^(VM)2Sm=-l-(A/)2+By2+C7l2)
^ J c 2

(/désignant le symbole de la dérivation extérieure

Q, = Adp A œ1 + Brfç A ^2 + Crfr A œ3

+ A/)rfœ1 + Bçrfa)2 4- CW(D3 — (A/)(/JD 4- Bçdç 4- Crdr A rf<-

Le calcul de dœ1, rfœ2, (/co3 résulte des diflerentiations extérieures
des relations vectorielles

di = (i)3}' — (o2!. dj ==• • ' . dk='-

o == rfœ3/ — rfco2^ — oj3 A (^1^ — (JÛ31) 4-(D2 A (^^* — ^V)

ou (dco14"-a)l A ^^J — (^(02 4~(03 A\ ^)^:::::= ° et Ie8 analogues
c'est-à-dire

d^=—(^ A^2); ^^^—(^Aœ3); ^^—((^Aco1)

équations de structure du groupe des déplacements autour de 0.
Il en résulte l'expression de Qç

Q, = Arfjo A ̂  4- Bdç A ̂  4- C^ A ̂
— Ajoco2 A ûD3 — Bçco3 A ̂  — cr(01 A ^2

— (Apdp 4- Bydç 4- Crd^ A ̂ •

Calcul de la partie dynamique û,/ de Q
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Les forces extérieures sont définies par leur puissance
P=L/)-4-M9+Nr .

d'où la forme de Pfaff
^ == W 4- Mcj2 + Nco3 et Qd = (Lco1 + M(o2 + Nœ) A rf<

en désignant par L, M, Nies composantes du moment résultant par
rapport à Oa?, Oj, Oz des forces appliquées au corps d'où

0 = A(dp A ̂ ) + B(rfç /\ a)2) 4- C(rfr A 0
— A/)(o2 A(08 — Bço)8 A <Jl)l — Cr(o1 A ^2

— [Aprf/) 4- Bydç + Crrfr — (Lœ1 + Mco2 + Nco3)] A rf<.

Équations différentielles du mouvement :

^^—Arfp+B^—CW+L^r^

^^—Brfç+Cn^—A^+Md^o
0(0

ilQ = — ÇA- + Apu' — B^u' + N <ft = o

^=A(».-pd)=o

^=B("•-Î<")=0

^=C(».-.«,)=o,

Les trois premières équations, compte tenu des trois dernières sont
les équations du mouvement données par Euler.

Calcul de Qc trièdre de référence mobile dans le corps et dans
l'espace. — II est intéressant pour les applications de connaître
l'expression de Qç pour un corps solide mobile autour d'un de ses
points quelconques 0 lorsqu'on utilise pour trièdre de référence un
trièdre mobile à la fois dans le corps et dans l'espace. "Soient i, j, k,
les vecteurs unitaires du trièdre de référence, û1, Q2. Q1 trois formes
de Pfaff construites sur les paramètres caractérisant la position du
trièdre mobile autour du point 0 fixe, x, y , 2, les coordonnées d'un
point M du solide par rapport au trièdre mobile, co', a>2, co3 étant
trois formes de PfalT construites sur les différentielles des paramètres
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caractérisant le déplacement absolu du solide, p, q, r, les compo-
santes de la rotation absolue du corps par rapport au trièdre mobile.

—^- -r >- ^~
OM == a;( -}-yj -4~ zk

rfÔM = (orz — ̂ y)i -4- (w^x — (l!^i^)j -•(- {w'y — w^x^k
V = Çqz — ry) ï + (rx — pz)j + (py — qx) k

Calculons la différentielle de dV compte tenu de l'expression de's
différentielles de di, dj , dk

di=Q^]—Qrk, rf^Q'X—û^, dk=QS'i—Q.rj
d\ = [zdq — ydr -\- qdz — rdy -\- (rx — pz) (— û3) + (py — qx)^] î

+ [xdr — zdp -\- rdx — pdz -4- (py — qx) (— Q1) -|- (qy — r^Q'jJ
4- [ydp — xdq -\-pdy — qdx 4- (qz — ry)(— Q2) -^-(rx—pz')Q1} k

dx, dy, dz, différentielles des coordonnées de M par rapport aux
axes mobiles ont pour valeur :

dx = ((o2 — û2); — (M3 — Q^j
dy = (ûj3 — Q3)» — ((o1 — Q')z
dz = (M' — Q')j — (M2 — Q2)^

d'où l'expression de d\

d\={—x(qw--[-r^)-{-y[pûî-[-q(wl—OJ)—dr}
+4pœ+^'-û')+^]F

+j.,[çQ'+p(^_Q^4-rfr]
-^[rœ3 +pco1] + 2[îû' + ̂  - û2) - dp] \J

4- | a;[r01 4-/)(cos — Q3) — dç]
4-^û2 + î("3 - û3) + dp\ - <P" ' + q^) \ k.

Formons dans l'espace à 7 dimensions l'expression k,jdv' /\ dx1

/Cy symbole de Krônecker

kifdv1 /\ dxJ ==. x^dr /\ w3-\-dq /\ M'1-\- ajoû)2 A ":i — jo^2 A ̂
-4-çQ1 A "3 — rQ1 A 0' 4-/>û3 A œ2]

+/[rfp A "' + dr A û>3 + aîû)' A œ' - î^3 A (»'
+ rQ» A o1 —joû2 A o14- yû' A M'J

+ z^dq A œ2 + dp A fa)' + arfa)' A œ3 — rQ' A œ2

+J3Q" A "' — ÏÛ" A œ' + rû2 A "' 1
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+ .Y2!— dr A œ2 — rfç A <«»3 + ̂ t01 A o2 -(- 2r^3 A t0'
4-j9(Q2 A (û2 — û3 A "") — çû' A o2 + rQ* A (o3]

-(- zx[— dp /\ œ3 — rfr A "' + '"•œ2 A t03 4- ̂ t*»' A t**2

+9(0' A œ' — Q' A o') — rû2 A œ'+joû2 A œ'j
-(-ay[— rfç A(01 —(^0 A û)2 -h ajoœ' A(0' + 2î<ri2 A û)3

+ r(Q' A "' — û2 A M') —pu3 A û)' + ?Q3 A œ2].

Calculons de même k^v'dv'

Ay-vW - ̂ [rdr + qdq +pr(wî - Q1) -pî(to3 - Q3)]
+/[jîrfp + rrfr+çjo((o3 - Q3) - çr(œ1 - Q1)]
+2*[9c(g+prfp+rg(œl-Ql)-rp(œ2-Q••!)]
-^[rrfç+îdr+^-r'Xcri'-Q^-jD^-Q^+rp^-Q3)]
-zx^dr+rdp+^-p^-û^-qr^-û^+pq^-û1)}
- xy[qdp +pdq + (p2 - ̂ ((o3 - 0') - rp(œ1 - Q1) + qr^ - Q2)].

Désignons par

a=Cxtïm, b^fy^m, c== Ç z^m,

D=fyzom, E^fzx^m, ¥=fxyïm

et signalons que ces quantités sont en général variables avec le temps
puisque les axes sont mobiles dans le corps et dans l'espace. On en
déduit :

Q« = V w^m ==y (Ayrfu' /\dxi— k^dv' A dt^m

Q. = a[dq A ̂  + dr /\ œ3 4- 3JD(»2 Aœ3 —pQ2 A œ3

+ yQ1 A œ3 — rû1 A œ2 4-pQ' A œ2]
+ <>[<<»' A œ' + (̂  A o* + 2?"' A "' — yû3 A "'

+ rû1 A œ1 - pQ2 A œ'+ çQ* A "']
+ c[dp A œ1 + rfç A o>2 + 2^' A œ2 — rQ1 A <»'

+pQ3A<«)2—îQ3Aœ l+rQ2AQ l ]
— D[dq A c»3 + ̂  A "2 — ay"' A ̂  — arû)3 A (»'

— p(Q2 A "2 — û3 A œ3) + çû' A œ' — rQ" A o'j
— E[rfr A œ1 + rfp A ̂  — 2/-ID2 A œ' — apto' A <n2

—^A^—û'Ao^+^Ao'—pQ'Ao'j
— ¥[dp A œ2 + dq A <»' — ajocri3 A (»' — aço)2 A œ8

— r(Q1 A û)1 — Q2 A o2) +JDÛ3 A <o1 — çû8 A "l
— a[çdç + rdr + pr((o2 — Q2) —/)ç(û)' — Q')j A dt
— h[rdr -\-pdp + qp(^ — Q3) — çr(<o' — Q1)] A dl
— c[pdp + qdq + r9((o1 — Q') — rp^ — û2)] A </<
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4- D[rdq + qdr + (ç2 - r3)^' - Q")
-pq(^ — û2) + rp(œ3 — û3)] A dt

+ E[pdr + rrf/) + (r2 —/^((ri2 — û2)
— çr(co3 — Q3) +/>î((o' - û')j A dt

4- F[̂  +pdî + (p- - <r)((o3 - Q3)
_ rjr)((o' — Q1) 4- qrÇ^ — Q2)] A dt.

Cas particuliers. — i. Axes fixes dans le corps

a4-6==C, &4-c==A, c+a==B, Q'=(o1, Q:i=(ri:!, Q'^œ3

Q, = Arip A œ' + Brfç A "i! + Cdr A o»3

— Apû)2 A(ri3 — ByM" A (1)1 — Croj' A (ri:!

— D[dq A o3 + ̂  A ̂  — î"1 A o2 — ''"' A "']
— E[dr A œ' + dp A œ3 — /-(ri2 A o3 —P"' A œ2]
— ¥[dp A œ2 4- rfr A o)' —joœ3 A o' — q^2 A 0']
— [Apdp 4- Bçdy + Crdr — D(qdr + rdç)

— E(rdp +jorfr) — F(prfî + qdp)] A rf<

A, B, C, D, E, F sont des constantes

On vérifie que

Q,== d[Ap(»1 + Bçcr + Crœ3 — D^oy* 4- rw') — E(rœ' 4-pœ')

_F(p(o24-çœl)—I-(Ap24-B9i!4-C'•;!—2D7r—2Erp—2FJOç)d<j.

a. Axes fixes dans l'espace

a4-6==C, &4-c=A, c+a==B, Q1 =Q2=Q : l==o

Q. == Ad^ A ̂  4- Brfg A œ2 + Crfr A "3 4- (B 4- G — A) (œ2 A o3)
4-(C4-B—A)œ3A<» l+(A+B—C)(o lAco

— D[rfç A ̂ ' + (<'• A œ2 — 2î("' A c»2) — 2'-("3 A "*)]
— E[dr A <•>' 4- d/> A (^3 — ̂ (c^ A "') — 2p("' A ̂ )\
— V[dp A o2 4- rfg A ̂ ' — 2p((o^ A "') — i2?^' A M3)]
— ( Apdp 4- Bqdq 4- Crdr — D(qdr 4- rdç)

— E(rrfp -\-pdr) — ¥{pdq 4- çrfp)
4- (C — A)pror 4- (A — B)çpco3 4- (B — C)rjoco'

— D^ç2 — r^cD' —pqw' 4- rpœ3]
— E[(r —p^co2 — çrœ3 4-P^'J

— W — r)^ — rp(l)l + î^J ! A ̂ .
3. (^orps de révolution. L'axe 0; Ju Iriadre élaitt l'axe de revo-
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lution, Oa? et Oy sont mobiles dans le corps et dans l'espace

^C_ ^A.^.^

2 2

Q^AdpA^+AdçAœ'+CrfrA^
+ G/Ko2 A ^3 + €9(0' A ̂ ' + ('-îA — C)no1 A ^2

— ArQ1 A œ2 — Cpœ A ^3 — Açû3 A ̂ '
+ CçQ1 A co'+Arœ A <^ +Ajo03 A <^2

— [Apdp + Açdç + C/'dr
+ (G — A)pr(^ — O2) — (G — A)yr(œ1 — Q1)] A dt.

§ III. — Principe de Fétude
des systèmes mécaniques sans coordonnées.

L'exposé précédent par son développement pourrait accréditer
l'idée qu'il est nécessaire d'utiliser des coordonnées pour étudier les
propriétés des systèmes dynamiques. On se libère aisément de la
servitude des coordonnées en envisageant la question sous l'angle
suivant :

Un système holonome sera caractérisé par une forme Q de degré 2
de rang w définie sur une variété ('") V^, : la variété V«^i espace
temps étant fibrée et ayant pour fibre V^, pour base la droite numé-
rique <, Vg^t, est l'espace des vecteurs tangents aux fibres de V^^i (16).
Soient T l'espace tangent à la variété V a n + i , T' l'espace dual de T.
A(T) l'algèbre extérieure construite sur T, somme directe des sous-
espaces vectoriels Ar des divers degrés r ;> o engendrés par les formes
de degré /••

Opérateur i(x) de M. Henri Cariant). — x étant un champ élé-
ment de T on appelle avec M. Henri Cartan antidérivation définie
par l'opérateur i(x) un endomorphisme de A(T') de degré — i qui

(10) Cf. M. CH. EHRESMANN, Espaces fibres associés à une variété différentiablOf G. R.
Académie des Sciences, t ai0, p. 628.

(l(i) Cette conception de V,^^., se justifie car en un point M de V n ^ i les n directions
des fibres définissent un repère R , qui lorsqu'on munit d'une métrique Vn^.p coïncide
avec le repère B défini au § II, 4

(17^ Cf. M. H. C A R T A N , Colloque de Topoloyie, Bruxelles iQBo, Masson et C°, Paris.
i(j5o, p. 15-27.
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d'une part applique un élément de A' dans A^', d autre part pour
açA^ &çA7, ab^ir = p 4- a)

satisfait à v Â 1/

l(x)a. b = {i(x}a)b + (— i )^. Çi(x)b).

L'algèbre A(T) étant engendrée au sens multiplicatif par ses éléments
de degré o et i (A° est identifié à l'anneau des fonctions numériques)
Fantidérivation i(x) est déterminée quand elle est connue sur A°
et A^T, elle est nulle sur A°, elle se réduit sur A1 au produit
scalaire définissant la dualité entre T et T.

Pour a-çT, x^T i(x). x' = < x, x' >.

Il en résulte que l'opérateur i(x) appliqué à un élément de desré r
de A(T) noté (x[ A ̂  A • • • A ^r) s'écrit

^)(^A- • • A^^j^-i)^1^, 4>^; A • • • A^A- • -A^.

le signe-— signifiant que le terme situé au-dessous doit être supprimé.
Notons encore que l'opérateur i(x) est de carré nul puisque son

carré est nul sur A° et A'.
Ces généralités essentielles extraites de la conférence de

M. H. Cartan(170") étant rappelées, l'opérateur i(x) applique en
particulier la forme Q de degré 2 dans le sous-espace vectoriel T des
formes de Pfaff.

i(x)(î = 7T

symbole qui lorsque V.^, est rapportée à un système de coordon-
nées p01, a (o à sn) donne

i(x)(î = k^d^ — x^}
puisque Q = k^d^ f\d^, k^ tenseur anti-symétrique fonction de
l'anneau A°, x a pour composantes a?01, et que nous supposons le
produit scalaire défini parle symbole de Kronecker.

En particulier avec un système de coordonnées Hamiltoniennes

Q^d^A^—dHA^+Q^A^
^)Û = x/dq1 - ̂ 1 dt\ - x1 ( d p , + ÔH di - Q^\

-^^(dtl-^dt-^dq1}.

(n bts) Le point de vue adopte ici est plus restrictif que celui de M. II. Cartan auquel le
lecteur est prie de se reporter; toute cette application est rédigée en conservant les idées
et les notations de M. 11. Car ia i t .
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Le système différentiel S des caractéristiques de Q peut s'écrire d'une
infinité de manières au moyen de an champs (a?1, a;2, ..., x^)
indépendants c'est-à-dire tels que (x1 /\x2 • • • /\ a^^o). Lorsqu'on

écrit les équations caractéristiques de Q sous la forme —"-==0,

a(i à an) cela revient à prendre pour lésa? an champs particuliers
(o, o, . . . , i , . . . , o).

Remarquons que pour un x quelconque éT, la forme de Pfaff i(a?)Q
n'est pas une forme quelconque de T elle appartient au sous-module
des formes caractéristiques de Q.

Champ caractéristique E. — La forme Q de degré a étant de
rang an, définie sur V^i, il existe un élément EçT défini à un
facteur (fonction numérique) près, qui applique Q sur le zéro de
l'espace des formes. E est appelé champ caractéristique et on a :

i(E)Q=o.

Le but de notre étude étant de faire la théorie des liaisons de nature
quelconque pour les systèmes paramétriques, les théorèmes suivants
jouent un rôle important.

THÉORÈME i. — La condition nécessaire et suffisante pour quune
forme de Pfdff^ appartienne au sous'module des formes caractéristiques
de Q est i(E)T:=o.

1° La condition est nécessaire car si TT appartient au sous-module
des formes caractéristiques, il existe a?çT module E tel que i(x)ù =v:.

i(E)^ = i(E) . i(x)Q = — i(x). i(E)Q
i(E)Q=:o entraîne i(E)Tr=o.

a° La condition est suffisante. En effet pour açT, TrçT, il suffit
de remarquer que la condition i(d)^ •= o signifie que TC appartient à
un sous-module de T. Appliquer à a==E la proposition indique
que il appartient au sous-module des formes caractéristiques
deû .

THÉORÈME II. — Soit f une fonction numérique sur V^.^, la valeur
numérique de f sur une ligne caractéristique de Q est une fonction du
paramètre t dont la dérivée première par rapport à t est i(E}. df, la
dérivée ^(i(E). df)^.
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Avant de démontrer ce théorème nous remarquerons que j étant
une fonction numérique sur V^^i l'opérateur i(E) appliqué à la
forme df lui fait correspondre une nouvelle fonction numérique
/E =- t(E). df. Dans le cas particulier où E a relativement à une base

x^n composantes nulles, la I e égale à i, /^rzr-^- Ceci justifie la
définition suivante : x

DÉFINITION. — Fonction dérivée première d'une fonction numérique
par rapport à un champ. —/étant une fonction numérique sur V.,^^
nous appellerons dérivée première de la fonction f relativement au
champ E la fonction f^ = ^(E)rf/*. La fonction f^ étant elle-même
une fonction numérique sur V.^, on peut appliquer l'opérateur i(E)
à la forme df^ et appeler dérivée seconde de f par rapport à E
/E^ -=i i(E). rf/E0 que nous écrirons symboliquement (î(E) . rf/')00.
D'une manière générale la dérivée ne de la fonction /par rapport
à E est la fonction f^ = i(E). df^ - ° = (i(E). rf/y70.

REMARQUES. — 1° Si / est un produit de deux fonctions u. v on
démontre d'une manière classique

(u.^)Eft)=^\^+...+C^~p).^p)+•••+a.V(E).

2° Relativement à deux champs pris dans l'ordre E^, E.^ on peut
définir pour les fonctions numériques une dérivation i(E^)d(i(E^.dfY
Ces généralités étant posées démontrons le théorème II. Soient /
et g deux fonctions numériques sur V.^,; considérons les deux
fonctions i(E). df et i(E).dg. Si/est une fonction de g , df est
proportionnelle à dg ; l'opérateur i(E) étant linéaire et homogène

dj ^(E).d/
dg i(E).dg'

En prenant g==t et choisissant la fonction numérique arbitraire
dont dépend le champ E défini comme solution de i(E)Q==o telle
que i(E)dt = i

^=.(E)rf/=/,.

Au second membre on doit considérer la fonction /^ comme fonction
de / sur la ligne caractéristique.
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En répétant sur la fonction f^ le raisonnement fait sur / nous
écrirons le long d'une ligne caractéristique du champ E

f^=(i(E}.df^\
Par récurrence /w = (i(E). rf/)^.

Application. — Si on choisit 2n fonctions f^ indépendantes sans
singularité dans le voisinage d'un point M, on a pour représenter
les lignes caractéristiques du champ E le système de 2/î équations
différentielles qui s'écrit

^=.(E)-<y,.
Ce système permet d'étudier l'aspect local du mouvement au

voisinage d'un point M^ de la variété, puisqu'on peut calculer toutes
les dérivées successives en M^ au moyen de l'opérateur i(E).



CHAPITRE II

THÉORIE D»UNE LIAISON IMPOSÉE A UN SYSTÈME MATÉRIEL

§ I. — Généralités.

Soit un système matériel S formé de points et de solides dépen-
dant de n paramètres q1. Dans ce système il existe des liaisons holo-
nomes dont on a tenu compte en disant que le système dépend de n
paramètres. Il a pour image une variété V^, précisée au cha-
pitre i, § III.

DÉFINITION. — Nous dirons qu'on impose une nouvelle liaison
au système holonome S.

i° si l'image de S est une sous-variété de V^ia(M)=o, MçV^,.
a" si on ajoute au champ caractéristique E un champ de liaison

E/, champ dû aux forces nécessaires à la réalisation de cette liaison.
Quand on emploie un système particulier de variables de position

q1 de vitesse q\ et le temps /, cette définition se traduit par
i° une relation a(ç1, ç1, /)==o, i variant (i à Ai), admettant des

dérivées partielles —^.^é:o pour un i au moins (si la relation est

holonome nous conviendrons de la remplacer par sa dérivée par
rapport à /).

2° une force généralisée L à ajouter aux forces appliquées à S,
dont les composantes covariantes L( par rapport au repère naturel R

n
(chapitre i, § II, ^) sont définies par la puissance relative P==VL(Ç1.

Quand on caractérise le système S par une forme Q sur V^i,
astreindre S à une nouvelle liaison revient à remplacer Q par
Q-4-^» ûi= Lidq1 /\dt avec la condition forme da==.o.

Dans l'expression de P les L, sont des fonctions des ç1, q1, t,
l'indice i prenant toutes les valeurs possibles ; dans l'expression
de P on ne tient pas compte de la relation a==o.
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REMARQUES. — i° 11 existe une relation liant la forme da et le
champ E^, qui lorsqu'on utilise des coordonnées se traduit par une
relation liant des dérivées partielles de la fonction a et les L,. L'étude
de cette relation fait l'objet du § II de ce chapitre.

2° Au point de vue où nous nous plaçons si on considère un
solide S astreint a rouler sans glisser sur une surface donnée cette
condition se traduit par trois relations et le solide S sera considéré
comme astreint à trois liaisons du type précité. Pour préciser pre-
nons une sphère S homogène de rayon a astreinte à rouler sans glisser
sur un plan fixe ; par rapport à un repère fixe formé d'un trièdre
trirectangle
Ç, Y], Ç, désignent les coordonnées du centre de S,
JD, ç, r, désignent les composantes du vecteur rotation instantané.
u, v, w, désignent les composantes de la vitesse du point de contact.

Les liaisons se traduisent par

\ a=^ — aq=o ^ v=r^-\-ap=o ^ w=t:a == ç — aq=o ) v=r^-{-ap=o ^ w = C == o
:Yv P,=Zw[P,=Xu (P,=^v (P,=Ï

Au contraire une sphère qui glisse sur le plan n'est astreinte
qu'à une liaison Ç—a=o P==N(^—f\/u2 4- ̂ 2) (voir la théorie
au § 6 de ce chapitre).

§ II. — Relation entre la forme da et le champ E/.

La relation de liaison étant définie par une fonction numérique
a=o sur V^i la forme da doit être nulle sur les lignes intégrales
des équations du mouvement, elle appartient donc au sous-module
des formes caractéristiques de la forme Q-l-^/- D'après le théorème 1
du § III, chapitre i, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
en soit ainsi est que

(II, i) i(E+E/).rfo=o
qui s'écrit encore

(II, 2) i(E,).da+i(E).rfa=o.

Explicitons la condition (II, I) en prenant comme variables les
variables Hamiltonniennes. La forme 0 caractérisant mécanique-
ment le système S est

Q = rfp, A dq1 - [dÇT, - T,) - Q. dq1] A di.
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La liaison est définie par a(/),, q\ <)==o, Q/r^L^dç'A^-
Les équations caractéristiques de la forme û 4" Q^ sont :

ô(û+ÛQ _ô(T,-T,)
ô(rf/>.) ï ÔJO,

^=-^[Ç,+L,-^F.,

La forme do = — cÇp, + —^ dq1 + — d< devant appartenir au sous-

module des formes caractéristiques de û -^- Qi dont une base est

ô(Q4-^) ô(Q+ûf) da=—^- ^(û+û,) . ôa ô(Q4-ûj)
b(dpi) ï b(dq1) î a~ ôjo,' ô(c?^) ' ô î * 1 ô(ô^)

d'où la condition

^^[Q,+L-^^T.)^+^..Ô^^
îL ô? J ^ ÔP* ô<

Interprétation de la condition (II, 1). — La condition (II. i) peut
s'interpréter de deux manières différentes.

Premier point de vue. — Les champs E et E( étant connus, la
condition (II, i) est une équation aux dérivées partielles du premier
ordre définissant la fonction a. Elle exprime la condition nécessaire
et suffisante pour que a===const. soit une intégrale première du
système des équations différentielles des caractéristiques de la forme
0+Q/- Comme l'intégrale générale d'une équation aux dérivées
partielles linéaire, du premier ordre dépend d'une fonction arbi-
traire, ^(û^^const. est aussi intégrale première mais ne constitue
pas une intégrale distincte.

Conséquence : La relation de liaison a = o ne peut être choisie
arbitrairement c'est une intégrale particulière de l'équation aux
dérivées partielles. Cette relation de liaison est aussi représentée
analytiquement par 9(a)=.o avec 3î(o)=o; c'est pourquoi nous
dirons que par rapport à un système holonome S une relation de
liaison n'est définie analytiquement qu'à une fonction arbitraire
près.

Deuxième point de vue. — La sous-variété a==o de V^^ étant
donnée, la condition (II, i) est linéaire par rapport au champ E;
comme le montre (II, a). Il existe une infinité de champs E^ satisfai-
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sant à (II, 2). On peut donner une interprétation géométrique à
(II, 2) en utilisant le repère naturel R (chapitre i, § II, ^). Au point
M de la variété V,^,, considérons le vecteur L (composantes co va-

riantes L() et le vecteur a ( composantes contravariantes — )•
n ôa v . . w

i(E). da = ̂  — L( est le produit scalaire de ces deux vecteurs
<=l ^Pi

i(E) . da fonction numérique, que nous désignons para, ne dépend
pas de la force de liaison. L'équation (II, 2) prend ainsi la forme
géométrique a.L-|-a==o, et signifie que l'extrémité du vecteur L
d'origine M situé dans un hyperplan défini par l'équation

^L.+a-o.
À^ l l

Cette équation détermine si l'on veut une des composantes L^ en
supposant les Çn— i) autres connues.

§ III. — Distinction entre une intégrale première
du mouvement de S et une liaison imposée à S.

Si i(E).rfa==o en tout point de Vg^i cela signifie d'après le
théorème 1 (chapitre i, § III) que da appartient au sons-module des
formes caractéristiques de Q, en d'autres termes a==o est une
intégrale première particulière du système des caractéristiques de Q.
Cette liaison peut en particulier être réalisée sans adjonction de forces
nouvelles au système mécanique S puisqu'on peut satisfaire à (II, i)
en prenant le champ E/ nul. Ceci nous permet de préciser la notion
de liaison imposée à un système mécanique S.

DÉFINITION. — Une liaison est imposée à un système S, quand
a==o n'est pas une intégrale première particulière des équations
du mouvement de S. Cette définition se traduit par la condition
((E) . da =/= o, qui lorsqu'on emploie des coordonnées/)^, ç1, t s'écrit :

,li(̂ V -̂̂ +^0'
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§ IV. — Liaison du type a=o, Xe. Compatibilité.

Dans un très grand nombre de liaisons usuelles le mécanisme de
la liaison est tel qu'on connaît à priori la direction de la force de
liaison généralisée L, c'est-à-dire que le champ de liaison E/ est de
la forme Xe champ de direction connue, X fonction numérique à
déterminer. Exemples

1. Deux solides en contact sans frottement, la force de liaison
est dirigée suivant la normale commune.

2. Deux solides glissent l'un sur l'autre avec frottement, la force
de liaison obéit aux lois de Coulomb ou à des lois de Coulomb
généralisées. On connaît donc la direction de la force de liaison
puisqu'elle est située d'une part dans le demi-plan défini par la
normale commune et le vecteur opposé à la vitesse de glissement \g,
d'autre part fait dans ce demi-plan avec la normale commune l'angle y
tel que tg<p=/ (/=const. loi de Coulomb ordinaire, /fonction
de la vitesse de glissement, de la composante normale N de la
pression des deux solides, loi de Coulomb généralisée). Même résultat
quand on tient compte du couple de résistance au roulement et de
pivotement.

3. Liaison de puissance nulle. Voir ce qu'il faut entendre par là
au §V.

A. Liaison par asservissement de M. H. Béghin dont la direction
d'action est connue.

En mettant en évidence la direction e du champ de liaison E^=Ae
l'équation (II, 2) s'écrit

(II, 3) H<î).da+i(E).do==o.

Par hypothèse dans le cas d'une liaison imposée à S i(E).da=^=o.
l'équation précédente détermine pour le facteur X une valeur finie
si i(e). da =/= o. Les hypothèses i(E). da=/=o, i(e) . rfa==o, conduisent
à attribuer une valeur infinie à X. Sous l'action d'une force dont
la grandeur devient infinie, les liaisons invariables dont on a
nécessairement tenu compte dans la mise en équations du système
paramétrique cessent de l'être. On doit donc envisager la déformation
de ces liaisons. Au sens de la théorie des solides invariables on ne
peut aborder l'étude du cas i(e). da == o pour lequel le postulat du
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chapitre i §11 (système des forces intérieures impuissant) n'est pas
valable. Nous rencontrerons un exemple de cette circonstance dans
le cas du frottement de glissement, de roulement, de pivotement à
la fin de ce chapitre. Ce qui précède nous conduit à la notion de
liaison compatible.

DÉFINITION. — Compatibité d'âne liaison du type a==o, Xe. _
Une liaison imposée à un système mécanique S du type a=o, X<?,
est dite compatible si i(e}.da^o.

KEMARQUE. — Si en un point M^ de V.^^ appartenant à la sous-
variété a=o on a simultanément (i(e). da\=Q, (i(E).cfaV=o.
À n'est pas déterminé par l'équation (II, 3). On peut alors le déter-
miner au moyen de la valeur de a^ calculée en appliquant le
théorème II du chapitre i § III.

^^(((E+ÀéO.day^o.
V^da)^ + X[(^)rfX). (i(e)da) + (;(E)rfX). (i(e)da)

+ i(e)d{i(E)da) + i(E)d{i(e)da)] + (^(E)^ = o
relation qui en My se réduit à

We)da}^ + \[i(e)d(i(E)da) + i(E)d(i(e)da)],-}- (i(E)rfa)^ = o.
Cette équation du ?/ degré en \ le détermine généralement, sinon
on utiliserait la première expression de (i(E + \e). da)^ non
identiquement nulle.

V. — Liaison de puissance nulle.

Celte catégorie de liaisons se caractérise aisément quand on prend
comme variables les variables lagrangiennes (y1, o1, /). La puissance
d'une force définie par Lff dépend comme la vitesse du repère choisi.
Elle revêt donc deux aspects distincts suivant le repère (chap. 1 § II, !\)
que l'on envisage

n
1. Par rapport au repère naturel R. P = V L^'.

2. Par rapport au repère A de Tespace de Riemann à (n+i)
dimensions

n

3= S M1 avec îo^1
1= 0

repère qu'on est obligé d'introduire si les liaisons implicites dont on
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a tenu compte pour aboutir à la notion de système paramétrique,
dépendent du temps t. Remarquons que la première expression se
déduit de la deuxième en introduisant la convention de langage
habituelle : puissance à t constant et que les deux expressions
coïncident si les liaisons implicites ne dépendent pas du temps.

Pour la généralité des raisonnements nous utiliserons dans ce
n

paragraphe la puissance 3= ̂  L^1 par rapport au repère rieman-
nien êR. (=0

On s'affranchit du rôle des coordonnées de la manière suivante :

à la puissance S correspond la forme i: = îdt = ^ L^dq1 définie
1=0

sur V^ i. Le long d'une ligne intégrale ï des équations du mouvement
relatif au champ E+E^, la valeur de la forme TC est i(E+E^ît, la
valeur de la forme dt est conventionnellement i(E + E^). dt = i
(cf. théorème II chap. i § III) d'où

î=^=i(E+E^.

Si on considère maintenant l'ensemble des lignes intégrales S,
S=.i(E-}-'E^ est une fonction numérique sur V^.^.

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une liaison est de puissance nulle
si i(E + E^TÎ = î est nulle sur l'ensemble des lignes intégrales du
mouvement de S astreint à la liaison.

THÉORÈME. — Une liaison de puissance nulle a pour expression
n

analytique ^ l^ les quantités l, étant des fonctions de q\ q\ t,
*==0

Les deux équations a=o, S=o ne devant pas constituer deux
relations de liaison distinctes, sont deux formes analytiques équiva-
lentes de la liaison imposée à S au sens donné à cette expression
au § II. On peut donc prendre comme expression analytique de la
liaison î=:i(E-4-E/)TT=o. Cette dernière équation montre que -re
n'est définie qu'à un facteur près fonction numérique sur V^^.
Quand on prend les variables lagrangiennes il en résulte qu'une
liaison de puissance nulle est définie par

ii^=o î=xs^1 .
t=0 <^ -y
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Cas particuliers. — i. Les ^ sont des fonctions des (f seulement.
Ce sont les liaisons linéairement non holonomes classiques

i/^+^o-

^. Les ^ sont les dérivées partielles d'une fonction a(ç1, /). Ce
sont les liaisons holonomes.

3. Les /^ sont les dérivées partielles par rapport aux (f d'une
même l'onction homogène de degré m par rapport aux q1 a(q1, q1, t)

, ôff n ÔG? .,./,=—- V .(^l=ma.
^i^q

Ce sont les liaisons découvertes par Appell0^.

REMARQUE. — Les liaisons d'Appell contiennent comme cas
particulier les deux précédents : m== i liaisons linéairement non

holonomes, m = ï . /. =^ — liaisons holonomes.
^

Valeur du facteur À pour une liaison de puissance nulle. —
L'équation (II, 3) avec a=/,ç1, devient

À if?^+a=o, oi=i(E}da
i iV0^- /

ôa ôa ô^ ôa ,.or — — —.. —*- — — g^
ô/)( ô^-7 ùpi ô^

(g1-1 tenseur métrique de V^ ou V^i) l^=iV sont les composantes
contra-variantes de la direction d'action de la force de liaison par
rapport au repère H . À est donc déterminé par

("'" \s{^+x=o•
('.as particulier. —Liaison d'Appell. . ==/y (II, [[} devient (II, F))

( I I , 5) À^ ^+a=o.
\./--i /

Comme S/^ est le carré de la grandeur du vecteur / par rapport

( 1 8 ) Cf. P. A.PPFLL, Comptes rendus de l'Académie dc^ Sciences. 1 9 1 1 , tome i5a, p. nq7-
1 1 9 9 -
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au repère R le coefficient de À pour les liaisons d'Appell est toujours
une quantité positive. Ce fait a une très grande importance pour
l'unicité des mouvements d'un système S soumis à des liaisons de
classe U (liaisons unilatérales) étudiées au chapitre I V e t V .

^ VI . — Étude de la liaison constituée par le contact de deux solides
glissant, roulant et pivotant l'un par rapport à l'autre.

Considérons un repère mobile formé par un trièdre trirec-
tanglc MXYZ ayant pour origine le point de contact des deux
solides S^ et S^, pour axes la normale commune dirigée vers S,,
MX et MY étant situés dans le plan tangent commun liés à un
système de deux lignes orthogonales tracées sur S^.

Notations par rapport à ce trièdre soient :

0(P1, P2, P3) la rotation du trièdre de coordonnées
œ,(/)1, p\ p3) la rotation absolue du corps S^
7Ao,(a1, a2, a3) la vitesse absolue de G^ centre de gravité de S,
MG^(y1 , g\ y3) les coordonnées de G,
o^(/)4, //, jo6) la rotation absolue de S^
Vj^(a\ a', a°) la vitesse absolue de G.^
MG,/y4, g\ g6) les coordonnées de G.^
R la résultante des actions de S.̂  sur S^
K le moment résultant par rapport à M des actions de S.̂  sur S,
VMSI la vitesse du point de S, en contact avec Sg en M
VMÏ la vitesse du point de S^ en contact avec S^ en M.

Le vecteur V = V^s, — VMS, représente l'état cinématique de S^
par rapport à S.^. Ce vecteur a pour composantes :

u1 == a1 - a4 + W - gY) - (gY - gY)
a2 = a2 - a° + W - 9 ' P 3 ) - ̂ Y - 9'P6)
^ = a3 - a° + (^y - yV) - W - 9 Y)-

La condition de contact de S^ et de S.̂  se traduit par u3 = o. Elle
constitue la relation de liaison au sens du paragraphe I.

(II, n) a = a3 — ̂  + (yV — gV) — (gY — y V) = o.
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Evaluons la puissance du système des forces de liaison.
Le vecteur caractérisant la rotation relative de S, par rapport à S.

est co, —d).^ dont les composantes sont :

sur le plan taneent commun C L ) . . ^ ' , /

* _^ C ^ — P 1

sur la normale commune (o^ p3—p'\

La puissance des forces de liaison est :

P=R(V^.-V3+K((^-^).

Dans l'hypothèse VMS. =7^ VMS, , œ, -=^ (0.^, P non nulle n'est déter-
minée que si on précise direction et grandeur de H et de K. C'est
le but des lois de Coulomb que nous rappelons

i) Lois concernant R . V^s,—VMS,==V dont la composante nor-
male est nulle si S^ et S., sont en contact a une composante tan-
gentielle \g vitesse de glissement de S^ par rapport à S.,. R a une
composante tangentielle T et une composante normale N .

à) La composante tangentielle T est colinéaire à V^ mais dirigée
en sens opposé.

6) |Ï| est lié à N par la relation T =j\^ , /coefficient de frotte-
ment d'où

Rtv^-VMTJ^N^-yiN^.
2) Lois concernant K . co^ —o>., a une composante tangentielle co,.

qui caractérise le roulement de S, par rapport à S.,, et une compo-
sante normale œ^ qui caractérise le pivotement de S, par rapport
à S.,. K a une composante tangentielle K ^ , une composante nor-
male K^.

a) La composante tangenlielle K( est colinéaire à co,, mais dirigée
en sens opposé.

6) K< est lié à N par la relation K^ == û i\|, o étant un coeffi-
cient appelé paramètre de résistance au roulement.

c) K^ colinéaire à co^ mais dirigé en sens opposé est lié à N par
la relation 'K^=-a) i N L eu ^ tan t un coefficient appelé paramètre de
résistance au pivotement.
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II résulte de ces lois

K((^—(O,)=— i\|[c; oT,|+(o c^|].

La puissance du système des forces de liaison au sens de la défini-
tion du paragraphe 1 est

(11,6) P^N^-yl^l-ôl^-Qïl^l] N > o

ou (II, 7) ____ _ ____________
p^N^-M^^'+^o-^^'-^T+^-^r

£=±i, eOD3—?6)^.

L'expression entre crochets est une fonction des 19. paramètres q1

caractérisant la position des deux solides dans l'espace et de leurs
dérivées premières <y*. Remarquons que les quantités u1, u2, u3,
p\ . . . , p6 sont des formes linéaires et homogènes des q1. Pour

n

mettre P sous la forme classique ^ L/y', il suffit d'appliquer le

théorème d'Euler à chacune des fonctions homogènes :

^(•?)^^=^.;A^^S^•Î'+^^^
v(;.' -^^-^(^^/Z^y't

1 = 1

r.a _ ^ 12 >/ ̂ 2
+ P - P ' y2 ̂ -^y

v/^'-pT+^-pyÂ ^
L'expression des L. résulte de là et également celui des ^ puisque

N se met en facteur dans les L^. Il est important de remarquer que
ce calcul est valable dans l'hypothèse où les coefficients f, o, ®,
sont des fonctions de N pression des deux solides, de la vitesse de
glissement, de la rotation co,. ou co^.

Cas particulier. — f, o, co, sont des constantes ou bien des
fonctions de N, pression normale considérée comme un paramètre.
Si on pose

(il, 8) Y==u3-/V(u•y+(u7
- ̂  -p^^-pj - ̂ (p'-p6)

l'expression (II, 7) montre que P==iVl'; ^' étant homogène et de
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degré i par rapport aux q1, la forme classique de P est alors (II, 9)
ce qui permet d'énoncer le théorème

(II, 9) P=N^^-

THÉORÈME I. — Dans le contact de deux solides frottant, glissant,
pivotant F un sur l'autre, si les coefficients f, o, (jj sont constants ou des
fonctions du paramètre ^> (pression normale) les composantes cova-
riantes de la force de liaison par rapport au repère naturel R sonf
proportionnelles aux dérivées partielles par rapport aux q1 d'une
fonction ¥(ç1, q1).

Calcul de N. — La liaison constituée par le contact de deux solides
étant du type a===o, Àe le calcul de N s'effectue au moyen de l'équa-
tion (II, 3) qui s'écrit (II, ïo}

(II, lo) N(i (^) .<fa)+t \E) .^=o.

Cette équation si/, o, aï sont indépendants de \ est linéaire en i\ ;
dans le cas contraire elle constitue une équation implicite défi-
nissant N.

La détermination effective de N demande le calcul de i(E) . da et
de i(e)da. i(E).rfa ne peut se calculer que si l'on se donne le sys-
tème des forces extérieures aux deux solides ; comme ce dernier est
arbitraire, i(E) . da est une fonction numérique arbitraire sur V^ ^^.
Quant à i(e).da il est déterminé puisqu'on connaît la relation de
liaison et la puissance P.

THÉORÈME II. — Dans le contact de deux solides glissant, roulant,
pivotant l'un sur l'autre, l'invariant iÇe).da est donné par la formule :

(II, 12) i(e).oîa=A+/(Bsin5-^-Ccos5)+â(DcosŒ4-Fsin(T)+£coG

dans laquelle f, o. ôj, désignent respectivement le coefficient de
frottement les paramètres de résistance au roulement et au pivotement,
s et T sont respectivement l'angle du vecteur de glissement \g et l'angle
du vecteur de rotation de roulement (D,. avec une direction choisie arbi-
trairement dans le plan tangent commun aux deux solides. A, B, C,
D, F, G des coefficients ne dépendant que de la distribution des masses
dans les deux solides à l'instant t.

Hemarquons que relation de liaison et puissance s'expriment
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simplement au moyen des paramètres de vitesse a1 . . . a", // . . . p^ \

(II, n) a=^—^^g}p2-^-g•V^-gY=o

(II, i3) ____
p^[^pc-/\^^rW^^^^^ -I

[ôp^ 1/ Ô((:1Q r ô(^) p'-^-^)

(^ désignant un des paramètres quelconques a? ou p ^ . L'expression
(II, i3) de P fait intervenir les dérivées partielles par rapport à u\ u2

et p ' —p\ p2—/)', qui ont une signification géométrique. Si s
désigne l'angle que fait la vitesse de glissement V^ avec l'axe MX

^ . u2
cos s == —.--.-.——.-^_. gin s 1=

^(^^(^Ï ^a^+W2

si (T désigne l'angle que fait le vecteur rotation de roulement o^
avec MX

n1 __ m4 ,2 __ .S

c o s j = - _ f r swj= . __P ~P————V(p1 -pT + (p2 -p'r ^p1 -pj^^py
d'où la nouvelle expression de la puissance

(II, i^) P=N^F
avec

I 4, == —/cos s i l^ =fcos s
4,=—/sins l/^^ysins
43=1 ^,,,=-I

^ == — ̂  -/sin sg3 — û cos o- , /„ r== y +/sin sg^ + o cos T
/^=^ l+ycos5y3—âsin7 f^^—^'—ycoss^+âsinT

\ ^3 == —/cos ̂ 2 +/sin 59' — eh) ^ ==/cos s '̂ —/sin s^* 4- £M

Tout revient à établir la formule permettant de calculer l 'invariant
i{e)da au moyen de ces paramètres (3e. Or quand on utilise des

variables hamiltonniennes ('(e) . dû = ̂ /, ôa ; quand on utilise des
ô/),

variables lagrangiennes, g ' ' 1 étant le tenseur métrique fondamental

((e^rfa^o''/.00.v / y 'î>q'
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Si l'on utilise des paramètres de vitesse quelconques liés aux
paramètres q1 par des relations linéaires [î?==(JLfg1

_ p. ôa _ ̂  ôĵ  _ ôa ^
('—^ ^"""ô^ ' ôç^ôfîF ' ̂

ôa - ôa^).rfa==^a;4^=^^

y^rrro^uL0 étant l'expression contravariante du tenseur fonda-
mental dans le nouveau système de paramètres. Le tenseur contra-
variant y*00 se déduit du tenseur covariant y^ qui est connu puisqu'il
est donné par les coefficients de la force vive absolue dans le système
daxes MXYZ. Soit

,T = m, [(a1)2 + (a2)2 + (a3)2] + WY + B/p2)2

+ c^3)2 - ^D^pY - ̂ pY - 2F^y
+ mj(a4)2 + (a5)2 + (a6)2] + W)2 + B,<p5)2

+ c,(p6)2 - 2D.^y - ̂ pY - ̂ \pV
dans laquelle m,, m^ désignent les masses des deux solides. Ap ... Fp
les coefficients de l'ellipsoïde d'inertie de S^ par rapport à des axes
parallèles à MXYZ issus de G. A^, ... F., les analogues pour S,. De
là résulte

^aiâi __ ,y<Xta« —— ^303 —— _ . .Y<XAai —— ydss.v, —— ̂ 9.^ —— — .
* — < ( m, ' ' ' * w,

Y01*^ ̂ r: o pou r i\^f=- j
vP^rrrû1, ^[P^=b\ y^^^rC1, ^iP3=dï, ^-=e\ ^'^f1

^=a\ Y^5=62, 7^°==^, ^=d\ ^=e\ ^=f2,

i(e) . da=^L ̂ a- donne la formule (II, 12) avec pour A, B, G, D.

F, G des valeurs qui ne dépendent que de la distribution des masses
à l'intérieur des deux solides à l'instant t.

A-^+^+^^^+^^^—^^'^+^T+^T-^^^^
m^ m.^B^a^y+^(y1)J-.^1^-/ly1^+ay^+dX9-)2-eyy5-/y^

G^&^^^c^y+e^^)2-/1^^^^-^^^^^
D=ay-/y+ay-/y
F=^y4yv-&y+/yG^-d^'+^y-dy+^y
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Dans le cas où on suppose/, §, ?o indépendants de N, N n'est
fini pour i(E). da =/=- o que si i(e) .da=^o.

Cette question présentant un certain intérêt pratique, nous allons
montrer brièvement que la distribution de la matière dans les deux
solides doit être assez particulière pour que i(e). da=.o soit réalisé
pour des valeurs de/< i.

Pour simplifier prenons le cas d'un solide de révolution glissant
avec frottement sur un plan, l'axe du solide restant dans un plan
de symétrie vertical. Dans les calculs précédents on doit prendre :

g'=o, JD^O, p3=o, p''=po=p6=o,

^=^=^=0, ^=o, f=o, y=——,
Ht K

d'où la condition
^+W+/^y=o si cos.=i.

Le glissement ayant lieu dans le sens positif de l'axe des X,
g3 étant positif il faut que g1 soit négatif. Prenons pour système de
référence des axes parallèles issus de G; les coordonnées de M par
rapport à 0 sont Ç===—g\ * ( = — g ^ ' k e t / é t a n t donnés on en
déduit que le point de contact M du solide est par rapport à G sur
la branche d hyperbole

(^+/^=-A2

la distance minimum de G à M est donnée par la longueur du demi-
k\/~î „ , ,,. , i— k \/\ T'H'2—!axe transverse — — — — ; d ou 1 inégalité —.- <; —'— - - "— ——.

VVl^-/3——! GM V 2
If 1

Si le corps se réduit à une barre homogène -,.==:—--9 donc pour
k i . i . v ^ ,un corps homogène - . ̂ --- La double inégalité n'est vérifiée

^ GM ^/3
q u e s i / > ,

§ VII. — Méthode générale de formation des équations
du mouvement d'un système mécanique astreint à une liaison.

Tout repose sur la forme extérieure de degré deux associée au
système mécanique S, car cette forme est susceptible de s'exprimer
au moyen de formes de PfalT.

Nous supposerons la liaison / définie par a(p^ </'. ^ )==o,
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Q/== A/trfç' A ^/ ^ 1^ cs^ on !̂  ̂  L^ç* A dt, tous les L( étant connus
sauf l 'un d'eux pouvant être considéré comme un cas particulier
puisqu il sullit de grouper tous les L( connus avec les Q( qui corres-
pondent aux forces extérieures pour être ramené au cas précédent,
la fonction L, inconnue jouant le rôle de A. La forme Q associée au
système astreint à la liaison / s'écrit

Q == dp^ A dq1 - d^î, - TJ A dt + W A dt + M^dq1 A dL
La liaison imposée à S étant par hypothèse compatible (cf.

" ô ochapitre n, § IV) i(e)da=: ^ — ^ = 7 ^ 0 ; il en résulte qu'on peut
i-i^Pi

toujours substituer à deux différentielles associées dpp dq1 les deux
formes de Pfaff TT et Œ définies par

TT = l^dq1

ôa , i ôa , , i ôa ,.7 = — dpi + —: dq1 + - - dt
ôp, l l oq1 ô<

résolubles par rapport à deux différentielles associées, soient pour
fixer les idées dp^ dq^

dp,

n ôa , ^>ôa . , , ôa ,,a — Y — dp. — y, —:dq1 — — dt,̂ôp, pt ^q1 ï ô^
ôa
ôpt

TC •

dg-==-
S W

La forme extérieure associée au système exprimée un moyen d'un
système de in formes de Pfaff (T, TT, co01, a variant de 3 à in s'écrit:

Q = k^ A -^) + U^ A ^a) + k,^ A co01)
+ k^ A œ? — (/c^(oa + k^ + A,^ - A^) A dt.

Les équations différentielles du mouvement sont les équations
associées à 0.

(1) ——==k^(û^—k^—k^—k^dt==o en nombre égal à 2(^—1)

(2) ^ - A ̂ +^M^o--A)d(=o
OIT

(3) ^=^^+^^-^.^=0
ÔŒ
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auxquelles on adjoint la liaison a==o et les relations de définition
des formes.

Forme réduite û^- — Remarquons que si dans Q on tient compte
de la liaison en annulant a, on obtient une forme réduite Q/..

Or = U^ A ^a) + ̂ (^a A œ?) — Çk^ + k,^ - A^r) A dt.
Comparons les (2^1 — i) premières équations associées à Q,. et à iî

dans lesquelles on fait (j=-o

(i') -^•===:k^r^—k^T:—k^.dt==o en nombre égala 2 (n—i)

(2') ôa=/c,^-(/C.„-A)A=0.
OIT

On constate que ces Çin— i) premières équations sont les mêmes.
La dernière équation du premier système qui manque quand on
utilise û^ peut être remplacée par une équation indépendante des
précédentes. En remarquant que

ôQ^ ùQ ÔQ».)^
ôo- ô(rf^) ÔT

—'==0 est équivalente à ———==0 est réciproquement. On en
ÔT . ,. , . . ^ .déduit qu'il suffit d'adjoindre aux équations (i') et (2') cette équation
qui s'écrit

du'—^dt=o.
' ^

Dans l'ensemble des équations ainsi écrites on remplace p^ par sa
valeur calculée au moyen de l'équation a==o, d'où le théorème :

THÉORÈME I. — Étant donné un système mécanique à n paramètres
astreint à une liaison compatible a(pi, q1, /)==o, Q/^A^rfç'Arf/,
on peut obtenir les équations du mouvement et le facteur de liaison A,
en adjoignant aux équations associées à û,., déduite de Q en tenant
compte de la liaison, d'une part 7: == l^dq1 d'autre part une des équations

({qi——Î^^Q^ ^ étant tel que —l^o pi étant dans les équations
^Pi ^P

remplacé par sa valeur calculée au moyen de la relation a==o.
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REMARQUE. — Dans la pratique si Q est exprimée au moyen des
variables lagrangiennes q\ q\ t, et de leurs différentielles ce théo-
rème se traduit par la règle suivante :

Règle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement
on substitue dans Q à deux différentielles associées dq\ dq\ par
exemple les deux formes TC et Œ, Q^ se réduit de Q en faisant <r==o
et en remplaçant q1 par sa valeur calculée au moyen de l'équation
o'(q\ q\ <)=o. Les équations associées à Q^ auxquelles on adjoint
d'une part dq1—q'dt=.o, d'autre part TC =/,rfç1 déterminent les
équations du mouvement et le facteur de liaison.

Forme réduite Q, donnant uniquement les équations différentielles
du mouvement. — Q,. formé comme on vient de l'indiquer dépend
de 2(^1— i) formes co01 de dt et de i:.

Qr == ̂  A ̂  4-Aapœ01 A œ? — (k^ + k^ — X^) A dt.

Comme 1:== PyO^, (P étant la puissance des forces nécessaires à la
réalisation de la liaison P==XPu, Py== /^l), remplaçons TT par Pydt
dans Q^. On obtient ainsi une forme

Q, = k^P^ dt A co» + k^ A œP — k^ /\ dt
= k^ A ̂  — (PAa + k^ A dt

dans laquelle ne figure plus X. En comparant les équations associées
à Q, et à Q^ dans lesquelles on a remplacé -n par Py dt

—^=k^^—(PAa+^ao)rf<=o en nombre égal à îÇn—i)

—^ = ky.^ — A^Pu d< — k^ dt = o en nombre égal à a(n — i ),

on constate que ce sont les mêmes. On peut donc obtenir les équa-
tions du mouvement indépendamment de X au moyen de Q, dans
laquelle ne figure plus que 2(^1— i) différentielles dq\ dp,, et (2^1— i)
variables p,, ç1, p^ par exemple étant remplacé par sa valeur au
moyen de la liaison a==o; l'équation à adjoindre aux équations

^np
caractérisques de 0^ étant dq1 ——^dt^^o.
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Formation de Q,. — Q, s'obtient en remplaçant dans Q deux
différentielles associées dp^, dq1 parles valeurs

dq^P^dt—^W
2

n ôa , . n ôa , .; i ôa ,,s^+ '̂+ '̂
1 1 ^a

^
THÉORÈME II. — Etant donné un système mécanique à n paramètres

astreint à une liaison compatible a{pi, q1, t)=o, ûi= ^l^dq1 f\dt,
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement comme
caractéristiques dune forme Q, de rang ^(n— i), déduite de Q, en
substituant à deux différentielles associées dp,, dq1, leur valeur étant
calculée pour la première au moyen de la différentielle de f équation de

n

liaison, pour la deuxième au moyen de l'équation ^ l^dq1— P^dt == o ;

si la variable pi est remplacée par sa valeur extraite de a=o on
adjoint au système des équations caractéristiques de Q, la forme

î\T
d^—o-^dt=o.

^Pi
REMARQUES. — i. Liaison de puissance nulle 2=o\ comme

î=P^-\-l on remplace dans les formules précédentes Py pa r—^.
2. Liaison de puissance nulle indépendante du temps P===o.

rfy1 est une fonction linéaire des (n— i) autres différentielles.
3. Liaison holonome indépendante du temps. Dans Q, ne figure

plus un couple de variables JD(, ç1, et leurs différentielles. Les équa-
tions différentielles du mouvement sont les caractéristiques d'une
forme extérieure de degré deux de rang 2(^1 — i).

4. Si une variable q1 ne figure ni dans Q ni dans la relation de
liaison ni dans Py, il y a un avantage évident à éliminer dq1 car 0,
ne dépendra plus que de ï{n — \ ) variables et de leurs différentielles.
Les équations différentielles du mouvement sont les caractéristiques
d'une forme de degré deux de rang 2(n— i), la variable q1 étant
déterminée par une quadrature.



CHAPITRE III

SYSTÈME MATÉRIEL ASTREINT A p LIAISONS

DÉFINITION. — Un système matériel holonome S caractérisé par
une forme extérieure Q de degré deux de rang 2/1 définie sur une
variété différentiable est astreint à p liaisons.

i° si Limage de S est une sous-variété de V^.^ définie par

a\M)=o. . . . ^(M)===o, MçV,^.
2° si on ajoute au champ caractéristique E défini par i(E)Q =o,

p champs de liaisons E1, . .. 1 ,̂ champs déterminés par les forces
nécessaires à la réalisation de cette liaison.

Quand on emploie un système particulier de coordonnées les p
liaisons sont définies

a) au point de vue théorique par :
1° p relations a\pi, q\ t)=o{h variant de i à p) ;
2° p formes ^ = L^dq1 /\ dt qu'on doit ajouter à Q (i variant

de i à p) ;
6) au point de vue pratique par :
1° p relations a\q\ q\ <)==o A(i à p ) ;
2° p puissances Ph=L^qi i(i à n).

R E M A R Q U E S — î . L'ensemble des p relations de liaisons
a1 ==o. . . . ^==0, peut Atre iiussi défini par un ensemble quel-
conque de p fonctions de classe C°° /^(a1, . . . 0^=0 (k de î à p)
nulles au point 0, dont le jacobien n'est pas nul. Un ensemble de p
relations constitue donc un sous-anneau de fonction numériques sur
l'anneau des fonctions numériques dont un choix a1 . . . cf indé-
pendantes constituent les p éléments génériques. Dans la pratique
il y a un intérêt évident à choisir ces p éléments aussi simples que
possible, dans la théorie ce choix n'interviendra pas.

2. On peut toujours supposer que le champ E* relatif à la he
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liaison est de la forme E^r^X^, eh champ de direction connu,
XA fonction numérique sur V^^, car si dans les n composantes de
E\ (n— i) sont connues la ^inconnue, on peutécrire E^^E^-I-X^,
et considérer le nouveau champ E = E 4- E? ce qui revient au point
de vue mécanique à faire passer la partie des forces de liaisons qui
est connue dans les forces extérieures appliquées à S. Il en résulte
qu'on peut toujours sans restreindre la généralité des raisonnements
considérer d'une part la puissance de l'ensemble des liaisons sous
la forme P = X^ç1, d'autre part la forme Q/ somme des Q^ à ajouter
à Q écrite comme suit [̂  :== X^^ç1 A ̂  ^es ^A étant p fonctions
numériques sur V^^ à déterminer, les /? étant np fonctions numé-
riques connues.

§ II. — Compatibilité des p liaisons.

Le champ caractéristique pour le système matériel astreint aux p
p

liaisons est E-|~ ^ X^. Les formes da\ .. . dap, devant être nulles
A=l

sur les lignes intégrales des équations du mouvement, doivent appar-
tenir au sous-module des formes caractéristiques de la forme Q -|- û^.
D'après le théorème 1 du chapitre i § III les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'il en soit ainsi sont

(III. i) /E+ S X^W==o À. /c(i à p)
\ A = l /

conditions qui s'écrivent encore

(III, 2) ^(eV^+^E^^o.

Remarquons que si l'on change la représentation analytique des
liaisons, les conditions que l'on obtiendrait ne sont que des combi-

naisons linéaires desp équations (III, 2) car dfj=^-su^dak, et
ô^

^E+VW^M^^+^E)^,^ S ̂ [^^/t)^+^E)^.J—— ^ ̂
fc-l oui. j od

Les p conditions (III, 2) constituent un système linéaire aux p
inconnues Xp . . . Àp. LesX ne sont déterminés que si de{\i(eh)dalt =^o.
Cette condition est évidemment indépendante des variables utilisées

-V 0 / .
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pour caractériser le système et ses p liaisons. Nous l'appellerons
condition de compatibilité des p liaisons, car si elle est réalisée les
facteurs de liaisons X/i ne sont ni indéterminés ni infinis. Comme
nous l'avons déjà indiqué dans le chapitre précédent le postulat
« Système des forces intérieures impuissant » est valable. Pour cette
raison nous poserons la définition :

p liaisons imposées à un système matériel sont compatibles si
det iÇe^da^ =^ o.

REMARQUE. — Cette notion de compatibilité des liaisons élimine
une classe importante de mouvements dans lesquels les liaisons sont
indéterminées au sens de la mécanique du solide rigide, mais cette
notion est indispensable si l'on veut éviter des résultats paradoxaux.

Prenons par exemple une barre pesante dont les extrémités A et
B glissent sans frottement sur un cercle vertical de rayon R. Pour
AB=2R, abstraction faite des liaisons un mouvement de rotation
uniforme de la barre autour du centre 0 du cercle paraît possible ;
si on considère les réactions en A et B, un semblable mouvement
est impossible car ces réactions ne peuvent équilibrer l'action de la
pesanteur. Montrons que deux telles liaisons sont d'après notre
théorie incompatibles.

Soient M la masse de la barre, k son rayon de giration autour de
son centre de gravité. En prenant pour axe polaire la verticale des-
cendante issue du centre du cercle, pour coordonnées polaires du
centre de gravité de la barre supposée homogène r, 6, pour angle
de rotation de la barre ç, la forme Q est

Q = r f / • A ^ + ^ r f Ô A r f 6 + 2 ^ ô d ^ A r f ô + ^ r i î A d ç

—(rrfr+r2ôrfô+rô2rf^4-Â:2çd9)A^+y(cos6d^—^sinOo?6)A^•
Le champ caractéristique E a pour composantes :

r 'O+ycosô, ^^(srô+ysinô), o. r ; Ô, 9, i.
r

Supposons que la barre ait une longueur aRs inu avec u<;—;
2i

classiquement les deux liaisons se traduisent par les deux relations

r = = = R c o s M , ^ — 0 ==—à notre point de vue par r==o, ç p — ô = o ,

la barre glissant sans frottement elles sont de puissance nulle
P'--=Â/\ p^^—ô). On en déduit:
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i° les deux formes Q1 et O2,

û1 =\ dr A A, Q2^^ (rfy —d9) A dt

2° les composantes des deux champs de direction des liaisons
e1 et e^

e\t, o, o, o, o, o, o) c^o, —^-, ,j? o, o, o, o).
\ r k /

Gomme nous voulons examiner ce qui se produit lorsque

r==Rcosu pour u==— les deux champs E et eî devenant infinis

pour cette valeur, nous prendrons pour composantes des champs :

E^rô'+ycose). —2r(r0+^sin0), o, r2/1, r'ô. r'ô, r2).

/ r1 \^(r2, o, o, o, o, o, o) ^ i o , — i , —) o, o, o, o) .
\ k )

On obtient immédiatement :

i(e')dr=r\ i(^)dr=o, ^Xç-Ô)^, i(eV(ç-Ô)==i+^

La condition de compatibilité s'écrit :

i(el)rfr.i(eV^-e)=^2(I+^=R2co82u(l+R^^
\ K / \ K /

Pour u==— les deux liaisons sont donc incompatibles.

Interprétation géométrique de la fonction scalaire det |i(^) dak[ —
La fonction numérique detl^e^da^] peut s'interpréter géométrique-
ment sur V^^i en considérant d'une part le champ d'ordre
p e1 A eî • • • A ep construit sur les p champs e1, e2, . . . e^ de l'espace T
tangent à V^.^, d'autre part la forme d'ordre pria1 A o^a2 • • • A daP,
construite sur les p formes da\ . . , daP de l'espace T' dual de T.
En un point M de la variété, le champ d'ordre? et la forme d'ordre
p donnent respectivement naissance à unjo-vecteur et à une p-forme
dont le produit intérieur est detj^e^da^K19). La condition de
compatibilité deti^) dak\=/L o entraîne donc la non nullité de ce
jo-vecteur et de cette p-forme dont les significations sont les suivantes ;

i° la non nullité du p-vecteur signifie que les directions des

(^Cf. N. BOURBA.KI, Algèbre m uiti linéaire, Actualités scientifiques N° ïo/»^, Hermann,
Paris, 1948, p.. 106.



20^ F. GALLISSOT

forces de liaisons en un point M de la variété V,,^ forment un
jo-èdre par conséquent sont indépendantes.

2° la non nullité de la p-forme entraîne que les p fonctions défi-
nissant les relations de liaisons sont indépendantes.

Au point de vue analytique la condition de compatibilité se tra-
duit ainsi :

Si on désigne d'une part par A la matrice à p lignes dont les élé-
ments d'une ligne sont les composantes d'une des p formes
da\ . . . daP par rapport à la base (dp^ dq\ dt\ d'autre part par L la
matrice à p colonnes dont les éléments d'une colonne sont les compo-
santes d'un des/) champs e1, ... ̂  le produit de A par L définit une
matrice carrée d'ordre p dont le déterminant est le produit intérieur
dup-vecteur et de la p-forme.

A=

ôa1

ÔJD1

ô^

^

ôa'
• • •¥7

ïcf
• • -07'

ôa1

ôç1

Mf
07

ôa1 ôa1

bq^ îït

ôû^ ôû^
ôp" ô<

L. o
Vn

0

o 0

Les composantes L^ , du p-vecteur sont formées au moyen des
déterminants d'ordre p extraits de la matrice L. Les composantes
A'* 'P de la jo-forme sont formées au moyen des déterminants
d'ordre p extraits de la matrice A.

A^i 'PL.. , =det |A.L| .

§ III. — Forme Q,. réduite associée à S astreint à p liaisons
donnant les équations du mouvement et les facteurs de liaisons.

Nous allons montrer que l'existence du p-vecteur L(. , et de la
p-forme A'1 • • 'P dont le produit intérieur n'est pas nul permet de
construire une forme 0^ réduite dont (2^1—p) équations associées
jointes à p équations convenablement choisies donnent d'une part
les équations du mouvement, d'autre part lesjo facteurs de liaisons.

Posons
ç^1^:^1 h{i àp).

L'existence du p-vecteur L(, . ̂  nous permet de calculer p différen-
tielles d(f en fonction des 7i\
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Posons
00/1 J 1 ^aA i . i ÔÛ^,, /. i / . \

ô^^^ô^^ A ( I a^

L'existence de lajo-forme A1' ^ nous permet de calculer? diffé-
rentielles cÇp,en fonction des (Jh.

Le produit intérieur du p-vecteur et de la jo-forme n'étant pas
nul, on peut choisir pour les deux systèmes de différentielles dq\ dp,,
qu'on exprime en fonction des formes 7C\ Œ\ la même partition
d'indices, de i à p pour fixer les idées, ce qui est toujours possible
avec un choix approprié de notations. Il en résulte que la forme Q
associée au système exprimée au moyen de in formes de Pfaff IT\
^n (h variant de i à p) œ01 (a variant de 2jo -|- i à an) s'écrit :

Q = k^1 A ^') + ̂ (c^ A cr1) + M^ A ̂ )
+ AapK A œP) - (/wo01 + k^^k^ - W) A dt.

Les équations du mouvement et les facteurs de liaisons sont
données par les caractéristiques de Q.

(1) ^^.cr'+^+^-^d^o
en nombre égal à a (n—p)

(2) ÔQ = - k^' - k^ - ̂  dt + X» dt = o
OIT

en nombre égal à /?
(3) .̂ = A,̂  - /c^.œ01 - /c, (/< = o

en nombre égal à p
auxquelles on adjoint les relations de liaisons û^rrro, les équations
de définition des formes avec les p conditions ^=.0.

Réduction de Q. — Soit Q,. ce que devient Q quand on annule les (T\

Q, = ̂ ((^ A ^A) + k^ (o^ A co^) — (AaoO)01 + ̂ A — W) A d<.
Les (^n —p) premières équations associées à Q,. sont :

(I') ^=^+^-^=0

en nombre égal à i(n—jo)
(a') ^=-k^-^dt+^dt=o

OTT
en nombre égal àjo.

On remarque que l'ensemble des (2^1—p) équations (i') et (2')
ne sont autres que les équations (i) et (2) dans lesquelles on annule
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les (T\ Pour compléter ce système il faut théoriquement adjoindre

à ( i') et (Y) les p équations —^=oo\ip équations équivalentes. Or

si Q est exprimée au moyen des variables pp ç1, on a pour les équa-
tions associées, n équations

ôQ , ,. ôT, -
———=dq1——^1=0.
ô(rfp,) ôp,

Quand on effectue un changement de formes

dpi= a^cr\ avec det|a,̂  o —— =-00 . a^
ô((^) ô(ûÇp,)

de sorte que les p équations -7—— == o entraînent —. = o et récipro-
ô(dp,) Ô(T" r

quement. Il suffit donc d'adjoindre à (i/ et (2)' les p équations
^T

dq1——2dt=o dans lesquelles on remplace p des quantités D,

par leur valeur calculée au moyen des p équations de liaisons
a\pi, ç1, t)=o. On peut donc énoncer le théorème:

THÉORÈME I. — Étant donné un système mécanique à n paramètres
astreintà p liaisons compatibles du type a\p^ q\ t)=o, Ph=\^qidt,
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement et les p
facteurs X/, des liaisons en adjoignant aux (2n—p) premières équations

?^T
associées à la forme Q,.. cTune part les p équations dq1—-Hdt=o,

^
d'autre part les p équations l^dq1 = ̂  p des variables pi étant calculées
au moyen des p liaisons ah == o.

REMARQUE. — Dans la pratique si û est exprimée au moyen des
variables lagrangiennes q\ q\ t et de leurs différentielles, ce théorème
se traduit par la règle suivante :

Règle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement
et les facteurs de liaisons, on substitue dans Q à p couples de diffé-
rentielles associées dq1, dq1, les 2jo formes TC\ (T\ Q^ se déduit de Q
en annulant les o^, et en remplaçant p des variables q1 par leur valeur
calculée au moyen desp équations de liaisons. Les (2/1—p) premières
équations associées à Q^ auxquelles on adjoint d'une part les p
équations dq1—ç^^o, d'autre part les p équations de définition
des -rc\ ^^r/^1, déterminent les équations du mouvement et les p
facteurs de liaisons.
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§ IV. — Forme réduite û, donnant uniquement
les équations différentielles du mouvement.

Q^ formé comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe précédent
dépend de 2(n—p) formes oA de p formes T^ et de dt.

Q^^^A^+Aa^A^——^ao^+^o^-^^

Comme ̂  = P^dt (P* étant la puissance des forces nécessaires à
la réalisation de la h6 liaison P^^X/JPi;), remplaçons chaque ̂  par
P^dt dans 0^, on obtient ainsi une forme

û, = k^ A W) + k^ A c^) - /c^o^ A dt
dans laquelle ne figure plus aucun des facteurs de liaisons X^. Cette
forme Q, est de rang ï(n —p) car sa puissance {a —?y est :

Q^-^^Ko/A^A • • t A (O^'^A^ (K fonction numérique).
En comparant les 2 (n—p ) équations caractéristiques de Q, et les

i(n—p) premières équations associées à Çlr dans lesquelles on a
remplacé chaque ̂  par P^dt

^=Wdt+k^-k^dt=o

^=.k^dt+k^-k^dt=o

on constate que ce sont les mêmes. On peut donc obtenir les
équations du mouvement indépendamment des facteurs de liaisons
au moyen de Q, dans laquelle ne figure plus que 2 ( n — p ) différen-
tielles dq\ dpi, et (2^1—p) variables p^ q\ p des variables p, étant
remplacées par leur valeur calculée au moyen des p équations de
liaisons. Il faut en outre adjoindre aux équations caractéristiques

?»T
de Q, les p équations dq1——îdt correspondant aux différentielles
dq ne figurant pas dans Q,. ^l

Formation de û,. — Q, se déduit de Q en remplaçant p couples
de différentielles associées dp,, dq1 par les valeurs calculées au moyen
des deux systèmes

\r.^ >^ >rf^

^-dp.-^^dq'-}-^dt=o; W-P^t=o A(ià^.



208 F. GALLISSOT

THÉORÈME II. — Étant donné un système mécanique à n paramètres
astreint à p liaisons compatibles ah(pi, ç1, <)==o, ûi^.'X^dq1f\dt,
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement comme
caractéristiques d'une forme Q, de rang s ( n — p ) déduite de Q, en
substituant à p couples de différentielles associées dp^ dq\ les valeurs
calculées pour les dp^ au moyen des p différentielles des équations de
liaisons, pour les dq1 au moyen des p relations l^dq1 — P^dt == o ; si
les p variables pi sont calculées au moyen des p équations de liaisons
û^nr^, on adjoint au système des caractéristiques de Q, les p formes

dq^-^dt=o.1 ^Pi
REMARQUES. — i. Liaisons de puissance nulle. ^==0, comme

^==PS4-ç, on remplace P^ par —ç.
2. Liaisons de puissance nulle indépendantes du temps P^==o,

p des différentielles dq1 s'expriment en fonction des (n—p) autres.
3. Liaisons holonomes ou pseudo-holonomes indépendantes du

temps. Dans Q^ ne figure plus p couples de variables p^ ç1, ainsi
que leurs différentielles. Les équations du mouvement sont les carac-
téristiques d'une forme extérieure de degré deux de rang ïÇn—jo).

l\. Si p variables q1 ne figurent ni dans Q, ni dans les p relations
de liaisons, ni dans les puissances P^ des liaisons, il y a un avantage
évident à éliminer les p différentielles dq1, car Q, ne dépendra plus
que de ï(n—p) variables et de leurs différentielles. Les équations
différentielles du mouvement sont les caractéristiques d'une forme
de degré deux de rang ^(n —p), les p variables q1 étant déterminées

<\T
par des quadratures puisque les p formes dq1——^dt sont fermées
modulo les caractéristiques de [),. ^

§ V. — Méthode générale pour Pétude d'un système mécanique à
n paramètres. Applications.

De l'ensemble des quatre paragraphes précédents se dégagent
naturellement une méthode générale pour l'étude des systèmes
mécaniques dépendant de n paramètres. Ces systèmes sont toujours
constitués par des ensembles de solides et de points matériels
astreints à un certain ensemble de liaisons du type a(p^ q\ <)==o,
P===X/,ç1, supposées compatibles.
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1° Les facteurs de liaisons X se déterminent toujours indépen-
damment des mouvements par l'utilisation combinée de la forme Q
et de l'opérateur i( ) de M. H. Cartan. Il suffit pour cela de
déterminer pour le système libéré de ces liaisons :

a) le champ caractéristique E de la forme Q correspondante, ce
qui est immédiat si Q est écrite sous forme canonique.

6) les champs e1, . . . , e^ de direction des forces de liaisons.
Les p équations (III, 2) déterminent complètement le système

des forces de liaisons.
Remarquons à ce sujet que si e\ . . . , e^ ne dépendent pas des X,

ces équations sont linéaires en X, mais si pour des raisons physiques
e1, . . . , eP dépendent des X, le système (III. 2) constitue un système
d'équations implicites par rapport aux X. C'est ce qui se produit en
particulier dans le cas du frottement de glissement, de roulement,
de pivotement, lorsqu'on considère coefficients de frottement,
paramètres de résistance au roulement et au pivotement comme
fonctions des pressions normales.

2° Les équations du mouvement peuvent toujours s'obtenir
indépendamment des facteurs de liaisons au moyen des équations
caractéristiques d'une forme Q, auxquelles on adjoint p formes
différentielles convenables (cf. î Th. II, § IV). Les propriétés de ce
système différentiel seront étudiées dans le chapitre vi de ce travail.
Au préalable nous donnerons quelques exemples simples d'applica-
tions des méthodes précédentes.

EXEMPLE I. — U n disque homogène pesant, de masse M, de
rayon R, de moment d'inertie MA2 par rapport à son centre roule et
glisse sur la ligne de plus grande pente d'un plan incliné faisant
l'angle i avec l'horizontal. On suppose que le coefficient de frottement
est une fonction de la vitesse de glissement v et de la pression
normale N soit/(v, N).

En prenant pour axe des a?, la ligne de plus grande pente du plan
orienté vers le bas, pour axe Oy la perpendiculaire, ç, T], étant les
coordonnées du centre du cercle, 0 son angle de rotation, la forme Q
pour le disque libre est :

QrrrMdSArfS+MrfylA^+M^riôA^
— M(?rf$+ Y) C?YI 4-/CM) A rf<+M^(sin id^ — cos irfy]) A dl.

Le champ caractéristique E a pour composantes

E(ysini , — g c o s i , o, $, Y], ô, î).
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La liaison se traduit par Y]==O, puissance P==N[e/>(^-l-RÔ)+ïl]
avec e(?+RÔ)<o doù Q(===N[e/(dS+RdO)+rfY)J; notona que
V==^+KÔ.

Le champ e de direction de la liaison a pour composantes

/6/ i e/R \
'(M' M' MA»' °- °- °- °}

La pression normale N est donné par Ni(e) dy] -|- i(E) dr\ = o

i(é) dr\ == — i(E) dr\ = — g cos i d'où N == Mg cos i
M

Pour obtenir les équations différentielles formons Q, déduite de
Q4-^ en remplaçant dï) par o. rfy] par

-^(dÇ+R^+^+^+RÔ)]^'
a=^ArfS4-A2dÔAde-^^+^d6)Ad<M

+ y Bin idç A rf<-I-? cos »e/(dç + R d8) A cy.

Les équations du mouvement sont les caractéristiques de Q,. Un
choix intuitif de 4 opérateurs de M. H. Cartan permet de les mettre
sous la forme

WQ^————d————yr-gdt^o,
sini4-t/(i>)cosi(i-(-^-J

W=«ô-———^——^J-0
"nt4-eAt»)cosi(i4-^,l y

•/ «\r» -»A —eR cos t7'(v) di>
W^ ysini-h^cos^+R1)"0'

.(^Û.^+RdO—————————"*———_=o
y sin i -(- e/^v) cos ti i -\- -y\

L'existence des champs a;', ... a;* précédents tient aux transfor-
mations infinitésimales de la forme Q, comme nous le démontrerons
au chapitre vi, § II. Ce système est intégrale par quadratures.
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Roulement sans glissement. — Dans notre théorie ce sont deux
liaisons de puissance nulle :

ï)=o, P^NY], ^+BÔ=o, P^T^+RÔ),
Pi=y], P^+RÔ.

Les composantes des champs de direction des liaisons sont :

0. ̂  0, 0, 0, 0. o) ^ 0, ,̂ 0, 0, 0, o).^(°* TP oï oï ot °' °) ^n\ M / \1

Déterminons d'abord les composantes de la réaction au moyen
des opérateurs

»(<•') rfir)=-^-, ((e^dy^o, t'(E) dr^ == — g cos ('

i(<l)d(S4-RÔ)=o, i(<,l)^+RÔ)=^/I +^V
»(E)d($+RÔ)=ysini

d'où
N__ÏE)rfâ_ -i(E)^4-RÔ) M^sini
N- .(<>•) ̂ -M^081' 1- ^)d($+R67-————R.-

' ' " A 1

Les équations différentielles du mouvement se déduisent de Q
obtenue à partir de

^^-^rféA^+^Arfïi+^rfÔAdÔ-^^+ïidyl+^Ô^A^
-}-g (sin idç —cos (dY]) A <&+ N rfif) A </<+ T(c?$ + R dô) A rf<

en remplaçant dif) par o, cfr) par 4- P^ d( == o puisque P' === o, a0 par
—-^-d$, c»par-^-(—dS+P;df)=—^puisque Pî=o.

•=(i-1-^)^A^-(i+^-)^A^—ysin(rfÇArf<.
Q, / i A'\ .* . ... / . A"
M= ^RÎ^A^- i+^

On en déduit immédiatement d^ == g 81nt df, rfÇr==$c/<, résultats
classiques. 1 +—-

EXEMPLE II. — Disque homogène roulant et glissant sur une
courbe plane fixe, le disque restant dans le plan de la courbe.

Soient Ox et Oy deux axes fixes, m la masse du disque, a son
rayon, mA2 son moment d*inertie autour de son centre de gravité
G, Ç, Y), les coordonnées de G, 6 l'angle de rotation du disque autour
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de G, X, Y les composantes de la résultante des forces extérieures
autres que celles de l'action de contact de la courbe sur le disque,
F le moment résultant des forces extérieures dans les mêmes condi-
tions.

Au disque entièrement libre est associée la forme extérieure :

Q==d(m^4-mYlrfyl+m/c2ôrfô—TdO+(XriÇ+YdYl4-^d6)Arf<
dans laquelle T désigne la demi-force vive du disque.

La courbe G sur laquelle roule et glisse le disque est supposée
définie par a», y fonctions de l'arc s de la courbe. La demi-tangente
orientée Pt à G fait en un point P quelconque un angle a== (Oa?, P<),

dsle rayon de courbure en P est p = = — - II est commode de prendre

des axes mobiles P/, P/i avec (P(, Pn)=—• Les coordonnées de G
v / 3

dans ce système sont d'une part a, d'autre part PG==R obtenues
de la manière suivante : par un point G du plan on mène une nor-
male GP à G d'où le point P(a) et PG = R sur cette normale
orientée.

Les différentielles rfÇ, dr\ s'expriment au moyen de rfa, rfR par
les formules
rfç = cos a(p — R) da — dR sin a dr\ = (p — R) sin a rfa 4- rfR cos a.

Soient a, v les composantes de la vitesse de G par rapport aux
axes P<, Pn

^ = u cos a — v sin a Y) = a sin a -4- v cos a
d'où les expressions de T, ^dÇ-|-Y)rfY), et de Q en fonction des
variables choisies :

rî=-Lm(uï-^vï-}-k^\ ^-4-yirfy]=(p—R)uda4-vrfR

Q=m[(p—R)duArfa—"rfRArfa-4-duA^+^aÔA^l
— mÇu du +v dv 4- k2^ dÔ) A dt

4-[(Xcosa4-Ysina)(p—R)rfa+(Ycosa—Xsina)dR4-rrfOjA^.
Le champ caractéristique E a pour composantes dans l'hypothèse

p -R^o
^/X cos a -\- Y sin a . uv Y cos a — X sin a u2

\ m p — R ' m p — R ^
r a . \

—7^ ——D^ vf °* r )•mk2 p — R /
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La liaison se traduit par v==o, puissance

P=N^+£/[ (p-R)&+a6j{

avec £ = — i si u 4- aô > o. £ = 4- i si a 4- aô < o. On en déduit

Q,=N|rfR+£/[(p—R)ria4-adO]j.

D'où les composantes de la direction du champ de liaison

( i f \ £/a \
€( - S L , —, -Â—^ 0, 0, 0, 0 .
\m m mk /

La valeurde la réaction normale N se déduit de Ni(e)ofo+i(E) dv=o

^ i(E)dv v . v \ uï
N == — ——— = X sm a — Y cos y.-\-m ——— -

i(e) dv ' p — a

Pour obtenir les équations différentielles formons Q, qui s'obtient
à partir de Q en remplaçant dv par 0, dR par

-£/[(p-R)rfa+adej+£/[(p-r)à4-ûô]A

puisque u == o

Q,==m(p — R)duA rfa+muae/'dO A da-{-mue.f[(p — r)di + aôjda A d(
+ mA2 dô A ^0 — ̂ (u (/" + ̂ ^ d^ A <«
4-(Xcos a + Y sin a)(p — R)da A dt
— (Y cos a— X sin a)£/[(p — R)da 4- arfO] A <<<+ F riô A dt.

Les équations associées à Q, donnent

-^- = — m(p — R) du — mae/de -|- mu£/[(p — R)à + aô] d<

4-(Xcosa+Ysina)(p—R)d(—(Ycosa—Xsina)£/'(p—R)d<=o

-ÔQi- === — mA2 dÔ + me/au da + F d< — e/a(Y cos a — X sin a) dt == o
ô(d9)
-ÔQ*- == m( p — R) da — mu dt == o
ô(du) "

^- == m/c^dO — ô d() == o
ô(aô) v

auxquelles on adjoint ——==m(dR—vdt ) -=o. Cette dernière

compte tenue de la liaison donne R==a. Le système s'écrit encore
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sous la forme :

y ̂  — £/"' = ̂ :::la [X cos a 4- Y sin a — E/(Y cos a — X sin a)]

£= — i si u -|- aô > o
e === + i si u -(--a^ < o

avec

mA^rrrr^^+mÊ/au—e/^Ycosa—Xsma)^^0
da a ' *' j \ / u

d6 A p — a ,, p — a .—-=9L—— dt=1-——da.
da u u

REMARQUE. — Les points pour lesquels p — a = o sont des points
singuliers, dont la signification géométrique est la suivante : le centre
de gravité du disque décrit une courbe F parallèle à G, dont le rayon
de courbure est p — a , aux points pour lesquels p—a=o, la
courbure de F est infinie, ces points sont les points de rebrous-
sement de F en général (p — a changeant de signe en s'annulant) ;
en un pareil point le cercle devrait traverser la courbe C, ce qui
matériellement est impossible. Notre théoHc de la compatibilité des
liaisons montre qu'en de semblables points la liaison doit être consi-
dérée comme incompatible. Il suffit pour cela de procéder comme
nous l'avons fait dans l'exemple de la barre, certaines composantes
du champ E devenant infinies, on commencera par multiplier toutes
les composantes de E et de e par (p — a) ; d'où la condition de

compatibilité (i(c) dv = c—— =^= o.
m

2. Si X, Y, sont fonctions uniquement de la position de G, donc
ne dépendent que de a, lorsque la liaison est réalisée, le mouvement
du centre G du cercle est le même que celui d'un point matériel
glissant avec frottement sur la courbe parallèle à G à la distance a.

3. Si en plus des conditions précédentes F ne dépend que de a
les équations différentielles du mouvement s'intègre par quadrature.

Roulement sans glissement du disque sur la courbe G. — Le
disque est astreint à deux liaisons de puissance nulle :

i° i'=o P^N.v Q^NdRA^

a° u+a0=o P^Ttu+aô) Q^T^p-^da+adejA^.
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Les composantes des directions des champs de liaisons sont :

i/ i \ 2 / i a \e ( o , —j o, o, o, o, o ) e(—? o, —i» o, 0 . 0 , 0 )\ m I \m mk~ f
•/ i\ 7 i •/ 2\ j vv\ j Y c o s a — X s i n a u2
l(ei)dv=—? l(e2)dv=o i(E)cfo==——————————————' / m ' / ' m p — a

i(^)d(a4-a9)==o, ((^rf^+oô)^-1-^--^,
f7t TTIrC

vi?\ jf i À\ Xcosa-4-Ysina . uv . aF
,(E)rf(.+aO)=————^————+p-=-a+^

doù
y v • v i a2 T (Xcosa+Ysina^+ari\==Xsina—Ycosa-f-^—— ^=—-—————g . , o —p — o a2 4-^

Les équations difTérentielles du mouvement sont les caractéris-
tiques de ûj déduite de 0-|-~^ en remplaçant dv par o, c?R par o

carvdt est nul, R par a, rfÔ par — —» ô par — — < dô par — c—— rfa.r l a r a a

( k2 \ / lf2\Q,==m(p—a) i -}-—^)du/\d(x.—rm \ +-» )udu/\dt

+ [x cos a 4- Y sin a — ̂ (p — a) dv. /\ dt.

Si X, Y, F. ne dépendent que de la position du cercle dans le
plan, lorsque la liaison est réalisée ces fonctions ne dépendent que
de a. Dans ces conditions la forme 0, est la même que celle d'un
point matériel qui se meut sans frottement sur la courbe parallèle
à G à la distance a.

EXEMPLE III. — Glissement et roulement d'une sphère sur un
plan fixe. La sphère est supposée homogène, de masse M, de rayon a,
de moment d'inertie MA2 par rapport à un de ses diamètres. Par
rapport à 3 axes rectangulaires fixes, 0 pris dans le plan, Oz dirigé
suivant la normale au plan soient :

Ç, Y], î, les coordonnées de G centre de la sphère,
p , y, r, les composantes de la rotation absolue de la sphère.
œ1, (o2, co3, 3 formes de PfalT construites sur les différentielles

absolues des paramètres fixant la position d'un trièdre invariable-
ment lié à la sphère.

X, Y, Z, les composantes de la résultante générale des forces
extérieures appliquées à la sphère autres que la réaction du plan
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La forme Q associée à la sphère libre est :

Q=M(^A^+rfï]Arfïl4-^ArfO
4-MA2(1/)A^14-^A^24-^A^3+^2Aœ3+7co3Aco l+^co lA^^
-M[Ïd^d^Cdi+k\pdp-{-qdq-{-rdr)]/\dt

4-(X^4-Ydïi4-ZrfOA^
(pour l'expression cinétique de 0 se reporter au chapitre i, § II
solide mobile autour d'un point fixe).

La liaison dans l'hypothèse du glissement de la sphère se traduit
par

Ç=o P == N [f -f\/^-aqY + (Y; + apf 1

f désignant le coefficient de frottement de la sphère sur le plan
supposé constant.

Substituons aux paramètres de vitesse Ç, YJ les coordonnées
polaires p, a de la vitesse de glissement du point de contact P de la
sphère sur le plan

^—aç=pcosa ^=:pcosa4-aç d^=dpcoso(.—psinarfa4-adç
y]4-<y=psina Yj=ps ina—ap dy)=oîpsina4"pcosa6/a—adp

La liaison se traduit alors par $===o,

P :=: :S [f —/cos a($ — aq) —/sin a(Y] + ap)]

d'où la forme

Q^=:N[ri(:—/cosa(^—a(D2)—/sina(rfY]4-aco l)]A^.

Formons 0^ qui jointe à dÇ—îo?^==o, donnera la composante
normale de la réaction et les équations différentielles du mouvement.
Pour cela remplaçons dans Q dÇ par o et d^ par

d^ = TT -|-/cos a (c?Ç — acû2) 4-/sin a (rfyj 4- aœ1)

Q^. == M[(rfp cos a — p sin a c/a -)- a dq) /\ d^
-\- (dp sin a -)- p cos a c/a — adp) /\ dr\ \

+ MA2 (dp A œ1 4- dq /\ œ2 + dr A ^
+ M^^co1 A co3) 4- ç(^3 A c^1) 4- ̂  A co2)]

4- [X d\ 4- Y dïi 4- (Z + i^> 4- Z/cos a(/^ — «œ2)
4- Z/sin a (c/r, -4- floj1)] A dt

— M; (p -|- a ^'os a<y — a sin ap) c/p — op(^ cos a 4- ̂  sin a) c/a
4- ap (cos a dq — sin a c//j) 4- ̂ r dr\ f\ dt

-\\^-[-a^pdp-^qdq)r\dt.
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Les équations associées à Q, sont :

—,^7= — M (dp cos a — p sin a (/a -(- a do) 4- X A 4- Z/cos a dl == o

„—— == — M (dp sin a 4- p cos a du. — a dp) 4- Y dt -\- Z/sin a dl = o

——— = M (di; cos a -)- rfy] sin a) — M(p 4- o cos aç — a sin ap) dt == o

.—— ==. Mp ( — sin a c^ 4- cos a dï)) 4- M(p cos a 4- q sin a)ap rf( == o

-^"-== — Ma rfï] 4- M/C'(O' 4- Map sin a rf< — M(*' 4- a")/» a< === o

ÔQ- == Ma ri$ 4- MA^2 — Map cos a «< — M(A2 4- a^q dt = o

-ÔQI- = MA^œ' — r dl) = oô(rir) v

ÔQ^ = — M^ (ap 4- ao)3 — rco') + Za/sin a a/ = o

-"f == — MA2 (dç — pco' 4- /'(>)') — Za/cos <x.dt==o

^ = — MA2 (dr 4- ptu2 — oœ1) == o

ÔQ-r=(Z4-N)d<=o.
ÔTt

On en déduit
d^—aqdt dr\-\-apdt ,,
-———-— == ———-— == p af,cas a sin a

(i/=/)d<, ^=qdt, ^=rdt, —=o

\s ^P r7/.a2-4-/ct2 , ,.- , ,. . ,, don ,- . . ^rM -—=Lj—.4— -4--Xcosa-)-Y sina, Mp — ---=—Xsina-(-ï cosy.dt K, ut
>, dp Zaf . „ dq ZafMd< = -A ^ 8 m a • M i = ^ c o s a •

Les équations donnant --t-» — définissent l'hodographe de la
vitesse de glissement.

Cas particulier. — Sphère homogène pesante glissant sur un plan
incliné, si i désigne l'angle d'inclinaison \ = = M y s i n / , Y==o.
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Z==—Mycos i , on retrouve le résultat de Painlevé : les équations
donnant le mouvement du centre s'intègre par quadrature.

Cas du roulement sans glissement. — Le champ caractéristique
E de la forme Q correspondant à la sphère complètement libre a
pour composantes :

p/X Y Z , . \
\W' W M9 0< °' 0< ^ Y 1 T ^ PJ q' r 1 ')•

Le roulement sans glissement se traduit dans notre théorie par
3 liaisons de puissance nulle :

^ — aq = o Y] 4- V = ° t == o
^=^-aq) P^U^YI-^) P8^

Q'rrrA^—aoj^A^ û2 = a (rfr< + a^)f\dt ^=^ctC/\dt.

Les champs de direction de liaisons ont pour composantes :

y i —a \
e\MÎ ot oï ot mî2' ot 01 0' 0> ot °' ol °)
.Y i a \

e V * \ f^ oï MF' 0' OT ot 01 °' 01 °' °» 0)
3/ 1 \e ( °' °» T^' °» °' 0» °' °* 0» °» o, o, o )\ M ]

Le calcul de X, a, v, composantes de la réaction du plan sur la
sphère peut s'effectuer au moyen des opérateurs de M. H. Cartan :

(•(.') d(E - aq) = - 1 i 4- a-}, t(e') <? -aq)=o,
M \ K /

i(el)d^—^())=n, i(E)<? —aç)= ̂ , t(e')<-/i +a/))=o,

;('̂ ) rf(r, + a/,) = - (/, 4- -^-Y i(e3} d^ + a/Q == o
1H \ K /

i\E)<Y)+ap)=^-, t(e')dt=o, ((^d-^o,

^dÇ^^, .(E)dr==-^,

d où
> ̂  _ - -x. , ̂  _ Y , _ _.

i+^' a-" 14-^ v-

' ^ ' A 2
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On désire connaître les équations différentielles définissant le
mouvement du centre de la sphère, formons Q, déduite de Q -|- Q^en

remplaçant df par o, d^ par o, dp par — — ' ? d<y par —?? co1 par
(/Y] ^ ^— —1, co par —
a r ft

Q^Mfi+^WA^+^Ad^+M/c 'drAœ 3

v / ^
4-M-^(—yl^A(x) 3 +ÇrfY]A(o 3 —^A^)

_M( /l4-^)(S^+^^
+(X^+Ydïi)AA.

Les équations associées à Qy sont

^^-M^y^^+M^^rico-'+'-^+Xrf^o

^.M^^-^0=o

^-^_M^^+M^^-.^)+Y^=o

^^M^2^-^)^
ô(dïj) a2 ' 1

ôa = — \U-2 dr + M -̂  (-/] (̂  — ^dr,) == o
ÔM3 ' «-

^M*w--rf0=°
Les deux premières se réduisent à

vi^_ a2 „ 1LI^__a2__Y
M^-«^:^A M r f7-^4- /c 2 1 •

Elles montrent que le centre de la sphère se meut dans le plan

Ç==a , comme un point matériel soumis aux forces -^—^X,

—__— Y cas particulier d'un théorème de Routh.
CÏ —— /C

EXEMPLE IV. — Glissement d'une sphère homogène de masse M,
de rayon a sur deux plans rectangulaires fixes xOy, zOx. On suppose
que les forces extérieures se réduisent à la résultante générale dont
les composantes par rapport aux axes Oxyz sont X, \, Z.
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Par rapport à des axes fixes soient :
Ç, Y], î^, les coordonnées du centre G de la sphère,
p , q, r, les composantes de la rotation instantanée de la sphère,
eu1, a)2, œ3, 3 formes de PfatT construites sur les différentielles des

paramètres fixant la position d'un trièdre invariablement à la sphère.
La forme extérieure associée à la sphère libre est :

M(^ A ̂  + rfri A ̂  + dt A d0
4- Mk2 {dp A œ1 + dq A co2 + ̂ l A ^'i +/^2 A ^3 + ̂  A <^)

^M^^A^—M^dÇ+yirfyi+tc/t+^^+î^
-}-^rf^)]Ar^+(X^+Yrfyl+zd tOA^•

Le champ caractéristique correspondant E a pour composantes :

^t^il'0-0-0-^-^'7'7''')
La première liaison contact de la sphère avec le plan xOy se traduit

par ___________
t = o P1 =-- N,[t -/^(^oqY^- (Y) + û/02],

VA coefTicient de frottement sur a?0y ou en introduisant les coordonnées
polaires p^* a de la vitesse de glissement du point de contact A de
la sphère avec le plan xOy

S-^=p^cosa p^r<Jt_^cosa(^-ay)-^sinaC/]4-^)]
y]4-ap=pASina L • </

d'où
Q1 = N^l dt —f^ ces a(rf^ — aco2) —/A sin a(dyi 4- ̂ o1)] A ̂ •

Les composantes du champ de direction de cette liaison sont :
i /—y 'YCosa —yA^1"-? l — Q/A sin a

^ ^ " " M ? '""M"'"" 'M' ~ ~ ~ ~ M ^ <

a/A cos a \-J-———, o, o, o, o, o, o, o, o .
M/c2 /

La deuxième liaison contact de la sphère avec le plan xOx se
traduit par _____________

r^=o P2=NB[yl-/B\/(t-a/))2+a4:^^r]
/t; coefTicient de frottement sur zOx ou en introduisant les coordonnées
polaires 03, S de la vitesse de glissement du point de contact B de la
sphère avec le plan zOx

JT^^Î300^ P2-^nh-/„co^(t-<Y))-y„sinp(S+^],«. i ( i i —— -^ ^ sin ^}
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d'où

Q2 == NB^Y) —/B cos [3(^ — aco1) —/a sin (3(^ + aco3)] A ̂ .

Les composantes de direction du champ de cette liaison sont :

2 /—/Bsin ? i —/a cos (î O/B cos p
' [~M——? M^ ~~M——) "M"- 01

— q/B sin p
——,, -—» o, o, o, o, o, o, o).

MA:" /

Déterminons les composantes normales des réactions au moyen
des opérateurs

i^)dt=^ <(e^==^ Wi=^

^dr^-^^ ^)^=M W^^

La condition de compatibilité de ces deux liaisons est :

iÇe^dti^dfi - Ke^dr^dt == ̂  (i -f^ sin a cos p) -4. o.

En la supposant satisfaite on en déduit

N ^ /4-/BCospY ^ ^ Y4-/AsinaZ
1 —/A/B sin a cos ? B i —/A/B sin a cos p

Pour obtenir les équations différentielles du mouvement construi-
sons Q, en remplaçant dans Û, rfÇ par o, c/ïj par o, dC et rfy] différen-
tielles associées par le système

^C —/A sin a c^ =f^ cos a(c/^ — «(jD2) 4- uf^ sin aco' 4- P^dt
—/B cos ? cfO -4- C/Y) ==/B sin Fi(̂  4- aco3) — 0/3 cos pco' -4- P^

Q, == M.̂  A ̂  4- M (̂dp A co1 4- dq A ^2 4- dr f\ ̂  -\-p^ f\ ̂
4-^A^14-^ lA^2)+M[^S+^(p^)4-ç^4-^dr)]A^

4- ——7-7—— -——„ [/H sin ̂ (^ 4- aœ ! )!—/A/B sin a cos [i1 '7 l v 1

4-/A/B cos a cos P(rfÇ — aor) 4- a/B cos ^( i —/^ sin a)(o ' | A ̂
Z

4- ——/~7~————o [/A cos a(rfÇ — ao/)i—/A/BSinacosp^ v /

4-A/B sin a sin p(JS; 4- aco3) 4- a/\ sin a( i "cos 3/jWl A ̂
+XdSA^
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d'où les équations associées à û^

^=-Md^xdt+——7-!^———.WB^Pô(a^) i —/A/B sin a cos {Ï ' w '
+/A/B cos a cos jî) 4- Z(/A cos a +/A/B sin a sin p)] = o

^f == MA2 (—dp— q^ + ro/)

+ -————L————. [Y/B cos p ( i — sin aA)i —/A/B sin a cos p L v * v l/ /

+ Z/A sin a(i — cos p/e)] == o

^=M^-rf,-,.».+p».)^^^(Y .̂co..eo.p

+ Z/A cos a] = o
^-:=M^(-rfr-^24-9œl)+—————dl————.[Y/Bsinpô^ i —/A/B sin a cos p L l/ •

+ ̂ A/B sin a sin p] = o

^=M(«E-S«f)=o, ^=M*.(».-p,«)=o

^ = M*S(<B• - 5 '") = °. ^) = "*•("-• -'•'»)="

auxquelles on doit adjoindre ^ ' (—Cdt=o, dr^—r^dt==.o et les
relations de définition de a et de p. qui compte tenus de 'C=a,
Y) -==.a, permettent de définir q et r en fonction de S, D, a, 8.

aq=î,—apcolgfx. ar==—E—aptgfi.

Ce système se met encore sous la forme suivante

^l-^ . -^Lac-osp'^88111^^005^0^)
4- 2^ cos a +/A/B sin a sin p)j

M/c2 c^ = ———°————, [ Y( i — sin a/Q/B cos 3«< i—/A/B sin a cos 8 L ^A/J" f
+Z(i—cos8/BVAsina]

M" /dî ^(/>cotga)\ —/A cos a „, , „, -
M a^ - rt ———A——^ r-7J, smacos p (z + V" ̂ ^ P^

M^(l+a(^)=----^BSinl---.(Y+ZASl-^a \^ ^ / i —/A/B sin a cos [iv ' ^ A

o^
—==:^ ^=pdt, ^-=qdt, (.o•i=rdf
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EXEMPLE V. — Liaison par asservissement de M. H. Beghin. —
Un plan matériel P peut glisser sans frottement par translation sur
un plan fixe xOy. Sur ce plan une sphère homogène pesante S de
rayon a peut rouler sans glisser. Le mouvement du plan est réglé
automatiquement de manière que le centre de la sphère tourne
uniformément autour de la verticale fixe Oz à la vitesse angulaire œ
donnée. Calculer les réactions et former les équations du mouvement
du système.

Soient : u, v les coordonnées d'un point du plan
Ç, Y), *(, les coordonnées absolues du centre de la sphère
p , ç, r, les composantes de la rotation absolue de la sphère
(o1, œ2, œ3, 3 formes de Pfaff construites sur les différentielles

absolues de trois paramètres caractérisant le déplacement d'un trièdre
lié à la sphère.

pi la masse du plan
M la masse de la sphère, MA2 le moment d*inertie de la sphère par

rapport à un de ses diamètres.
g l'intensité de la pesanteur dirigée suivant la verticale descendante.

La forme extérieure associée au système sans liaisons est

Qr^M^A^+rfylArfïl+rftA^+M/c^A^+^Aû)2

4-^A^34-JD^A(o3+9^3A^l+r(olAœ'2)4-^(^A^+^A^)
-M[^+W+tdt+k\pdp+qdq+rdr)-}-gd^^dl

— y.(udù 4- vdv) /\ dt.

Liaisons. — A notre point de vue les liaisons se traduisant par :

1. contact de la sphère et du plan
$=o puissance P^Nf forme Û^Ndi^A^

roulement sans glissement de la sphère sur le plan

2. Ç — aq — ù=o
puissance P : i =X(Ç—aq—à) forme Q2=X(dS;—aco2—du)/\dt

3. i}-{-ap—v=o
puissance P^ = Y(Y) -|- ap—v) forme (P^Y^Y] -(--ûco1—dv)f\dt

liaison par asservissement

A • Ç — (X)Y] = o puissance P4 = Pu forme Q4 = P du A dt

5. Y) -(- œÇ == o puissance P1' = Qv forme L2" ==- Q du /\ dt
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Calcul des réactions. — Utilisons les opérateurs i( ). Formons le
tableau des composantes des champs :

d^:d^: dt : dû : dv : dp : dq : dr : rfÇ : A) : d^ : du : dv :(o1 : or : ̂  : dt
E o : o : — g : o : o : o : o

i
: Y; : *( : M : v : p : q :: r : i

vj~ : ° : ° : ° : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0e- o : o :

i —a
« •^ :0 ; 0

..0:^: 0

^ : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 07" ° : ° '-w
o : : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0pi ' M A 2

~~ : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0e o : o : o

^ o : o : o 1
0 : —— : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0

On en déduit immédiatement les valeurs des i( )d relatifs aux diverses
liaisons qui ne sont pas nulles :

J t ^^^W Wi^-g
2. iÇe^d^ — aq — à) : •+:-.+-:-M

iÇe^d^ —aq— «) =—-'-, ('(E)^(^ — aq — à) == o
t

3. <(e3)rf(+ap-l,+yi)=I/,+a;\4--l,
lvl \ K / y-

i^d^ 4- ap — v) = — -I- , ;(E)rf(Yj -}- a;j — ^) = oi
a

4. ^(^——(oy]) :——, t(EHÇ——^)=——(OYlM

5. ^)^+co0=^ ;(E)<yi+coÇ)=œt

On vérifie que les liaisons sont compatibles, le déterminant étant

^8^ a viT~i ^ où ^es ^^"rs des coeHîcients des liaisons que nous

interprétons comme composantes des réactions :

du plan sur la sphère

X = Mojvj = — M^Ç, Y = — Mœ^ = — Mco^, N = Mg :

du plan fixe sur le plan mobile, en d'autres termes les composantes
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de la force qu'il faut appliquer au plan mobile pour réaliser l'asser-
vissement :

P==-[M+^(i+^)]^ Q=-[\I4-a(i+^)p-/l.

Équations du mouvement. — Formons Q, déduite de û en
remplaçant d^ par o, ctC par o puisque cette liaison est de puissance
nulle, dp et dq par leur valeur extraite de la différentiation des
conditions de roulement sans glissement, co1, œ2, par leur valeur
calculée en annulant les formes û2, Q3 puisque ces liaisons sont de
puissance nulle, dî, et dr\ par leur valeur calculée en différentiant les
liaisons d'asservissement, du et dv par leur valeur calculée au moyen
de du = P^ dt =•- ù dt, dv == Py dt = v dt :

E=:O)Y], YJ==—Q)Ç, ap=i)-\-^

aq =- COT) — ù, du =. ù dt, o)' =.- [v dt — dr\)

o^=(orfy], di\=—corfÇ. adp=dv-{-wd^,

adq=-(ûdr\—dû, dv=.i)dt, ^=.—(dÇ—ùdf)

Q,=2Mœdï]A^+M /Ç[(rfYl+^rfOA(^+^rfS)

-4-(co dr\ — dû) A (^ — ̂  dt)-\-dr /\ ̂ +rdr /\ dt\
4- M ̂  [(y -^ a)Ç)((/Ç — ù dt} A ^3 + (̂  — ^)^3 /\{vdt— (A])

a 4. ̂ ^ ̂  _ dr^ A (^ — à dt)] — MO^Y] rfr, + S rfS) A d<.
Comme les coefficients de Q. des relations de liaisons, des

puissances des liaisons sont des constantes ou ne dépendent que de
S, Tp a, v, les équations différentielles du mouvement sont données
par les caractéristiques de Q,.
ôa M^(dÇ—œr,c/0=o ^î-=— M k^+^dt)=o

ô(ctô) a2 ' ' ( / ô(^) A a

^Q-=-VIAÇ(û)3-/•rf<)=o
ô ̂ (/r) a2 v /

^^—aMœ^+M^pœ^+œS^)—^^—^)
ô(dS) - ' ' à1

+ (i) + (oS)co' — /<y ̂  — dr^)\ — Mco^ rf< = o
-^=+2Mco^+M-^[ctô4-^^)+co(^—a)•/]rf<)
ô(aYj) a
^ ,. 4" (COY1 — a)œ3 "h"r^ ̂  — ^Y))] — MO)''Y] dt = o

^^M-Ç —^—(y4-co^(dÇ—/<(//)4-(œr,—^^—rfYil=o
(Vo «
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Les deux premières équations donnent

(K, — (OIQ dt = o, rfïj -4- (oÇ c(< = o
et en intégrant

Ç •= A cos (o< 4- ̂  sln <^ ^i = — A sin (o < -)- B cos co<.

la dernière, compte tenu des deux premières rfr=o; les équa-
tions (4) et (5) définissent à et v, c'est-à-dire la vitesse du mouve-
ment du plan

M^dà=—M^(i+^dt M^-dè=-Mco^i+^yi^.

EXEMPLE VI. — Liaison généralisée : Problème simplifié des
engins radio-guides. — Un corps solide pesant est soumis à l'action
d'un moteur qui exerce à chaque instant sur le solide une force ]F
connue dirigée suivant la tangente à la trajectoire du centre de gra-
vité G du solide. Le mouvement sera supposé plan et s'effectuant
dans le plan de symétrie matérielle du solide dont nous postulons
l'existence, soit xOz. On suppose qu'un mécanisme dirige la tan-
gente à la trajectoire de G vers un mobile M dont les coordonnées
sont des fonctions du temps t: x(t). z(C). Trouver le système de
forces équivalent nécessaire à la réalisation de ce mouvement.

Soient: Ç, Y), les coordonnées du centre de gravité G du corps
0 la rotation du solide autour de son centre de gravité
a l'angle de la tangente à la trajectoire de G avec l'axe

horizontal
M la masse du corps, Mk2 son moment d'inertie autour

d'un axe perpendiculaire au plan de symétrie zOx.
La forme extérieure associée au corps solide libre est :

Q=M((^A^+^/WC+^ÔArfô)
—M(Ç^+t<4-^^0)AA+(Fcosa^+Fsinac/(:—MyrfOA^.

Liaisons : i. La tangente à la trajectoire de G devant être dirigée
suivant GM

a^tÇC-z^-t^-x^o.

2. L'angle de rotation du corps sur lui-même devant être égal à a
à une constante près

(^ — x) sin 0 — (*( — z) cos 6=0
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d'où
a2=(Ç—À)sin6—(^—z)cose4-[(Ç—a l)cose4-(Ç—^)8ine]ô=o.

Comme on ne connaît rien à priori sur les forces nécessaires à la
réalisation d'une semblable liaison nous prendrons pour puissance
de l'ensemble P == XS; -(- a$ -)- vO d'où la forme Q^. Les composantes
du champ de la forme 0 -|-~ O/ sont :

E^(Fcosa+A), ^Fsina+P.-M^), -^ Ç. t ô. i.)

Ecrivons que les formes da1 et dd1 appartiennent au sous-module
des caractéristiques de Q -(- ûi c'est-à-dire que

i(E)^a'=o, i(EWa2=o

En désignant par D la distance GM, par V la vitesse du corps on
doit avoir

A sin a — (a — Mg) cos a — M _ (cos ont — sin aA) == o

À sin a — (a — Mg) cos a -4- D — -4- M(z cos a — x sin a)
/i"
-4- 2M[(^ — .i-) cos a 4- (t — 2) sin ajà

système qui montre que v et A sin a — a cos a sont seuls déterminés.
Si on désigne par VV la vitesse du mobile M et par (p l'angle de la

tangente à sa trajectoire avec l'horizontal, on obtient :

X sin a — a cos a == — M^r cos a -[- VVV cos (a — ç)

^=^cosa-^VWcos(a-9)-2^à[V-Wcos(a-9)]

. M . . . . .. ,
4- y. ("c sin a — 2 cos a).



CHAPITRE I V

THÉORIE DES LIAISONS UNILATÉRALES: CAS D^UNE LIAISON

^ 1. — Considérations générales.

Pour un système mécanique S défini par le champ E caractéris-
tique d'une forme S.} de degré 2 sur une variété différen fiable V, , ,^ , ,
astreint à une liaison du type a =o, Âe (liaison dont on connaît la
direction de la force de liaison définie par le champ é) des raisons
physiques imposent à X un signe connu à priori. On peut toujours
en remplaçant e par — e , s'arranger pour que le signe imposé à X soit
positif. Dans tout ce qui suit X et e sont supposés satisfaire à cette
condition. Soit M un point de V.^.^ appartenant à la sous-variété
a=o.

DÉFINITION. — Nous dirons qu'une liaison du type u=o, \e. est
de classe U, si la fonction a(f) définie parla valeur de a sur la ligne
intégrale tangente au vecteur champ E en M y doit avoir un signe
déterminé.

On peut toujours supposer que le signe imposé à aÇl) est le signe
positif pour le voisinage à droite t >> t^ {t^ valeur de t en MJ car on
peut toujours remplacer a par—a, hypothèse que nous supposerons
réaliser dans ce qui suit.

Justification de ces considérations. — Les conventions précé-
dentes peuvent paraître arbitraire. Montrons sur quelques exemples
qu'elle en est l'origine.

i" Un solide S est en contact avec un autre S7 avec ou sans
frottement.

Nous avons vu (chap. n Sç VI) qu'une semblable liaison est définie
par

n —=.0 P:-=.\[n''—/'|V^|—o co,, —(o roj].
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La séparation des solides ne peut avoir lieu que si a3 > o ; le
contact que si N > o.

Ce type de liaison est à l'origine de l'appellation liaison unilaté-
rale donné aux liaisons de classe U.

2° Liaison par asservissement de M. H. Béghin.
Un disque B repéré par un angle ^ est coaxial avec un disque A

repéré par un angle a. La liaison a==^—à=:o est réalisée en
appliquant au disque B un couple de puissance P==X^, par un
dispositif de commande électrique constitué par un index invariable-
ment lié à B. Lorsque l'index lié à A vient toucher l'index lié à B
un courant électrique s'établit et un moteur tournant dans le sens
trigonométrique applique à B un couple de puissance P = = X p ; le
sens unique de rotation du moteur impose X > o. La rupture de la
liaison ne peut avoir lieu sans détériorations des contacts que si
a = = ^ — à > o .

3° Plus généralement les liaisons de puisance nulle, les liaisons
d'Appell dans lesquels le mécanisme de réalisation impose des condi-
tions a > o pour la rupture, \ > o pour que la liaison soit acceptable.

Les questions qui se posent alors sont : connaissant les conditions
initiales point M^ de V^^, appartenant à la sous-variété a==o, quel
mouvement va se produire? les conditions mécaniques posées à
priori a{t} > o, A > o départagent-elles les mouvements possibles?

^ IL — Mouvements possibles en M^.

En MQ deux mouvements sont possibles:
1° Le mouvement (M) sans liaison défini par la ligne intégrale I;

issue de M^, tangente au vecteur champ E. a est une fonction numé-
rique sur V.^^i qui devient une fonction de / sur la ligne S. Ce
mouvement est acceptable si cette fonction nulle î\ f^ devient posi-

tive, hypothèse qui se traduit par ( — ) > o et si cette dérivée est
Y 7 0

nulle par a^^^ >o dérivée qui existe certainement car pour une
liaison imposée i(E). da ^= o (chap. n, ^ III).

D'après le théorème II du chapitre i, ^ III cette condition se tra-
duit par (i(E) . da\^ > o ou par ( i (E) . da)^"^ > o si les n premières
dérivées sont nulles.

2° Le mouvement (M^) avec liaison défini par la ligne intégrale S^
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issue de M^, tangente au vecteur champ E-4- Ae. Ce mouvement est
acceptable si X ^> o.

Or X est défini par l'équation i(E) . da -\- \iÇe) ,da==.o. La liaison
étant supposée compatible (chap. n, § IV) i{e). da^o.

. _ _ i(E)rfq
i{é)da

\ est ainsi défini comme une fonction numérique sur V>,,^, cette
fonction numérique devient une fonction de / sur la ligne intégrale
ï; dont la dérivés n6 est

^^[((E+Xe)^^.
THEOREME I. — Si en My (i(E). da)^ est nulle pour r ̂  n, différent

de zéro pour r=.n-{- i , À et ses (n— i) dérivées premières sont nulles
en My, et

-{^.daW^m.da^r^.
Par définition

X(r)=^(E4-Xe)dX(r- l)=^E)^(r-•)4-Xl(e)rfA<r-1)

(i(E). rfa)^ === o entraînant \ = o

^ = (i(E) ̂ -o), = (i(E) rfX^- l)

par récurrence X se présentant sous la forme d'un produit u.v,

avec u=i(E).da, v=———J ^ et ses (^— 0 dérivées premières(te)rfa K l

en MQ sont nulles, la n9 est donnée par

yn)^_WWr^
W.da\

Conséquence. Si (/(E). rfa^r^o pour r^/( , =^0 pour r==^-(- l
1° Pour un mouvement M la première dérivée non nulle de la fonc-

tion a(t) est d'ordre (n-\- l) et a pour valeur a^^û -=- (^(E) .cto)^0,
2° Pour un mouvement (M^)X et ses {n—l) dérivées premières

sont nulles en M(,, la dérivée n9 de X se calcule au moyen de

-(i^.daW^W.da^-^

On peut résumer les résultats précédents dans la formule

(II. i) ^-1)- (i«). (/a);À^= (;(E). ̂ y^0

dans laquelle on fait X==o pour un mouvement M, a==o pour un
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mouvement (M/) . Il est important de remarquer pour les applications
mécaniques que (i(E). da)^""0 ne dépend que des conditions ini-
tiales et des forces appliquées au système autres que celles nécessaires
à la réalisation de la liaison. La formule (II, i) peut encore s'établir
au moyen du théorème suivant :

THÉORÈME II. — f et A étant deux fonctions numériques sur V^^,
régulières ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage d'un
point M, E et e deux champs donnés sans singularités dans le voisinage
de M, la dérivée (n -}- i )e de la fonction /relativement au rhamp E-}-Àe
fîeut se calculer au moyen de la formule

(II, 3)

y^^Oî.r + ...+ay,yft-p^4- •••+^ ̂ -W/)^
dans laquelle 9, = i(e). d/, y, = i(e). d(i(E). df^-^ W-^1)

désigne la dérivée (n—p-{- 1)^ du produit \^p prise par rapport au
champ E 4- \e.

Par définition /Y^^ i(E). df^- \i(e). rf/.

En posant i(E) . df=^^ i(e). df= 9,. la dérivée n9 def^ s'écrit :

(1) /-^^^^(^yn).

On peut appliquer à la fonction <[>, le procédé employé pour la
fonction j

^ = i(E) rf$, + \i(e) d^,.

En posant i(E) . d<^ =<^, i(e) .rf^ ===9,, la dérivée (n—i)6 de
^1) s'écrit :

(2) ^n)==^n-l)4-a9,)<n-l).
Le raisonnement se poursuit et on obtient après (n-{- i) opérations

(^+i) ^^(E)^-^,,
En ajoutant membre à membre les (n-}~ i) relations précédentes

après avoir remarqué que i(E). dî\ = (î(E). df)^^1), on obtient
(II, a).

Application. — Si en Mp, X et ses (n— i ) dérivées premières
sont nulles, la formule (II, 2) donne

(II, 3) f^^-^Wdf^Wdf)^^.
Cette relation appliquée à f=a donne (II, i) . La formule (II, i)
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ainsi démontrée donne pour un mouvement (M) en faisant X =o,
a^-i):=:(i(E) .rfa)^0 pour un mouvement (M/) en faisant a ==o, X^,
et elle montre de plus qu'en faisant varier n, \ et ses (n— i) dérivées
premières sont nulles en M^, si (i(E)rfa)^1 est la première dérivée
non nulle en M^.

Discussion des éventualités.

THÉORÈME. — 1° Si (i(e) . da\ > o les conditions initiales suffisent
a déterminer le mouvement ultérieur.

2° Si (i(^) . da\ < o les conditions initiales ne peuvent déterminer
le mouvement ultérieur, il y a impossibilité si (i(E) .daY <; o ou
(i(E) . da)^^^ << o indétermination pour

(i(E).A^>o ou (i(E).da)rl>>o.

En effet i° Si (i(c).^a),>o et (i(E).rfa)^o la relation (II, i)
avec n = o donne pour

/vi7\ ^ \ - ^ ^=o, (-7-) > o mouvement M acceptable(<(E)dû) ,>o \A/, t
a==o, X(, <; o mouvement M inacceptable

/YT?\ ; \ ^- \ X = = o , (--,7) <o mouvement (M) inacceptable{l{s-J)9aa)^<^o \ \dt /o
f a==o, À^ > o mouvement (M/) acceptable

si (i(E).da)y==o, (i(E). cfat)^1 ^=o mêmes résultats e» i utilisant
(II, i).

2° Si (i(e) . da)ç < o et i(E). da -=f=- o la relation (II, i ) avec n r= o,
donne pour (i(E) .rfa)o > o (M) et (M/) lous deux possibles

^ / da \^ / da \pour À=o, ( . ) >opour À=«. ̂

( pour rt==:o, X,,

11 y a donc indétermination.
Si (i(E) . (^a)o < o (M) et (MJ sont tous deux impossibles

pour X=o, (-a) < o
\ dt /Q

pour a=o, À Q < O .

Si (i(E). da)^=o, (i(E) . c?a)^-hl)^:o mêmes résultats en utilisant
(II, i).



LES FOKMKS LXmilKlHLS EN Mli;CAM(,)l L '2o3

Image géométrique de cette discussion. — En M, de \ o^i consi-
dérons les vecteurs 1̂  et ^ de l'espace tangent. La sous-variété
a=o partage au voisinage de M,, V^i en deux régions. A la forme
(la associons le vecteur a d'origine M^ orientée dans le sens de la
région positive. Aux deux composantes covariantes relativement à a
de E,, et de ^ associons respectivement les vecteurs colinéaires à a

a = ( i (E) . da}ji, A •==. — (i(e) . da\/i.

Si (i(e). da)^ > o, d et À sont de sens contraire, à a correspond
un mouvement (M) ou ( M / ) .

Si (i[e). da\ -< o, <i et A sont de même sens; à a de sens
contraire à a ne correspond aucun mouvement, à a ayant le sens de a
deux mouvements.

§ III. — Conséquences mécaniques.

L'étude précédente montre le rôle important jouer par le signe de
l'invariant i(e). da dont Texpression analytique est quand emploie
des coordonnées liamiltonniennes

""•"°=s^-
Pour une liaison du type d'Appell qui comme nous l'avons vu au

chapitre n, ^ V comprend comme cas particulier les liaisons holo-
nomes et les liaisons linéairement non holonomes i(e). da est égale à
la norme de e, il est donc toujours positif. Pour de pareilles liaisons,
les conditions initiales suffisent à déterminer le mouvement ultérieur.
Pour les autres types de liaisons, en particulier pour les liaisons avec
frottement, avec résistance au roulement et au pivotement sur les-
quelles nous reviendrons au paragraphe suivant les conditions ini-
tiales jointes aux conditions mécaniques peuvent ne pas être suffi-
santes. Dans les cas d'indétermination, si l'on veut préciser le
mouvement ultérieur il est nécessaire d'ajouter aux conditions
initiales une condition sélective pour (M) et (M/).

Raison analytique de l'indétermination. — En utilisant l'inter-
prétation géométrique du système différentiel des équations du
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mouvement comme définissant les lignes tangentes à un champ F
sur une variété V^t avec F==E pour un mouvement (M),
F==E-[-^ pour un mouvement (M/), le champ F ainsi défini est
discontinu sur la sous-variété a==o. Il y a donc deux intégrales
possibles qui correspondent aux mouvements (M) et (M/) quand on
prend le point initial M^ sur la sous-variété a==o. Les considérations
mécaniques X > o si a=^o, a > o si X=o ne permettent de sépa-
rer les deux mouvements que si i(e). da ^> o.

TIŒORKMIÎ. — Aftparition ou cessation d'à fie liaison entraîne
nécessairement une discontinuité pour le$ dérivées des fonctions
représentant le mouvement. Si sur V^^, on se donne in fonctions fi
indépendantes sans singularité dans le voisinage de M^ pris sur la
variété a === o, les mouvements (M) et (M/) sont définis par les systèmes
différentiels

(M) ^=i(K).df, (M,) ^==;(E+Xe).d/;.

avec \i(e). da 4- î(E). da =: o.

En M. si À°^o. on en déduit: (f^-(f^=\(i(e)df^
ce qui montre la discontinuité des dérivées du premier ordre des
fonctions f^

Si en M^X et ses (n — i) premières dérivées sont nulles la formule
(II. 3) donne (/^-(/F^W^A
ce qui montre que les dérivées d'ordre (n-\- i) des fonctions f^ sont
discontinues.

^ IV. — Exemples montrant Inexistence d'indétermination
due à une liaison.

i° Revenons à l'exemple d'asservissement décrit au début de ce
chapitre.

Désignons par 1^ le moment d'inertie du disque A, par P le couple
qui lui est appliqué, par 1.̂  le moment d'inertie du disque B, et
supposons que le moteur asservi entraînant B ne peut tourner que
dans le sens négatif.

La liaison se traduit par 8—a==o, ou conformément au point
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de vue du chapitre 11, § Ipar a=[ î—à=o, la puissance des forces
nécessaires à sa réalisation étant P==—^(3.

La forme Q génératrice des équations du mouvement est
Q=î,d±/\dQi-\-ï,d^/\d^—l^d±^dt—î^d^/\dt

+r,r faA^—^rfpA^
d'où les équations

Mouvement (M)X=o. Mouvement (M/)^==o.
[—i,</a+r^=o
\ rfa ~à^=o

I ^ _ A ^ = = 0
"^ ( î—p</ /=o

; _i^a-4-r,^=o
flou. — a dt === o

1,^=0
d^—^dt=o

[\
Les composantes du champ E sont - - l ? o t à' P» I ^^ ^u

1 i
champ e sont o, — — » o, o, o.

2 F11 en résulte ((e). da = — —, i(E). rfo == — - L La relation (II. i )
-2 »

permettant de discuter les éventualités s'écrit dans ce cas

( / a . _ ^ _ _ r ,
^ ' L I.

Discussion.

si F > o

/ P
pour X == o, " = — --1 < o donc (M) inacceptable

dt It • ^ A •< .* -.Tpuisque — doit être positit
dt

r,pour a ==o. X==—-"^o donc (M^) inacceptable
' puisque \ doit être positif

pour À==O, rva=:— L- l>o donc (M) acceptabler/a
fJÏ̂ ^ . da , .,.puisque —est positif

p eu
si F. pour a==o, À= — 7 1>o donc (M() acceptable leso

deux disques tournant dans le sens des aiguilles
d'une montre.

Dans le cas où F, est négatif il y a indétermination ; cotte indé-

termination ne peut être levée que par un choix arbitraire =7^0
mouvement (M), A =7^ o mouvement (M/).

2" II est clair qu'on peut multiplier les exemples du genre précé-
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dent en associant à un contact électrique créant un champ de forces
une relation de liaison liée au contact.

3° Cas de deux solides en contact avec frottement de glissement.
avec résistance au roulement et au pivotement.

i\ous avons au chapitre n, § VI calculer i(e) . da pour deux solides
en contact ponctuel. La relation permettant de discuter les éventua-
lités est de la forme

(^.)-(i(e).da}^==(i(E).<la\
V^ /O

avec

i(e) . da = A +/(B sin s 4- G cos s) -|- o(D cos 7 -+- F sin fi) 4- ecoG.

Si (i(e) . da), > o, pour (i(E) . da\ > o la seule éventualité

possible est ( — ) = (i(E) da), c^est-à-dire séparation des deux solides

pour ( ( (E) . r f a )o<o (i(e). rfa),N= —(t (E) . da)^ glissement des
deux solides l'un sur l'autre.

Si ( i (e) .rfû^<o, pour ( i (E) . r fa)Q<o deux éventualités

possibles: ( . ) >o séparation des soKdes, I\ > o contact avec
\at/Q

glissement des solides pour (i(E). da), < o impossibilité de la sépa-
ration ou du contact.

Si on néglige les résistances au roulement et au pivotement le cas
d'impossibilité a été signalé pour la première fois par Painlevé et est
connu sous le nom de paradoxe de Painlevé (20) qui signale également
qu'on peut rencontrer des indéterminations dans les problèmes avec
frottement. Si on néglige le frottement de glissement et la résistance
au pivotement M. L. Roy(21) a signalé que la résistance au roulement
pouvait également donner naissance a des indéterminations et des
impossibilités.

Remarquons que le frottement de pivotement ou l'ensemble frotte-
ment de glissement résistance au roulement et au pivotement
peuvent donner naissance aux mêmes phénomènes.

Ges anomalies qui ne paraissent telles que par rapport aux liai-
sons classiques liolonomes et linéairement non holonomes, ont

(20) Cf. PAINLEVI':, Comptes rendus de l'Académie des sciences, tome C\\I, 1895 et
Leçons sur le frottement, Hormami, Paris, i895.

fn) Cf. M Louîs Ho Y, Concrps de mécanique appliquée.
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conduit certains a penser qu'elles étaient dues à l'imperfection des
lois de Coulomb et que des lois plus précises les éviteraient. L'étude
faite dans ce chapitre montre qu'il n'en est rien puisque l'origine
des paradoxes et des indéterminations réside dans le concept même
de liaison et tient à une disposition des vecteurs e (champ de liaison)
et a (associé à la forme da) en un point Mç de la sous-variété «==o
de V^^. i si i(e) . da est négatif.

Le cas du frottement de glissement n'est donc historiquement
que le premier cas où ces faits ont été constatés.



CHAPITRb: V

THÉORIE DES LIAISONS UNILATÉRALES:
CAS DE PLUSIEURS LIAISONS

§ I. — Aspect mécanique du problème.

Quand on considère un système mécanique S astreint àp liaisons
de classe U(chap. iv, ^ I) les conditions initiales étant données, il
est naturel de se demander quels sont les mouvements possibles et
dans quels cas les conditions posées à priori pour la rupture des
liaisons et pour les facteurs de liaisons sont suffisantes pour séparer
les mouvements.

Le système mécanique S sera défini par le champ E caractéris-
tique d'une forme*Q de degré deux sur une variété difTérentiable V.^^,,
chacune des p liaisons sera caractérisée par une sous-variété analy-
tique a^rrro et par un champ de liaison À^1, ̂  fonction numérique
à déterminer, ^ champ connu, l'indice h variant de i à p . Se donner
les conditions initiales revient à se donner un point My de V^^.
Toute la discussion repose sur le théorème suivant.

THÉORÈME I. — /, X, . . . À? étant {?-[-1) fonctions numériques
sur V.,^, régulières ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage
d'un point M, E, e1, e1 . . . ep{p-\- i) champs donnés sans singularités
dans le voisinage de M la dérivée (n -{- îY de la fonction/relativement

i
au champ • E -}- ̂  A/^1 peut se calculer au moyen de la formule :

(V, 0
/<^l>=:(A^)<n)+.. • +^)(n-^l)+ • • • +À,9Ll+^(E)rf/)<rl-^
avec ^h = i'(^). df\ ̂  = i{e11) . d(i(E) . df)^, avec sommation relati-
vement à l'indice muet h dans chaque parenthèse (\^^y)(n~p^i\ l'exposant

p
(// —p-\-1 ) indiquant une dérivation par rapport au champ E-|- V À '̂.
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La démonstration s'effectue comme celle du théorème II, chap. iv.
Par définition

/<l>=i(E)d/4-W)•<y•
En posant i(E).d/=^., i{eh).df=^ la dérivée n6 de/0 )

(i) f^^=^-\-{\^\

On peut appliquer à la fonction <t\ le procédé employé pour la
fonction /.

Par définition
^^i^.rf^+À^)^.

En posant i\E).d4>, =<1\, i^').^^^1, la dérivée ( / i—i) '
de ̂  donne

(2) ^)=4>rl)+(^î^-l)•
Le raisonnement se poursuit et on obtient après (^-|- i) opéra-

tions analogues
(,1+1) ^=i(E)d<l\+\^^.

En ajoutant membre à membre les (AI-)- i) relations précédentes
et remarquant que i(E).(M\=(i(E). rf/)^"0 on obtient (V, i).
On peut appliquer (V, i) aux p fondions a', . . . » aP en un point M^
ce qui donne

(V, 2) (a^) - (X^W... - (À^)^ • ) . . .
-(X^O^^E).^-0.

En particulier si (i(E). da^^ =^ o pour tout A de i à p ce qui
signifie que E ^appartient à aucun des espaces tangents aux sous-
variétés a* == o

(V. 3) (aT - 5 )̂. 0, = (i(E) da^ k(i à p).
Les relations (V, 3) dont les seconds membres ne dépendent pas

des éventualités permettent de discuter la nature des mouvements
possibles :

Hypothèse A. — Si le mouvement de S a lieu avec rupture des
p liaisons, on doit faire dans le premier membre de (V, 3)
X, = o ... Àp == o ce qui donne

(aT==(i(E).^ À-( iàp)

L'hypothèse A est acceptable si (t'(E). da1')^ > o.
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Hypothèse B. — Si le mouvement de S a lieu en respectant
les p liaisons on doit faire dans le premier membre de (V, 3)

(aT=o, ... W=o

ce qui donne pour déterminer les X/, le système des p équations
linéaires

-^i^.da^W.da^,

Comme on doit supposer les liaisons compatibles (cf. chap. m, § II)
ce système admet une solution.

L'hypothèse B est acceptable si ^ > o, . . . Àp > o.

L'hypothèse C. — Si le mouvement de S a lieu en respectant k
liaisons qu'on peut supposer être les k premières pour fixer les idées,
et rupture de ( p — k ) autres, on doit faire dans le premier membre
de (V, 3)

W=o. . . . ^T=o, X^=o, . . . Xp=o.

On est conduit à résoudre un système linéaire aux inconnues
^ ^ ^nk~hï\^ ^/ïPV1)A, . . . A^, [a }o ... ^)o

—X^').(/a1 — . . . . . . . . . —^(e^.rfa'rrr^E).^1

— A^e'). da^— . . . . . . . . . — A^(^). dak = i(E). duk

Ça^^^—^^.da^1— • . . . . . . . . —X^^.cfa^'^^E).^'1

(aP)^ _ \i(e1). da^ — . . . . . . . . . — \^). daf =. i(E). dcf

dont le déterminant est différent de zéro puisque k liaisons prises
parmi les p doivent être compatibles.

L'hypothèse C est acceptable si

\>o, .. . . .^>o, (a^J,1 >o ..... (a^X).

§ II. — Problème d'analysis-situs équivalent.

On peut donner à l'examen simultané de Cfs diverses hypothèses
une forme géométrique qui simplifie la discussion.

Remarquons qu'une liaison du typea=:o, Xe étant donnée, cela
signifie qu'on connaît d'une part le champ e, élément de l'espace
tangent T à V.^^ d'autre part la forme da élément de T' dual de T.
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La réalisation physique de la liaison impose a ele. Les deux éléments
/* et < / d sont indépendants de tout système de coordonnées. A ces
deux éléments est associé!' in variant i(e)jla, c'est-à-dire qu'en un point
M^ de N .,„„ A i { e } . d ( i ) a une valeur indépendante du choix des coor-
données. Kelativement aux // champs e1 . . . e ' ' et aux p formes
fia' . . . da1', nous avons en M,, les // invariants

i^.da^r11^

Les p éléments r^ sont les éléments d une matrice ll / '^j l .
(considérons maintenant un espace vectoriel E., à y) dimensions et

dans cet espace d'une part p vecteurs arbitraires indépendants
Pa , a . . . a ayant même origine, d'autre part/) vecteurs A , A

définie par

A-'

A/'

,M X

Les p équations (V, 3 ) sont équivalentes à la relation vectorielle

(V, f\} ^4-À/,'V'=a

^le changement de signe provicnl de la dellnition donnée aux
vecteurs A^). L'hypothèse A signifie qu'on peut décomposer dans E,,
le vecteur a suivant les D vecteurs a* . . . a1' cl que ses composantes
sont toutes positives par suite que a est dans une région R" bien
déterminée de Ep.

L'hypothèse B signifie qu'on peut décomposer dans Epie vecteur a
suivant les p vecteurs A ' . . . A^ et que ses composantes sont toutes
positives, par suite que a est dans une région Rp bien déterminée
de Ep.

L'hypothèse C signiile qu'on peut décomposer a suivant les /»
vecteurs A', A"'' . . . A^ et les (jp—k} vecteurs a^ ( ' . . . ap ei que
ses composantes sont toutes positives, par suite que a est dans une
région l^"1' bien déterminée de E^,.

Le problème d analyse qui consiste à déterminer les mouvements
possibles du système S astreint à p liaisons de classe U quand on
connaît les conditions initiales est donc équivalent a un problème
<1 Analysis-Silus.
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Dans un espace euclidien Ep on se donne une gerbe de 2p vecteurs
de même origine

«1 ak a11

A1 ^ ^
Quand on prend p de ces vecteurs

A *i A «A; n^^-1 n^ ( î î i i \, ... A , a » . . . a* ^, ... ^, i^( ... ip;

étant une permutation des p premiers entiers) choisis de telle sorte
que deux vecteurs ne figurent pas dans la même colonne du tableau
précédent on obtient unp-èdre. A chaque p-èdre on associe une région
de EpR^ ̂  ^que nous appellerons région interne au jo-èdre telle que
si a est dans R^ 4 " 1 ^^ les composantes de a(X^, . . . X^,, x^.^ ... a?,/,)
relativement à ce p-èdre sont des nombres tous positifs

ar^X,^ + ... +X,̂ +a;,,,̂  l + ... 4-^p^-

A la décomposition précédente de a correspond un mouvement.
M^4'1^ lp du système dans lequel k liaisons prises parmi les p
subsistent et (p — /••) autres sont rompues, a étant donné le nombre
de mouvements possibles correspond au nombre de régions
R^ l,^ - i p auxquelles a peut appartenir simultanément.

Nombre total d'éventualités. — II y a autant de régions R^.^ "lp

qu'on peut réaliser de combinaisons de k vecteurs A11 . . . A^ pris
parmi p d'entre eux soit C^. Le nombre total de régions est donc égal
à la somme des combinaisons

^4-C;...+Cî4-...4-^=^.
Le nombre d'éventualités possibles dans un système mécanique

astreint à p liaisons de classe U est donc 2^

Conditions nécessaires et suffisantes d'unicité des éventualités. —
Pour qu'à un vecteur a ne corresponde qu'un mouvement, il faut
et il suffit que les 2P régions RJ*^^ ip n'aient pas de domaine
commun à/) dimensions ou n'aient pas de point interne commun.
Les vecteurs A' . . . A? étant définis à partir des vecteurs a' . . . '̂
au moyen de la matrice ||—r^|[, on est conduit à étudier les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les éléments de cette matrice pour
que les diverses régions R^^1,,: lp n'aient pas de domaine commun
à p dimensions.
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THÉORÈME II. — La condition nécessaire et suffisante pour que dans
un espace euclidien à p dimensions, toutes les régions internes aux ^p

p-èdres obtenus en prenant p vecteurs dans des colonnes différentes
du tableau

a', • • - , a\ • • -, a1'
A1 • • • T^ • • • \^•TA , , .n. , • • , ri

n aient aucun domaine commun à p dimensions est que tous les déter-
minants mineurs diagonaux quon peut extraire de la matrice carrée
1 1 / ^ 1 1 soient positifs, les vecteurs A 1 , .. ., A? étant définis en fonction
des vecteurs a\ . . ., ap, au moyen de la matrice (|—r^H.

LEMMES PRÉLIMINAIRES. — i . Deux /)-èdres formés au moyen
de k vecteurs différents n'ont pas de domaine commun àjo dimen-
sions si au moins une des k inégalités

(V, 5) ^X,<o, . . . , .^.\,^.<o.

est satisfaite, a^, ... a?^, X,,, ... X^, désignant respectivement les
composantes d'un vecteur de Ep par rapport aux k vecteurs différents.

Les deux jo-èdres étant formés de k vecteurs différents, cela veut
dire que si on a pris aJ dans la colonne^' pour constituer le premier
p-èdre on a pris A^ dans cette même colonne pour constituer le
deuxième jy-èdre.

Il en résulte qu'un même vecteur a a pour expression dans les
deux bases relatives à ces deux p-èdres

a=^<l+...+^^+X^Â^l...+X^Àl^+^^^^^

a=X,A(<+...+X^A^+^^^l•••+^l'+^^^^^

Dire que les régions internes à ces deux jo-èdres n'ont pas de
domaine commun à p dimensions signifie qu'on ne peut avoir simul-
tanément :

•r,, > o . . . x^ > o, X,^ , > o, . . ., X^. > o
X,,>o . . . X^>o, ;r^>o, ... , ^.>o

en d^aulres termes on doit avoir au moins une des k inégalités (V, ^)
2° Deux p-èdres n'ayant qu'un vecteur de base différent n'ont pas

de domaine commun à p dimensions si le quotient de deux déter-
minants diagonaux formés avec les éléments de la matrice (|—r^H
est négatif.
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Les deux vecteurs non communs étant ak et Â^ , a a pour expres-
sion dans les deux bases relatives à ces deux D-èdres

a=X,À14-...4-X,_,A^•-- l+^a^a;,,/a fc-•...4-^a/•
a=:X;A l4-...+XL.AA- l+X,AA+^.a^•...+^.

D'après le lemme précédent les deux régions internes aux deux
^o-èdres sont distinctes si

Xf,\k < °

Or si Ç,, . . . ^, ^.^, . . . Sp sont les composantes de ak dans la
base A ' . . . . A\ S^1. . . . ap

^•=^Â....+S;AA+^.^^•...+^•.

En remplaçant alc par sa valeur dans la première expression de a
et identifiant les coefficients de A^ on obtient

Xfc=^

La condition équivalente a A\X^ < o est donc ̂  < o. ̂  s'exprime
au moyen des déterminants mineurs extraits de la matrice ||—r^H.
Il suffit pour cela d'exprimer les vecteurs a\ .. . a1' en fonction
des vecteurs A1 , . . . , A^, a^', . . . . û^, c'est-à-dire de résoudre le
système

_^N^ l . . .—r l < (ak=A14-/• l < t" lS^1 . . .4-r l^

_,^a l . . .—^u•aA•==À14-r f c f c" (S^1 . . .4-r^^

d'Où ^r= i....^-1 ^vçç
-^1.'...^

. _ — ^ " • • • • • —r1^1 . _—' ' 1 1 —^'
- A l 2 . . . f c - l — — _ _ ^ - 1 1 __^- i fc- i» -Al | , . . fc——__^i __^.

-^iî.. .fc-i e^ ^u...^ son^ deux déterminants mineurs diagonaux
extraits de la matrice ||—r^H. La condition nécessaire et suffisante
pour que les régions internes aux deux /^-èdres construits sur les
deux séries de vecteurs

X', ... î^-1. ^ a^\ ... ^
A ' , ... .V", Â\ a^1 , ... ^
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n'aient pas de domaine commun à p dimensions est ^{2—tf--i < o.

3° Tous les couples possibles de deux y^-èdres n'ayant qu'un
vecteur de base différent, n'ont aucun domaine commun à/j dimen-
sions si tous les mineurs diagonaux de la matrice |jr^|! sont positifs.

Appliquons le lemme 2 aux divers couples de /)-èdies suivants :
i° Les régions internes aux deux /)-èdres définis par les deux

séries de vecteurs
a\ ^i\ . . . a", . . . ^
a^ a\ . . . A\ .. . ^

n ont aucun domaine commun à p dimensions si —/'A/( <-'o soit
r^ > o. ^ '

Conséquence : Les éléments diagonaux de la matrice ( [ r^ j j doivent
(^tro tous positifs.

2° Les régions internes aux deux /cèdres définis par les deux
systèmes do vecteurs

n\ a2 . . . a\ Â\ a^ a\ . . . ^
a\ a2 . . . a^ A\ A^ a^ ... ^

, . __ hfi

n ont aucun domaine commun à p dimensions si ——————_ <^ o
' __ phh __ ^hj | ^

—— ̂  __ fJj

En teîlîmt compte de la condition précédente, on doit avoir

i/^ r^'i
1^ ,.->°-

Conséquence : Les mineurs diagonaux du deuxième ordre de la
matrice D/^II doivent être positifs.

3° Le raisonnement se poursuit par récurrence. Les régions
internes aux deux/)-èdres définis par les deux systèmes de vecteurs

a 1 , a-', . . . , a^ À\ . . . , À!\ a\ J^', . . . , a11

a 1 , (i\ ..., a\ .T^, . . . , \[\ A', a^1, . . . . ^

n ont aucun domaine commun <i p dimensions si
,,AA .»À'JL 1 , \ ', ,,
/ ... —— / > j i ^•/. /^-^ '

- /•I^- . . . — r^ ' ^ { — i )/< + i r ' ^ ' . . . r ' ^ !

"̂"̂  ̂  <^ ° ()n ~{ZZYY' i ,.AA ^.V j < °

. r^ . . . — r^ i j r^ . . . r" !
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Par hypothèse le déterminant placé au numérateur est positif, le
déterminant placé au dénominateur étant de parité différente,
on doit avoir

»»ÀÀ MA•ÀV

,vv > 0.

Démonstration du théorème II. — r Envisageons d'abord le cas
de deuxp-èdres définis par les deux suites de vecteurs

a\ a\ . . . , a^ a^1, . . . , a^
A"^1 î2 î^ ^'--1 ^/), A , . . ., A , a , . . ., d'

Un même vecteur a a pour expression dans les deux bases rela-
tives à ces deux p-èdres

a=^a l4-..•+.T^A+.c^^ fc '14-•• •4-^p^
a: =X,A 1 + ... +X,Xfc+.<^A•-l+ • • • +^

Montrons qu'au moins une des k inégalités (V, 6) est satisfaite, si
tous les mineurs diagonaux de la matrice H r ^ l ) sont positifs

(V,6) ^X^<o , . . . , a^X^<o.
Les équations

A l===—^ l la l—. . . —r^a^—r 1 ^ 1 ^ " 1 — • • .—r'W

^ = — r^ — ' . .—r { t k^ l c—r^1^1— . . .—r^

montrent qu^on passe des X,. . .., X^ aux a*p . . ., x^ par la substi-
tutiontution

(V,7)
.-^=r11X,...4-^ / t•X,

(—^=ruX. ... +r^

qui puisque A^c == <
inverse (V, 8)

(V, 8)

let r" . . .
r*'

-X,=

-x,==

r^^ ^=o (>o) adm
r

Ri W
— ' 4 1 1 -'1

A:^---^

H» , , RÏ^^-...4.-,,.
^k •^k

Si une des inégalités .T, < o, . . . x^ < o, est toujours satisfaite
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lorsque a est dans le domaine D(X^ > o, ... X^ > o), une des iné-
galités (V, 6) ayanttoujours lieu, la proposition n'est pas à démontrer.

Supposons donc qu'aucune des inégalités x^ < o, . . . x^ < o ne
soit toujours satisfaite quand a est dans D. Les variables .Tp . . . x^
ne peuvent être toujours positives quand a est dans D, car en parti-
culier pour X, ==o, . . . Xy^o, . .. X^==o, les équations (V, 7)

y. J.l

donnent .cj=—*-X,; r11 et A/( (mineur diagonal) étant positifs.
.Xj est négatif, Les variables x^ ... x^ s'annulent donc quand a par-

court D. En particulier pour a^=o, x^==.o, ... 0^=^=0, . . . a?^==o
les équations (V, 8) donnent pour les variables Xp ... X^

V R^ Y ^ Y tH- \=A1^ ...-X,=^,. ...-X,=-.r,.L\fc ^fc a/c
D'après le lemme 3 A^ et Wj mineurs diagonaux sont positifs. Xj

est négatif car dans D X^ est positif, il en résulte que tous les coeffi-
cients R{ ... R{. sont positifs. Le raisonnement se répétant pour toutes
les valeurs dey (i à A), les coefficients des équations (V, 8) sont
donc tous positifs.

Lorsque a est dans D les premiers des'équations (V, 8) étant
tous négatifs, il doit en être de même des seconds membres donc au
moins une des variables x^ . . . x^ est négative. Une au moins des
inégalités (V, 6) est satisfaite.

3° Envisageons maintenant le cas général. Soient deux /)-èdres
quelconques formés au moyen de h vecteurs différents. Un même
vecteur a de Ep a pour expression dans les deux bases relatives à
ces deux jo-èdros

a=^,all+...+^,a(9+X^,Al^l+...+X^Xlfc+^^,a^^^^
a=X,Ai1+...+X.,A^+^^a^•+...+^at^^^^^

Pour trouver la substitution qui permet de passer des
x,, . . . x^ X,,^ . . . X.fc aux X,,, . . . X^, a?^ ... x^

évaluons les vecteurs de la premières base en fonction de ceux de
la deuxième. Des relations de définition des vecteurs

A1 , . . . A^ . . . A^,
on déduit le système aux inconnues

_^\ ... —;î< —A' 7 " . . . —À1^'



2 l 8 P. GÀLLISSOT

r^^a ' — r^a11' = r 1 1 1 1 1 "1 a"/ * ' 4- .. . 4- r1-'7^ 4- î "

-r^'ft ' '—
-^'/^'i^'i

».«7ly///7 —— pf'/l'/ -4- 1 / ,"/"- ' ,1• — r1717^'7 --̂  r'717" l a'7 .4- . .. --p- r'v^1/' -4- A "/
... — ,*"/'• - •,; " i — A "/ • 1 .",, y17 • ' '7 - ' a(7 • ' 4- .. • - r /•

— /.^i a < > _ . . . _ ^A:"7,a'7 — A t / t == r'^71 ' a<7 '-1 --(- ... 4- r^W

Remarquons que le déterminani de ce système A ( , . . . , , , est un
mineur diagonal de la matrice |!/^i|. Le calcul de —a' \ . . . . —a111,(i\

R17
^i ' • • " "^ '—A1 7"1 , . . . , — X ^ montre que les coefficients H;.;, . . . , R17,

R^i . . . R^ sont des mineurs diagonaux de H r ^ N

-.-HtA••+....^^A.+^a-•+...+^«•^...+^-a,
'i — '7 •—t'i — "/ —('«17 ••^(i r/ -^(i — «/

->. R^ — R1?-^ R!7"1^ H17^ !{*7 -
a'9=^^A'•+..•+-^-A<7+^al^l+...+^^

—f—" / ^iliq ^ni<i -^tn'/ •^('i—t</

p^4!-^ n^i^ H19*1^ l î* 7 ^ 1 ^ l î1 7 '1^
A^^^A(•+...+^A l(/+^^ l+-^

—'il'/ û,,,,/ Û;, .,̂  •^ii-K/ Aii-iV/

-^ R^ - l^^ - 1̂  -» R^ ^R* -
Atl+...+—l^At7+^lal7-14-...4-^-A"-

"A;, û(,_^ ^(,^ A(.(^ Û,,,,,•"<i — '7 -•n — ('/ "(n</

On déduit de ces relations les formules de substitution (V, q)

/ IV1 R'7 R17 '1 R^V H ,. ' i ^ ^ 1 ^ Y 1 l "i. V
—— \, == A • / n - ^ • • • - r - Ç ^/+-A—— X<•7-1+"•+A -J-X^•

—ti"/ —(H'/ ^in'/ —^('n'/

(V, 9)

H'i n«/ R ^ ^ 1 n^
-X,-l^.,+...+R^.r,,+n^-X„.+...+HiîX,,

'iiV *~ii('/ •~ni</ *—iit7•Al•.<'/
R'7 R"7";

^nK/

R^ R^••^to •»• i"iflr^l | I l lg-^tj--...^-11-1-^1^. _Lnlîr-l\. i . . . .L0 1^* \
} } \ ^ ' < 7 l \ ' < ' / ^ i l 1 ^ \ x"/-i-- \ ^n - r ' - ' - r t—^- r - *— ^<^it'"~r~\

—ne/ —in'/ —(K'/ -^(i;',

HX , R;r'l̂ i. n'^K»;. v-l'ÂL^+•••^-•>•A./.+l-fc-X,,,+...+.^,.
1 1 1 7 -^nc/ -^d;'/ -^(i(»/

Inversement évaluons les vecteurs do la deuxième hnseen fonclinn
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de ceux de la première. On en déduit par un calcul analogue les
formules (V, 10)

. -^-JX,+- +fx.,+Ça^+- -+^

I ^'i ,"? ^"/-••l ,'k

-.r,,=^X„+...+^X„+g—a;^.+•••+l?•c••^ A=A.,,,,.,.,
O/" \ <— -A JL ij

» 1 0 ) * i, iq iq •*• i ifc

-^-^x^. .+£^x,+^^+...+^1.,
1 x ^x 4- -^\ i ?^ . ,p;î
r-^.^ ̂ xi.+•••+^-x<7+^^-i+•••+-^^

Ayant remarqué que dans les formules (V, 9) et ( V , 10) les éléments
diagonaux sont formés par dos quotients de mineurs diagonaux de la
matrice [[r^H donc sont tous positifs, il suffit de reprendre point par
point le raisonnement fait dans le cas précédent pour montrer que
dans le domaine D (X,. > o, . . . X^ > o. ^,>o .. . x^ > o)
une des variables ./l;, ... x^, X,^, . . . \^. est négative, ce qui
entraîne que les régions internes aux deux //-èdres n'ont pas de
domaine commun à p dimensions.

THEOREME III. — L'espace Ep à p dimensions est complètement
couvert par les ^ p-edres n ayant en commun aucun domaine à
p dimensions.

Soit a un vecteur de Ep déterminé par ses composantes a1. . . . a7'
par rapport à la base formée par les vecteurs a\ a2 . . . a^.a étant
quelconque dans E7' les composantes a1, . .. a7' ont des signes arbi-
traires formant une suite de/) signes — et 4- bien déterminée quand
on prend les vecteurs dans 1 ordre a1 . .. a^. Relativement à chaque
jo-èdre la décomposition de a suivant les vecteurs de base corres-
pondants

a11 . . . ̂ , 7\^ '1 . . . A^, '̂ ' ' ... a^
engendre un système de coordonnées dont la suite des signes est
bien déterminée quand on range les indices des vecteurs dans l'ordre
naturel ( i , p ) , opération toujours possible puisqu'on prend un vec-
teur ot un seul dans chaque colonne du tableau

a\ a\ . . . . . fl̂  - 1 . a1'

A 1 , A2, . . . . . A/ ' - ' , À^.
Les suites de signe relatives à deux p-èdres sont différentes si non

leur région interne ne serait pas distincte. (Il suffirait de changer
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l 'o r ienta t ion des vecteurs pour lesquels les signes sont tous négatifs
pour obtenir une contradiction). Or il y a ^ suites de signes diffé-
rents et ^ régions : donc à toute suite de /) signes correspond une
région et inversement. En particulier il existe une suite de p signes
tons positifs. Il en resuite que l'espace E/, est bien couvert par l'en-
semble des régions internes aux 9f /)-èdres, et que a est dans une
région bien déterminée.

Nomhrr < / e conf/i/ions auxquelles satisfont les éléments de la matrice
l l / ^ l j cas rie rédaction. Lorsqu'on écrit que tous les mineurs diago-
nauxdelamatricellr^llsontposit ifs on obtient (^— i ) conditionscar

c;+c;,...+c;+...+c^=^-i.
Ces (<^1 — i ) conditions portent sur les p2 éléments de la matrice.

On peut mentionner deux cas simples où il y a réduction de ce
nombre de conditions. Considérons pour cela un vecteur a de E. dont
nous désignerons les coordonnées par x, et par X, respectivement par
rapport aux deux bases

a\ a\ . . . a1' et A1, A2, . .. A7'

a=- S ̂  a-= f; X,X'

le lait que les régions internes aux deuxp-cdres formés par ces deux
séries de vecteurs sont distinctes se traduit par une des inégalités

;r,X,<o, ... .T,,X/,<O ... j^<o.
p

Considérons alors la forme bilinéaire ^(.r. X)== ^ x^X.1 qui
i l = l

engendre la forme quadratique ',p(X)== —(/^'-(-r^X^X^ puisque
JL

l l^ l^l l—r^l lXI] , l l—r^H* désignant la transposée de H—^ll .
On a donc Fidentité J; ^X,=—^(X).

Il en résulte que si la forme \(\) est toujours définie positive
dans Ep une des inégalités a?,X, < o, . . . XpXp < o est.sûrement
satisfaite. Le fait que la forme soit toujours définie positive dans E
étant indépendant de la base choisie, on peut prendre pour bases
deux systèmes de p-èdres quelconques ce qui montre que les régions
internes à ces deux/)-èdres n'ont pas de domaine commun à/) dimen-
sions. D'où les deux cas simples

ier cas : La forme quadratique ^ == ï- (r^ -}- r^)X,,X^ e&l définie
positive. )
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99 ras: La matrice [jr^) est symétrique et la forme \L associée
est définie positive.

Dans ces deux cas les (a^— i) conditions se réduisent à p condi-
tions qu'on obtient en exprimant qu'une chaîne de mineurs emboîtés
de ||r |̂| sont tous positifs.

^ 111. — Étude des cas (^E).^) =o.

Dans toute l'étude précédente nous n'avons pas envisagé le cas où
le vecteur a se trouve dans le domaine intérieur d'un des ̂  D-èdres,
puique nous avons supposé au paragraphe 1 (i(E). c^Y -=^ o pour
tout k de i à p. Il est aisé de voir ce qui arrive lorsque a est plus
Sénéralement dans un domaine a h dimensions ( Â : < D ) commun
a 2fcy)-èdres.

Envisageons d'abord le cas particulier où a=o dans E,, c'est-à-
dire (^E)^)^ = o pour k variant de i à /j. La formule (V, 2) montre
que si les (i(E) .cfo^"0 sont les premières dérivées non nulles pour
tout A; do i àp, d'une part pour un ordre inférieur à n les \ ainsi
que toutes leurs dérivées jusqu'à l'ordre ( n — i ) inclus sont nuls
en Mo, d'autre part que la première dérivée non nulle des c^k est
d'ordre (n-^ i). Il en résulte

W -i)- (V^^1). da^, = (i(E). da^ -1)

ou (oT^—^X^^^E).^)^

En interprétant cette relation dans l'espace vectoriel Ep on voit
que la discussion des éventualités s'effectue au moyen du même jeu
de vecteurs a\ . . . ^p, î1 . .. X^ que précédemment. On déter-
mine (a^*0. (X/,)^ au moven du vecteur a défini par ses compo-
santes (i^.rfa^0.

Cas général. — Si a appartient au domaine commun à 2/l/)-èdres
(A <jo) ce qui signifie que (i(E). ria^ == o pour k valeurs de A, il
suffit de décomposer a en a^ appartenant à E^ espace commun aux
^ />-èdres, et en 5^ appartenant à l'espace complémentaire dé F/.
par rapport à Ep.

a,= X^1^ ... 4-X^+^a^ .. .-{-x^
^=^,^(A-l...+^a(^C„=.T,,,^(A-l...+^,a(^
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Comme par hypothèse

X,.,-r=o, . . . X^=o, a^--=:o. . . . Xik=o, 0^=0

on est ramène an cas précédent. [1 suffit de prendre pour compo-
sanles de a; les premières dérivées non loutes nulles de (i(E). da^^^
pour //(^ à if,). Si dans E/, certaines d'ordre Çn-\- i) sont simultané-
mont nulles on considérerait un sous-espace de E^.

^ IV. — Interprétation mécanique des résultats précédents.

De toute l'étude précédente résulte le théorème suivant :

THEOREME IV. — Quand un système mécanique S est astreint à p
liaisons de classe U, a'\p^ q\ t)=o, Q-=\^W f\dt, a^o, ^h>o,
si les conditions initiales satisfont aux équations o^(/^» q\, <°)==:o, il y
a 9J' éventualités possibles. La condition nécessaire et suffisante d'unicité
des mouvements est que tous les mineurs diagonaux qu'on puisse
extraire de la fna triée produit A. L soient positifs

H^' -"4
Application aux liaisons d'Appell. — Dans les liaisons d'Appell

qui (cf. chapitre n. ^ V) sont de puissance nulle et comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques la matrice ^r^ est symétrique. En enet pour

de pareilles liaisons /?== • La matrice H^H étant le produit des
ô</' iÔQdeux matrices A et L avec A== — !, L ^ n ^ N il résulte de

i ô/^ !

^^^.^^/V
bp,~ ô^ ùp1 îv

que dans le cas des liaisons d'Appell A===I/.G, en désignant par
L* la matrice transposée de L et par G la matrice symétrique Hy7*!!.

La relation ^r^zzzA .L=UCj .L montre que ^r^} est symé-
trique. Il résulte alors du théorème IV et du deuxième cas de
réduction des conditions signalé à la fin du paragraphe III le théo-
rème suivant :

THKORFMF V. — Pour un système mécanique S astreint à p liaisons
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d'une part de classe U et d'autre part du type d'Appell, les conditions
initiales sont suffisantes pour déterminer le mouvement ultérieur.

Autres types de liaisons. — Pour les autres types de liaisons les
conditions initiales peuvent ne pas être suffisantes pour déterminer
le mouvement ultérieur si les mineurs diagonaux de la matrice K^H
ne sont pas tous positifs. C'est ce qui se produit en particulier dans
les systèmes de solides en contact avec frottement quand les vitesses
de glissement aux différents points de contact ne sont pas nuls. Dans
les cas d'indétermination il est nécessaire d'adjoindre aux conditions

7 h

initiales des conditions équivalentes à . =/=o, A/(=^O pour préciser
le mouvement ultérieur.

Si V. — Liaisons dont l'expression de la puissance
peut dépendre de l'existence ou de la rupture (Tautres liaisons.

Dans ce qui précède nous nous sommes occupés de liaisons du
type ^•=0^ A^* le champ e11 étant connu à priori et par consé-
quent indépendant de l'existence ou de la rupture d'autres liaisons.
La discussion des éventualités pouvant se présenter dans le cas de
solides en contact avec frottement, les vitesses de glissement étant
nulles à l'instant initial, conduit à envisager des liaisons dont
l'expression de la puissance peut varier suivant l'existence ou la
rupture d'autres liaisons et par conséquent dont le champ de liaison
e11 dépend d'autres liaisons. Pour simplifier envisageons un corps
solide à plan de symétrie permanent, en contact avec la droite
d'intersection de ce plan de symétrie avec un plan fixe perpendi-
culaire. Si u et w sont les composantes de la vitesse du point de
contact du solide avec le plan ;

a) le contact avec roulement sans glissement se traduit par deux
liaisons de puissance nulle w==o, P.,==iu^; u==o. P,=Aa.

&) la cessation de contact se traduit par - > o, a==o, elle
vit

entraîne aussi A == o ; la puissance de la liaison u :== o, dépend donc
de la réalisation ou de la rupture de la liaison w.

\ l r A • . / ^w du . \c) le glissement naissniil (u'y=:o, ^==0, -~==:o. - -^o j
\^ uC ftt y
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modifie la puissance P, qui devient P,= u.{w-}-efu) avec £ -a < o,
^ ^

£==± i ; la puissance P.. dépend donc du fait que est positif,

négatif ou nul, c'est-à-dire de la rupture ou de la réalisation de la
liaison u,

Pour un ensemble de solides dépendant de \in paramètres position,
vitesse ayant p contacts entre eux, l'examen des éventualités pos-
sibles à l'instant t^ dans le cas où les vitesses de glissement aux p
contacts sont nulles à /^, bien que non susceptible de revêtir une
forme géométrique aussi simple que celle envisagée ci-dessus, peut
s'effectuer de la manière suivante. Ayant choisi p trièdres mobiles
tri-rectangles P^-y1^ de sommets respectifs P/, point du h' contact,
l'axe P^ étant orienté suivant la normale commune, il est avanta-
geux de commencer par écrire le système d'équations permettant de
déterminer les roulements sans glissement et les cessations de contact.

Les conditions de roulement sans glissement au /i'' contact se tra-
duisent par

^rmo l/'^O ï0=z{)
P = \V1 P = W P = ZW

Les roulements sans glissement aux p contact constituent Sp liai-
sons de puissance nulle. D'après notre théorie nous devons les
supposer compatibles ce qui permet toujours de choisir pour para-
mètres les 3j) quantités a11, v11, u^'. Les conclusions du ^ IV nous
indiquent qu'il existe une forme quadratique des 3p composantes
des réactions et que 3p des équations peuvent toujours se mettre
sous la forme

/ du11

r~i } dv"
df ~

ffw1'
dt ~

^
î)\"~~
05

"ôY"
ô'^. ji.
ôZ"

—— ̂

==?'• h ( î ' d ] ,

,^/t

i

dont les seconds membres sont indépendants des éventualités.
Ces équations indiquent immédiatement les contacts qui se

rompent —— >> o et les roulements sans glissement acceptables en

du11 dr11 d î / ) 1 1

.crivant ^ -, ̂  ——^-=o i " > o, (X^ 4- (VY < (/.Z^

/;, coetliciciil de 1 1 ollfineiil an IL contcu't.
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Glissement naissant aux p contacts. — Pour envisager l'hypo-
thèse de tous les glissements naissants il suffît de remplacer dans les

d^ d^ dt^ d^ . dfo11

équations précédentes — par -L- COST/,, — par -r.-^11 ̂  "-„• P^* °'

X'1 par —/^cos^,, Y71 par —/^'sin^, ^ et ^ étani les coor-
données polaires de la vitesse de glissement au //' contact par rappel i
aux axes P^y'. On obtient ainsi le système

II

^
df

2.

ÔCR

'ôX71

00

• -i- sin 7/. == ̂  cos ̂  + ̂  sin cr/,
ô î

COS 7,.

— -^ sin 7,, 4- v^ co!s ̂  = a/l bin '7/' — î ' cos 7^
ô.\ 0 1

3.
ô^

ô/^
Les équations (II, 3) déterminent les Z11 en fonction des 7". Les

équations (II, 2) déterminent les 7/, au moyen d'un système d'équa-
tions trigonométriques.

fî^
Les équations (II, i ) déterminent les -L- ; les valeurs trouvées sont

d^acceptables si 7^ ^> o -J ^> o.1 di
R E M A R Q U E . — On peut une fois la détermination des angles 7/<

d^ h

effectuée par le calcul discuter les signes des Z7', -^ en utilisant une

représentation vectorielle analogue à celle utilisée au ^ II de ce cha-
pitre, puisque dansées conditions les directions des champs de liai-
sons sont connues.

Cas du glissement naissant en k contacts, roulement sans glisse-
ment aux ( p — k ) autres contacts. — On peut supposer que le
glissement naissant a lieu aux k premiers contacts. On déduit de I
par une méthode semblable à la précédente le système I I I

d^11 ôc ôo . y. , r./, • "\
1 I I ^".YA008^-.^81"^-^00^^?^

III'
I2
3.

/i.

--ô- sin^-^-^cos^-aSiii^- -^cos'7^A(i a / . )
ÔA. ô Y

-^_Y
ôZ" '

.^î--^
ù V 1

ùffl_

~ùZ''~~
/)(/rà3/--3A-).- ̂ =,"

ôV
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Les réactions en nombre égal a 3/) — 3/. -— A: sont déterminées
par les 3p —'.ik—h dernières équations en l'onction des ^/.. Les

/f équations (III, ^) déterminent les ̂ . Les fr sont déterminés par

les k équations (III, i ). On peut envisager ensuite les '2p conditions
(/^/<

de validité ^ > o, //' > o, (X')-'^-(Y^)-'< (^Z^2 ^dans ces der-

nières h varient de /.'4 i à / ) ) .
Nous nous bornerons à ces généralités, notre but avant rie de

montrer que notre méthode permettait d'ordonner une discussion
assez délicate.



CHAPITRE VI

ÉTUDE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
DE LA MÉCANIQUE CONSIDÉRÉES

COMME CARACTÉRISTIQUES D'UNE FORME DE DEGRÉ 2
DÉFINIE SUR UNE VARIÉTÉ DIFFÉRENTIABLE V^.

Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre, comment le
point de vue qui consiste à envisager le système ïi des équations
différentielles du mouvement d'un système mécanique comme carac-
téristiques d'une forme Q de degré 2 définie sur une variété indé-
finiment diflérentiable V^^,. permet de connaître la structure du
sous-module des fonctions solutions de S.

Les applications pratiques se déduisent aisément de là, cas d'inté-
grabilité en particulier.

Pour faire cette étude il est avantageux d'envisager les opérateurs,
différentielle, transformation infinitésimale, anti dérivation à un
point de vue signalé par M. 11. Ca^tan(2a). Le paragraphe suivant
est extrait de son exposé.

§ I. — Définition et propriétés des opérateurs.

Algèbres graduées. — A élant une algèbre associative sur un
anneau cornmutatif K ayant un élément unité, une structure graduée
est définie par la donnée des sous-espaces vectoriels homogènes de
degré pAP(p^o) tels que l'espace vectoriel A soit somme directe
des A.P, et que le produit d'un élément de Ap et d'un élément de A9

soit un élément de A^7.

Endomorphisme de degré r. — Un endomorphisme (23) de la struc-

(22) Cf. M. H. GARTAN, Colloque de topologi' de Bruxelles ig5o, Masson, Paris.
(23) Cf. N. BOURBAKJ, A^èôre.chap. i, §4 i p- ^9i Paris, Hermann, 19^2.
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ture vectorielle de A est dit de degré r, s'il applique A.1' dans Ap+ ' r

pour chaque /j,

Produits et compositions d'endomorphismes. — X el a étant deux
endoinorphismcs de degré respectifs r et r', on appelle produit de
ces deux endomorphismes pris dans l'ordre A. a, l'endoinorphisme
aX de degré r-4-r' (l'opération étant e.Tectuée de droite à gauche).

Ce produit n'est généralement pas communicati l . La considéra-
des deux endomorphismes u.̂  et X^. conduit à deux nouveaux cndo-
morphismes

i" le composé symétrique À;^-l- aA
^0 le composé antisymétrique X a — ; A À = [ X , aj appelé crochet

des endomorphismes À, [JL.

Endomorphismes particuliers. — i" Dérivation. On appelle déri-
vation tout endomorphisme 0 de A de degré pair qui vis-a-vis de
la multiplication dans A jouit de la propriété

e(a.6)=0(a).6-4-a.0(&)

si A possède un élément unité I, 0(1} ==o.
2° AnUdérivation. On appelle antidérivation tout endomorphisme

S de A de degré impair qui vis-à-vis de la multiplication dans A,
pour açA^ 6çA7 possède la propriété

o(a. 6) = o(a). b 4- (— i )pa . 06.

En outre o(I)=o.

Composition de dérivation et d'antidérivation. — On vérifie
comme conséquence des deux définitions précédentes

i" que le crochet de deux dérivations [0^, 0,] est une dérivation.
2° que le crochet [0, o] d'une dérivation et d'une antidérivation

est une dérivation.
3" que le composé symétrique o,^ 4- ô.̂  de deux antidérivations

est une dérivation.
^" que le carré d'une antidérivation est une dérivation.

Différentielle et Algèbre extérieure. — Définition. On appelle
différentielle rfl'antidérivation de degré 4- ! • ^(lli possède de plus la
propriété d.d=.o.

Relativement à l'antidérivation d il existe une algèbre graduée,
appelée Algèbre extérieure dont le module unitaire V1 est formée par
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les différentielles des fonctions de l'anneau K, A0 étant identifié à
l'anneau d'opérateurs K, les fonctions étant envisagées comme de?
formes différentielles de degré o.

Opérateurs i(x) et 0(x) de M. H. Cartan sur une variété différen-
tiable. — Dans les applications que nous avons en vue aux variétés
indéfiniment dlirérenliables, les champs de vecteurs tangents consti-
tuent un module T sur l'anneau K des fonctions numériques indé-
finiment différentiables. T' dual de T est le module des formes diffé-
rentielles de degré i .A(T) algèbre extérieure du module T' est
l'algèbre extérieure des formes différentielles de tous les degrés.

Opérateur i(x). — L'algèbre A(T) étant engendrée au sens multi-
plicatif par ses éléments de degré o et i une antidérivation est
déterminée lorsqu'elle est connue sur les sous-espaces A° et A1.

Tout x^ï définit une antidérivation de degré — i de l'algèbre
A(T) appelée produit intérieur par x. nulle sur A°, qui sur A1 se
réduit au produit scalaire définissant la dualité entre T et T'.

REMARQUE. — L opérateur i[x) est de carré nul car i { x ) . i [ x } est
une dérivation nulle sur A° et sur A1 donc nulle partout.

Opérateur 9(a*). — Tout a;çT définit une dérivation de degré o,
composée symétrique des antidérivations d et i(x).

(VI. i) Q(x)=i(x).d^d.i(x).

Opérateur i{x). — Tout .rçT définit un endomorphisme de
degré o, crochet des antidérivalions d et i(x).

(VI, 2) £(a*)==[rf, i { x ) } = : d . i ( x ) — i { x } . d .

REMARQUES. — i" QçA(T), 0(.r)Q est la transformée infinitésimale
de Û par 0(d;) d'où le nom de transformation infinitésimale donnée
i\ l'opérateur 0(.c).

' ï 0 Les opérateurs 6 et d commutent.
3° Les opérateurs £ et d anticommutent.
4° ri applications successives de 6 (a*) donne

Q^Çr} —. (i(^. r/)^ + (d. Kx)}^.

En particulier appliqué à une fonction/de l'anneau K la formule
précédente donne

e^aQ/^^w/y'0
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Endomorphismes relatifs à deux champs. — Relativement à deux
champs de vecteurs tangents x, y correspondent des endomor-
phismes, dérivation et antidérivation parmi lesquels nous explicitons
ceux qui nous serons utiles.

i° Le produit des endomorphismes i(y) i(x) est un endomor-
phisme de degré — 2. Par suite de Fassociativité du produit extérieur

i(y}i(x)=i(y /\x).

L'endomorphisme précédent applique une forme de degré 2
dans A°. Si Q ==AyCte1 f\ dx1 (k^ tenseur antisymétrique)

i(y/\x)Çî=k,(xy-x^)=. S AV ^ ^(/•=o y y
C'est le produit intérieur gauche de y /\ x et de Q.
2° Le crochet d'une dérivation 0(a?)de degré o et d'une antidéri-

vation i(y) de degré — i étant une antidérivation de degré — i , on
est conduit à considérer Fantidérivation relative à un champ composé
avec a?, y noté [x, y] crochet de Lie. Cette notation se justifie car
cette antidérivation est nulle surA°, et sur A1 relativement à Félément
dfse réduit à i([x, y]) df d'où la formule

(VI. 3; [0(aQ, i(y)]=Q(x)i(y)-i(y}Q(x)=i{[x. y]).

3° Considérons les deux endomorphismes 0(a?). î'(y) et i(x) . 0(y).
Leur différence donne un nouvel endomorphisme

0 (x) i{y) = i^x) di (j) + di (x). i(y)
i{x)Q(y)=i(x)i(y)d+i(x).d.i(y)

Q(x)i(y)~i(x)Q(y)=di(x^y)-i(x^y)d

Considérons Fendomorphisme t(x /\ y ) relatif à Félément composé
xf\y

(VI, A) ^x)i(y)—i(x)0(y)=t{x/\y)=di{x^y)-i(x^y)d.

4° De (VI, 3) par permutation de x et y on obtient (VI, 3')

(VI, 3Q [0(y), i(x)]=Q(y)iÇx)-i(x)ny)=i{[y^ x]).

En retranchant (VI, 3') de (VI, 4) on obtient compte tenu de
[ y , x]=—[x, y]

(VI. 5) Wi(y)-ny)i(x)=e(x^y)-^i{[x, y] ) .

5° Le crochet de deux dérivations 0(a?), 0(y) de degré o étant
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une dérivation de degré o, la dérivation correspondante est la
dérivation relative au crochet de Lie [x, y].

Par application de (VI, i)

QWy)=Q(x)[i(y)d^-di{y)]
W(x)=Q(y)[i(x)d.+di(x)].

En tenant compte de la permutabilité des opérateurs 6 et d
[9(.z*),0(j)]=6(^)0^)-0(j)6(^)

= [OWy) - 0(J)^)]. d-\- d. [0(^(y) - Q(y)i{x)].
La formule (VI, 5) permet de transformer le second membre

[e(a0,0(y)]=[£(^Ay)+^ y])N+<^Aj)+^ y])]
or ç.(x/\y)d-^-deÇx/\y)=o conséquence de (VI, 4) ou de Fant;-
commutativité des opérateurs £ et rf. Le second membre se réduit
donc à i([x, y])d-^di([x, y ] ) qui d'après (VI, i) n'est autre que
e([^ y]) d'où

(VI, 6) ^),0(y)]=e(^y]).

L'opérateur 9 opère donc non seulement eur T et A(T') mais aussi
sur T, le champ transformé de y par 0(a;) se notant [x, y]=Q.x) . y .

§ II. — Étude du système d'équations différentielles S
caractéristiques de Q.

Soit la forme Q = k-^ dx1 /\ dx1, i eij variant de o à 2^, A - , compo-
santes d'un tenseur antisymétrique, fonctions de l'anneau K. Nous
désignons par 2 le système des caractéristiques de Q.

Définition. — On appelle champ caractéristique E associé à Q
l'élément de T tel que

i(E)Q=o.
Par hypothèse la forme est de rang 2^(0^ =7^ o). Le champ E n'est

donc défini par l'équation précédente qu'à un facteur fonction
numérique près, ses (2^4-1) composantes étant proportionnelles
aux (2^4- ï ) déterminants mineurs d'ordre in extraits de la matrice

o k^ k^ k^
fc,, o ... k.^ L,

l̂ ni ... 0 U
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II est avantageux de choisir le facteur de proportionnalité, comme
nous l'avons vu au chapitre i, § III, tel que i(E) dt== i .

THÉORÈME I. — A fout x^î correspond une forme de Pfaff TT nulle
sur les lignes intégrales de ^ ; réciproquement à toute forme de Pfaff
nulle sur les lignes intégrales de ï correspond un a?çT modulo E.

i(aQQ=TT
i(a?)i(E)Q===—i(E)i(aî)Q

comme i(E)Q=o, 1^)1:=== o
ce qui montre que r: appartient au sous-module des formes caractéris-
tiques de Q, donc r. est nulle sur les lignes intégrales de ï.

Réciproquement si une forme do Pfaiï est nulle sur les lignes
intégrales de S, i(E)'îr=o. La forme TÇ appartient au sous-module
des formes caractéristiques de Q, il existe donc x module E tel que
i(x)û=r^

Intégrale première de ^. — Nous appellerons dorénavant inté-
grale première de ï toute forme de PfalV fermée nulle sur les lignes
intégrales de S.

Cette définition se justifie car une telle forme n'est pas toujours
la différentielle d'une fonction de l'anneau K définie sur V g ^ ^ ^ , mais
l'est seulement d'une fonction définie seulement sur un voisinage de
V^^, En termes précis tout point de V^^i appartient à un voisi-
nage U tel que la restriction de la forme à U est la diiïérentielle d'une
fonction définie sur U.

A toute forme fermée T; de degré i nulle sur les lignes intégrales
de S correspond o*çï, modulo E dont les (2^4" i) composantes sont
(2^-|- ï ) fonctions solutions d'un système d'équations aux dérivées
partielles du premier ordre linéaire

(VT, 7) d(i(x)Çî)=o.

Transformations infinitésimales de îj. — Définition. — Un élé-
ment quelconque c^ de degré/) de A(T) est dit admettre une trans-
formation infinitésimale engendrée par XçT, si l'opérateur 0(X)
appliqué à ̂  la transforme en le zéro de l'espace des formes

0(XW=o.
En particulier si [2 de degré ^ admet la transformation infinité-

simale définie par 0(X^ il en est de même du système différentiel £.
Remarquons que les {'ïn-\- ï ) composantes du champ X générateur
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de transformations infinitésimales pour Q sont solutions d'un sys-
tème d'équations aux dérivées partielles du premier ordre (VI, 8)

(VI. 8) 0(X)Q = i(X) c/Q + rii(X)Q = o.

\. — ÉTUDE DU CAS dQ==o.

La comparaison de (VI, 7) et de (VI, 8) montre que si rfQ=-;o
les systèmes d'équations aux dérivées partielles définissant les trans-
formations infinitésimales et les champs x générateurs d'intégrales
premières sont les mêmes. D'où le théorème.

THÉORÈME II. — A tout X générateur d'une transformation infinité-
simale correspond une intégrale première et réciproquement

EXEMPLE. — Soit i}==dpi/\dq1—dîî /\ dt. Cherchons à quelle
condition û admet la transformation infinitésimale définie par l'opé-
rateur 6(<)

6(00 = dld\\ — ÔH dt\ = o, donc rif0-" dt\ = o,
\ ^ 1 \u I

^TJ

ce qui montre que — doit être une fonction de la seule variable t

soit ^\t). A celle transformation infinitésimale correspond une
intégrale première

H — V ( < ) = / i
C'est l'intégrale de Painlevé T, — T, — U —V(^ =-.h.

^TI

Dans le cas particulier — '=: o c'est l'intégrale des forces vives
classiques.

Conséquence du théorème précédent. — Le sous-module des
champs de vecteurs tangents à la variété V,^^ générateurs de trans-
formations infinitésimales pour Ï correspond par dualité par rapport
à Q au sous-module des intégrales premières.

Soient deux cliamps X. Y générateurs de transformations infini-
tésimales pour 0.

0(X)Q -== o =^ di(\)tî i(X)Q --=. r.
0(Y)Q = o = ̂ (Y)Q ((Y)Q = cr

Si [X, Y j ^ o il correspond au crochet de Lie des deux champs
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une transformation infinitésimale 0([X. Yj) par suite une nouvelle
intégrale première

9([X. Yj)Q=^([X. YJ)=o.

On obtient son expression en remarquant que dans les hypothèses
présente la formule (VI, 3) donne

i([X, Yj)Q -= 0(X)i(Y)Q - i(Y)0(X)Q
= 0(X)cr = i(X) <fa + ̂ (\)cr = rfi(X A Y)Q.

La nouvelle intégrale première est effectivement la différentielle
d'une fonction de l'anneau K dont l'expression est

? k Yi Y'Là ^U \i \j
ji=Q A A

c'est-à-dire le produit intérieur gauche de i(X /\ Y) et de Q.
En particulier si Q = rfp, /\ rfç1 — dH /\ ̂ , et si les formes TC et Œ

sont les différentielles de fonctions/et g de l'anneau fc, X solution

de i(X)Q = df définie modulo E l- ôiï, ÔH. , \ est X^ - -^, o\
d'où V ôît ô/^ / W ^Pi /

^1 ô?

. (XAY)Q=S Ï Ï
Ô .̂ ôç1

On reconnaît au second membre la parenthèse de Poisson ( p o).

COROLLAIRE. — Si au champ X et Y cW fe croc/ie< [X, Y] e^/
différent de zéro correspondent respectivement les intégrales premières df
et dg, au champ .[X, Y] correspond une nouvelle intégrale première
qui est la différentielle de la parenthèse de Poisson. Au crochet
[[X. Y], Z] correspond la parenthèse des parenthèses ((/", g), A).
A l'identité des crochets correspond l'identité de Poisson.

Champ en involution. — Si [X, YJ=o nous dirons que les deux
champs X et Y sont en involulion. Les deux intégrales premières
correspondantes sont dites en involution.

THÉORÈME III. — Tout champ X générateur d'une transformation
infinitésimale pour Q est en involution avec le champ caractéristique E.

Remarquons que 0(E)0=o. comme conséquence de dQ==o et
de la définition de E, /(E^^io. Il en résulte que tout élément lié
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à Q est appliqué par 0(E) sur le zéro de l'ensemble correspondant.
En particulier le champ X générateur d'une transformation infini-
tésimale est appliqué sur le zéro de l'espace tangent

0(E)X=|E, X]==o.

Cas de n champs en involution connus. — Supposons connus n
champs en involution Xp X.^, . . . X^. deux à deux, générateurs de
transformations infinitésimales pour Q. Il leur correspond n formes
de Pfaff TCp . . . TC^ fermées, intégrales premières de S.

l(X,)Q -== TT, ; i(X,)-^. = 0.

Les n champs X, étant supposés linéairement indépendants, les
intégrales ir, sont indépendantes. La forme TC==it(/\ .../\ TT^ de
degré n est différente de o.

1° Q appartient au sous-module des n formes TT( . . . T^.
q étant un entier

î(X^=ç^..Q^-1

i(X^\^=qi(X^/\û^^-(- i)q(q- i)^.A^A^-2

:=(-i)9(î-i)^A^AÛ^
pour q^> n

;(X, ... X,)^=(- tY-^ ... (ç - n - i)^ A . • . ̂  A ̂ -ft

^(__l)n-Ç...^__^4-l)^/\Q^n.

En prenant y = = n 4 - i » û étant de rang an, C^^rrro, d'où
'ir/\Q==o, équation qui montre que Q appartient au sous-module
des n formes i^. On peut donc écrire

L>=S^.A^.

2° Les n formes (jo^ sont fermées modale les n intégrales iTy.
n

diî= ̂  'ÎT//\C/ÛL)'. car les d^ sont nuls. dQ étant nulle
^-1

^ T^A^^10 '

En multipliant les deux membres par -7:, A • • • A ^j A • • • A ^n» 1°
signe ^s placé au-dessus de 'n;j signifiant que ce terme ne figure pas
dans le produit,

T: A ̂  = °
équation qui montre que d^ appartient au sous-module des //
formes 'n:,, . . . T:,, en d'autres termes les n formes o^ sont fermées
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sur les sous-variétés définies par les // intégrales premières
^=o, . . . -^=o.

THÉORÈME IV. — Si on connaît n champs deux à deux en involution,
générateurs de transformations infinitésimales pour Q. le système S
est intégrable par quadratures.

Ce théorème n'est que la traduction dans le langage des variétés
de celui de Liouville-Cartan.

R E M A R Q U E . — Les formes r.^ T^, œ', co", ne sont des différentielles
exactes que localement ou sur un voisinage de V.,,,^.

Pour un tel voisinage, on peut calculer les intégrales et les
mettre localement sous la forme ^=:/^(/^. cf. / ) . S^.S^JD,, q1, f).
Sous cette réserve il ne s'exprime qu'au moyen des différentielles
des intégrales premières

Q = dr^ f\ dsj

iï peut se mellrc d'une inf ini té de façon sous cette forme par une
transformation du groupe sympleclique infini jouant sur l'ensemble
r,, A\, 5', . . . 5". Les n fonctions /*,, . . . r,, en involution deux à deux
constituent des éléments génériques d'un sous-anneau.

Application. Recherche des cas d'intégrabilité du système S
caractéristique d'une forme Q du type Q -=-. dp, /\ dq1 — dï\ /\ dt. —
Si on sait intégrer ^L on connaît une représentation des intégrales
premières ^==:const.. sj=c.owl. il dont la dérivée extérieure est
nulle peut donc se mettre sous la forme Q =dr •/\ ffs'1.

Q peut être considérée de ^ manières comme la diflerenlielle
extérieure d'une forme de PfafT

(VI, 9) ^=Ïpidqi—Ïqn-ll-tdp,_,^-^ldt.
( = 1 (=rl

Considérons la forme Q1*1 -== rf((o 4- ̂ drj) définie sur une variété
V,^. Sur les sous-variétés r /(/>„ -/, t)=r^ ^ ( p , , ç1, t)=si, la
forme Q* est nulle par construction, co-j-^c//' est donc une forme
fermée, en écrivant, qu'elle est égale à la différentielle d'une fonc-
tion/^, /^.^-(, />/' 0. l^s indices i eij variant respectivement de i à
h et de i à n, on obtient

/>,-^ y—=—-ôr- H=-^' ^-^
^ î>Pn-k^, ùt 0^

V;,,,, elt le produit topolojjique de Vg,,., et d'une variété symplectique S/)y,.
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Quand on se donne f(q\ /),»_^p Q» 0 ^l6 q116 1e déterminant

soit différent de zéro. H s'obtient par élimina-^JL ô2/
'ô^ôr/ ^pn-h^i^j
tion des rj entre les équations

^ ^.___J/_ H^-^
,̂ ôpn-*., ô<

Les intégrales premières ry==const. sont définies par les n équa-
lions implicites

p.=^ ^-'-=——^-
^, ^Pn-h.i

Les intégrales pretnières y'=-cons<. sont définies modulo r;=const.

par s^ -= -~- •
^j

I^EMARQUE. — i) Les AI fonctions ^(/),, q ' . f) sont évidemment en
mvolution puisque 1.2 == dr.^ds^.

'>.<1 Se donner la tonne df sur les sous variétés

p^. ^=.=^L H=-^, ^=^1 ôg1 J ^pn-k.i ^ ^j
de V,^^^ est donc le moyen pratique pour obtenir un ensemble de n
fonctions en involution.

3° Deux formes formées œ, o/ du type (VI, 9) n'engendrent
des cas d'intégrabililc différents que si les sous-variétés locales
r^(jQ,, ç*, <)r==const. correspondunt à ces cas dintégrabilité sont
différentes. Ainsi si on écrit que la forme w=Lp^dq1—ïidt-^-^drj
est fermée sur les sous-variétés /); fonction de (ç1, r,) seulement, on
obtient le même cas en écrivant que la forme

^=—(^idpi—îldt-{-sJdrj

est fermée sur les sous-variétés q1 fonction de (r,, jo,) seulement.
/!0 Pour que ° ne soit pas la somme de /) formes il faut et il suffît

que/ne soit pas la somme de ] ) fonctions j\ dépendant chacune d'un
ensemble différent île variables /^.

Cas de la mécanique. — H doit être une forme quadratique
définie positive en p ^ .

H-^A'^+A^+B, les A^, A4, B étant des fonctions des
(^4~ i ) variables q\ t.
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Ce fait nous conduit à la question préliminaire quels aont les
changements de variables canoniques qui conservent le degré des
variables p^. Si un changement de variables dans lequel l'homologue
de l'ensemble desjo est l'ensemble r, conserve le degré d'une relation
en p , il est linéaire par rapport aux /* et réciproquement. La forme
Q=dpi/\dqi—dîl/\dt devient iî=drj/\d^ —dK/\dt. La forme
dpi /\ dq1 - d\\ A di — drj^ds^dï^ /\ dt définie sur une variété V\,, ̂  ,
étant nulle sur les sous-variétés ^==/)^, s1, <). y'rm^r,, s1, t) la
forme q1 dp^ -|- ̂  d^'-(-- H dt — K dt est la différentielle d'une fonction
linéaire par rapport aux JD( soit /^O^, O-hî0^* 0 ^10U

,.= ,̂<), ,,=/,,||;, H-K=/,,^+^'.

Les équations qi=fiÇsj, t) montrent que les transformations
canoniques cherchées ne sont autres que les transformations du
pseudo-groupe ponctuel Q jouant sur les variables (ç*, ().

Il en résulte qu'au point de vue où nous plaçons deux fonctions H
ne doivent être considérées comme distinctes que si elles ne se
déduisent pas l'une à l'autre par une transformation ponctuelle Q.

Le pseudo-groupe Q transforme également toute intégrale algé-
brique par rapport aux ̂  en une intégrale algébrique de même nature.
Si les n fonctions rj deux à deux en involution sont algébriques par
rapport aux jo,, les r, étant définies au moyen des équations implicites

pi= -î/.» les dérivées partielles -ÎL doivent être des fonctions algé-

briques par rapport aux rj. On obtient donc simplement certains cas
d'intégrabilité en choisissant la forme df à coefficients algébriques
par rapport aux rj.

REMARQUE. — II est bien certain que dans l'application pratique
de cette méthode on sera limité par le fait que Fou ne sait pas
résoudre les équations algébriques. On peut parfois tourner cette
difficulté en utilisant une des a" formes (VI, 9) donné à l'invariant
intégrale co.

EXEMPLE I. — n intégrales linéaires en p^ — Tout intégrale
en Di de la forme ^p^-^-ff0 =: const. les a étant des fonctions de
q\ . . . ç\ t) peut par une transformation Q se ramener à la forme
p^-\-y. = const. _ .

Par une transformation Q, a^+a0 devient a^y-^+a0 = const.
ôy
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On peut satisfaire à cette relation en choisissant les ^ fonctions de
y1 , . . . ç", /, telles

^ . . , , . ,ôya -î- == o pour / variant de i a n — i a -2- = i
07' r •/ or/

ç , . . . ç"~"1 sont alors (n—i) intégrales distinctes du système
(/ jouant le rôle d'un paramètre)

riç1 _ _ <^
^ ~ " ' ~ y n

ç" est une solution du système

d^_ _d^_dn
a1 ' ~ a" — ,

s'obtenant au moyen d'une quadrature en tenant compte des Çn— i)
intégrales précédentes.

Par une transformation Q une intégrale linéaire par rapport aux D,
peut se mettre sous la forme

Pn-}-^='\

la fonction /(</, ^j, i) est donc de la forme /^^«^-[-yn-l-y,, dans
laquelle g^ est une fonction indépendante de /\, <?„ une fonction indé-
pendante de Ç'1. S'il y a n intégrales linéaires par rapport aux p,,
après des transformations Q successives, la fonction / peut donc se
mettre sous la forme

/=W+^+î( = i
dans laquelle g est une fonction de (<y' , . . . <j\ /) indépendante de
r,, . . . r,,, y une fonction de t, /*i, . . . /'„.

H == — -v- — -^ devant être quadratique par rapport aux p^ puis-o v 01
qu'on passe des p^ aux i\ par la substitution linéaire

^+""— -:f- doit être une forme quadratique par rapport à r,, . . . r,,.
oc

.-^=i(A"•r.r,4-A<•o/•,-^-A<)o) 9=.- ̂ (A^+A'r.+A00)^
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La forme réduite de H par Q est donc

,H = A^ - ̂  (p, - ̂ \ + A'0^ - ̂  + A00 - . ô9

\ ^/\ ôç7/ ' V ô^/ ' ô/
les A1-̂  A1, A00 étant des fonctions de la seule variable /, g une fonc-
tion arbitraire de q\ . . . ç\ t. D'où le théorème

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y
ait n intégrales linéaires en invoiution est que par une transformation
du pseudo-groupe ponctuel Q H soit réductible à la forme ci-dessus.

II. (n— i) intégrales linéaires en/^. la n6 quadratique en /^. —
D'après le cas précédent la présence des (n— i) intégrales linéaires
conduit par des transformalions Q successives a mettre y* sous la
forme

/=y'^+.y4-9
j — i

dans laquelle^ est une fonction des ç', . . . ^n, / indépendante des
r,. . . . r^, ^ une fonction des r^ . . . r,^ indépendante des q\ . . . ç""'.

( p^ — —^ ] •==. —L? —^ est une fonction de i\ ; l'intégrale /•„ devant
^V ^ ^

être quadratique /\ est de la former•=A•^-^)'+2B(,^•)+(:
expression dans laquelle B et G sont des fonctions respectivement
linéaire et quadratique par rapport aux rj (j variant de i à n— i ).
On en déduit ______

^ ̂  _ B 4- ̂ B2 - A^C^)
ô^ A""

H devant être quadratique, comme H-r - -~-— ^ ? ^ do i t^ t r eA ' • ô/ ô< ô/
une forme quadratique de rang n par rapport aux D,, quand on
remplace les r, . . . r^ par leur valeur. Cette forme quadratique peut
toujours s'écrire sous la forme

ôo . / < /̂ V , [ ^u ,
^--À^•-^)4-m^"-^)+-

expression dans laquelle a et \> sont respectivement linéaire et qua-



LES FORMES EXTERIEURES EîS7 MECANIQUE 2 7 1

dra tique par rapport aux /^ ( j variant de t à n — i ). Si on remplace

leso, —-" » • • • D/,— - " î en fonction des r,, . . . f\. —'- dépend
ôç ôç ô^

linéairement du radical V B2 — A^c — f\}

^D-^B^A-^Ï.)

L'expression ^dan-[--T-dt devant être une différentielle exacter ôç" ô< ___
quels que soient les r, l'expression \/B2 —A^C — r) (c/ç'1 — E d<) .

A
doit être elle-même une différentielle exacte. A^ et E ne dépendant
que de qn et de t (î\, . . . r,,__, ne figurant dans E que comme para-
mètres), si on considère_un facteur intégrant <]> de d(f—E dt, la trans-
formation particulière ç^^ç^g", i) montre que

^y^A-lG^dq'1

ne peut-être une différentielle exacte que si les fonctions figurant
sous le radical ne dépendent que de ç\

Conséquence. — Par une transformation du pseudo-groupe ponc-
tuel Q on peut toujours se ramener au cas

/u - 1 v / / 7 " T i v a ^ - T - — — — 7 - r - i r
-( S A"ir.+An )+\/( S A^.+A") -^" S ^r.Q+^ S A^.+Aoo-r,.

ùy _ \,^i______/ V \ i____/__\_ i________i________/
09'* ~~ A""

les A ne dépendant que de la variable ç"

^=- f Ci^r^+^a^+a00^^^
ot '> \ i i /

les a ne dépendant que de <•
On en déduit H et l'intégrale quadratique

'"=•?l^.-©(/.-s+•?'<..-ï)+at•
+,.|-S.4,-^^-^+,.^.-^)4-A"j-,^

'.=2^,-^)^-^+-^-^+A...
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Cas particulier. — ^=o, les 0=0 saufa"r= i , les A^o on
obtient le cas d'intégralité de Delassus.

On peut résumer ce qui précède dans le théorème.

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
système S ait une intégrale première quadratique et (n — i ) intégrales
linéaires par rapport aux p^ est que H soit réductible par le pseudo-
groupe ponctuel Q à la forme ci-dessus.

III. h intégrales quadratiques en p^ et (n —h) linéaire en p,. —
Par transformation Q les (n — h) intégrales linéaires peuvent 'tou-

jours être réduites à la forme p, — -^ = r, (i, T à n — h) et rf/s'écrire

n-/i

df= ^ r.dq^dgÇq^ . . . q\ t}-\-d^

^,-A-^I, • .. ^n, désignant les h intégrales quadratiques, remarquons
n

que si les a sont des constantes ^ a^ est aussi une intégrale
n + h + l

quadratique, 9 ne peut donc être qu'une fonction de formes linéaires en
^ n - A - ^ i » • • • ^n dont les coefficients sont des fonctions des variables
y"-^1, . . . y, /,

Or la n' intégrale quadratique peut toujours se mettre sous la
forme

/•^A^+.^+C

B et C dépendant de/)„_!. ... ./),,_^r Il en résulte que ̂  doit figurer
linéairement sous un radical du second degré. 9 étant une fonction
de formes linéaires des r^,^ . . ., r,,, il doit en être de même des
autres. Par une transformation du groupe ponctuel Q on se ramène
au cas où ce radical ne dépend que d'une variable. On est ainsi
conduit à l'expression suivante de df

df=- i ̂ +v/2 i /HQ+^~^
l n-/t-n

+ f? ̂  'Y, + i a'r, + a» \dt 4- dg
\ i 2 i /

dans laquelle les ç{ sont des fonctions de q1' seulement, les (^ sont
des formes quadratiques en /•, (j de i à n —h) à coefficients fonctions
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de y^ seulement, les a ne dépendant que de t. La fonction II corres-
pondante est définie par :

-•--[^^^ï^-^^-^^.-aj
.-^ ^ T /. ^V ,
^ • • • r. TV^~ô^ rA-

.n-^1 ,n 1 /„ ^9 Y ,
fn • • • A T^"^-îu

Ca^ particuliers. — 1° n intégrales quadra t iques on obtient le cas
de Stackel généralisé en prenant les a^^o, pour ^ une fonction
de la variable ^/c.

2° En prenant (7=0, tous les a nuls sauf 0"== i, on obtient le
cas de Stackel ordinaire.

3° Le cas d'inlégrabilité de Liouville qu'il est plus simple d'éta-
blir directement en prenant :

df=\^ S V/B,(^.-C,+A,r,)^
/—n^-i————————————

+ \/2 \/ B, S (- r,) - C/. + A,r, ̂ n — r, rf<.• i
On en déduit :

^-p1=B..(r,-C..+A^)

-I-^2, == B^ ( ^ (- r,) - €„ 4- A,.^) H =-. r,
2 \ * /

r n / p1 \~i
1 S ( fr '̂ ~ ^ i } \ ou ^orme classiqil (= i V13^ /J

d'où 2ÏI •= —— | ^ ( — ~|- ^t ) | ou forme classique
S A . - " ^ '

, „ 2 c,(9')
2H=SA.SB.(9')2+ i^——•

'=• •=1 SA,^)

IV. n intégrales linéaires par rapport aux 9'. — S'il existe n inté-
grales linéaires par rapport, aux q1, la fonction f doit être de la
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rorme/=r^'(^, .../)„ <)4-^, . . . JD,, <) car ç1:̂ .0?'. Le sous-

anneau le plus simple de n fonctions en involuiion est constitué par

les n fonctions ^m-" ^zz^Çp^ . . . p^ f). Une transformation cano-
00

nique conservant le degré des q1 nous conduit au cas ou

f=r^p, 0+^...jM)

la fonction <p1 ne dépendant que de la variable p^ étant une fonction
indépendante des r,. L'élimination des r,; entre les (n— i) équations

. ôç1 . ô'L „ ô^( i ô'I»,o1 .== r. -L- + —• H == r, —l + --•-
' b p i ' ^ p i ô< ' ô<

donne
ô^1 ôip1

H=^^-4-ôi—ô<-.ôi.
- ôjp1 ô< ô^1 ô/)f

^pi ^pi

Cette fonction devant être quadratique :

09*

^=a,(0p?+26,(0^+^(<)

ÔJD,

ce qui montre que y1 est une fonction de la solution R^ de Inéquation

de Riccali ^(=:a,(0pî+ 26,(0jo,+c,(0.

20 ^ - à [fli(o/)1 + 26i(o + c(1 == ̂ ^ + 2^ + a00

les a étant îles fonctions de /, ^ est une fonction de R,, . . . R^ et de (
qu'on détermine par quadratures.

En résumé on constitue le sous-anneau de n fonctions en involuiion
en se donnant les solutions de n équations de Riccati.

Une variante du procédé consiste à se donner le sous-anneau au
moyen de n fonctions s1 . . . 5\
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EXEMPLES :

•• —+f^ .•=^+</(̂ -̂ .
^^KH^ /̂̂ -̂'*.]

^_,;(Ê+'Î,

,.=+,̂ +;2,[2te^±^+ ;̂+ ,̂-,].n=,.

d'où îH = "S' ïW + » 'Ï ̂ pf.<f + (pi + a)î".
1 1 = 1

«•-T+J^-Ï '•=/',(?;+.)'•

''="•• f,-.*-+'••'+'2w(/•;+«)?'++J PnT' w- i = i

çi==r,(^+a)P•+^,
ôp,

î"='r.^+â+2."s',wplf•(ri+a)p•-'•
On détermine ^ par la condition

-(^+a)^+^fc^=ÎT^
^n î (= i

SOit ,̂̂ 4-0)̂ ^^

d'où .H = ̂ T^ - 2 Y P^^ç1 + qW + a).

Cas particulier. — n= 12, a==o on trouve les surfaces spirales
dont les géodésiques sont déterminées par quadratures (cf. Darboux,
tome III, p. 81).

B. - ÉTUDE DU CAS cK2^0.

THEOREME V. — SI â\çT ef j?çT, correspondent respectivement
une trunsformalioft Infinitésimale ef une intégrale première de S, au
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crochet de Lie \X, x\ =^= o correspond une nouvelle intégrale première
de X cton^ l'expression est /(X /\.K)Q.

La formule (VI, 3) donne i[X, ï]Q=_0(X)^)Q — i(ï)0(X)Q.
Les hypothèses 0(X)0==o, ^a^QrrrTr, drc-==o entraînent

i[X, a?lQ=rii(XAÏ)Q.

Au croche! de Lie rX, x\ élément de T non nul, l'opérateur i^X, x]
applkj i ié à 0 fait donc correspondre la dilTéientielle d une fonction
de l anneau K, fonclion ayant pour expression i(\/\x)Q', la diffé-
rentielle de cette fonction étant nulle sur les lignes intégrales de ï
est une nouvelle intégrale première de S. Son calcul est immédiat

UX^x^^k,^ ^.v u^ y

L'étude du système S se fait conformément aux idées de Lie au
moyen de la connaissance de certaines de ses transformations infi-
nitésimales.

Définition. — Nous dirons que r éléments X*, X2, . . . X^T, géné-
rateurs de transformations infinitésimales pour Q forment un système
complet si

[XP, X^yÇ^ p, a, TÇ(I àr)

les yÇ0 étant des fonctions de l'anneau K.

LEMME. — On peut choisir d'une infinité de manières 2/1 éléments
x\ ... x^ appartenant à T tels que i^iÇx^Q = i(\1 A ̂ )û soit
égale à i pourj==i, à opourj=^i.

Les X' étant connus, les composantes de xj (j fixe) sont solutions
des r équations linéaires (r<^ in-\- i)

i(X1 A ̂ )û = o pour j =7^ i i(X1 A ^-Oû = i pour j = i.

On profite des arbitraires pour choisir des solutions aussi simples
que possibles pour les xj.

Soient 7:1 = iÇx^û l'indice i variant de i à sn, les in formes de
PfaïF correspondantes qui, égalées à o, constituent une des expressions
du système d'équations diflerentielles S.

TIIÉOHEME VI. — Le système des (^n—r) formes de Pfaff
'ïi^1, . . . Ti271 est complètement intégrable, les r formes iz1," . . . ^r

sont des formes invariantes.
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Appliquons à une forme TC* la formule (VI,5) en prenant pour x, y
deux champs XP, X"

(VI, 10) 0(XP)t(XCT)7li—0(XCT)l(XP)T:l=£(XPAXCT)^+^V,XCTjT:l.

D'après le choix des formes -n1 le premier membre est toujours nul.
i ° Pour i > r

i(X^=0, l(XP)^=0. l([XP, X^'^Y^.WT^O

£(XP A X0)^ = — i(X? A X^ rfn1.
La nullité du premier membre de (VI, 10) entraine

^XFAX^A^O.

Les 'n1, ... ir2", formant un système différenliel ordinaire donc
complètement intégrable, cte1 appartient au sous-module des il1;
c^ étant des fonctions de l'anneau K, on peut donc écrire

^•=c^A<).

Etudions ce qu'entraînent les hypothèses pour les c1^

i(XP A X^) d^ = C^(XP A X0). (^ A ̂ )
o = ̂ ^XP)^^^) . (^)O) A (^)D).

('(X^^^Q n'est dilTéivnl de zéro que pour j =7, il en résulte
que l'égalité précédente se réduit à

4,i(XF)i(^)Q=o.

((XP^a^Q n'étant différent de o que pour Â:=p. on doit avoir
CyQ = o c'est-à-dire c^ = o pour j <; r, A <; r.

Ces conditions entraînent que rf^^ appar t ient au sous-module
des formes ̂ r^a, en d'autres termes le système di's (•jri — r) f » r m 's
•T^"'01 est complètement intégrale.

a0 Pour i <^ r.

i(\^=o si i^=T, ((X^'^i si I==T.

La nullité du premier membre de (VI, 10) donne

o = — t(XP A X^) d^ + yP^

En tenant compte de d^ = cj^ A ̂ k

i(XP)^(Xa)c^^ A ̂  = c;,l(XP)l(Xa)l(̂ )Q A î ^û.
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((X^a^Q n'étant différent de zéro que pour j = 7, sa valeur
étant alors i.

i^X^iÇx^ n'étant différent de zéro que pour k== p, sa valeur étant
alors i.

^PO —— ^ —— __ .T
iT — — S ? — — — — - C ^

En outre pour T == ( <: r, pour y et À: > r les c^ sont des fonctions
généralement non nulles.

Montrons que les r formes ir1, . . . ̂  sont des formes invariantes

d'K1 == c}^/\ r^ pour 1(1 à r) j et A- ( i à 2^).

Les 2/1 formes T;1, . . . ir2" s'expriment linéairement en fonction
des 2/1 différentielles des intégrales premières de ^, si on effectue
celle substitution au second membre, en introduisant des fonctions
convenablement choisies des intégrales premières

dr.1 = S/c^* dc^- /\ dc^ avec a* = a 4- n

les Â:aa* étant des fonctions des intégrales premières et d'une
variable t par exemple, a désignant une intégrale première quel-
conque ou la variable t en prenant la différentielle extérieure des
deux membres

>A.(

d(d7:1) = o = E —aa- du A dc^ A '̂a*
ôa

ô/c* *le terme du f\dc7' ^dc^ étant unique —^rrzo, A:aa* ne peut être

qu'une fonction des deux intégrales c^ et c^\ par un changement
d'intégrales premières c01 ==ca(ca, c^) on réduit d-^ à la forme

n

A:':̂  ^ dc^ f\dc^.
a= i

II en résulte r^-==-C'1 dc^ . r.1 ne s'exprimant qu'au moyen des inté-
grales premières et de leurs différentielles est bien une forme inva-
riante pour le système ^L.

Conséquences pratiques pour l'intégration de S. — Ayant choisi
les in formes T:1 conformément au lemme, on commencera par
chercher la solut ion du système complètement intégrable î:'""1, ... Ti2".
Une solution de ce système é tan t connue on est ramené à intégrer
un système diHérentiel de /• formes T:1, . . . ̂  pour lequel on connaît
r formes invariantes.
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La recherche d'une solution du système complètement intégrale
T^"'1, . . . T^ est simplifié par les remarques suivantes :

1) Si on sait qu'il existe p intégrales premières, on profite des
arbitraires existant dans le choix des x1, pour que ces intégrales
premières appartiennent au sous-module des i:^1, . . ., TC2".

2) Si le système mécanique a été astreint à q liaisons
^ = a^p^ q\ t) =o, Qrf = L^'A^

compatibles avec les transformations infinitésimales, on choisit
certain des x1 pour que les dah appartiennent au sous-module des
(2/1 — r) formes T:^1, . . ., T:271.

On peut ainsi réduire l'ordre du système complètement intégrable
T.^\ . . . . ï:2" de (/>4-ç) unités.

Plus particulièrement si in—r=^p-\-q et si les r formes T:1, ...^r

sont fermées module les formes T;7""1, . . ., ^2rl l'intégration s'achève
par des quadratures.

^ III. — Application des méthodes précédentes.

I. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.

Reprenonns les notations du chapitre i § i et posons Q == —
771.m

0==rfi)/\ (cos acte-)-sin Q(.dy)-\-vd(x./\Ç—sin a dx 4- cos a dy)
— v dv /\ dt -4- g sin i'.dx /\ dt —fg cos i (cos a dx -\- si n a dy) /\ dt.

On connaît immédiatement 3 champs X, Y, T, générateurs de
transformations infinitésimales pour Q dont les composantes sont
données dans le tableau

v a x y t

X I o o i o o

Y o o o i o

Ï o o o o i

i(X)Q = — dv cos a -(- v sin a dv. 4- g sin i dt —fg cos i cos a dt
i(Y)Q = — dv sin a — v cos a (/a —fg cos i sin y.dt
i(T)Q ==zvdv—g sin i (te -4- /y cos f cos a dx-{-fgcos is\n ac/v.

Déterminons 4 formes i^, T^, i^, -îi au moyen de 4 champs
a/, y , t, u, conformément au lemme. Les composantes du champ x
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satisfont aux équations

i(^\X)Q = - i ; ^)t\Y) == o ; i(x)i^T) = o.

On peut prendre poiir composantes de x :

sin a v cots acosa, — — — , o, ———°—, o
v jg cos i

d'où i(x)0. = ̂  = dx + —ï— ̂  rA) cos a 4- ̂ -os2a . ̂
j g c ( ^ i \ sin a /

En opérant de même poui • y et /, on obtient

, / • cosa v \
y composantes sin a, ——? o, —————, o )

\ v fycosi )

i(j)Q == T:y --= dy 4- .———: (v dv . sin a 4- ̂  cos a c/a)
jy cos ^

^composantes (o , o, —.—:? ——°—, o )
\ gsm ï g sin i )

ï vc/aiÇl)Cî=^=dt+
g sin f sin a

Le champ u tel que /(a)/(X)--== o, <(u)/(Y)=o, ((M)((T) == o

a pour composantes (o , o, o J L. ° / , — — — J co S 1 cos a ^
\ v sin a v sin a v sin a /

., p. cos a (/a . dv . . o?a
i^)L2 =: T: == —.—— 4- — —fcois ï —

' / sin /y ' ïi v " e nsin a v ' sin a

Le système complètement intégrante se réduit à la seule équation
dinerentielle T:=O. C'est une forme fermée ; elle s'intègre par qua-

c / a \fc^fr'idralure. v=-— tg — ) . Les 3 formes -rr^, -iiy. ^ sont ferméessin a\ ° 2 / x y t
modulo 7t. L'intégration s'achève par des quadratures.

II. Mouvement d'une particule électrisée de charge e, de masse m
pesante dans un champ électrique E et un champ magnétique H.

Nous supposerons que le cliamp électrique dérive d'une fonction
de forces qui, ajoutée à la fonction de forces dont dérive la pesanteur,
est désignée par/. Les conditions auxquelles satisfont le champ II
seront précisées ultérieurement,

Si on rapporte 1 espace Euclidien dans lequel se meut la particule
à 3 axes de coordonnées x\ x2, x\ x\ À2, x\ désignant les compo-
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santés de la vitesse de la particule, H1, H2, H3, étant les composantes
du champ H, la forme Q associée à la particule est :

0= ^ dx^d^— ^ ̂ d^ /\dt-\-^.dxj f\dt
j - = l /=1 ÙXJ

+^[(À2H3—^^y.^4-(it3Hl—AHyaî2+(^H2—A2Hl^

La présence du champ magnétique entraîne dû ^= o. La force due
au champ magnétique étant orthogonale au déplacement, les champs
électriques et de pesanteur dérivant d'une fonction de forces, on a
l'intégrale des forces vives ; il lui correspond un champ x de l'espace
tangent à la variété ¥7 dont les composantes sont :

ô/ ô/* ô/ ., .g .3
——-^ — — — — 2 » ————^ —— a j » — — x ^ — — x ^ °»te1 ^x2 ôa^

les variables étant supposées rangées dans l'ordre a?1, A2, A3, x\ a;2, a?3, /,

i^^^-d^—df.

Nouai supposerons dans ce qui suit le champ magnétique de
révolution autour de la verticale Oz, et que ses composantes en coor-
données cylindro-polaires sont U=o, V= V^p), W==o. p dési-
gnant la distance à l'axe Oz. En coordonnées cylindro-polaires p, a,
z, l'expression de Q sous forme canonique est:
Q = dp/\dp -\- dq/\d(x. -\- dr/\dz

-(pdp+Lqdq+rdr-^d^Mt+^^^^\ P P / \op oa o^ /

+^[(wç-V/r^dp+(Up^-Wp/))c^a+(pV/- "^JA^.

Précisons la forme de la fonction / par l'existence de certaines
transformations infinitésimales :
Z(o, o, o, o, o, i , o) A(o, o, o, o, i , o, o) T(o, o, o, o, o, o, i)

0(Z)Q==o 6(A)Q==o 6(T)Q==o
Appliquons la formule (VI, I) en remarquant que dQ se met sous

la forme
dQ=^[—Vdr/\dp/\dt-^-d(pV)/\dz^dt]

m

Q(MQ=d[—dq-{-v-dt\=o condition satisfaite si -L est unev / L ôa J ôa
fonction de t.
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Nous supposerons -^=0.

0(Z)Q = o = t(Z)c/Q -}- <<(Z)Q) = — -e- ^(pY') A rf<
m

4- d [_ dr + ô/t^ 4- e- (p\yit} = d(^dt\
L ô-? m J \^ô2 /

condition satisfaite si -v- est une fonction de <, donc réalisée en
ô/' ôz

particulier si -/ =—g (g intensité du champ de la pesanteur).

Les conditions précédentes étant supposée réalisées entraînent en
outre l'existence de deux intégrales premières. Q s'écrit

^dp^d^dq^doi+dr^dz—fpdp^^qdq+rdr—^^
/àf \ \ ? P /

+(-Ldp-gdz\/\df+^

i(A)iî=dq

Si P désigne le champ de composantes ( — — V^ o. 0,0,0, — i , o }
\ m )

i(:P)Q=-^\\p)do+dr+gd(.

En appliquant la théorie générale on connaît 3 formes invariantes
it1, i:2, -n3 et 3 formes formant un système complètement intégrable
7t\ iT0, iT6. Puisqu'on connaît 3 intégrales premières on peut choisir
3 champs x pour que ce soient les 3 formes r^. rJ\ ̂ . Un calcul
facile donne

7;1 = dw. — ^ dp ^ = dq
P?

^ = dz 4- r- rf? 71- = dr — -e- V^p^p 4-^ dt

^=-rf/4--l-rfp ^^c/^+^+r2-^^)^-^^

Les 3 premières formes égalées à zéro constituent un système
différentiel en général non intégrable par quadratures modulo les
3 dernières. Cas particulier : On supprime la pesanteur g =o. i:1, r.\
T^ sont fermées modulo T.\ 7^, T:6 le système est intégrable par
quadratures.

III. Mouvement plan d'un solide sur un plan dans le cas d'un
plan de symétrie permanent.
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D'après la théorie développée nous devons considérer le solide
comme libre. Sa position est définie par trois paramètres : Ç et Y)
coordonnées de son centre de gravité G, a angle de Gj avec Ga?p
Gy étant la normale au plan, Gx^ demi-droite invariablement au
solide. Les trois paramètres de vitesse sont Ç. Y], à. Les forces exté-
rieures autres que la réaction du plan ont pour résultante générale
X, Y, et pour moment résultant par rapport à G : F. Soit M la masse du
solide, k son rayon de giralion par rapport à G. La forme extérieure
associée au solide libre est

Q,= M(^A^ + </ïj A^l 4- ̂  ̂ a/\da)
—M^^4-r^/-/i+^àdà)A^4-[^^+Yrfyi+r^a]A^.

Le champ E caractéristique a pour composantes :
x- 1 r r . .
M ' M" M/c^ ^ fp a' n

Étude de la liaison : Soit P le point de contact du solide avec le
plan dont les coordonnées par rapport à des axes Gx, dy respecti-
vement parallèles î»u plan et à la normale à ce dernier sont a et b,
a et h sont des fonctions de a qu'on détermine en considérant le
profil du corps défini comme enveloppe de ses tangentes. Par rapport
aux axes G.r^, G^ liés au corps la tangente au profil a pour équation

^cos^+y, s in9—/)(9)^=o
la normale a pour équation

— a-, sin o -\-y\ cos 9 —p\^) = o
d'autre part a -[- ^ = r.

Il en résulte que les expressions de a et h en fonction de a sont
a== //(r. — a) b = —/)(TC — a),

La vitesse du point P qui sera le point de contact du solide avec
le plan a pour composantes par rapport aux axes fixes Ç—/>à , r\-\-a(x.\

L'équation de liaison exprimant la condition de contact avec le
plan est

l-==.r^ -\- «à ==:o.

La puissance des forces nécessaires pour réaliser cette liaison
dépend de certaines hypothèses :

A. Plan parfaitement poli. — C'est une liaison de puissance
nulle

P—N(r,4-fla) N -. o.
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La forme 0^ à ajouter à Q^ pour obtenir Q est

Qd==N(rfy]--^arfa)Arf<.
Le champ de liaison e a pour composantes

(°' M' M^ ot °' °' °)

B. Plan rugueux coefficient de frottement/, paramètre de résis-
tance au roulement S, glissement et roulement du corps ^ — bv. ̂ - o

P=N[yi4-aà4-£/(^-6à)4-£,§à] N > o
avec e(^ — 6à) < o ^dt < o e = ± i, e, == ± i

La forme ûj à ajouter à 0; pour obtenir Q est
Qd = N [rfï] -)- a rfa + £/(<^ — &rfa) + £,S rfa] A rf<.

Le champ de liaison e a pour composantes
(tf 1 «——£/64-£.g \

[W M' - M A 2 — — ' °- ot 0- 0}

C. Plan rugueux, roulement sans glissement du corps
P==T^—6à)4-N(Y)4-aà+£,§à) N > o

avec deux équations de liaisons m==^'-—6à==o; / — •f\ -4- aA — o
et les deux inégalités £,& < o |T| </N.

La forme Q(( à ajouter à Q( pour obtenir Q est :
Q, == [T(^ — 6 da) + N(rfï) + a rfa + £,S rfa)] A rf(.

Les deux champs de liaisons ont pour composantes :
Jï —b \e [w °' w °- °' °' °)

/ i a+£,S \
e [°' M ' -WT9 0' 0' 01 0)-

Réaction du plan. — Un des principaux avantages de l'emploi
des opérateurs iÇx) de M. H. Cartan est de pouvoir déterminer les
réactions sans avoir au préalable résolu les équations du mouvement.
Dans les deux cas A et B la composante N de la réaction est donnée
par Féquation îiiÇe)dl-{-i(E)dl=o en remplaçant dans chaque
cas e par sa valeur.

dl = dr\ 4- a d± 4- da rfa

•<E)<"=îr+i^+d4'
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Cas A.
., .„ i , a2 „ , „ ^(Y+MàdQ+ar
^^M+MA-2 dou N=- ^+a2

•n
valeur acceptable si Y -|- Mdà2 -(-—a <^ o.

rC

Ca5 B. iÏg) ri/== — 4- a(a ~ £{fe4" £is) • Cette quantité doit-êtreM M/r
différente de zéro pour que la liaison soit compatible ; d'où la valeur
de N acceptable lorsqu'elle est positive.

_ ^(Y+MdQO+Qr
— A24-a2—£/6a+£^S

Si ^-^—eyôa^a^o et /^(Y + Mdà2) + aV > o il y a
deux éventualités possibles : le glissement et la cessation de contact

puisque — ==t(E)d/> o. Pour ̂ (Y-4-Mdà2) 4-aF <o il y a impos-

sibilité qu'on peut interpréter comme un choc tangentiel (24).
Cas C. Les composantes T et N de la réaction du plan sont

solutions du système (i) :
We,)dl-[-rîi(e,)dl=-i(E)dl

v / (Ni(e,)dm+Tt(e,)(/m=—i(E)rf/n
Ayant déterminé ci-dessus les champs de direction e, et e,,

comme dl== di\ -\- a dv. -\- àà dy., dm -=. <&, — bdv. — ba, da. on a

,(,)̂ +<^ ,(^=^:

w•"=^+^-^t•A•
•c'̂ ^4^ l^<tm=-»+^

•(E)rfm=^-^-tt•• _
Les liaisons ne sont compatibles que si k^-}-a^-\-bî—£)0û^=o,

d'où
T — — (^4-q î+Q£,o)(X—M6a2)-t-^(a-|-£,g)(Y-|-MQa2)—fc^

— A^+a-'+ô'—s.ao
„ _ _ ai (X — M /.a2) + (Y 4- M«a2) (^ + fc2) -(- «?
1 — /;••!4-a2+6i!—£,ao

(;it) Cf. E. DRLASSUS ft .1. PunES, NounelU-s Annales de Mathématiques, 5e Série, tome 11,
i<ja3, p. 383-391.
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L'hypothèse G n'est acceptable que si N > o et |T| </N.
La détermination des diverses éventualités échappement, roulement

sans glissement, glissement peut se faire en interprétant géométri-
quement le système ( i ) . Traçons dans un plan deux axes rectangu-
laires O/, O/ / / , et considérons les vecteurs n et t de cordonnées
respectives (— <(e ' ) dl, — i(e1) dm) (— i(e2) dl, — i(e'1) dm). Traçons
également les demi-droites D et D' T=±/iN, N > o. Les seconds
membres du système ( i ) étant indépendants des éventualités
interprétons i(E)dl, i(E)dm comme les coordonnées d'un point A
du plan. Par A menons d'un part la parallèle à / qui coupe le support
de n en N, 0 et D' en a et a', d'autre part la parallèle à Om qui
coupe O/ en /. Des signes de N et de /, de la position de A par rapport

m »

à aa' et du signe du produit —— on déduit les éventualités suscep-
tibles de se produire :

rappelons que - =- i(E) dl et que — = i(E) dm (cf. chap. i ^ III)
(.IC 'M

échappement ((E) dl > o
roulement sans glissement N >o, A à l'intérieur de aa'

glissement naissant N > o, ï - < o, A l'extérieur de ay/.

Notons que la présence du paramètre de résistance au roulement
permet de mettre en évidence des cas d'indétermination et d'impos-

i ï \ ï

sibilité. Ainsi pour a > o, b > o, £. = = — ï , o > - t — ' — Içg1 a
vecteurs / et n ont la disposition de la figure ci-jointe; il en résulte
ces circonstances pour des valeurs convenables de iÇE)dl et i(E)c/m.

Étude des équations différentielles du mouvement. — L'élude des
équations différentielles du mouvement s'effectue au moyen de la
connaissance des transformations infinitésimales qu'admet la forme
génératrice il. Les composantes de la réaction se déterminant en
l'onction des forces extérieures et des vitesses, il suffit d'exprimer
que [^ (correspondant au solide libre) admet les dites transformations
ainsi que la forme différentielle de l'équation de liaison qui est
dlz==z dr^ -+- a d± -\- «a //a.

\ i n s i imposons au système les transformations infinitésimales
engendrées par les champs :

T(o, o, o, o, o, o. j )
Z(o. o, o, i . o, o. o)
H(O, (L o, u. l , o, <^
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On vérifie immédiatement que la forme dl les admet. Exprimons
que Qi les admet, en supposant que le système des forces extérieures
X, Y, F, ne dépend que des variables S;, YJ , a, /,

dû,= (^ rfa + ̂  ̂ \ A ̂  A dt 4- (^ ̂  + ̂  d«\ A ̂  A d<

+(^+^)A^.
i" e(T)Q,=t(T)rfQ,+rf(t(T)[},)

/ôX , , ôX , \ . ,„ . /ôY fr , ôY , \ . ,
=(ôa(/a+ô-,rfïl)A^4-(^^+-ô-ac/a)A^

+^^^+^^^Arfa-"'(X^+Y(/yi+^da)=o\ô^ à-/] /

d'où ^^f\dt-^d^/\dt-^-d«.^dt=o
01 01 01

ce qui entraîne
ôX^ ôY^ ôl'^
îX""0' ô^0' ô<— o '

a" 9(3) Q,=i(5)dQ(-i-rf(i(S) Q,)

(&x , . ôX , ôY , &r i \ A „ i i/v 1,^
=~ ôada+ô^yj-ô^^-^(/a)A^+rf(xc/o

=^^A^+^rfyiA^+^aA^=o
ce qui entraîne

ôX ôY or
.==0, -ç^O, ,^0.

ôç ôÇ ôÇ
3° O(H)Q(==O donne par un calcul semblable

ôX^ ôY^ ^F^
ÔY] ' ÔY] ï or,

Conséquence X, Y, F, sont des fonctions de la seule variable a.
conditions que nous supposerons réaliser dans tout ce qui suit.

Etude du cas A mouvement sur le plan parfaitement poli. — La
liaison étant holonome et indépendante du temps on peut constituer
une forme Q, réduite (cf. cliap. n, § VII, remarque 3) obtenue en
tenant compte de la liaison.
Q, = Mrf? A ̂  4- M(^2 + a^rfà A doi

— Mf^ ̂  + (k2 4- a^à c/à + a±à2 r/a] A dt
4-[\^4-(r-^V)rfa]A^.
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Conformément au lemme du cas rfQ=^=o, nous déterminons
4 champs Ç, <, u, v, dont les composantes sont données par le tableau
suivant :

ç

t

dç

i
M

da

S
M(fc2 4- a2)a

i
M(fc2 4 a2)a

Madaî — F -h aY
M2(/c2+a2)

X
M^+flî)!

^

0

1

M

dot

0

à
M

dt

On en déduit les formes invariantes

ît1 == i(Ç)Q^ = dS — 4- da, i(OQ, =dt—dçL
GL y.a

le système des formes complètement intégrables
r—aYn3 = i'(u)Q, = (A2 + a2)^ rfà 4- aâà2 rfa — cfa,M

X^=,W==^-^,

TC3 est une différentielle exacte, en intégrant on obtient

rfa

à2^2 -}- a2) — — f(r — aY) da = const.

Ti4 est fermée modulo TT3, ̂  et -îr2 sont des formes fermées module lî8, il4.
Le système est donc intégrable par quadratures.

Étude du cas B : glissement du solide sur le plan rugueux. —
II n'y a pas un avantage appréciable à utiliser une forme réduite, un
choix convenable de champs Ç, <, u, v, permettant de former aisément
des formes différentielles ne dépendant pas delà composante normale
de la réaction du plan. Nous prendrons donc
Q^M^A^+MrfylA^+M^dàAda

—M(ê^+ylrfYi+A2àrfd)A^+(XrfÇ4-Yrfyl4-^rfa)Arf/
N[dyj4-Qda4-£/(dÇ—Ma)+£^da]A^-

En appliquant toujours le lemme du cas dû =^ o, nous déterminons
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6 champs S;, Y), /, u, y, i^, dont les composantes sont données dans le
tableau suivant :

?

1.

u!

^

I

M

0

//•/,

0

1

M

'/

< »

(^à

?
Mfc^a

^
M/c'a

i
M^à

(a-£/Z+E,o)Y-r
M^

X - s/Y
MA-^à

az
M^2

<^

o

()

A)

0

(a—:/6-^^,

~M

da.

()

a
-- M/^^

dt

0

••

On en déduit les formes invariantes

T: == i.{ •E) Q =(^ — ̂  rfa ; 7:2 = ((•/-.) L> = rfr, — -̂ rfa ;
a à

^^((OÛ^^—^-da
de

le système de formes complètement intégrale

z ' -=^a)L>=[(a—£/7.+^o)Y—rjrfa—M(a—£/&4-£.o)à^
+ M/c'a rfa

T:r•=^)Û=M^-£/rl)-(X-£/Y)rfa

z'==;(w)Q==rfy)-4-.arfà-h-dàc/a. a

Pour le calcul de i(w) Q on tient compte de la valeur de N calculée
précédemment. La forme -11° n'est autre que la dilrérenlielle de la
liaison. La forme TC4 compte tenu de la liaison est une équation diue-
rentielle linéaire en à2 qu'on intégrerait par quadratures.

-M- [/;2 + a2 — ifba 4- £/;a] dà2 + Md(a - tjb 4- ^S) à^a
4-[(a-£/64-^o)Y-r^a=o.

La forme ̂  est fermée module TC4. Les formes -îi1 et Ti3 sont fermées
modul OTi4 et -rc1'. Le système s'intègre donc par des quadratures.
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Étude du cas C : roulement sans glissement. — Nous distinguerons
deux cas suivant qu'on néglige ou non le couple de résistance au
roulement.

a) ï=.o: Les deux liaisons sont alors de puissance nulle et
indépendantes du temps ; on peut donc former comme nous l'avons
démontré au chapitre in ^ IV, une forme réduite en tenant compte
des deux liaisons Ç — bac. == o, r^ 4- aà == o
û, = M (h2 4- a2 4- /r) dà A da

— M [(A2 + a2 4- A2) àrfà + (ad 4- bb) à^a| /\ ̂
4,(X6—Ya4-r)rfaA^.

Comme f/Q^r^o à la transformation infinitésimale définie par
l'opérateur 0(T), correspond l'intégrale première

M (b2 4- a14- A2) à2 — F (X6 — Ya 4- F) da == const.

Le temps i étant défini en fonction de a au moyen de la forme
fermée modulo la précédente

WQ^dt—^-dv..
' a

6) S =^= o. La liaison ^ — &à == o est de puissance nulle et indépen-
dante du temps, l'autre ï]4-aà=o ne l'est pas. En conséquence
nous ne ferons que la réduction partielle correspondant à la première.

Û^M^^^rfaArfo^MrfïjArfy]
_ M [(62 4- A2) àc/à 4- bb^dv. 4- Y)^ j f\dt

-4-(X64-r)rfaA^4-Y^A^
1\-(^4-ada4-£iâda)A^»

Employant toujours le même principe on détermine les
champs YJ, /, u, w, qui au moyen de l'opérateur i( ) engendrent :

r° les formes invariantes 7:1, rc2

n1 = i^ ) Q, = (̂  — ̂  rfa ; ^ = ;(<) Q, = ̂  — I- </a.
à a

2° les formes TC\ 7:4, constituant un système complètement
intégrable
^ = i(u) 0, = M (&2 4- A-2) àdà 4- Mèéà'rfa — M (a 4- £,S) àc/y]

—[X64-r—(a4-£,o)Y]r fa
^==((u;)Q,==d(y]+aà)

r^ compte tenu de la dernière qui est la diiïerentielle de la relation de
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liaison est une équation différentielle linéaire en à2 qui s'intègre par
quadratures

-M (h2 4- Ir + a' + ae^ rfdr + M(hh 4- ari + «£/;) à12 rfa
^ _[X6+r—(a+£,â)YJda=o.

îc2 fermée modulo ^ définit le temps t en fonction de a, au moyen
d'une quadrature.

IV. Un solide de révolution homogène, pesant, de masse M. de
centre de gravité G, est prolongé par une tige dirigée suivant son
axe de révolution Gz. Ce solide est en contact avec un plan hori-
zontal fixe Ox^ y^ la tige Gz glisse sans frottement dans une rainure
orientable dont l'axe est la normale fixe Oz, au plan Ox^ y ^ . Étudier
le roulement sans glissement du solide sur le plan puis son glisse-
ment, le coefficient de frottement/du solide sur le plan étant constant.

La méridienne de la surface de révolution limitant le solide est
définie comme enveloppe des plans tangents à la surface. Par rapport
à un système d'axes liés au corps, X étant l'angle polaire de G-; avec
la normale GH au plan tangent, on a :

: cos A — ?' sin X — hÇX) — o,
; sin X-l-iîsin A-(~//(À):=().

0 étant l'angle (Gz,, Gz) 0 4- A = T:, P étant le point de contact du
corps et du plan, les composantes de GP par rapport aux axes Gv,
(horizontale du plan Or, G) elG-^ (verticale ascendante) sont respec-
tivement 6'(ir—0), —6(7i—6) .

Soient respectivement Mr2, Ma2 les moments d'inertie du solide
par rapport à Gz et un axe perpendiculaire, p, a, '(, les coordon-
nées cylindro-polaires de G, f^, 0, ç, les angles classiques d'Euler,
paramètres de la rotation du corps autour de G.

La forme extérieure associée au solide libre, en utilisant le trièdre
Guvz (Gu horizontal) mobile dans le corps et dans l'espace s'obtient
soit en appliquant pour le mouvement autour de G la formule
établie au chapitre i § II c avec Q1 = co1 = rfO, Q2 = œ2 = sin 9 rf^,
QJ -==. œ ' cotg 0 •= cos 9 d'^ soit directement comme dérivée extérieure
de la forme de Pfaff génératrice de l'invariant intégral

3 c/c + u(h. + t rfÇ + d'p^ + ûT^co2 4- <-W — H dt
avec
a»' =r dû, (jû2 = sin 6 rf^, co11 = rfy = cos 0 o?^, a == p-'à, /), ç, /•,
composantes de la vitesse de rotation absolue du corps, sur les axes
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mobiles (juvz

211 -- ^ + a; + ̂  + <r (/r + ç-') .4- c2 r2 + gt

On obtient ainsi
Q=dyf\d^da/\d^^f\dt—i^d^^^
lvl ^ \ ? P /
— fjd'C /\ dt -\- a2 dp /\ co1 4" GT </ç /\ ̂  -[- c 1 dr /\ co' — c^r CD' A <^2

— crç cotg 0 co2 A (o1 — [o2 (/) c/p -|- q dq) -{- c'r dr] /\ dt
Le champ caractéristique E pour le solide libre a pour composantes :

a1 c2

^ ? 0 - — ^ ^cotge—^ry,

- f'p—/^/cotgO, 0, p, ,, ^, p, ( { , r , i,(r p-
les diHerenlielles des variables étant rangées dans l'orde : dô, du, rft,
^p. dq, dr, dp, (/a, oT(, (o', co2, œ3, ^

A. Étude du roulement sans glissement du solide.

1) Liaisons. La tige tiz demeure toujours dans le plan Oz G, ce

qui se traduit par la liaison holonome a = ̂  4" -^- î à notre point de
vue c'est une liaison de puisance nulle 2

__ u^ _ sin 0 _
l — ? 2 7 — *

pl = \î (à - ̂  rorme -Ql = ̂  (doL - -^ V\ ̂M M \ sin 0 /
Le roulement sans glissement du corps sur le plan se traduit par

trois liaisons de puissance nulle. En écrivant que les composantes
de V^. sont nulles par rapport au trièdre Gu, Gv, Gj, on obtient :

^ =~- — -;- — (b' sin 9 -4- ^ cos û)(y -)- (& sin 0 — 6' cos 0)r == o
?

P = ̂  [— ?a - (&' sin 0 4- b cos 6)9 + (6 sin 0 — // cos 0)rl
^

i-̂  == M i — ? ̂ a ~ (^/ sill fj + cos ^) CL)J + (^ sm fj — ltl cos f^ ̂ "J A dt

a- =3 + ̂  = o, P^ ̂  Y ( p 4- /^ ), Q3 =-- Y (dp + & rf0^

./• =:+///)=«.. l^zzr^r;+////), Q.^7^^//^.
V* M
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Les six premières composantes de champs de liaison^. e\ ̂ \c\ non
toutes nulles sont données dans le tableau (les champs de liaison n'ont
que n composantes non toutes nulles en coordonnes Hamil Ioniennes^.

e1

e2

^

e^

dp
0

0

1

4 )

du

I

— P

0

0

^

0

0

1

<'/>

( >

b
<(2

6'
i i ~

,i,i
i

a'2 sin O

b cos 0 4- ^' sin 0
a2

()

< )

dr

()

& sin 0 — b' cos 0
r,^

o

i >

La condition de compatibilité de l'ensemble des liaisons se déduit
du déterminant de la matrice carrée symétrique H^Wa^ll

j _ . i _ — i b' sin 0 4- ^ co8 0
p2 aîsn^O p aSs inO

— i . ^ s i n e + à c o s Q . (6 cos 0 + f» / sin Q ) 2 . (6 sin 0 •— b' cos O)2

p a^sinô a^ c2

. 62 bb1
o < » i -4- —

' a2 a2

bb' . b'0 < > .. - I -1_ —
a2 ' a 2

. 6 ' . 6 ^ \ r / _ i _ ./^osù+^siney
^ 1 ' a2 1 a2 )[\a sin 0 ' ~ "ap ~ )

, (6 sin 0 — 6' cosô^ / i , i M .
' c1 ~ " V?2 û^sin^^J'0 '

Les valeurs des réactions s'obtiennent en calculant les i^da9'
(A de i à [^
vi?\ J i cl \ 2pOC080 2Upi(E) rfa1 == — — — . rp + -^-ï-, - — —t-

a'sinô sin'6 p
/ c2 \i(E) dà1 = (6 cos 0 4- b' sin 0)( pq cotg 0 — —r rp )

4- "P + (6 + 6")(ç sin 6 + r cos 6)?

(TE) da5 = u- 4- 6('î2 cotg 6 — ̂  ry) — h^
?" / a" 2 \

i{E} fia' — —g 4 A' ( </12 cotg 0 — J(L, rq )— / / / / >
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/ , 6 , 6"\ Y / . b'^ v bb'
(I+^+^M-=-(I+aï)p---a-^

+^4-^)+^-,cotgo)

/ , 6 - ' , b'^ Z 6</ u2 / /r\ . ,/.„ , .by'—b'^
V+7+^M=77+(•+^+^6+6——,——)

/<*2 \+ 6 /?(^ ' •—îcotg9j

A X _/ i _ h cos 6 -j--̂ ' s in0\/ c2^/} _ 2/)çcotg 6 .^ 2u^\
M ~ \ o n1 sin 0 / ̂ 2 sin 0 — sïn 0 ' ~^~)

+(7 ï-.^)^ co"e + ''' "" ̂ (̂  -M co>g « - ̂
— (A + ̂ (ç sin ô 4- r cos 9)]

. L / i ^cos0+6 /sin0\^up i /, i i;;x / • A i A XA^=^-^+--^^[^+(é+^^^^^

4- ( A cos 0 + b1 sin 6)^ cotg 0 — c-, rp\\

i F . (6cosQ4-6 sin9)2 . (fcsmQ7—//cosQ)2-]
4-1 i 4- ^——— 4- ^ — — J

/-^ ̂  _ ?£9-C L̂g_9 4.3,,. P \
\ / r s m 0 ^ sine ' ?V

A désignant
/ i b cos Q 4-^ cos ey . (6 sin 6 — b' cos 6)2 / i i_J__\
Va sin 6 ' - ap / ' " " c 2 \ p 2 ' a^in^/

2. Équations différentielles du mouvement. — Les liaisons compa-
tibles donnent

-s— 4- h cos 0 4- // sin 0yq sinO
'^sInO- r=<l ^ inQ-fc-cosQ ' •3==-^' ^-^
(6 sin 6 — // cos 0 =7^ o puisque l'enveloppe n'est pas réduite à un
point.)

Comme elles sont de puissance nulle, on peut remplacer dy.
.p .4-^cos94-//sin0

P^——^ c o ' p a r ^ " - — . - . — — , — — , çh par —&d9. rfî:par—6'd9sin y l h sin 0 — & cos 9 l 'r
dans Q pour obtenir une forme réduite. Mais rfp4-Arf9 étant une
différentielle exacte, p est une fonction de 9, p=B(9)4-C (Cconst.);
a, <p, Ç, ne figurant pas dans Q on peut obtenir une forme réduite us
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définie sur une famille de variétés Y( (sous-variétés de V,, définies
par les liaisons et la famille p==B(6)-{-C] comme différentielle
extérieure de la forme de Pfaff
(^4.6/24.02^

L^^-rY ( ^-^cosO+ô' sinoY'4-1 (".̂ l _j_ y 4. cA 81ne___________
' i . sin^ ^"^^ ôsinô—ycose /.

avec
aH^^+^+aV

iP+C)2 | ,. . ./B+C+sinQ^cosO+^sineYI , ,
^["sin^ô"4"0^^——sinO^sinO—A'cosO) ) ? - 9

b, b ' , B, étant des fonctions de 0, ç=='^sin0, h)2 == sin 6 d ' ^ , on
peut effectuer les changements de paramètres de vitesse

p=(bî^b'î-}-aî)p

^[(B4-C)3+a2sIn^+.<B+c+.9in^coso+6/sjnQ \}-^
• [v ' / ' • \ ôsmO—ô'cosO /JsmO

Q-=d(prfe4-9rf'^—H|rf<)

avec

2H•^4-6I•J4-«i/)2

+ (B'+Q^sin^ 4:^B^+sin^cos înO)y- 3^
v ' \ 6 s m 0 — ô c o s O /

^( ^ï 1 étant nulle, à toute transformation infitésimale correspondwune intégrale-première, aux transformations infinitésimales
t(o, o. o, o, î ) et ^'(o, o, o, i , o)

correspondent respectivement l'intégrale des forces vives et l'inté-
grale linéaire <y=:const. ; l'intégration s'achève par quadratures.

B. Étude du glissement du solide sur le plan.

1. Liaisons. — Le glissement sans frottement de la tige dans la
rainure est toujours caractérisé par

i a Q r\i L ( j or \ A j ia-==•—.——S^o \l-==--^[dçL———.\t\di?2 sinO M\ smO/"
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Le contactdu solide avec le plan est caractérisé par ati=ï,-^b/p==:o

Q• i=N^4-/cosc^[prfa+(6'8me4-6cose)(o2

M +(61cosO—6sine)co3]—/sme^(dp-^-fc(o l)^Ad<

a- étant l'angle de \^ vitesse de glissement avec Ga, X la grandeur de \^

— — — yÇr cos 6 4- î sln 8) -|~ b^r sin 6 — q cos 6)
P+^P ̂  p________________________ ̂  .
sin a- cos (T

Les champs des liaisons ont pour composantes :

^(o, i , o; o. ————-.> o)\ a" sin 6 /

,/ . . . &/'sina fcoso',, A i » / . Ave^—/sin(T, p/cosa, i, —-JL-^—> •/—,— (6 cos 64- & sin 6).

*/C^T(6'co89—6sine)^
cw 1

./ i, , i i i 1 •/ • \ / j i /cos or /cos 7(6 cos 9-l--^81118)((e^rf^rr:—. +—:-_, A^da^-7————t&———-^—r—ïT——v / p- a" sin2 6 p û^smO
l(^ l)û?a2==o, i^yda2--^ i —/*—^ sin a.

Les liaisons sont compatibles si
/i , i \/ .&&' . \ ,
(p-+7.n^AI-/a2sln^^

Les facteurs de liaisons se déduisent du calcul dei(E)da1, i(E)da2

g+bY+b'^rq-q^oig^

.bb2 .-/-^-sm<T

y 1 \ , r \ au? i 07) cos 6
|.f _ J— —————— l —— —-i- —|— ———r— —— 2DO ————
Va^m'O/ p3 ^ a2 sinô ^sin^

_^_^o__r^^^^/^^_^^A-j

i—/-^sin<T v /

2. Équations différentielle» du mouvement. — La première liaison
holonome nous permet d'éliminer « et rfa, u = ?2'^, dai==d'^.
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L'introduction des variables A et Œ conduit à effectuer le change-
ment de variables

. . , A cos 7-4-P'^ 4-^"^(^ sin 0-t-6cosOH
p == X sin (T — bp r = ————'-r^—1— .———- ——————-L
1 Â b sm 0 — b cos 0

La deuxième liaison permet d'éliminer $ et (IC,, Ç == — b'p

dC =/sin (r(dp + 6 dQ) —/cos <(? + &') 4 + (&' cos 0 — 6 sin 0) riç
+(t-yT»d<].

La forme réduite -^ dépend des 9 différentielles des variables

À, 7. p, '!», '^, 9, 6,jo, (, mais ne dépend pas des variables t, ^>, y,

'—=.d\ (X sin Œ — bp) dp + p2^ 4 — ^ p/sin 7 (rfp 4- bdQ)
M

4- è'p/cos Œ[(p + 6') 4 + ̂  cos 6 — 6 sin 0) dy]
4- b'p (b'p +/X) d< + a^rfO + a2'^ sin'2 0 4

^ A cos ̂  + P^ + sin Q(fc cos Q 4- V^) ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  _ ̂
' &sin0—6 cosO v r • T / ^

4-y^/sinŒ(dp+6d6)—/cosŒ[(p+6/)4
+ (6' cos 0 — 6 sin 6) d^)\ \ f\ dt,

avec

2Ï = (A sin Œ — bp)1 + p2'^ + b ' 1 .p' +a\p2 + ̂  sin2 0
i 2/Â cos 7 4- p'̂  4- sin 0(fe cos 0 4- ̂  sin Q)'J;Y
+ \ / > sin O"—b' cosT -— ^ '

On ne connaît pour -^ que trois transformations infinitésimales

évidentes engendrées par les champs

<(o, o, o, . . ., i) 9(0. o, .. ., o, o, i , o) ^'(o, o, . . . , o, i, o, o)

car il suffit de remarquer que si un tenseur antisymétrique k^ ne
dépend pas d'une variable p^, la forme Q•=k^df^/\d^ définie
sur V.^, admet la transformation infinitésimale (o, o, . . .. t ) . La
solution du problème dépend de l'intégration d'un système de
5 formes de Pfaff complètement intégrables en dX, cfa, d'^, dp, dO
dont on ne connaît pas la solution en termes finis.


