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LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE
par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

La mécanique des systémes paramétriques développée tradition-
nellement d’apres les idées de Lagrange s’est toujours heurtée a des
difficultés notables lorsqu’elle a désiré aborder les questions de frot-
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne
aucune indication sur la nature du probléme de I'intégration.

Dans ces célebres lecons sur les invariants intégraux Elie Cartan
a montré que toutes les propriétés des équations différentielles de la
dynamique des syt®mes holonomes résultaient de l'existence de
I'invariant intégra_lfw, o = p,dq' — Hdt. Ainsia tout systeme holo-
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé
une forme w, les équations du mouvement étant les caractéris-
tiques de la forme extérieure dw. Au cours de ces dix derniéres
années, sous l'influence des topologistes s’est édifiée sur des bases
qui semblent définitives la théorie des formes extérieures sur les
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca-
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant
d’idées, si elle ne peut pas étre construite en placant a sa base une
" forme extérieure de degré deux, si grice a la notion de variétés, la
notion de liaison ne peut pas étre envisagée sous un angle plus intelli-
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para-
doxales dans le cadre lagrangien n’ont pas une explication natu-
relle, enfin s’il n’est pas possible de considérer sous un jour nouveau
le probléeme de I'intégration des équations du mouvement, ces
derniéres étant engendrées par une forme () de degré deux.
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Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre
dans le chapitre 1 I'étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § 1 que lorsqu’on
se propose de trouver des formes génératrices des équations du
mouvement d'un point matériel invariantes dans les transforma-
tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante est une forme
extérieure de degré deux définie sur une variété V., — E ®E® T
(E, espace euclidien, T droite numérique temporelle) (‘). Dans
le § 11 on montre qu’'a tout systtme paramétrique holonome i n
degrés de liberté est associé une forme () de degré deux de rang 2n
définie sur une variété différentiable dont les caractéristiques sont les
équations du mouvement (*). Cette forme s’exprime si I'on veut au
moyen de 2n formes de Pfaff et de dt, la forme hamiltonienne
n'étant qu’un cas particulier simple. Dans le § 3 j'indique
sommairement comment on peut s'affranchir de la servitude des
coordonnées dans I'étude des systémes dynamiques et le rdle impor-
tant joué par 'opérateur i ) antidérivation de M. H. Cartan (*), le
champ caractéristique E de la forme Q étant défini par la relation
i(E)Q - 0.

Ces bases posées nous abordons dans le chapitre u la théorie
générale d’une liaison imposée 4 un systéme matériel. Une liaison
imposée & un systtme matériel se compose de deux éléments dis-
tincts :

1° une relation arbitraire a(p;, ¢', {)=—o liant les paramétres de
position ¢', et de vitesse p;, qui définit une sous-variété de V,, _,;

2° un jeu de forces qu’il faut appliquer au systéme pour réaliser
cette liaison, jeu de forces qui, dans le langage des variétés, se traduit
par un champ de liaison E; défini dans I'espace tangent a V,, .

Forme da et champ de haison E, ne sont pas indépendants puis-
qu’ils sont liés par la condition

(L, 1) {E+4E)da—o ou ¥E)da—+ i(E)da—=o.

Une classe importante de liaison est celle ou le champ E est de la
forme Ae, A fonction numérique sur V,, ,, e champ de direction
connu a priori (une convention permet toujours de se ramener a ce

(") M. Kravrcuesxo a présenté cette conception au VIlIe Congrés de Mécanique.

() Dés 1946 M. Licunerowicz au Bulletin des Sciences Mathémaliques tome LXX,
p- 9o a déja introduit les formes extérieures pour la formation des équations des systémes
holonomes et linéairement non holonomes.

(®) M. H. Garran, Colloque de Topologic, Bruxelles, 1950. Masson, Paris, 1¢51.



LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 147

cas). Dans cette catégorie rentre en effet les contacts entre solides
avec ou sans frottement (cf. § 6) les liaisons de puissance nulle
dont nous donnons au § 5 une définition générale, liaison d’asser-
vissement de M. Beghin. Pour ces liaisons (II, 1) montre que le
facteur A est le quotient de deux invariants scalaires i(E)da et i(e)da.
On voit ainsi qu’un des grands avantages de l'opérateur i( ) de
M. H. Cartan est de permettre la détermination des réactions clas-
siques indépendamment des coordonnées et de la solution des
équations du mouvement. En outre pour i(e)da—o, i(E)da = o, le
postulat de la rigidité des solides nous conduit & introduire la notion
de compatibilité d'une liaison imposée a un systéme matériel se
traduisant par i(e)da=~o0. Enfin au § 7 nous étudions la déter-
mination des équations du mouvement au moyen des caractéris-
tiques d’une forme (), de degré deux de rang 3(n— 1) auxquelles
on adjoint une.forme de Pfaff, I'existence de cette forme étant une
conséquence de la notion de compatibilité de la liaison.

Le chapitre m est consacré a l'étude des ensembles de p liaisons
au sens donné précédemment a ce mot : Compatibilité del’ensemble.
Possibilité de déterminer les facteurs de liaisons au moyen d’opéra-
teurs de M. H. Cartan indépendamment des équations du mouve-
ment. Détermination des équations du mouvement comme caracté-
ristiques d'une forme de degré deux de rang 2(n— p) jointes a p
formes de Pfaff. On donne divers exemples concrets pour montrer
la généralité de la méthode.

Les chapitres 1v et v étudient pour une classe spéciale de liaisons
qui comprend les liaisons unilatérales classiques, le probléme : des
signes étant imposés a priori aux facteurs de liaisons et aux formes
da, des conditions initiales étant données quels sont les mouvements
possibles du systéme. L'opérateur i( ) permet immédiatement de
former p équations dont les seconds membres ne dépendent que
des conditions initiales et des forces autres que les forces de liaisons.
Une interprétation géométrique du systéme permet de transformer
le probléme en un probléme d’Analysis-Situs pour une famille de

a2? p-¢dres formée en prenant un vecteur dans chaque colonne du
tableau

-> - ->

a', a, . ...... a?
e 2>, -
Al, s e e e e e AP

On établit que la condition nécessaire et suffisante pour que
aP p-¢dres de méme sommet n’aient pas de points internes communs
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est que les (2? — 1) déterminants mineurs diagonaux extraits de la
matrice ]]r""“(zk—_—ﬂ— r""“Z") soient tous positifs. Gette condition
entraine en particulier que pour les liaisons d’Appell qui comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques, les conditions initiales jointes au jeu de signes
imposés a priori aux facteurs de liaisons et aux formes da. sont suffi-
santes pour déterminer le mouvement uitérieur. Pour les autres types
de liaisons les conditions initiales peuvent ne pas étre suffisantes. Le
cas du frottement de glissement bien connu depuis les travaux de
Painlevé n’a donc a ce point de vue rien d’exceptionnel. Il résulte
de 13 que ce ne sont pas les lois du frottement de Coulomb qui
doivent étre mises en cause, tout autre loi donneraitlieu a des impos-
sibilités et des indéterminations, tout ne dépendant que du signe
de I'invariant i(e)da au point M, de la variété image (i(e)da << o).

Le chapitre v1 est consacré a I'étude des systemes différentiels de
la dynamique considérés comme caracterlsthues d’une forme Q) de
degré deux définie sur une variété différentiable V,, . Cette étude
s’effectue au moyen d’endomorphismes del’ algebre extérieure, endo-
morphismes qui conduisent aux opérateurs antidérivation i( ) et déri-
vation () de M. H. Cartan. Je me suis permis & ce propos de
reprendre le texte de sa célebre conférence au Colloque de Topologie
de Bruxelles 1950 pour faciliter au lecteur la compréhension de ce
point de vue. Au lieu d’écrire les équations différentielles sous une
forme analytique quelconque, ce qui a toujours l'inconvénient de
faire jouer un réle a un systéme de coordonnées plus ou moins
bien adapté ala question, on raisonne uniquement sur la forme
génératrice (. On sait depuis les travaux de Sophus Lie le réle
capital joué par les transformations infinitésimales dans l'intégration
d’un systtme différentiel. Ce role se trouve merveilleusement mis
en lumiere par 'opérateur 0(X) puisque sile champ X est générateur
d'une transformation infinitésimale pour Q, 0(X)Q=o0. Deux
grands cas apparaissent immédiatement :

A) dQ=o0. A toute transformation infinitésimale correspond
une intégrale premiére et réciproquement. On ne peut intégrer par
quadratures que si I'on connait un sous-anneau de n fonctions en
involution. Il en résulte que pour Q —dp, A\ dg' — dli A\ d¢, trouver
des cas d'intégralité revient a étudier la construction de ce sous-
anneau. Dans le cas de la mécanique H devant étre quadratique,
on indique la construction de H relative a I'existence de p éléments
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génériques algébriques de ce sous-anneau, ce qui permet de retrou-
ver par unc méthode générale les cas d'intégrabilité connus et d’en
construire d’autres.

B) dQ=£0. On suppose connus r champs générateurs de trans-
formations infinitésimales. L’intégration se décompose en deux

phases :

1° L’intégration d’un systéme de Pfaff complétement intégrable de
rang (an —r);

2° L'intégration d’un systéme de r formes de Pfaff invariantes
résultats qui se trouvent déja implicitement énoncés dans les lecons
sur les invariants intégraux d'Elie Cartan.

Dans les applications mécaniques 'ordre du systéme complete-
ment intégrable se trouve réduit de (p 4 q) unités si d'une part on
connait p intégrales premiéres, d'autre part ¢ liaisons au sens du
chapitre 1. On peut intégrer par quadratures si 2n —r—p--gq, et
si les r formes invariantes sont fermées modulo les intégrales du
systéme compiétement intégrable.

Quelques exemples illustrent cette théorie.



CHAPITRE PREMIER

FORMES DIFFERENTIELLES ASSOCIEES
A UN SYTEME MATERIEL

La mécanique ayant pour premier objectif la formation des
équahons du mouvement d'un systtme matériel, il est intéressant
d’avoir une méthode permettant de les obtenir dans un systéme de
coordonnées quelconques. C'est pour cette raison qu’il est utile
d’étudier la possibilité d’associer & un systtme une ou plusieurs
formes différentielles génératrices des équations, ces formes étant
invariantes dans les transformations que l'on précisera.

§ 1. — Forme extérieure de Cartan associée 4 un point matériel.

Les formes invariantes que nous nous proposons de rechercher
ont leur origine dans les quatre postulats de la mécanique newto-
nienne :

1) La masse d'un corps est un nombre positif invariable, la masse
d’un ensemble matériel est une fonction complétement additive
d’ensemble.

2) Le temps ¢ est une grandeur absolue définie & une constante
additive pres.

3) Par rapport a tout triedre galiléen un pomt M de masse m,

animé d'une vitesse v soumis i une force F prend une accéléra-
) d) +
tion - telle que md?—F.

A T

4) La force F est indépendante du triédre galiléen de référence.
Deux reperes galiléens orthonormés étant en mouvement recti-
ligne uniforme I'un par rapport a l'autre désignons par
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@/, t les cordonnées de M par rapport au premier j (1, 2, 3);
v/ les composantes de la vitesse v/ de M par rapport au premier ;

X/ les composantes de la force F par rapport au premier;

@ les composantes de la vitesse de translation @ du 2° repére par
rapport au 1*; :
£%. 7 les cordonnées de M par rapport au 2° ¢ (1, 2, 3);

o les composantes de la vitesse « de M par rapport au 2¢;

E° les composantes de la force F par rapport au 2°.

Considérons I'espace 4 sept dimensions produit tensoriel des
espaces IY ®E ®T (2/¢E, cuclidien, v'€E, euclidien, ¢T droite numé-
rique). Les transformations ou changements de repeére galiléen
forment un groupe de Lie (G de dimension 10 dont les équations
en termes finis sont :

gﬂ:—_ag’?—}—affr—}-b"
Vo t=1+4t, i, j, o égaux a 1, 2, 3.
u' —=ala’+a

||#f|| = A désigne une matrice orthogonale de rang 3 dépendant
des 3 parametres de rotation que I'on peut expliciter en utilisant la
représentation de Cayley (‘) A—(E —38) XX (E+S)™" dans laquelle
S désigne une matrice symétrique gauche de rang 3, E la matrice
unité de méme rang.

Pour le groupe G « prolongé holoédriquement » [au sens d'Elie
Cartan (*)] au moyen d’'une matrice orthogonale de rang 3, L =||Lf|
arbitraire il existe 10 formes de Pfaff invariantes (formes de Maurer—
Cartan)

wf = Lédv/ = Afdo® p variant de 1
of = LE(de/ — o/ dt) = A§(dE° — a°dz) p’ variant de 4 &
w'=d! —dr.

Le produit ||dL|| [IL="|=/[|dA||.||]A||"* donne naissance a 3 formes
en ayant posé A —||LJ|.[|A].

Parmi ces dix formes, les six premieres sont indépendantes des
différenticlles des 3 parametres de rotation. Il en résulte que pour
un point matériel qui n’est soumis & aucune force les formes diffé-

(*) Cf. Hermann Weyi. The Classical Groups Princeton, 1946, pp. 56 4 62.
(®) Cf. Cartax Llie, La théorie des groupes continus et finis, Gauthier-Villars, 1937,
pp. 121 et 134,
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rentielles génératrices des équations différentielles (*) du mouvement
que nous cherchons, invariantes dans les transformations du groupe
G s’obtierdront en éliminant les 3 paramétres de rotation entre ces
six formes.

Cette élimination peut s’effectuer en utilisant soit 1'algébre ordi-

naire, soit l'algébre extérieure (") et les propriétés classiques des
matrices orthogonales

3 3
Y. FE=o0 pour iz£j- Y EF=1 pour i=j.
p=t =1
a) En utilisant I'algébre ordinaire on obtient :
3

(@) 4 (07 () = 3 (da! —Vdly

Jj=1
3
(0 4 (@) () = 3 ()

Jj=1

3
II o't oo’ o'’ =3 (d—vd).d'
=t

b) En utilisant 1'algébre extérieure

Il o'Ao'+4 o’ A’ 4o’ A o’ =Zkd' /A (d/ — v/ dt)

& |& o] o, i£j
kU_E,(; j_%l, l:J
IV o' Ao AN+’ A" A’ Ao’ + o’ Ao’ Ao’ Aw'.
v %wﬂ/\w"/\w‘
0.)‘/\0)5/\0)6

On remarquera qu’'au sens de l'algtbre extérieure la IV¢ forme

est au facteur ;l—' prés le carré de la III*, que les deux formes V
peuvent étre remplacées par leur produit qui est au facteur ﬁ pres est

le cube de la III*. Si bien qu'en algébre extérieure on est conduit
a une seule forme génératrice des équations différentielles du mou-
vement, tandis qu'en algébre ordinaire on est conduit soit & deux
formes du type I, soit & une forme du type II.

(%) En anticipant sur ce qui suit, il est possible d’associer & un systtme d’équations
différentielles des formes, appartenant & des algébres graduées, qui au moyen d’antidéri-
vations engendrent le systéme.

(") Cf. N. Boursaxki, Algébre multilinéaire, Actualités scientifiques, n® 1044, Hermann
et Gie, Paris, 1948, pp. 53 & 76.
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Dans le cas o le point matériel M de masse m est soumis a

—>

une force F le postulat (3) F=m %) conduit 3 remplacer dans

of o(1, 2, 3) dv' par (mdv' — X' dt), X! composantes de la force par
rapport au premier reptre.
De I'étude précédente résulte le théoréme.

Tutorime I. — Il existe trois types de formes différentielles géné-
ratrices des équations du mouvement d’un point matériel invariantes
dans les transformations du groupe galiléen

_L: i Y5\
A \s_gm}r(mdv X' dt)
)e:?g(w—wt)’

\

B f= E 8y(dz' — v'dt)(mdv/—X/dt) 3, symboles de Kronecker,
C o= 2 ky(mdv' — X'dt) A\ (do/ — /dt) k;symbole de Kronecker.

Les équations différentielles du mouvement s’obtiennent en annu-
lant les dérivées partielles du premier ordre des formes précédentes
par rapport aux différentielles da’, dv’ des paramétres de position et
de vitesse.

En ce qui concerne l'algébre extérieure rappelons que si
Q=A, ..., de"Adz"*A.--\dz", i,---ir étant r indices variant de 1 3 n,

_OQ —_ p+1Aige--ir Jni i ip—1 ip+1 ir
b(dm"")_(—l) Alindeh N\ dx dx?~' N\ dx /\ dx*.

Choix entre les trois types de formes différentielles invariantes dans
les transformations du groupes galiléen. Forme extérieure de Cartan.

En principe les formes des trois types précédents sont génératrices
des équations différentielles du mouvement. Lorsqu'on effectue un
changement de variables T portant sur I’ensemble des paramdtres
de position et de vitesse '—=—a' (p*, t), v/ =v/(p*. ) (a« variant
de 1 & 6) les trois types ont respectivement pour expression

gs = sugdptdph — Qudo* di+—s,, P

fe= = gupdo®dof — [, dg dt ++ = g,,de,
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en posant
Sap=m3 o W
aﬁ—_ ‘pra. bPB

Q. —8u< g mbv"b_vf')

bp 0p* ot
~ bU bv'l -bv'/
———_ J Xt
\ 8”XX+ % o ot YT ot
-—ms.éii.i’ﬂ
. .
p%_,,,&(,, )
dpa  dpa ot
c oo ot d dxt
— il - 2 T
g°°—m8"<vv R vl)

expressions dans lesquelles J; désigne le symbole de Kronecker

B S=fapdp*do? — f, do® dt 4 f, dt*.
Dans f, (fup, faor f,,) définissent un tenseur symétrique fonction
de (p*, t) ayant pour expression
o' o
T =muags o
o Lo » o' o
fdo_msifv bpa+8ux bpa 8!/ bt‘ bP —m pra bt
; v/ oz’ 0/ oz
— v’ X/ — ' — e — XY
Soo =00’ X) —mdw o ~+ mdy SEY 3y ~
C w =kqp(dp* A\ dof) — ko, dp® A di
ot (ksg, kq4,) est un tenseur antisymétrique fonction de (p*, ¢) ayant
pour expression

' '
2p% dpP
(I 1) kyg=mhk, fmf;
0p% dpP
:: °;’t ' v/
ky, — — mk; mk i (302 ot | — kX |op2 ¢ |-
‘ m’am'oy+ f; . f) .
bp“ ot

Remarquons que les deux formes du type A ne s’expriment pas
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en général immédiatement en fonction des différentielles des inté-
grales premiéres du mouvement, tandis que la propriété est immé-
diate pour les deux formes B et C: B est une forme quadratique a
discriminant nul d’aprés son origine donc s’exprime au moyen
de 6 différentielles qui, pour un choix convenable des intégrales
premiéres, peuvent étre les différentielles de ces intégrales; G est
une forme extérieure réductible & une somme de 3 produits exté-
rieurs de deux différentielles et par suite pour un choix convenable
des intégrales premieres C* s’écrit

= k,pdC® /\ dCP

kg tenseur antisymétrique fonction des G* et de ¢.

Traditionnellement la mécanique est construite & partir du quo-
tient par dt* de la forme particuliére s du type A obtenue en envi-
sageant les transformations particuliéres

' =1'(q", 1), vj__-~ "—Jr——-

Elle conduit au principe de Gauss-Appell et aux équalions de
Lagrange : les équations du mouvement rendent minimum la forme
quadratique en ¢ non homogéne

;1% = ‘;‘ suqg"q* +sng"q' — Qug*.

Cette forme ne nous donne pas de renseignements immédiats sur
la nature du probléme de l'intégration du mouvement puisqu’elle
dépend du pseudo-groupe ponctuel (¢, ¢)(*). D’autre part cette
forme de Gauss-Appell n'est pratique que pour des liaisons holo-
nomes et lindairement non holonomes; nous verrons au chapitre it
que la notion de liaison est susceptible d'une large extension et les
calculs conduisent a envisager les transformations les plus générales
portant sur I'ensemble des variables position et vitesse. Pour ces
raisons les formes B et G se révelent plus intéressantes.

Entre les formes B et C il y a une différence importante : G ‘est
bilinéaire tandis que B est quadratique, donc les calculs sont plus
31mp1es avec C qu’avec B; de plus la forme C conduit immédiate-
ment & 'invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan.

Le fait que la forme C ne fait intervenir comme différentielles que

(®) Le pseudo-groupe qui intervient est celui de la variété V,, , (.
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les différentielles des intégrales premitres peut encore s'établir
comme suit: considérons un deuxiéme systtme de différentielles J.
On peut associer a la forme o la forme bilinéaire w(3, d)

0. D=8\ o - 30F A S B s
= kap[0p* /\ dpP — 8pF A dp | — k[0 N\ dt — 8t A\ dp?].

dw  dw

odp®” adph
et @T) (conséquence des précédentes) si on considére dans |'espace
4 7 dimensions une variété quelconque y a une dimension le long
de laquelle la différentielle est &, sur la variété V, & deux dimensions
epgendrée par les llgnes intégrales du systeme différentiel des équa-
tions du mouvement s’appuyant sur y, (8, d)=o0. La forme v(c, d)
linéaire par rapport au systéme de différentiel d étant nulle sur les
lignes intégrales des équations du mouvement appartient au sous-
module des dillérentielles des intégrales premiéres, en d’autres
termes w(3, d) s’exprime au moyen des différentielles des intégrales

Les équations différentielles E du mouvement annulant —

premitres. Si maintenant on prend §=—d, comme w.—_%m(d, d)

la forme w de degré 2 s’'exprime uniquement au moyen des inté-
grales premiéres C* de E.

L 2) w = kogde® A deP

ke «p tenseur antisymétrique fonctions des C* et de ¢.

Le résultat précédent peut encore s'exprimer ainsi : Quelle que
soit la variété & une dimension pour la variété V, a deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales du systéme différentiel E

s'appuyant sur v l'intégrale f; w(¢, d) est nulle.
(I, 3) fv' 3, dy=o.

Nous dirons avec M. Lichnerowicz (*) que w engendre une relation
intégrale d’invariance absolue pour le systéme des équations diffé-
rentielles de la mécanique du point matériel.

Cas particulier. — Si do—0 ® ne s’exprime qu'au moyen des
différentielles des intégrales premiéres de E et réciproquement.

(°) Cf. M. Licanerowicz, Bulletin des Sciences Mathématiques, tome LXYX, 2¢ série 1940,
p- go.
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o peut s’exprimer sous forme canonique en groupant deux a deux
les intégrales premiéres

w= 2 ko, de* Nde*  avec a*—a-+}3

dw = o entraine le fait qu’un coefficient k,,. n’est fonction que des
deux intégrales C*, G*. En effet si u désigne une des variables
intégrales premiéres ou temps dw est somme de termes de la forme

Oha,: du N dc* N de*
ou

dw étant nul Ok,

—o donc k,,. n’est fonction que de C* et de C*'.
Par un changement d'intégrales premieres de la forme
Ce — Ca(.Ea" Ea)’ et — Ca(Ea" aa)

w devient

3
I b) o= de* A dc*
a=1
et par suite s’exprime uniquement au moyen des différentielles des
intégrales premiéres de E.

Invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan. — dw étant nulle,

w est une forme fermée, il existe dans I'espace homéomorphe a R’
3

une forme de Pfaff o' tel que w =dw'. D'aprés (I, 4) ' = 3} ¢*.dc*
a=1

admet pour différentielle w et ne s'exprime qu’au moyen des

intégrales premiéres du mouvement et de leurs différentielles; o'

engendre un invariant intégral absolu pour les équations différen-

tielles E du mouvement. Si on considére la variété V, a deux dimen-

sions engendrée par les lignes intégrales de E s’appuyant sur une

variété a une dimension quelconque vy, l'intégrale (3) devient
o= [ —w( d) :fv! d[&'®)] = [, ®'®)

Fuv, désigne la frontiére de V, constituée par un arc de courbe y,MM’,
par les arcs d'intégrales de E, MM, M;M’, issues des points M, et M;
et par 'arc MM'. Le long des arcs MM, et M;M’ '(Z) étant une forme
linéaire des dilférentielles des intégrales premieres de E est nul. 11

en résulte que fh_@’(a) s¢ réduit aux deux intégrales prises le long
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de y, et de y, v déduit de y, au moyen des trajectoires solutions

de E; d'on
L 5) [ B O =[50,

L’égalité précédente exprime que @' engendre un invarant inté-
gral absolu.
Si I'on revient a I'expression de w.

o =" kj(mdv' — x'dt) )\ (dz/ — v/ dt)
= mky dv' \dx/ — mk ' dv’ \dt—+ kX' do N\ dt

dw=—o0 impose a la forme de Pfaff k;X'dz’/ d’étre fermée, par suite
de se réduire a la différentielle d’'une fonction U, d’ou

(I, 6) w = mk;dv' \do/ — dH A\ dt.

3
AvecH=T—U, T= % ¥ m(v')* demi-force vive, U fonction de

force. (I, 6) montre que w est la dérivée extérieure de
3
o'= 3 mvds' —Hdt.

La forme w' engendre l'invariant intégral d’Elie Cartan (10); elle
différe de la forme &' (I, 4) d’une forme fermée.

Le fait que la forme w de degré deux ne fait intervenir comme
différentielles que les différentielles des intégrales premidres et que
dans le cas ou dw est nulle, w est la dérivée extérieure de la forme
engendrant 'invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan conduit
a la choisir comme forme génératrice des équations différentielles du
mouvement d'un point matériel et a la placer a la base de la méca-
nique newtonienne.

Nous résumerons I'étude précente dans le théoréme suivant :

Tuéorime II. — A tout point matériel de masse m, de coordonnées

@/, animé d’une vitesse de composantes v', soumis a une force F de
composants X' par rapport & un triédre galiléen orthonormé on peut
associer une forme différentielle extérieure de Cartan du deuxieme
ordre possédant les propriétés suivantes :

1. w est invariante dans les transformations du groupe galiléen, en
d’autres termes a méme expression par rapport a tout repére galiléen
orthonormé.
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2. les équations différentielles du mouvement du point sont les équa-
lions associées d w au sens de Cartan.

3. w est unique.

4. o s’exprime uniquement en fonction des différentielles des inté-
grales premiéres des équations du mouvement, les coefficients étant
un tenseur antisymétrique fonction des intégrales premiéres et d’une
variable t par exemple; si dw—=—o0, w ne s’exprime qu’au moyen des
intégrales premidres et de leurs différentielles.

Rappelons que lorsqu’on utilise les variables usuelles («/, o, ¢)
o sous forme développée s’écrit :

(I, 7) o=mkydv' Ade/ — mkp'dv’ \dt+ kX' do’ )\ dt
k; symbole de Kronecker.

Les équations associées & w sont les équations classiques de Newton

ow i i Jf) —
I m(dv' — X'dt) =o
dw i y
_— J— v/ dt) — j—
b(dv‘)_m(dw vdty—=o (i, j=1, 3, 3)

qui interprétées géométriquement dans I'espace euclidien E, signi-
fient

—

do & dOM__ %

L’existence de w et les équations associées constituent la traduction
analytique naturelle des quatre postulats de la mécanique newto-
nienne du point matériel.

RemarQuEs. — 1. @ se compose en deux parties : l'une ciné-
tique o, . ' o
w, = mky dv’' \ dx/ — mkp' dv’ /\ dt

qui est une forme fermée

3
w,—=d(k;mv'de’ —Tdt) T désignant la demi-force vive L Y m(v')
'autre dynamique w, 2 =1

(1%) Cf. M. Elie CARTAN. Legons sur les Invariants intégrauz.. Paris 19aa, pp. 1 a 6.
(") Cf. M. GaLLissoT. Annales de la Faculté de Grenoble, tome III, 1951, pp. 277 & 285.
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produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le
point par la différentielle du temps.
2. Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées

4 © qui lient les paramétres de vitesse aux paramadtres de position,
comme le montrent en particulier les équations

dw

_qw J ) Jf —
b(dv')_dm vdt—=o.

3. Signalons que la mécanique relativiste du point matériel peut
étre construite comme la mécanique newtonienne au moyen d’'une
forme extérieure w, invariante dans le groupe de Lorentz, et que la
forme génératrice des équations de la mécanique newtonienne est la

limite de la forme w, quand on fait tendre le rapport B:—% vers

zéro, v désignant la vitesse du point matériel, ¢ la vitesse de la
lumiere ('*).

4. Il est également important de remarquer que la forme w peut
s’exprimer au moyen de six formes de Pfaff construites sur les diffé-
rentielles des parametres position vitesse temps, formes qui s'intro-
duisent logiqueément dans les problemes d’intégration et dans I'étude
de certaines liaisons,

0 =K zw* \wf K.g tenseur antisymétrique («, f=1 2 6).

ExempLes. — 1. Point pesant lancé suivant la verticale ascen-
dante et soumis & une résistance fonclion de la vitesse mf{(v).

m étant la masse de ce point, V la vitesse, g l'intensité de la
pesanteur, z la cote, w s'écrit

-(:T —dvA\dz:— [vdv + gdz +f(v)dz] Adl

ou encore

& =g+ ;1 + 4] A [+ ]

w ) .
— sexpnme donc au moyen des deux formes
m

et s

équations du mouvement la dérivée extérieure de chacune d’elles

PR TR

> qui annulées sont d'aprés la théorie précédente les
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étant nulle, en d'autres termes chacune d’elles étant fermée, le pro-
bléme est ramené aux quadratures. ‘

Sur cet exemple simple on saisit le procédé qui nous permettra
I'étude de cas d’intégralité des équations du mouvement.

2. Point mobile sous I'action de forces données X, Y, Z, fonctions
de x, y, z d’autre part soumis & une résistance de milieu mf(v)
opposée a la vilesse. En prenant pour paramétres de vitesse les coor-
données sphériques du vecteur vitesse v, ¢, 8, pour parametres de
position les coordonnées , y, z du point par rapport & un triédre

, LLw® o, .
fixe, m étant la masse du point — s’écrit :
m

—:;’;- = (dv sin § cos § - v cos 6 cos Ydf — v sin 0 sinddd) A dz

- (dv sin 0 sin § v cos O sin Ydh -~ v sin B cos Yd) A dy
- (dv cos 6 — v sin 0d0) A dz — (vdv — Xdz — Ydy — Zdz) A dt

— f(v)(sin 0 cos ydz +- sin 0 sin Jdy - cos Odz) A\ dt.

Cette forme d’apparence plus compliquée que les équations clas-
siques met en évidence les intégrales premiéres du mouvement pour
certains choix de X, Y, Z. Ainsi pour un point pesant X —o, Y=o,
I—=—mg

’—(’:; = [dv—+ f(v) dt+ g cos O dt] A [sin 0 cos ydox - sin 6 sin Jdy

—+ cos Odz — v dt] - [vd) — g sin O dt] A [cos 0 cos Ydx
~+cosfsin $dy —sin 0dz] 4 vdy A [— sin 0 sin ¢dz - sind cosJdy].

Les équations associées s’obtiennent en annulant les 6 formes
placées entre crochets ; en particulier

dy—=o0 dv-}[f(v)+gcosb]dt=0 vdd —gsinbdt—o

dont l'interprétation géométrique est immédiate: projection des
forces sur la tangente et la normale a la trajectoire.

3. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.

Soient i I'angle d’inclinaison du plan horizontal, fle coefficient de
frottement, m la masse du point, Oz 'axe dirigé suivant la ligne de
plus grande pente du plan, Oy directement perpendiculaire. Prenons
pour paramétres de vitesse les coordonnées polaires v, «, de la
vitesse V, pour paramétres de posilion z, y. & —=w,— 0y

2
w, = d[mv cos adx —+ mv sin ady — m 3;— dt]

















































































































































































