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LES FORMES EXTÉRIEURES EN MÉCANIQUE
par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

La mécanique des systèmes paramétriques développée tradition-
nellement d'après les idées de Lagrange s'est toujours heurtée à des
difficultés notables lorsqu'elle a désiré aborder les questions de frot-
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne
aucune indication sur la nature du problème de l'intégration.

Dans ces célèbres leçons sur les invariants intégraux Elle Cartan
a montré que toutes les propriétés des équations différentielles de la
dynamique des sytèmes holonomes résultaient de l'existence de
l'invariant intégral fco, ^û=p^dqi—îîdt. Ainsi à tout système holo-
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé
une forme (o, les équations du mouvement étant les caractéris-
tiques de la forme extérieure rfco. Au cours de ces dix dernières
années, sous l'influence des topologistes s'est édifiée sur des bases
qui semblent définitives la théorie deîs formes extérieures sur les
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca-
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant
d'idées, si elle ne peut pas être construite en plaçant à sa base une
forme extérieure de degré deux, si grâce à la notion de variétés, la
notion de liaison ne peut pas être envisagée sous un angle plus intelli-
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para-
doxales dans le cadre lagrangien n'ont pas une explication natu-
relle, enfin s'il n'est pas possible de considérer sous un jour nouveau
le problème de l'intégration des équations du mouvement, ces
dernières étant engendrées par une forme Q de degré deux.
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Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre
dans le chapitre i l'étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § i que lorsqu'on
se propose de trouver des formes génératrices des équations du
mouvement d'un point matériel invariantes dans les transforma-
tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante est une forme
extérieure de degré deux définie sur une variété V^ = Eg^E^gT
(Eg espace euclidien, T droite numérique temporelle) (1). Dans
le § 11 on montre qu'à tout système paramétrique holonome à n
degrés de liberté est associé une forme Q de degré deux de rang an
définie sur une variété diuerentiable dont les caractéristiques sont les
équations du mouvement^2). Cette forme s'exprime si l'on veut au
moyen de ïn formes de Pfaff et de dt, la forme hamiltonienne
n'étant qu'un cas particulier simple. Dans le § 3 j'indique
sommairement comment on peut s'affranchir de la servitude des
coordonnées dans l'étude des systèmes dynamiques et le rôle impor-
tant joué par l'opérateur i( ) antidérivation de M. H. Cartan(3), le
champ caractéristique E de la forme Q étant défini par la relation
i(E)Q=o.

Ces bases posées nous abordons dans le chapitre n la théorie
générale d'une liaison imposée à un système matériel. Une liaison
imposée à un système matériel se compose de deux éléments dis-
tincts :

i° une relation arbitraire o(p,, q\ ()=o liant les paramètres de
position q\ et de vitesse p^ qui définit une sous-variété de V^^ ;

2° un jeu de forces qu'il faut appliquer au système pour réaliser
cette liaison, jeu de forces qui, dans le langage des variétés, se traduit
par un champ de liaison E, défini dans l'espace tangent à V^,.

Forme da et champ de liaison E/ ne sont pas indépendants puis-
qu'ils sont liés par la condition

(II, i) i(E+E/)da=o ou i(E/)rfa+;(E)rfa=o.

Une classe importante de liaison est celle où le champ E est de la
forme \e, \ fonction numérique sur V^,, e champ de direction
connu à priori (une convention permet toujours de se ramener à ce

(1) M. KRAVTCHENKO a présenté cette conception au VIIIe Congrès de Mécanique.
(2) Dès 19^6 M. LICHNEROWICZ au Bulletin des Sciences Mathématiques tome LXX,

p. 90 a déjà introduit les formes extérieures pour la formation des équations des systèmes
holonomes et linéairement non holonomes.

(3) M. H. GARTAN, Colloque de Topologic, Bruxelles, 1950. Masson, Paris, 1951.
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cas). Dans cette catégorie rentre en effet les contacts entre solides
avec ou sans frottement (cf. § 6) les liaisons de puissance nulle
dont nous donnons au § 5 une définition générale, liaison d'asser-
vissement de M. Beghin. Pour ces liaisons (II, i) montre que le
facteur À est le quotient de deux invariants scalaires i(E)rfa et i(e)da.
On voit ainsi qu'un des grands avantages de l'opérateur i( ) de
M. H. Cartan est de permettre la détermination des réactions clas-
siques indépendamment des coordonnées et de la solution des
équations du mouvement. En outre pour i(e)da==o, i(E)da=^o, le
postulat de la rigidité des solides nous conduit à introduire la notion
de compatibilité d'une liaison imposée à un système matériel se
traduisant par i(e)da^=.o. Enfin au § 7 nous étudions la déter-
mination des équations du mouvement au moyen des caractéris-
tiques d'une forme Q, de degré deux de rang ^(n— i) auxquelles
on adjoint une. forme de Pfaff, l'existence de cette forme étant une
conséquence de la notion de compatibilité de la liaison.

Le chapitre ni est consacré à l'étude des ensembles de p liaisons
au sens donné précédemment à ce mot : Compatibilité de l'ensemble.
Possibilité de déterminer les facteurs de liaisons au moyen d'opéra-
teurs de M. H. Cartan indépendamment des équations du mouve-
ment. Détermination des équations du mouvement comme caracté-
ristiques d'une forme de degré deux de rang îÇn—p) jointes à p
formes de Pfaff. On donne divers exemples concrets pour montrer
la généralité de la méthode.

Les chapitres iv et v étudient pour une classe spéciale de liaisons
qui comprend les liaisons unilatérales classiques, le problème : des
signes étant imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes
da, des conditions initiales étant données quels sont les mouvements
possibles du système. L'opérateur i( ) permet immédiatement de
former p équations dont les seconds membres ne dépendent que
des conditions initiales et des forces autres que les forces de liaisons.
Une interprétation géométrique du système permet de transformer
le problème en un problème d'Analysis-Situs pour une famille de
ap jo-èdres formée en prenant un vecteur dans chaque colonne du
tableau

~a\ ~a\ . . . . . . . HP
A1. A2. . . . . . . . ÎP

On établit que la condition nécessaire et suffisante pour que
a^-èdres de même sommet n'aient pas de points internes communs
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est que les (2P— i) déterminants mineurs diagonaux extraits de la
matrice [^([(A ===(|—r^j [ a ) soient tous positifs. Cette condition
entraîne en particulier que pour les liaisons d'Appell qui comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques, les conditions initiales jointes au jeu de signes
imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes cfa, sont suffi-
santes pour déterminer le mouvement ultérieur. Pour les autres types
de liaisons les conditions initiales peuvent ne pas être suffisantes. Le
cas du frottement de glissement bien connu depuis les travaux de
Painlevé n'a donc à ce point de vue rien d'exceptionnel. Il résulte
de là que ce ne sont pas les lois du frottement de Coulomb qui
doivent être mises en cause, tout autre loi donnerait lieu à des impos-
sibilités et des indéterminations, tout ne dépendant que du signe
de l'invariant i(e)da au point M^ de la variété image (i(e)da <i o).

Le chapitre vi est consacré à l'étude des systèmes différentiels de
la dynamique considérés comme caractéristiques d'une forme Q de
degré deux définie sur une variété différentiable V^^i . Cette étude
s'effectue au moyen d'endomorphismes de l'algèbre extérieure, endo-
morphismes qui conduisent aux opérateurs antidérivation i( ) et déri-
vation 0( ) de M. H. Cartan. Je me suis permis à ce propos de
reprendre le texte de sa célèbre conférence au Colloque de Topologie
de Bruxelles 1960 pour faciliter au lecteur la compréhension de ce
point de vue. Au lieu d'écrire les équations différentielles sous une
forme analytique quelconque, ce qui a toujours l'inconvénient de
faire jouer un rôle à un système de coordonnées plus ou moins
bien adapté à la question, on raisonne uniquement sur la forme
génératrice Q. On sait depuis les travaux de Sophus Lie le rôle
capital joué par les transformations infinitésimales dans l'intégration
d'un système différentiel. Ce rôle se trouve merveilleusement mis
en lumière par l'opérateur 0(X) puisque si le champ X est générateur
d'une transformation infinitésimale pour Q, 0(X)Q===o. Deux
grands cas apparaissent immédiatement :

A) rfQ==o. A toute transformation infinitésimale correspond
une intégrale première et réciproquement. On ne peut intégrer par
quadratures que si l'on connaît un sous-anneau de n fonctions en
involution. Il en résulte que pour Q == dp^;/\ dq1—d\\f\dt, trouver
des cas d'intégralité revient à étudier la construction de ce sous-
anneau. Dans le cas de la mécanique H devant être quadratique,
on indique la construction de H relative à l'existence de /) éléments
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génériques algébriques de ce sous-anneau, ce qui permet de retrou-
ver par un^ méthode générale les cas d'intégrabilité connus et d'en
construire d'autres.

B) rf0=^=o. On suppose connus r champs générateurs de trans-
formations infinitésimales. L'intégration se décompose en deux
phases :

i ° L'intégration d'un système de Pfaff complètement intégrable de
rang (an — r) ;

3° L'intégration d'un système de r formes de Pfaff invariantes
résultats qui se trouvent déjà implicitement énoncés dans les leçons
sur les invariants intégraux d'Élie Cartan.

Dans les applications mécaniques l'ordre du système complète-
ment intégrable se trouve réduit de Çp -(- ç) unités si d'une part on
connaît p intégrales premières, d'autre part q liaisons au sens du
chapitre n. On peut intégrer par quadratures si w—r-=p-\-q, et
si les r formes Invariantes sont fermées modulo les intégrales du
système complètement intégrable.

Quelques exemples illustrent cette théorie.



CHAPITRE PREMIER

FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIÉES
A UN SYTÈME MATÉRIEL

La mécanique ayant pour premier objectif la formation des
équations du mouvement d'un système matériel, il est intéressant
d'avoir une méthode permettant de les obtenir dans un système de
coordonnées quelconques. C'est pour cette raison qu'il est utile
d'étudier la possibilité d'associer à un système une ou plusieurs
formes différentielles génératrices des équations, ces formes étant
invariantes dans les transformations que l'on précisera.

§ 1. — Forme extérieure de Cartan associée à un point matériel.

Les formes invariantes que nous nous proposons de rechercher
ont leur origine dans les quatre postulats de la mécanique newto-
nienne :

1) La masse d'un corps est un nombre positif invariable, la masse
d'un ensemble matériel est une fonction complètement additive
d'ensemble.

2) Le temps t est une grandeur absolue définie à une constante
additive près.

3) Par rapport à tout trièdre galiléen un point M de masse m,
animé d'une vitesse v soumis à une force F prend une accéléra-

>• ->
. dv „ dv ftion telle que m — = r .

dt M dt
1\) La force F est indépendante du trièdre galiléen de référence.
Deux repères galiléens orthonormés étant en mouvement recti-

lignc uniforme l'un par rapport à l'autre désignons par
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X1, t les cordonnées de M par rapport au premier 7(1, 2, 3) ;
^ les composantes de la vitesse v1 de M par rapport au premier ;
X-7 les composantes de la force F par rapport au premier;
of les composantes de la vitesse de translation a du 2e repère par

rapport au I e r ;
^CT, T les cordonnées de M par rapport au 2e a (i, 2, 3) ;
o^ les composantes de la vitesse a de M par rapport au 2e ;
Sa les composantes de la force F par rapport au 2e.
Considérons l'espace à sept dimensions produit tensoriel des

espaces E^E^Ï (a^çE^ euclidien, î/çE^ euclidien, <çT droite numé-
rique). Les transformations ou changements de repère galiléen
forment un groupe de Lie G de dimension 10 dont les équations
en termes finis sont :

i ^===a^4-^T+fr/
1 t=^-\-t^ i, j\ or égaux à i , 2, 3.
( u^a^-^-a1

[j^||== A désigne une matrice orthogonale de rang 3 dépendant
des 3 paramètres de rotation que l'on peut expliciter en utilisant la
représentation de CayleyQ A == (E — S) X (E + S)-1 dans laquelle
S désigne une matrice symétrique gauche de rang 3, E la matrice
unité de même rang.

Pour le groupe G <( prolongé hoioédriquement )) [au sens d'Élie
Cariant)] au moyen d'une matrice orthogonale de rang 3, L^HL^]
arbitraire il existe 10 formes de Pfaff invariantes (formes de Maurer-
Cartan)

co? = Ud^ = A^rfa^ p variant de i à 3
(o° = U^ — ^ dt) = A^d^ — a^ï) p' variant de l\ à 6
^=di =dT.

Le produit ||dL|| .[[L'^lr^UrfAll •| |A[[~1 donne naissance à 3 formes
en ayant posé A==||L||. ||A||.

Parmi ces dix formes, les six premières sont indépendantes des
différentielles des 3 paramètres de rotation. Il en résulte que pour
un point matériel qui n'est soumis à aucune force les formes diffé-

(4) Cf. IIermann W E Y L . Thé Class'ical Groupe Princeton. ic)^6, pp. 56 à 62.
(r1) Cf. CA.RTAN Élie , La théorie des groupes continus et finis, Gauthier-Villars, 1937,

pp. 1 2 1 et T 2 / » .
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rentielles génératrices des équations différentielles (6) du mouvement
que nous cherchons, invariantes dans les transformations du groupe
G s'obtierdront en éliminant les 3 paramètres de rotation entre ces
six formes.

Cette élimination peut s'effectuer en utilisant soit l'algèbre ordi-
naire, soit l'algèbre extérieure Q et les propriétés classiques des
matrices orthogonales

^ Ç./?=o pour i^y. ^ ^===1 pour
p=i p==i

à) En utilisant l'algèbre ordinaire on obtient :

^œly+(œ2)24-((o3)2= 1 (dxJ'-^'dt)2

J = t

(^+(^)°-4.(^^ ^ ̂ y

^J-

œV+œV+coV^ ^ Çd^—^d^.dv1.II
J==t

6) En utilisant l'algèbre extérieure

III (o1 A ̂  4- œ2 A ̂  4- co3 A œ6 = S^/fo1 A ( '̂ — ̂  di)

^—Sp-i
Ç 0

0 f,
j0» ^J
' I » ^J

IV ^Aco'Aœ'A^+^A^A^A^+^A^A^A^-
^ (œ^^'A^4

^ œ ' A ^ A ^ 6

On remarquera qu'au sens de l'algèbre extérieure la IVe forme

est au facteur — près le carré de la IIP, que les deux formes V
2 ! l

peuvent être remplacées par leur produit qui est au facteur -— près est
o 1

le cube de la IIP. Si bien qu'en algèbre extérieure on est conduit
à une seule forme génératrice des équations différentielles du mou-
vement, tandis qu'en algèbre ordinaire on est conduit soit à deux
formes du type I, soit à une forme du type II.

(6) En anticipant sur ce qui suit, il est possible d'associer & un système (Téquations
différentielles des formes, appartenant à des algèbres graduées, qui au moyen d'antidéri-
valions engendrent le système.

(7) Cf. N. BOURBAKI, Algèbre multilinéaire, Actualités scientifiques, n° io4^, Hermann
et G'®, Paris, 1948, pp. 53 à 76.
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Dans le cas où le point matériel M de masse m est soumis à

une force F le postulat (3) F=m -v conduit à remplacer dans
dt

(i)'0 p ( i , 2, 3) dv1 par (mdv1—X1^), X1 composantes de la force par
rapport au premier repère.

De Fétude précédente résulte le théorème.

THÉORÈME I. — // existe trois types de formes différentielles géné-
ratrices des équations du mouvement d'un point matériel invariantes
dans les transformations du groupe galiléen

[s=-l-\(mdvi—\idtY
A } am^-" /

]e=m^(dxf—vfdt)2

\ 2 i

B f= ̂  ^.(cfo1 — v'dt) (md^— Vdt) Sy symboles de Krônecker,
;{

G œ== ̂  k^mdv1 — X'dt) /\ (dx1 — ^dt) Ay symbole de Krônecker.
i

Les équations différentielles du mouvement s'obtiennent en annu-
lant les dérivées partielles du premier ordre des formes précédentes
par rapport aux différentielles dx\ dv3 des paramètres de position et
de vitesse.

En ce qui concerne l'algèbre extérieure rappelons que si

Q==A^,...^rch; l lAd.r l tA•••Acfc t^, i, • • • ir étant r indices variant de i à n,

— . - — ( — I)^ lA t l••• i rcfc(•A^ l • • • dx'P-1 A^"1 " - A^.

Choix entre les trois types déformes différentielles invariantes dans
les transformations du groupes galiléen. Forme extérieure de Cartan.

En principe les formes des trois types précédents sont génératrices
des équations différentielles du mouvement. Lorsqu'on effectue un
changement de variables T portant sur l'ensemble des paramètres
de position et de vitesse a?'=3?' (p01, <), vj=vj(p<l, t) (a variant
de i à 6) les trois types ont respectivement pour expression

l, - ^dp^pP - Q,dp- dt + -I- ̂  dt2,
A } 2 2

^-g^d^-V^dt-^^g^dt\
•^ A 2t
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ô.r1 W
^ôp^ÔpP

,0^'

5o,ft == mô,

Qa=vx ôp0 -m ôv1 ôv^
^Ôp^

1 S1 ViV/ 1 (N ^^ ^ Vi0^^=^s,x^+^^^-^x^
^ ôa;1 ôa^

^aû == ^ôy ̂ — • —.r "ôpa ôpp
r, ç. / , ÔJ?7 ôa*1 ô^ \Fa = môi,( v l— — — • — )0 \ ôpa ôpa ô</

.. / . , , ôa?1 ô^ ôa?' ,\^=^,^4-^-^-^^
expressions dans lesquelles Sy désigne le symbole de Krônecker

B f=f^d^ -W dt +/, di\

Dans /, (/au. /ao» /oo) définissent un tenseur symétrique fonction
de (p01, t) ayant pour expression

. ^ ôa?1 ô^/,p=mS,^.^

r î i^ 1 î Yï0^ ^ ^xi ùvj î ôa?l ô^/ao^mS^^+^^-mS^.^-mg^^

.. ^ iv/ s- i0^ i î ô^ô^ ^ ôa;^./.^S^^-mS^^+^-^^-S^^

C œ === /^(dp01 A rfp^) — ̂ ao^ A rf<
où (AaQ, k^) est un tenseur antisymétrique fonction de (p01, <) ayant
pour expression

k^=—mk^

ô^ôi^
ôpaôpP

(I. i) k^=mk,
'ô^'te/

ôp^pP
ôv1 ôv1

W ô^ 0^0^'
ôpa ô< 4-^ ôp01 ô< -^x1 ôp01 u
ô^ 0 '̂
ôp01 ô<

o i

Remarquons que les deux formes du type A ne s'expriment pas
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en général immédiatement en fonction des différentielles des inté-
grales premières du mouvement, tandis que la propriété est immé-
diate pour les deux formes B et C : B est une forme quadratique à
discriminant nul d'après son origine donc s'exprime au moyen
de 6 différentielles qui, pour un choix convenable des intégrales
premières, peuvent être les différentielles de ces intégrales; G est
une forme extérieure réductible à une somme de 3 produits exté-
rieurs de deux différentielles et par suite pour un choix convenable
des intégrales premières C01 s'écrit

w=k^dC<l/\dC^

k^Q tenseur antisymétrique fonction des C01 et de <•
Traditionnellement la mécanique est construite à partir du quo-

tient par dt2 de la forme particulière s du type A obtenue en envi-
sageant les transformations particulières

, i . ^ .. , ôa^ .^ , ôa^
xt=xt(qrt, t), ^==:—q"4-—•V J / ^hl ' M

Elle conduit au principe de Gauss-Appell et aux équations de
Lagrange : les équations du mouvement rendent minimum la forme
quadratique en q non homogène

^=^V+^'-Q,Î\

Cette forme ne nous donne pas de renseignements immédiats sur
la nature du problème de l'intégration du mouvement puisqu'elle
dépend du pseudo-groupe ponctuel x1^, <)(8). D'autre part cette
forme de Gauss-Appell n'est pratique que pour des liaisons holo-
nomes et linéairement non holonomes ; nous verrons au chapitre n
que la notion de liaison est susceptible d'une large extension et les
calculs conduisent à envisager les transformations les plus générales
portant sur l'ensemble des variables position et vitesse. Pour ces
raisons les formes B et C se révèlent plus intéressantes.

Entre les formes B et G il y a une différence importante : C ^est
bilinéaire tandis que B est quadratique, donc les calculs sont plus
simples avec C qu'avec B ; de plus la forme G conduit immédiate-
ment à l'invariant intégral cinétique de M. Elle Cartan.

Le fait que la forme C ne fait intervenir comme différentielles que

(8) Le pseudo-groupe qui intervient est celui do la variété V^-»-i.



i5f) F. GALLISSOT

les différentielles des intégrales premières peut encore s'établir
comme suit : considérons un deuxième système de différentielles 8.
On peut associer à la forme (D la forme bilinéaire (o(§, d)

^d^^^^^^^
=W^ A <^ - ̂  A rfp"] - U°Y A dt - U A rfp'].

Les équations différentielles E du mouvement annulant ——> —5
ôco , . . ^ ̂et (conséquence des précédentes) si on considère dans l'espace

à 7 dimensions une variété quelconque y à une dimension le long
de laquelle la différentielle est S, sur la variété V^ à deux dimensions
eçgendrée parles lignes intégrales du système différentiel des équa-
tions du mouvement s'appuyant sur y, (A)(S, c?)==o. La forme co(â, d)
linéaire par rapport au système de différentiel d étant nulle sur les
lignes intégrales des équations du mouvement appartient au sous-
module des différentielles des intégrales premières, en d'autres
termes œ(â, d) s'exprime au moyen des différentielles des intégrales

premières. Si maintenant on prend S=d, comme co==—co(rf, d)

la forme co de degré 2 s'exprime uniquement au moyen des inté-
grales premières C01 de E.

(I, 2) ^=k^dcci/\d^

k^ tenseur antisymétrique fonctions des C01 et de t.
Le résultat précédent peut encore s'exprimer ainsi : Quelle que

soit la variété à une dimension pour la variété Vg à deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales du système différentiel E
s'appuyant sur y l'intégrale Ç o)(o, rf) est nulle.

(I, 3) ^(S, d)=o.

Nous dirons avec M. Lichnerowicz (9) que œ engendre une relation
intégrale d'invariance absolue pour le système des équations diffé-
rentielles de la mécanique du point matériel.

Cas particulier. — Si rf(o=o a) ne s'exprime qu'au moyen des
différentielles des intégrales premières de E et réciproquement.

(9) Cf. M. LICHNEROWICZ, Bulletin des Sciences Mathématiques, tomeLXX, 2e série IQ^O,
p. 90.
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(o peut s'exprimer sous forme canonique en groupant deux à deux
les intégrales premières

3

co == ^ k^. dc^ A dc^ avec a* == a 4- 3
a-- 1

c?(o==o entraîne le fait qu'un coefficient k^. n'est fonction que des
deux intégrales G01, C^. En effet si u désigne une des variables
intégrales premières ou temps do est somme de termes de la forme

>L.
-^da/\dc^dc^

ÔM

ÔÂ:
d(o étant nul —^=0 donc k^. n'est fonction que de G01 et de G01'.

ou
Par un changement d'intégrales premières de la forme

C^zz^C^C^, G01), C^^C^C01*, G01)
co devient

(I, A) œ= ^ dc^' /\dc^
«==i

et par suite s'exprime uniquement au moyen des différentielles des
intégrales premières de E.

Invariant intégral cinétique de M. Elle Cartan. — d(û étant nulle,
(o est une forme fermée, il existe dans l'espace homéomorphe à R7

3

une forme de Pfaffœ1 tel que (o=:oK)1. D'après (I, ^)^-=: ^ c^.dc01

a=i
admet pour différentielle (o et ne s'exprime qu'au moyen des
intégrales premières du mouvement et de leurs différentielles ; œ1

engendre un invariant intégral absolu pour les équations différen-
tielles E du mouvement. Si on considère la variété Vg à deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales de E s'appuyant sur une
variété à une dimension quelconque y^ l'intégrale (3) devient

0 ==^ - co(â, rf) =f^ rf[œ-(S)] =f^ (o-(ô)

t\ désigne la frontière de V^ constituée par un arc de courbe y^MM',
par les arcs d'intégrales de E, M^M, MoM', issues des points M, et Mo
et par l'arc MM'. Le long des arcs MM, et MoM'œ^â) étant une forme
linéaire des différentielles des intégrales premières de E est nul. 11
en résulte que ^ ^(5) se réduit aux deux intégrales prises le long
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de YQ et de y, y déduit de y^ au moyen des trajectoires solutions
de E ; d'où

(I. 5) /M^^)^,^).

L'égalité précédente exprime que œ1 engendre un invariant inté-
gral absolu.

Si l'on revient à l'expression de œ.
3

œ = ̂  /Cy(m A)1 — a;' df) /\ (dx'1 — vj dt)

= mk^ dv1 A dxJ — mk^1 dvj A dt 4- AyX1 rf^ A dt

d(o==o impose à la forme de Pfaff AyX'da^ d'être fermée, par suite
de se réduire à la différentielle d'une fonction U, d'où

(I, 6) w=mk^dvi/\dxJ—dîi/\dt.

i 3 .Avec H==T — U, T =—^ m(v1)2 demi-force vive, U fonction de
^ i

force. (I, 6) montre que <o est la dérivée extérieure de

^= ^ mv'dx'—îîdt.
»==!

La forme <o1 engendre l'invariant intégral d'Elie Cartan (10); elle
diffère de la forme <jJ1 (I, ^) d'une forme fermée.

Le fait que la forme œ de degré deux ne fait intervenir comme
différentielles que les différentielles des intégrales premières et que
dans le cas où dco est nulle, co est la dérivée extérieure de la forme
engendrant l'invariant intégral cinétique de M. Elle Gartan conduit
à la choisir comme forme génératrice des équations différentielles du
mouvement d'un point matériel et à la placer à la base de la méca-
nique newtonienne.

Nous résumerons l'étude précente dans le théorème suivant :

THÉORÈME II. — A tout point matériel de masse m, de coordonnées
x1, animé d'une vitesse de composantes v\ soumis à une force F de
composants X1 par rapport à un trièdre galiléen orthonormé on peut
associer une forme différentielle extérieure de Carton du deuxième
ordre possédant les propriétés suivantes :

i. œ est invariante dans les transformations du groupe galiléen, en
d'autres termes a même expression par rapport à tout repère galiléen
orthonormé.
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2. les équations différentielles du mouvement du point sont les équa-
tions associées à co au sens de Carton.

3. œ est unique.
4. (o s'exprime uniquement en fonction des différentielles des inté-

grales premières des équations du mouvement, les coefficients étant
un tenseur antisymétrique fonction des intégrales premières et d'une
variable t par exemple; si rf(o==o, co ne s'exprime qu'au moyen des
intégrales premières et de leurs différentielles.

Rappelons que lorsqu'on utilise les variables usuelles (aY, v\ t)
(o sous forme développée s'écrit :

(I. 7) (û=mkijdvi/\dxJ—mk^idv^dt+k^idx'/\dt
Ay symbole de Krônecker.

Les équations associées à co sont les équations classiques de Newton

^=-m((fo•-xtd<)=o

ôd)
^==m(^-^d0=o (i,y=i, a, 3)

qui interprétées géométriquement dans l'espace euclidien Eg signi-
fient

^ p dOM^
dt dt

L'existence de a) et les équations associées constituent la traduction
analytique naturelle des quatre postulats de la mécanique newto-
nienne du point matériel.

REMARQUES. — i. (o se compose en deux parties: l'une ciné-
tique (Oç

(sîç = mkij dv1 /\ dxj — mk^v1 dvj/\dt

qui est une forme fermée
i 3

(D,== d^mv1 dxj — T dt) T désignant la demi-force vive — ^ m(t/)2

l'autre dynamique 00^ i==l

û^=AyXWArf<

(10) Cf. M. Elie CAKTAN. Leçons sur les Invariants intégraux.. Paris 1922, pp. i à 6.
(n) Cf. M. GALLISSOT. Annales de la Faculté de Grenoble, tome III, 1951 , pp. 277 à a85.
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produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le
point par la différentielle du temps.

a. Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées
à G) qui lient les paramètres de vitesse aux paramètres de position,
comme le montrent en particulier les équations

= dxj — v'1 dt = o.ô(W)

3. Signalons que la mécanique relativiste du point matériel peut
être construite comme la mécanique newtonienne au moyen d'une
forme extérieure œ, invariante dans le groupe de Lorentz, et que la
forme génératrice des équations de la mécanique newtonienne est la

Vlimite de la forme œ^ quand on fait tendre le rapport 8 = — vers
c

zéro, v désignant la vitesse du point matériel, c la vitesse de la
lumière (u).

4. Il est également important de remarquer que la forme œ peut
s'exprimer au moyen de six formes de Pfaff construites sur les diffé-
rentielles des paramètres position vitesse temps, formes qui s'intro-
duisent logiquement dans les problèmes d'intégration et dans l'étude
de certaines liaisons,

(o=Kap(oa/\^ K-ap tenseur antisymétrique (a. (3=i à 6).

EXEMPLES. — i. Point pesant lancé suivant la verticale ascen-
dante et soumis à une résistance fonction de la vitesse mf(v).

m étant la masse de ce point, V la vitesse, g l'intensité de la
pesanteur, z la cote, œ s'écrit

-œ- = dv A dz — [vdv + gdz +/(v)cfe] A dt

ou encore

^^MA^N^A]
— s'exprime donc au moyen des deux formes ——v—-4-dt
m vdv . 9+M
dz -t- i /y \ V11 annulées sont d'après la théorie précédente les

équations du mouvement la dérivée extérieure de chacune d'elles
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étant nulle, en d'autres termes chacune d'elles étant fermée, le pro-
blème est ramené aux quadratures.

Sur cet exemple simple on saisit le procédé qui nous permettra
l'étude de cas d'intégralité des équations du mouvement.

2. Point mobile sous l'action de forces données X, Y, Z, fonctions
de x, y, z d'autre part soumis à une résistance de milieu mf(v)
opposée à la vitesse. En prenant pour paramètres de vitesse les coor-
données sphériques du vecteur vitesse v, ^, 6, pour paramètres de
position les coordonnées x, y , z du point par rapport à un trièdre

fixe, m étant la masse du point -(0- s'écrit :
m

— = (dv sin 6 cos 4' 4- v cos 0 ces ^d6 — v sin 6 sin^d^) /\ dx

4- (dv sin 0 sin ^ 4- v cos 0 sin ^d6 4- v sin 9 cos <WA) A dy
4- (dv cos 0 — v sin ôdô) f\dz— (vdv — \dx — Ydy —îdz) A dt

—f(v) (sin 0 cos ̂ dx 4- sin 6 sin ^dy 4- cos 6(fe) A dt.
Cette forme d'apparence plus compliquée que les équations clas-

siques met en évidence les intégrales premières du mouvement pour
certains choix de X, Y, Z. Ainsi pour un point pesant X = o, Y = o,
Z=—mg

^ = [dv -\-f(v) A + g cos 0 dt] A [sin 0 cos ̂ dx 4- sin 6 sin ^dy

4- cos 6ûb — v dt] 4- [vdQ — g sin 0 dt] A [cos 0 cos ̂ dx
4-cosesin^—sin6d^j4-^^A[—sinôsin^da•4-sinOcos^J.

Les équations associées s'obtiennent en annulant les 6 formes
placées entre crochets ; en particulier

d^=o dv 4- [f(v) 4- g cos 6j dt = o vdQ — g sin 6 dt-= o

dont l'interprétation géométrique est immédiate : projection des
forces sur la tangente et la normale à la trajectoire.

3. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.
Soient i l'angle d'inclinaison du plan horizontal, /le coefficient de

frottement, m la masse du point, Ox l'axe dirigé suivant la ligne de
plus grande pente du plan, Oy directement perpendiculaire. Prenons
pour paramètres de vitesse les coordonnées polaires v, a, de la
vitesse V, pour paramètres de position x, y . œ -= (^ 4- co^

[ «.2 -,

o .̂ = d mv cos acte 4- mv sln arfy — m — dt |






















































































































