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LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE
par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

La mécanique des systémes paramétriques développée tradition-
nellement d’apres les idées de Lagrange s’est toujours heurtée a des
difficultés notables lorsqu’elle a désiré aborder les questions de frot-
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne
aucune indication sur la nature du probléme de I'intégration.

Dans ces célebres lecons sur les invariants intégraux Elie Cartan
a montré que toutes les propriétés des équations différentielles de la
dynamique des syt®mes holonomes résultaient de l'existence de
I'invariant intégra_lfw, o = p,dq' — Hdt. Ainsia tout systeme holo-
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé
une forme w, les équations du mouvement étant les caractéris-
tiques de la forme extérieure dw. Au cours de ces dix derniéres
années, sous l'influence des topologistes s’est édifiée sur des bases
qui semblent définitives la théorie des formes extérieures sur les
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca-
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant
d’idées, si elle ne peut pas étre construite en placant a sa base une
" forme extérieure de degré deux, si grice a la notion de variétés, la
notion de liaison ne peut pas étre envisagée sous un angle plus intelli-
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para-
doxales dans le cadre lagrangien n’ont pas une explication natu-
relle, enfin s’il n’est pas possible de considérer sous un jour nouveau
le probléeme de I'intégration des équations du mouvement, ces
derniéres étant engendrées par une forme () de degré deux.
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Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre
dans le chapitre 1 I'étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § 1 que lorsqu’on
se propose de trouver des formes génératrices des équations du
mouvement d'un point matériel invariantes dans les transforma-
tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante est une forme
extérieure de degré deux définie sur une variété V., — E ®E® T
(E, espace euclidien, T droite numérique temporelle) (‘). Dans
le § 11 on montre qu’'a tout systtme paramétrique holonome i n
degrés de liberté est associé une forme () de degré deux de rang 2n
définie sur une variété différentiable dont les caractéristiques sont les
équations du mouvement (*). Cette forme s’exprime si I'on veut au
moyen de 2n formes de Pfaff et de dt, la forme hamiltonienne
n'étant qu’un cas particulier simple. Dans le § 3 j'indique
sommairement comment on peut s'affranchir de la servitude des
coordonnées dans I'étude des systémes dynamiques et le rdle impor-
tant joué par 'opérateur i ) antidérivation de M. H. Cartan (*), le
champ caractéristique E de la forme Q étant défini par la relation
i(E)Q - 0.

Ces bases posées nous abordons dans le chapitre u la théorie
générale d’une liaison imposée 4 un systéme matériel. Une liaison
imposée & un systtme matériel se compose de deux éléments dis-
tincts :

1° une relation arbitraire a(p;, ¢', {)=—o liant les paramétres de
position ¢', et de vitesse p;, qui définit une sous-variété de V,, _,;

2° un jeu de forces qu’il faut appliquer au systéme pour réaliser
cette liaison, jeu de forces qui, dans le langage des variétés, se traduit
par un champ de liaison E; défini dans I'espace tangent a V,, .

Forme da et champ de haison E, ne sont pas indépendants puis-
qu’ils sont liés par la condition

(L, 1) {E+4E)da—o ou ¥E)da—+ i(E)da—=o.

Une classe importante de liaison est celle ou le champ E est de la
forme Ae, A fonction numérique sur V,, ,, e champ de direction
connu a priori (une convention permet toujours de se ramener a ce

(") M. Kravrcuesxo a présenté cette conception au VIlIe Congrés de Mécanique.

() Dés 1946 M. Licunerowicz au Bulletin des Sciences Mathémaliques tome LXX,
p- 9o a déja introduit les formes extérieures pour la formation des équations des systémes
holonomes et linéairement non holonomes.

(®) M. H. Garran, Colloque de Topologic, Bruxelles, 1950. Masson, Paris, 1¢51.
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cas). Dans cette catégorie rentre en effet les contacts entre solides
avec ou sans frottement (cf. § 6) les liaisons de puissance nulle
dont nous donnons au § 5 une définition générale, liaison d’asser-
vissement de M. Beghin. Pour ces liaisons (II, 1) montre que le
facteur A est le quotient de deux invariants scalaires i(E)da et i(e)da.
On voit ainsi qu’un des grands avantages de l'opérateur i( ) de
M. H. Cartan est de permettre la détermination des réactions clas-
siques indépendamment des coordonnées et de la solution des
équations du mouvement. En outre pour i(e)da—o, i(E)da = o, le
postulat de la rigidité des solides nous conduit & introduire la notion
de compatibilité d'une liaison imposée a un systéme matériel se
traduisant par i(e)da=~o0. Enfin au § 7 nous étudions la déter-
mination des équations du mouvement au moyen des caractéris-
tiques d’une forme (), de degré deux de rang 3(n— 1) auxquelles
on adjoint une.forme de Pfaff, I'existence de cette forme étant une
conséquence de la notion de compatibilité de la liaison.

Le chapitre m est consacré a l'étude des ensembles de p liaisons
au sens donné précédemment a ce mot : Compatibilité del’ensemble.
Possibilité de déterminer les facteurs de liaisons au moyen d’opéra-
teurs de M. H. Cartan indépendamment des équations du mouve-
ment. Détermination des équations du mouvement comme caracté-
ristiques d'une forme de degré deux de rang 2(n— p) jointes a p
formes de Pfaff. On donne divers exemples concrets pour montrer
la généralité de la méthode.

Les chapitres 1v et v étudient pour une classe spéciale de liaisons
qui comprend les liaisons unilatérales classiques, le probléme : des
signes étant imposés a priori aux facteurs de liaisons et aux formes
da, des conditions initiales étant données quels sont les mouvements
possibles du systéme. L'opérateur i( ) permet immédiatement de
former p équations dont les seconds membres ne dépendent que
des conditions initiales et des forces autres que les forces de liaisons.
Une interprétation géométrique du systéme permet de transformer
le probléme en un probléme d’Analysis-Situs pour une famille de

a2? p-¢dres formée en prenant un vecteur dans chaque colonne du
tableau

-> - ->

a', a, . ...... a?
e 2>, -
Al, s e e e e e AP

On établit que la condition nécessaire et suffisante pour que
aP p-¢dres de méme sommet n’aient pas de points internes communs
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est que les (2? — 1) déterminants mineurs diagonaux extraits de la
matrice ]]r""“(zk—_—ﬂ— r""“Z") soient tous positifs. Gette condition
entraine en particulier que pour les liaisons d’Appell qui comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques, les conditions initiales jointes au jeu de signes
imposés a priori aux facteurs de liaisons et aux formes da. sont suffi-
santes pour déterminer le mouvement uitérieur. Pour les autres types
de liaisons les conditions initiales peuvent ne pas étre suffisantes. Le
cas du frottement de glissement bien connu depuis les travaux de
Painlevé n’a donc a ce point de vue rien d’exceptionnel. Il résulte
de 13 que ce ne sont pas les lois du frottement de Coulomb qui
doivent étre mises en cause, tout autre loi donneraitlieu a des impos-
sibilités et des indéterminations, tout ne dépendant que du signe
de I'invariant i(e)da au point M, de la variété image (i(e)da << o).

Le chapitre v1 est consacré a I'étude des systemes différentiels de
la dynamique considérés comme caracterlsthues d’une forme Q) de
degré deux définie sur une variété différentiable V,, . Cette étude
s’effectue au moyen d’endomorphismes del’ algebre extérieure, endo-
morphismes qui conduisent aux opérateurs antidérivation i( ) et déri-
vation () de M. H. Cartan. Je me suis permis & ce propos de
reprendre le texte de sa célebre conférence au Colloque de Topologie
de Bruxelles 1950 pour faciliter au lecteur la compréhension de ce
point de vue. Au lieu d’écrire les équations différentielles sous une
forme analytique quelconque, ce qui a toujours l'inconvénient de
faire jouer un réle a un systéme de coordonnées plus ou moins
bien adapté ala question, on raisonne uniquement sur la forme
génératrice (. On sait depuis les travaux de Sophus Lie le réle
capital joué par les transformations infinitésimales dans l'intégration
d’un systtme différentiel. Ce role se trouve merveilleusement mis
en lumiere par 'opérateur 0(X) puisque sile champ X est générateur
d'une transformation infinitésimale pour Q, 0(X)Q=o0. Deux
grands cas apparaissent immédiatement :

A) dQ=o0. A toute transformation infinitésimale correspond
une intégrale premiére et réciproquement. On ne peut intégrer par
quadratures que si I'on connait un sous-anneau de n fonctions en
involution. Il en résulte que pour Q —dp, A\ dg' — dli A\ d¢, trouver
des cas d'intégralité revient a étudier la construction de ce sous-
anneau. Dans le cas de la mécanique H devant étre quadratique,
on indique la construction de H relative a I'existence de p éléments



LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 1hg

génériques algébriques de ce sous-anneau, ce qui permet de retrou-
ver par unc méthode générale les cas d'intégrabilité connus et d’en
construire d’autres.

B) dQ=£0. On suppose connus r champs générateurs de trans-
formations infinitésimales. L’intégration se décompose en deux

phases :

1° L’intégration d’un systéme de Pfaff complétement intégrable de
rang (an —r);

2° L'intégration d’un systéme de r formes de Pfaff invariantes
résultats qui se trouvent déja implicitement énoncés dans les lecons
sur les invariants intégraux d'Elie Cartan.

Dans les applications mécaniques 'ordre du systéme complete-
ment intégrable se trouve réduit de (p 4 q) unités si d'une part on
connait p intégrales premiéres, d'autre part ¢ liaisons au sens du
chapitre 1. On peut intégrer par quadratures si 2n —r—p--gq, et
si les r formes invariantes sont fermées modulo les intégrales du
systéme compiétement intégrable.

Quelques exemples illustrent cette théorie.



CHAPITRE PREMIER

FORMES DIFFERENTIELLES ASSOCIEES
A UN SYTEME MATERIEL

La mécanique ayant pour premier objectif la formation des
équahons du mouvement d'un systtme matériel, il est intéressant
d’avoir une méthode permettant de les obtenir dans un systéme de
coordonnées quelconques. C'est pour cette raison qu’il est utile
d’étudier la possibilité d’associer & un systtme une ou plusieurs
formes différentielles génératrices des équations, ces formes étant
invariantes dans les transformations que l'on précisera.

§ 1. — Forme extérieure de Cartan associée 4 un point matériel.

Les formes invariantes que nous nous proposons de rechercher
ont leur origine dans les quatre postulats de la mécanique newto-
nienne :

1) La masse d'un corps est un nombre positif invariable, la masse
d’un ensemble matériel est une fonction complétement additive
d’ensemble.

2) Le temps ¢ est une grandeur absolue définie & une constante
additive pres.

3) Par rapport a tout triedre galiléen un pomt M de masse m,

animé d'une vitesse v soumis i une force F prend une accéléra-
) d) +
tion - telle que md?—F.

A T

4) La force F est indépendante du triédre galiléen de référence.
Deux reperes galiléens orthonormés étant en mouvement recti-
ligne uniforme I'un par rapport a l'autre désignons par
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@/, t les cordonnées de M par rapport au premier j (1, 2, 3);
v/ les composantes de la vitesse v/ de M par rapport au premier ;

X/ les composantes de la force F par rapport au premier;

@ les composantes de la vitesse de translation @ du 2° repére par
rapport au 1*; :
£%. 7 les cordonnées de M par rapport au 2° ¢ (1, 2, 3);

o les composantes de la vitesse « de M par rapport au 2¢;

E° les composantes de la force F par rapport au 2°.

Considérons I'espace 4 sept dimensions produit tensoriel des
espaces IY ®E ®T (2/¢E, cuclidien, v'€E, euclidien, ¢T droite numé-
rique). Les transformations ou changements de repeére galiléen
forment un groupe de Lie (G de dimension 10 dont les équations
en termes finis sont :

gﬂ:—_ag’?—}—affr—}-b"
Vo t=1+4t, i, j, o égaux a 1, 2, 3.
u' —=ala’+a

||#f|| = A désigne une matrice orthogonale de rang 3 dépendant
des 3 parametres de rotation que I'on peut expliciter en utilisant la
représentation de Cayley (‘) A—(E —38) XX (E+S)™" dans laquelle
S désigne une matrice symétrique gauche de rang 3, E la matrice
unité de méme rang.

Pour le groupe G « prolongé holoédriquement » [au sens d'Elie
Cartan (*)] au moyen d’'une matrice orthogonale de rang 3, L =||Lf|
arbitraire il existe 10 formes de Pfaff invariantes (formes de Maurer—
Cartan)

wf = Lédv/ = Afdo® p variant de 1
of = LE(de/ — o/ dt) = A§(dE° — a°dz) p’ variant de 4 &
w'=d! —dr.

Le produit ||dL|| [IL="|=/[|dA||.||]A||"* donne naissance a 3 formes
en ayant posé A —||LJ|.[|A].

Parmi ces dix formes, les six premieres sont indépendantes des
différenticlles des 3 parametres de rotation. Il en résulte que pour
un point matériel qui n’est soumis & aucune force les formes diffé-

(*) Cf. Hermann Weyi. The Classical Groups Princeton, 1946, pp. 56 4 62.
(®) Cf. Cartax Llie, La théorie des groupes continus et finis, Gauthier-Villars, 1937,
pp. 121 et 134,
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rentielles génératrices des équations différentielles (*) du mouvement
que nous cherchons, invariantes dans les transformations du groupe
G s’obtierdront en éliminant les 3 paramétres de rotation entre ces
six formes.

Cette élimination peut s’effectuer en utilisant soit 1'algébre ordi-

naire, soit l'algébre extérieure (") et les propriétés classiques des
matrices orthogonales

3 3
Y. FE=o0 pour iz£j- Y EF=1 pour i=j.
p=t =1
a) En utilisant I'algébre ordinaire on obtient :
3

(@) 4 (07 () = 3 (da! —Vdly

Jj=1
3
(0 4 (@) () = 3 ()

Jj=1

3
II o't oo’ o'’ =3 (d—vd).d'
=t

b) En utilisant 1'algébre extérieure

Il o'Ao'+4 o’ A’ 4o’ A o’ =Zkd' /A (d/ — v/ dt)

& |& o] o, i£j
kU_E,(; j_%l, l:J
IV o' Ao AN+’ A" A’ Ao’ + o’ Ao’ Ao’ Aw'.
v %wﬂ/\w"/\w‘
0.)‘/\0)5/\0)6

On remarquera qu’'au sens de l'algtbre extérieure la IV¢ forme

est au facteur ;l—' prés le carré de la III*, que les deux formes V
peuvent étre remplacées par leur produit qui est au facteur ﬁ pres est

le cube de la III*. Si bien qu'en algébre extérieure on est conduit
a une seule forme génératrice des équations différentielles du mou-
vement, tandis qu'en algébre ordinaire on est conduit soit & deux
formes du type I, soit & une forme du type II.

(%) En anticipant sur ce qui suit, il est possible d’associer & un systtme d’équations
différentielles des formes, appartenant & des algébres graduées, qui au moyen d’antidéri-
vations engendrent le systéme.

(") Cf. N. Boursaxki, Algébre multilinéaire, Actualités scientifiques, n® 1044, Hermann
et Gie, Paris, 1948, pp. 53 & 76.
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Dans le cas o le point matériel M de masse m est soumis a

—>

une force F le postulat (3) F=m %) conduit 3 remplacer dans

of o(1, 2, 3) dv' par (mdv' — X' dt), X! composantes de la force par
rapport au premier reptre.
De I'étude précédente résulte le théoréme.

Tutorime I. — Il existe trois types de formes différentielles géné-
ratrices des équations du mouvement d’un point matériel invariantes
dans les transformations du groupe galiléen

_L: i Y5\
A \s_gm}r(mdv X' dt)
)e:?g(w—wt)’

\

B f= E 8y(dz' — v'dt)(mdv/—X/dt) 3, symboles de Kronecker,
C o= 2 ky(mdv' — X'dt) A\ (do/ — /dt) k;symbole de Kronecker.

Les équations différentielles du mouvement s’obtiennent en annu-
lant les dérivées partielles du premier ordre des formes précédentes
par rapport aux différentielles da’, dv’ des paramétres de position et
de vitesse.

En ce qui concerne l'algébre extérieure rappelons que si
Q=A, ..., de"Adz"*A.--\dz", i,---ir étant r indices variant de 1 3 n,

_OQ —_ p+1Aige--ir Jni i ip—1 ip+1 ir
b(dm"")_(—l) Alindeh N\ dx dx?~' N\ dx /\ dx*.

Choix entre les trois types de formes différentielles invariantes dans
les transformations du groupes galiléen. Forme extérieure de Cartan.

En principe les formes des trois types précédents sont génératrices
des équations différentielles du mouvement. Lorsqu'on effectue un
changement de variables T portant sur I’ensemble des paramdtres
de position et de vitesse '—=—a' (p*, t), v/ =v/(p*. ) (a« variant
de 1 & 6) les trois types ont respectivement pour expression

gs = sugdptdph — Qudo* di+—s,, P

fe= = gupdo®dof — [, dg dt ++ = g,,de,
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en posant
Sap=m3 o W
aﬁ—_ ‘pra. bPB

Q. —8u< g mbv"b_vf')

bp 0p* ot
~ bU bv'l -bv'/
———_ J Xt
\ 8”XX+ % o ot YT ot
-—ms.éii.i’ﬂ
. .
p%_,,,&(,, )
dpa  dpa ot
c oo ot d dxt
— il - 2 T
g°°—m8"<vv R vl)

expressions dans lesquelles J; désigne le symbole de Kronecker

B S=fapdp*do? — f, do® dt 4 f, dt*.
Dans f, (fup, faor f,,) définissent un tenseur symétrique fonction
de (p*, t) ayant pour expression
o' o
T =muags o
o Lo » o' o
fdo_msifv bpa+8ux bpa 8!/ bt‘ bP —m pra bt
; v/ oz’ 0/ oz
— v’ X/ — ' — e — XY
Soo =00’ X) —mdw o ~+ mdy SEY 3y ~
C w =kqp(dp* A\ dof) — ko, dp® A di
ot (ksg, kq4,) est un tenseur antisymétrique fonction de (p*, ¢) ayant
pour expression

' '
2p% dpP
(I 1) kyg=mhk, fmf;
0p% dpP
:: °;’t ' v/
ky, — — mk; mk i (302 ot | — kX |op2 ¢ |-
‘ m’am'oy+ f; . f) .
bp“ ot

Remarquons que les deux formes du type A ne s’expriment pas
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en général immédiatement en fonction des différentielles des inté-
grales premiéres du mouvement, tandis que la propriété est immé-
diate pour les deux formes B et C: B est une forme quadratique a
discriminant nul d’aprés son origine donc s’exprime au moyen
de 6 différentielles qui, pour un choix convenable des intégrales
premiéres, peuvent étre les différentielles de ces intégrales; G est
une forme extérieure réductible & une somme de 3 produits exté-
rieurs de deux différentielles et par suite pour un choix convenable
des intégrales premieres C* s’écrit

= k,pdC® /\ dCP

kg tenseur antisymétrique fonction des G* et de ¢.

Traditionnellement la mécanique est construite & partir du quo-
tient par dt* de la forme particuliére s du type A obtenue en envi-
sageant les transformations particuliéres

' =1'(q", 1), vj__-~ "—Jr——-

Elle conduit au principe de Gauss-Appell et aux équalions de
Lagrange : les équations du mouvement rendent minimum la forme
quadratique en ¢ non homogéne

;1% = ‘;‘ suqg"q* +sng"q' — Qug*.

Cette forme ne nous donne pas de renseignements immédiats sur
la nature du probléme de l'intégration du mouvement puisqu’elle
dépend du pseudo-groupe ponctuel (¢, ¢)(*). D’autre part cette
forme de Gauss-Appell n'est pratique que pour des liaisons holo-
nomes et lindairement non holonomes; nous verrons au chapitre it
que la notion de liaison est susceptible d'une large extension et les
calculs conduisent a envisager les transformations les plus générales
portant sur I'ensemble des variables position et vitesse. Pour ces
raisons les formes B et G se révelent plus intéressantes.

Entre les formes B et C il y a une différence importante : G ‘est
bilinéaire tandis que B est quadratique, donc les calculs sont plus
31mp1es avec C qu’avec B; de plus la forme C conduit immédiate-
ment & 'invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan.

Le fait que la forme C ne fait intervenir comme différentielles que

(®) Le pseudo-groupe qui intervient est celui de la variété V,, , (.
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les différentielles des intégrales premitres peut encore s'établir
comme suit: considérons un deuxiéme systtme de différentielles J.
On peut associer a la forme o la forme bilinéaire w(3, d)

0. D=8\ o - 30F A S B s
= kap[0p* /\ dpP — 8pF A dp | — k[0 N\ dt — 8t A\ dp?].

dw  dw

odp®” adph
et @T) (conséquence des précédentes) si on considére dans |'espace
4 7 dimensions une variété quelconque y a une dimension le long
de laquelle la différentielle est &, sur la variété V, & deux dimensions
epgendrée par les llgnes intégrales du systeme différentiel des équa-
tions du mouvement s’appuyant sur y, (8, d)=o0. La forme v(c, d)
linéaire par rapport au systéme de différentiel d étant nulle sur les
lignes intégrales des équations du mouvement appartient au sous-
module des dillérentielles des intégrales premiéres, en d’autres
termes w(3, d) s’exprime au moyen des différentielles des intégrales

Les équations différentielles E du mouvement annulant —

premitres. Si maintenant on prend §=—d, comme w.—_%m(d, d)

la forme w de degré 2 s’'exprime uniquement au moyen des inté-
grales premiéres C* de E.

L 2) w = kogde® A deP

ke «p tenseur antisymétrique fonctions des C* et de ¢.

Le résultat précédent peut encore s'exprimer ainsi : Quelle que
soit la variété & une dimension pour la variété V, a deux dimen-
sions engendrée par les lignes intégrales du systéme différentiel E

s'appuyant sur v l'intégrale f; w(¢, d) est nulle.
(I, 3) fv' 3, dy=o.

Nous dirons avec M. Lichnerowicz (*) que w engendre une relation
intégrale d’invariance absolue pour le systéme des équations diffé-
rentielles de la mécanique du point matériel.

Cas particulier. — Si do—0 ® ne s’exprime qu'au moyen des
différentielles des intégrales premiéres de E et réciproquement.

(°) Cf. M. Licanerowicz, Bulletin des Sciences Mathématiques, tome LXYX, 2¢ série 1940,
p- go.
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o peut s’exprimer sous forme canonique en groupant deux a deux
les intégrales premiéres

w= 2 ko, de* Nde*  avec a*—a-+}3

dw = o entraine le fait qu’un coefficient k,,. n’est fonction que des
deux intégrales C*, G*. En effet si u désigne une des variables
intégrales premiéres ou temps dw est somme de termes de la forme

Oha,: du N dc* N de*
ou

dw étant nul Ok,

—o donc k,,. n’est fonction que de C* et de C*'.
Par un changement d'intégrales premieres de la forme
Ce — Ca(.Ea" Ea)’ et — Ca(Ea" aa)

w devient

3
I b) o= de* A dc*
a=1
et par suite s’exprime uniquement au moyen des différentielles des
intégrales premiéres de E.

Invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan. — dw étant nulle,

w est une forme fermée, il existe dans I'espace homéomorphe a R’
3

une forme de Pfaff o' tel que w =dw'. D'aprés (I, 4) ' = 3} ¢*.dc*
a=1

admet pour différentielle w et ne s'exprime qu’au moyen des

intégrales premiéres du mouvement et de leurs différentielles; o'

engendre un invariant intégral absolu pour les équations différen-

tielles E du mouvement. Si on considére la variété V, a deux dimen-

sions engendrée par les lignes intégrales de E s’appuyant sur une

variété a une dimension quelconque vy, l'intégrale (3) devient
o= [ —w( d) :fv! d[&'®)] = [, ®'®)

Fuv, désigne la frontiére de V, constituée par un arc de courbe y,MM’,
par les arcs d'intégrales de E, MM, M;M’, issues des points M, et M;
et par 'arc MM'. Le long des arcs MM, et M;M’ '(Z) étant une forme
linéaire des dilférentielles des intégrales premieres de E est nul. 11

en résulte que fh_@’(a) s¢ réduit aux deux intégrales prises le long
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de y, et de y, v déduit de y, au moyen des trajectoires solutions

de E; d'on
L 5) [ B O =[50,

L’égalité précédente exprime que @' engendre un invarant inté-
gral absolu.
Si I'on revient a I'expression de w.

o =" kj(mdv' — x'dt) )\ (dz/ — v/ dt)
= mky dv' \dx/ — mk ' dv’ \dt—+ kX' do N\ dt

dw=—o0 impose a la forme de Pfaff k;X'dz’/ d’étre fermée, par suite
de se réduire a la différentielle d’'une fonction U, d’ou

(I, 6) w = mk;dv' \do/ — dH A\ dt.

3
AvecH=T—U, T= % ¥ m(v')* demi-force vive, U fonction de

force. (I, 6) montre que w est la dérivée extérieure de
3
o'= 3 mvds' —Hdt.

La forme w' engendre l'invariant intégral d’Elie Cartan (10); elle
différe de la forme &' (I, 4) d’une forme fermée.

Le fait que la forme w de degré deux ne fait intervenir comme
différentielles que les différentielles des intégrales premidres et que
dans le cas ou dw est nulle, w est la dérivée extérieure de la forme
engendrant 'invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan conduit
a la choisir comme forme génératrice des équations différentielles du
mouvement d'un point matériel et a la placer a la base de la méca-
nique newtonienne.

Nous résumerons I'étude précente dans le théoréme suivant :

Tuéorime II. — A tout point matériel de masse m, de coordonnées

@/, animé d’une vitesse de composantes v', soumis a une force F de
composants X' par rapport & un triédre galiléen orthonormé on peut
associer une forme différentielle extérieure de Cartan du deuxieme
ordre possédant les propriétés suivantes :

1. w est invariante dans les transformations du groupe galiléen, en
d’autres termes a méme expression par rapport a tout repére galiléen
orthonormé.
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2. les équations différentielles du mouvement du point sont les équa-
lions associées d w au sens de Cartan.

3. w est unique.

4. o s’exprime uniquement en fonction des différentielles des inté-
grales premiéres des équations du mouvement, les coefficients étant
un tenseur antisymétrique fonction des intégrales premiéres et d’une
variable t par exemple; si dw—=—o0, w ne s’exprime qu’au moyen des
intégrales premidres et de leurs différentielles.

Rappelons que lorsqu’on utilise les variables usuelles («/, o, ¢)
o sous forme développée s’écrit :

(I, 7) o=mkydv' Ade/ — mkp'dv’ \dt+ kX' do’ )\ dt
k; symbole de Kronecker.

Les équations associées & w sont les équations classiques de Newton

ow i i Jf) —
I m(dv' — X'dt) =o
dw i y
_— J— v/ dt) — j—
b(dv‘)_m(dw vdty—=o (i, j=1, 3, 3)

qui interprétées géométriquement dans I'espace euclidien E, signi-
fient

—

do & dOM__ %

L’existence de w et les équations associées constituent la traduction
analytique naturelle des quatre postulats de la mécanique newto-
nienne du point matériel.

RemarQuEs. — 1. @ se compose en deux parties : l'une ciné-
tique o, . ' o
w, = mky dv’' \ dx/ — mkp' dv’ /\ dt

qui est une forme fermée

3
w,—=d(k;mv'de’ —Tdt) T désignant la demi-force vive L Y m(v')
'autre dynamique w, 2 =1

(1%) Cf. M. Elie CARTAN. Legons sur les Invariants intégrauz.. Paris 19aa, pp. 1 a 6.
(") Cf. M. GaLLissoT. Annales de la Faculté de Grenoble, tome III, 1951, pp. 277 & 285.
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produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le
point par la différentielle du temps.
2. Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées

4 © qui lient les paramétres de vitesse aux paramadtres de position,
comme le montrent en particulier les équations

dw

_qw J ) Jf —
b(dv')_dm vdt—=o.

3. Signalons que la mécanique relativiste du point matériel peut
étre construite comme la mécanique newtonienne au moyen d’'une
forme extérieure w, invariante dans le groupe de Lorentz, et que la
forme génératrice des équations de la mécanique newtonienne est la

limite de la forme w, quand on fait tendre le rapport B:—% vers

zéro, v désignant la vitesse du point matériel, ¢ la vitesse de la
lumiere ('*).

4. Il est également important de remarquer que la forme w peut
s’exprimer au moyen de six formes de Pfaff construites sur les diffé-
rentielles des parametres position vitesse temps, formes qui s'intro-
duisent logiqueément dans les problemes d’intégration et dans I'étude
de certaines liaisons,

0 =K zw* \wf K.g tenseur antisymétrique («, f=1 2 6).

ExempLes. — 1. Point pesant lancé suivant la verticale ascen-
dante et soumis & une résistance fonclion de la vitesse mf{(v).

m étant la masse de ce point, V la vitesse, g l'intensité de la
pesanteur, z la cote, w s'écrit

-(:T —dvA\dz:— [vdv + gdz +f(v)dz] Adl

ou encore

& =g+ ;1 + 4] A [+ ]

w ) .
— sexpnme donc au moyen des deux formes
m

et s

équations du mouvement la dérivée extérieure de chacune d’elles

PR TR

> qui annulées sont d'aprés la théorie précédente les
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étant nulle, en d'autres termes chacune d’elles étant fermée, le pro-
bléme est ramené aux quadratures. ‘

Sur cet exemple simple on saisit le procédé qui nous permettra
I'étude de cas d’intégralité des équations du mouvement.

2. Point mobile sous I'action de forces données X, Y, Z, fonctions
de x, y, z d’autre part soumis & une résistance de milieu mf(v)
opposée a la vilesse. En prenant pour paramétres de vitesse les coor-
données sphériques du vecteur vitesse v, ¢, 8, pour parametres de
position les coordonnées , y, z du point par rapport & un triédre

, LLw® o, .
fixe, m étant la masse du point — s’écrit :
m

—:;’;- = (dv sin § cos § - v cos 6 cos Ydf — v sin 0 sinddd) A dz

- (dv sin 0 sin § v cos O sin Ydh -~ v sin B cos Yd) A dy
- (dv cos 6 — v sin 0d0) A dz — (vdv — Xdz — Ydy — Zdz) A dt

— f(v)(sin 0 cos ydz +- sin 0 sin Jdy - cos Odz) A\ dt.

Cette forme d’apparence plus compliquée que les équations clas-
siques met en évidence les intégrales premiéres du mouvement pour
certains choix de X, Y, Z. Ainsi pour un point pesant X —o, Y=o,
I—=—mg

’—(’:; = [dv—+ f(v) dt+ g cos O dt] A [sin 0 cos ydox - sin 6 sin Jdy

—+ cos Odz — v dt] - [vd) — g sin O dt] A [cos 0 cos Ydx
~+cosfsin $dy —sin 0dz] 4 vdy A [— sin 0 sin ¢dz - sind cosJdy].

Les équations associées s’obtiennent en annulant les 6 formes
placées entre crochets ; en particulier

dy—=o0 dv-}[f(v)+gcosb]dt=0 vdd —gsinbdt—o

dont l'interprétation géométrique est immédiate: projection des
forces sur la tangente et la normale a la trajectoire.

3. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.

Soient i I'angle d’inclinaison du plan horizontal, fle coefficient de
frottement, m la masse du point, Oz 'axe dirigé suivant la ligne de
plus grande pente du plan, Oy directement perpendiculaire. Prenons
pour paramétres de vitesse les coordonnées polaires v, «, de la
vitesse V, pour paramétres de posilion z, y. & —=w,— 0y

2
w, = d[mv cos adx —+ mv sin ady — m 3;— dt]
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d symbole de la dérivée extérieure
wqg=mg sin i dz — fmg cos i cos adr — fmg cos i sin ady] A dt

LY

o)

(=9

= dv /\ (cos adx -+ sin ady) - vda /\ (—sin a dr —+ cos « dy)
—vdv /\ dt 4 [gsin idz — fg cos i (cos adz -+ sin ady)] A dt

i:l- = [d(v sin &) 4 fg cos isin a dt] A [dy — v sin a dt]

- [d(v cos &) 4 (fg cos i cos & — g sin i) dt] A [dr — v cos a dt]

—'-nw—est exprimée au moyen de 4 formes indépendantes qui égalisées

3e

a zéro donnent les équations différentielles du mouvement. dont
I'interprétation géométrique est immédiate. L’intégration de ces
équations sera effectuée au chapitre vi comme application d'une
méthode générale.

§ 2. Forme extérieure associée a un systéme matériel paramétrique

Nous considérerons avec M. Brelot ('*) un syst®éme matériel S.
comme porleur

1. d’une distribution de masses >0 ou mesure > o notée m(e)
fonction finie >o0 d'ensemble borélien borné, complétement
additive ;

2. d’une distribution de forces, champ de vecteurs de mesure F(e).

Fonctions et ensembles boréliens élant supposés bornés, nous
allons montrer qu'on peut associer a un systtme paramétrique une
forme extérieure Q — Q. -+ Q,.

a) Calcul de Q. — Considérons dans un espace cuclidien
a4 3 dimensions un ensemble borélien borné D, et I'ensemble variable
borélien borné A qui, pour chaque valeur des n— 1 paramétres
réelles ¢' (i variantde o a n, avec ¢° =), est en correspondance biuni-
voque avec D au moyen de la fonction vectorielle borélienne en M

(I, 1) O =F(M, ¢)

Le domaine A est déterminé géométriquement par la donnée du

('?) Principes mathématiques de la mécanique classique. Artuaun, Girenoble, p. 10 & 1q.
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point ¢ de coordonnées locales ¢' dans l'espace des paramétres. En

supposant I'existence des dérivées premiéres de 7 par rapport aux ¢'
bornées pour M variable dans D et les ¢' bornées, par différentiation

de (II, 1)

> of g

Nous avons vu au § 1 que la vitesse d’'un point matériel pouvait
étre défini arbitrairement el que les équations associées a la forme w
indiquait la maniére dont les paramétres de vitesse étaient liées aux
parameétres de position du point. Il en résulte que nous définirons la
vitesse de la maniére suivante. Soit une autre fonction vectorielle
borélienne en M

(IL, 2) Vo=V(M, ¢ )
des (n—- 1) paramétres ¢' et de n autres parametres p* bornés,
admettant pour M dans D quelconque des dérivées premiéres bor-

nées par rapportaux ¢'et aux p®. V(: sera appelé vitesse du point .
Par différentiation de (II, 2)

T

w=—dg'+ — dp*.

b= T

Les projections de da; et de dV;I sur trois axes d'un repére
galiléen orthonormé définissent da’/ et dv'; au point M de D en
correspondance avec le point w de A est associée la forme w,

Y7
=kydv' N\ dod — kgpidy’ N\ dt =k, o' af dp* /\ dg"

‘jbwab h
. P oq ,
bvﬂbj_ oY

Sy { A __ Loy 2 a fﬂ h

w, est ainsi unc forme de degré 2 définie sur la variété V,,, des
(2n+ 1) paramétres ¢, ¢, p*, fibrée, la variété de base étant la
variété espace temps de configuration V, . A 'ensemble matériel A

est associée la forme (Q,— fD w.om définie sur la variété V,, . le

symbole f étant celui de I'intégrale de Radon.

Q. =kyde® N\ dg' 4 kpdg' N\ dg* — ky de* N\ dt — ky, dg" N\ dt
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avec

o' Qﬁ w aff ' dff

kdi: i k = ki' —_— e — —

ﬁk’bp o " f ’(07 ‘dg" dq" bq‘>8m

o/ v df!

ao-fk” Sm—fk"’b“bt :

—fku - fku QBQf_’“EEI S\ o
dq o dgh  dg" ot
Remarquons qu’on peut également calculer (), comme dérivée

extérieure de
[/ (.07 )m— L [ (VYo
D 2 D

et que ce calcul peut se faire en substituant aux différentielles des
paramérres de position dq’, des formes de Pfaff construites au moyen
de ces différentielles, les coefficients de ces formes étant des fonctions
boréliennes en M et des parametres ¢', On obtient ainsi pour la
partie cinétique Q, de Q

Q, = kon(0° A\ 07) — kg (w7 A db)

w°, o™ désignant 2n formes de Pfaff construites sur les différentielles
des paramétres de position ¢' et de vitesse p%, (kyr, kg,) un tenseur
antisymétrique fonction des ¢' et p*.

b) Calcul de Qd. — Le calcul de la partie dynamique de Q pré-
sente une difficulté jusqu’a ce jour non résolue, provenant du fait
qu’il n’est pas possible de définir une mesure de forces intérieures
4 un systtme (') ("*). Aussi procéderons-nous axiomatiquement.

Soit F . une mesure vectorielle de force définie sur A que nous
appellerons avec M. Brelot dyname. L’exposé qui suit est conforme
a celui adopté par I'auteur précité.

Soit un champ de vecteurs w, appelé champ de vitesses virtuelles,
défini sur A. Posons

P;:-_fAZ.S_I?,.

Par définition P(;) est la puissance du dyname F, relativement
au champ virtuel w. Le travail élémentaire G, de F, relativement

(*®) Gf. M. Breror, Annales de I'Université de Grenoble, T. XIX, 1943 ; T. XX, 1944.
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A w pendant le temps dt sera
6,=Pz.dt.

Si on prend w__u —gq @ vanant de 1 a n) la puissance

P2 a pour expression
>\ — b,? W—0.4¢
o= [f oq' SF,] 7=

_ [
Qi'—‘ oq,SFe'

en posant

Considérons alors la forme de Pfaff 1 = Q,dg'".
D’apres la définition précédente = est égale au travail élémentaire

de la mesure de forces —I:‘, dans le champ =" ¢
0

Dyname impuissant. Si la puissance P; est nulle, on dira que

. est impuissant pour w. Ainsi si w se réduit & un champ de
moments ou & plusieurs champs de moments définis sur A, alors

F, sera lmpuxssant chaque fois que le systéme de forces F, sera un
systéme de vecteurs équivalent 2 o.

Ces définitions étant posées, pour chaque partie ¢ de A, on consi-
derera le dyname F, comme la somme d'un dyname équivalent, dit
dyname extérieur F)i, et d'un dyname équivalent a o, dit dyname
intérieur F,,. Dans les applications que nous nous proposons de

développer le systéme S sera constitué par un ensemble de solides.
Nous admettrons le postulat suivant:

Pour tout champ de moments la puissance des forces intérieures est
nulle. — 11 résulte de ce postulat les conséquences suivantes :

1. La puissance des forces extérieures sera calculée pour chaque
solide en prenant pour w un champ de moments propre & chacun
d’eux.

" D'ou la partie dynamique Q, de Q c'est-a-dire

Q,=Q,dg'A\dt.

(*) M. R. pe Posser. Sur les principes mathématiques de la mécanique classique Gazeta
de Matematica, n° 28, 1946, Lisbonne.
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Q; fonctions de (¢', p",t), ¢' paramétres de position, p" paramétres de
vitesse.

2. La partie cinétique , de Q doit &tre calculée avec le méme

champ de moments puisque dﬁ;::?[idq‘ intervient dans ().
(), étant la dérivée extérieure de oq

j" (V,d0p)im — % [ (¥, )om
D ! 2

D

En prenant d(_);:%:dq‘. V“:b%]["Ph en est conduit a deux

expressions classiques de Q,
f (@, d(—):‘ﬁ”‘:[ f o lﬁm]p“ dg' = grp" dg’
LI pdg" d

en posant g, :fb r 2 ‘3m tenseur symétrique covariant d’ordre 2

I 3 0 ; .
T= e f‘; <V u)’&m [fb‘q/‘ S:]£ ]p‘p“:—;—-ghip"p‘

d désignant le symbole de la dérivation extérieure
Qc - d<ngh dq - th P( dt>

Forme Hamiltonienne de (). — Le choix des paramétres de
vitesse p" étant arbitraire on peut poser

Pi= gnd"

opération toujours possible puisque 2T —g,;¢"s' est une forme
définie positive de rang n (det g, o). Pour envisager simultané-
ment le cas ou les liaisons holonomes dépendent ou ne dépendent
pas du temps nous ferons varier les indices i et A de 0 & n avec
dqozdt, g, =1

k=gt
I =T,+ T, Ts
p=T—1 o,

Z
%, -
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d’ou
Q.= d[‘g pidg+p,dt —(T,4+T,+T,) dt]
= d[ 3 pidg'— (T,—T,) dt]'
Nous appellerons expression Hamiltonienne de (Q,

(1, 3) Q.= 2, dp: \ dg' — d(T, —T,) /\ dt

dans T, partie quadratique de T exprimée au moyen des p*, on doit
donc substituer aux p* leur valeur en fonction des p calculé au moyen
des équations

Pi=gup" + gio:

Si les liaisons ne dépendent pas du temps ¢

Q.= é dp; N\ dg' —dT A dt.

Forme Lagrangienne de (},. — En remarquant que
=T
Inf” = 201
_ T T
(L, 4) Q;—d(bpidq Tdt)—bpibph<dp A\ dg)

6T TN g AT T

C’est cette forme de (), qui conduit aux équations de Lagrange.

3. Définition d'un systéme paramétrique holonome. — Un sys-
téme paramétrique holonome est un ensemble de solides et de points
matériels dont la partie cinétique de ) est susceptible de revétir la
forme Hamiltonienne ou Lagrangienne.

4. Variété Riemannienne et repére naturel R. — La variété
Riemannienne V, _, associée au systeme holonome est I'espace temps
de configuration muni de la métrique

ds* =g, dq' dq" -+ g,.dg' dt 4 g,, dt® (i, h, variant de 1 2 n).
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En un point M(q t) de cette varlété le repere & est défini par les

(n— 1) vecteurs eo, e tels que e e,,_._g‘,,, e o€i = Goi+ (eo) = Goo-
Nous appellerons repére naturel Ren M le systéme des n vecteurs

;,.. R se déduit donc de R par suppression du vecteur e, Le point
image du systéme sur la variété V,,, a pour vitesse » un vecteur
ayant (n—+ 1) composantes contravariantes (§', 1) v :_g—+— q‘;,-.
Pour les besoins de la mécanique lorsqu’on dit que le systéme
dépend de n parametres de vitesse g, on considére donc v dans le
sous-espace R. v—e " les ¢' sont les composantes contravariantes
de v dans R. Rappelons également que par rapport & R un vecteur

> . i .

X de composantes contravariantes X' a n composantes covariantes
X;=guX" et qu'on passe des composantes covariantes aux compo-
santes contravariantes par les formules

XA = g"X, avec - mineur relatif & g,, dans det|g.,|
det Igih‘

5. Force généralisée. — Nous avons caractérisé une force appli-
quée & un systéme par la puissance P —= Q4 (i variant de 1 a n).
Les Q; sont donc les composantes covariantes de la force généralisée
par rapport au repére. Remarquons que la puissance réelle est
£=0Q4'+Q,. C’est donc la puissance par rapport au repére
Riemannien R. Lorsque nous caractérisons le systtme des forces
extérieures par la partie dynamique de Q, Q,—= = A dl, © =Q.dq¢'
est une forme Pfalf définie sur une variété V, _ , ou V, (systtme
indépendant du temps).

syst®me sont les équations caractéristiques de Q.
Forme Hamiltonienne
Q = ap, A\ dg' — [d(T, — T,) — Q, dg'] A dt.

oL dp; — (T To) g +Qudt=o,
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Forme Lagrangienne.

— b:;' dp" N\ dt — ig"dqi/\ dt+ Q,dq' N dt,
2
b(—z%:;%ldq‘—%dtzo,
b(zid_gti‘):_b—g‘%'dph bp‘bq" q +bo"bq ——%}idt—{—Q,dlzo,
or ﬁ} up", b—;% = gu» il en résulte que les n premiéres équations

s’écrivent encore 5(%%‘3 =gu(dg' — pldt)=o0 d’otr dg'=0p'dt.

Les n dernitres compte tenu de dq'=/p'dt prennent la forme de
Lagrange en remarquant que

T v OT T

= ok —dt,
bphbql q bpkbqlP dt anid
d (dT T
dt(p) dt—Qidt_o

Ces n équations conservant la méme forme dans les transforma-
tions du « pseudo-groupe » ponctuel ¢'= ¢'(r*, ¢) portant unique-
ment sur les variables de position ¢ sont traditionnellement placées
a la base de la mécanique rationnelle. Elles ont I'inconvénient de se
montrer peu maniables dans la recherche des cas d'intégrabilité, ou
des propriétés topologiques des trajectoires. C’est pourquoi il est
préférable de considérer les équations du mouvement comme les
caractéristiques d'une forme de degré deux.

Forme générale. — Si on effectue sur les paramétres de position

q' et les parametres de vitesse p; un changement de variables
quelconque

=p* t)  ¢'=q(" 0
« variant de 1 & 2n en désignant par w* deux n formes de Pfall' en
dz?, Q s’écrit
Q =kygw* A 0f — ky 0 A\ di
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(kags ko) tenseur antisymétrique d'ordre 2, fonctions des x?, ¢. Les
équations prennent la forme générale

.10}
S‘(E - kar@(l.)p —_ kd.o dt = 0.

7. Pour que la théorie ainsi construite ait un sens au point de vue
physique il faut évidemment que dans les applications les forces
appliquées soient bornées en grandeur, la rigidité des hiaisons inté-
rieures devant étre respectée.

ExempLe. — Calcul de Q pour un solide mobile autour d’un de
ses points O fixe.

Oxyz désigne un triddre invariablement lié au corps (triédre
mobile) Q, 4+ Q,=Q ‘
Qe= [ (kydv' A\ da’)8m — [ f kp'do3m| A\dt i j(1. 2, 3)

par rapport a tout triédre Galiléen. Pour utiliser les axes mobiles il
faut donc calculer par rapport & ces axes les différentielles absolues
des parameétres de position et de vitesse.

x, y, z désignant les coordonnées du point M fixe par rapport au

triedre mobile, 1, ; k étant les vecteurs unités des axes mobiles :
OM =i —|—yj -+ 2k
dOM = adi + ydj -+ 2dk
o', o', »® désignant trois formes différentielles de Pfalf construites

sur les différentielles des parametres caractérisant le déplacement du
triddre Oxyz (angles d’Euler ou tout autre systéme)

Sdf = w’:])' — o'k

> T 7
dj =o'k —w’

- R >
dfk—=wi—w

dOM = 7(;(»“ —yw®) -}—f(wm’ —z0’) 4 Z(yw‘ — zw?).

Prenons pour paramétres de vitesse les composantes p, q, r, par
rapport aux axes mobiles du vecteur rotation instantanée

V=(qz — ry)i 4 (re — p2)j 4 (py — g k.
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La partie cinétique Q, de () se calcule comme dérivée extérieure
de la forme scalaire

f (V. dOM)om — & [ (V)'sm
S, (V. dOM)im = [ [(g2 — ry) (w2 — w'y) |
+ (rz — pz)(0'z — w'z) - (py — qz) (0'y — 0'z)|3m
=po' [ (7 +2)0m+gu’ [ (@ +2)dm+ro’ [(2*+y)m
— (ro*4-q”) [ yzdm —(pw’+ro') [ze8m—(qo'+po’) [‘zym.

En choisissant pour triédre Oxyz le triedre principal d’inertie en O
et utilisant les rotations classiques :

A= f(f +2¥m B= f (Z42)m C= f(w* + y*)8m
/; (V. dOM)8m = Apw' + Bgow* + Cro®
-;‘ fc (Vm)gam = l? (Ap®>+ Bg* 4 Cr?)

d désignant le symbole de la dérivation extérieure

Q.= Adp A\ o'+ Bdg A\ 0* + Cdr A\ o*
+ Apde' 4+ Bgdw® 4 Crdw® — (Apdp + Bqdg - Crdr A\ dt.

Le calcul de dw', dw®, dw® résulte des différentiations extérieures
des relations vectorielles

d=wj—ok, d=--, di=-
0 =do’j — dw’k — v’ A (w’z — mfi) + o’ A (w’? — w':;')
ou (dw® 4 o' A w2)7 — (do® 4+ 0®* A\ w)z —=o0 et les analogues
c’est-a-dire
do’=— (o' A w*); do'=—(0'A0"); do’=—(o'Aw")

équations de structure du groupe des déplacements autour de O.
Il en résulte 'expression de ),

Q.= Adp \ o'+ Bdg A ©* + CGdr A\ o*
— Ape’ A 0 — Bgo® A 0' — Cro' A
— (Apdp -+ Bqdg + Crdr) A dt.
Calcul de la partie dynamique Q, de Q
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Les forces extérieures sont définies par leur puissance
P—=Lp-+Mq+Nr
d’ou la forme de Pfaff
n—=Lo'4+Mw*+No® et 1= (Lo' +Mo® 4+ Now) A dt

en désignant par L, M, N les composantes du moment résultant par
rapport & Ox, Oy, Oz des forces appliquées au corps d’ot

Q= A(dp A\ )+ B(dg A o)+ C(dr A o)
— Apw’ A\ 0 — Bgo® A\ w' — Cro' A o’
— [Apdp + Bgdg + Crdr — (Lo' + Mow® 4 No®)] A dt.

Equations différentielles du mouvement :

Z?—-ﬁ%:—A.dp—+—qu“—Crm’-—l—l.uit:-.o
X Bdgt Cro' — Apw' +-Mdi=o0
A o Gdr 4 Apu —Bgu' +-Ndi=o
b—??_—_A(w’—pdt)zo
@:B(w2_th)=0
2 = ' —rdy=o.

Les trois premidres équations, compte tenu des trois derniéres sont
les équations du mouvement données par Euler.

Calcul de Q, triedre de référence mobile dans le corps et dans
I'espace. — Il est intéressant pour les applications de connaitre
I'expression de (), pour un corps solide mobile autour d’un de ses
points quelconques O lorsqu’on utilise pour tri¢dre de référcace un

trizdre mobile a la fois dans le corps et dans 1'espace. ‘Soien! : f, k,
les vecteurs unitaires du triddre de référence, Q', Q*. Q* trois formes
de Pfaff construites sur les parametres caractérisant la position du
triedre mobile autour du point O fixe, «, ¥, z, les coordonnées d'un
point M du solide par rapport au triédre mobile, ', w’, w® étant
trois formes de Pfafl construites sur les différentielles des parametres
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caractérisant le déplacement absolu du solide, p, ¢, r, les compo-
santes de la rotation ahsolue du corps par rapport au triédre mobile.

dOM — (w2 — w“y):f + (' — 0’2)] -+ (0'y — w'z)k
V=(gz — )i+ (re — p2)j +(py — g0k
Calculons la différentielle de ¢V compte tenu de I'expression des
différentielles de di, dJ dk
di = Q%] — Q%, dj=0%—0Q%, di= Q7 —Q'j
¥ = (g — ydr—+- g — rdy (5 — ps) (— )+ (py — 22 i
+ [@dr — 2dp - rde — pdz - (py — q2) (— Q)+ (gy — r)Q')j
+[ydp — wdq + pdy — gde + (g2 — ry) (— Q) +(rz — p2)Q' |k
dz, dy, dz, différentielles des coordonnées de M par rapport aux
axes mobiles ont pour valeur :
dr = (0* — Q%) — (0" — Q%)y
dy =(0’— Q)2 — (o' — Q')
de=(0'— Q) —(0* — Q)

d’ou I'expression de dv
dV = { — z(qu? —{—rw“)—{—y[pf"—l—q(w — Q") —dr|

+2[pQ 4 H(w' — Q') - dg)
-+ {[qQ' 4 p(w’ — Q%) +-dr]

—yfro* 4 pe'| 4 AgQ* -+ r(w* — Q%) — dp]
+ {alrQ! + p(e* — Q%) — dg] .
+y[rQ - g(0' — Q)+ dp| — 2(po' +- qu) k.

Formons dans I'espace & 7 dimensions l'expression k;dv' A do/
k; symbole de Krénecker

kydv' N\ dal = o’ [dr A\ ’ 4 dg A\ ©* + 2pe* A\ 0* — pQ* A o°
+qQ' A 0° —rQ' A o' 4 pQ® A ©*]

+yldp N w'4dr A o’ 42390’ A o' —qQ° A o'
+rQ* A o' — pQ* A o' 4-qQ' A ]

+2'[dg A\ ' 4dp A ©' +2re' Ao’ —rQ' A o?
1 pQP A 0F — @ A o' 10 A o]
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“+yz[—dr A 0 —dg A\ 0° 4 3ge' A o’ 4 are’ A\ o
+p(Q* A\ 0 —Q* A 0*) — qQ' A\ o° +rO’Aw]

2z —dp A\ 0’ —dr Aow'+ 20’ A 0’4+ 3pe’ A o’
+q(Qs/\wa_Q|/\ws)__rgz/\m2+sz/\w|]

+ay[—dg Aw' —dp A o'+ 2pw’ A o'+ 2q0° A\ o
+r( Q' Ao — QA 0)—pQ Ao 490 A ]

Calculons de méme kv'dv/

kp'dy) = @[ rdr + qdq + pr(0® — Q') — pg(e’ — Q°)]
+y“[pdp + rdr+ gp(w’ — Q%) — gr(e' — Q")]
+2'qdq + pdp +rg(w' — Q') — rp(w* — Q)]
—yz[rdg+qdr+(q’—r')(0' - Q") - pg(w’ Q‘)+r10(w —Q7)]
— za[ pdr+rdp+(r’ — p*)(w* — Q%) — gr(w* — Q%)+ pg(0' - Q')]
—zy[qdp+pdg+(p*— ") (0’ — Q") —rp(w' — Q")+ gr(w* - Q%)].

Désignons par

a=fa;“8m, b_—_fyzam, c:fz“Sm,
D::fysz, E:fzac&m, F:fmyb‘m

et signalons que ces quantités sont en général variables avec le temps
puisque les axes sont mobiles dans le corps et dans I’espace. On en
déduit :

Q= f wlSm= f (kydv' N\ do! — kypidv’ N\ dt)em

Q,=a[dg \ ' +dr A\ 0’4 2pw’ A\ 0*— pQ* A
+gQ' A 0’ —rQ' A o'+ pQ* A w?]
+ bldr A o' +dp N\ ©' +2q0’ A ' — g’ A o'
iAo' —pQ* Ao+ A w']
+ c[dp A o' +dg A\ 0+ 2rw' A ' —rQ' A o
—}—pO’/\w —-qO"’/\w +rQ* A Q']
— D[dg A\ 0*+dr \ ©* — 3qw' /\w —are’ A\ o'
— P N — 0"\ ) 90! A — 2 A
—E[dr Aow'+dp N\ ' —arw /\w — 2pw' A\ o’
—q(Q* N o —O'/\w’)—l—-rO*/\m —pQ* A ow']
— Fldp A w’+dg A\ ' — 2p0’ A 0' — 2q0* A ©°
—r(Q’/\w —Q‘/\w‘)—{—pQ’/\w qQ* A\ ']
— a[qdg—+ rdr+ pr(w* — Q*) — pg(w’ — ) N\ dt
— b[rdr 4 pdp+ gp(e’ — Q°) — gr(w' — ]/\dt
— ¢[ pdp + qdg+ rg(w' — Q') — rp(w* ——02 ) A\ dt
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~+ D[rdg+ qdr+(¢° — r*)(0' — Q')
— pg(0® — Q)4 rp(w® — Q)] A dt
—+ E[pdr—+rdp+ (r’ — p*)(0® — %) |
(@ — Q) Fpg(e’ — Q)] A dl
+ Flgdp +pdg+(p* — ¢°) (0’ — ") ‘
—rp(w' — Q") 4-gr(ew* — Q)] A dt.
Cus particuliers. — 1. Axes fixes dans le corps
a+b=0C, b+c=A, c+a=B, Q=o' Q=) QP=0d°
Q.= Adp A\ o'+ Bdg A\ 0*+ Cdr A\ &°
— Apw* A\ 0* — Bgw* A o' — Cro' A o*
—D[dg N\ 0’ +dr A w' —qo' Ao’ —re® A\ o']
— B[dr Ao'+dp N\ 0° —ro* A o’ — po' A o*]
—Fldp Ao'+dr A o' —pu’ A o' —qo’ A o
— [Apdp + Bqdg + Grdr — D(gdr + rdg)
— E(rdp + pdr) — F(pdq +-qdp)] A\ d
A, B, G, D, E, F sontdes constantes
On vérifie que
Q,=d[Apo'+ Bguw’+ Cro® — D(qw® 4 re’) — E(ro' + po®)
—F(po’'+qo')— i(Ap2+Bq’+Cr"— 2Dqr— aErp— aFpq)dt].

2. Axes fixes dans l'espace
a+b=C, bfe=A cta=B Q=0=Q0=o0

Q. =Adp \ o'+ Bdg A w4 CGdr \ 04+ (B4 C —A) (0’ A w°)
+(C+B—A)p’'ANo'+(A+B—Co' Aw
—D[dg A\ 0*+dr \ 0* —2q(w' A\ 0*) — 2r(e’ A 0")]
—E[dr A o'+dp A\ 0® —2r(0* A ') — 2p(0' A )]
—Fldp A w’+dg N\ o' — ap(0’ N\ 0') — 2q(0* A 0)]
— { Apdp + Bqdq + Crdr — D(gdr - rdq)
— E(rdp +-pdr) — F(pdq +qdp)
+(C—A)pro*+(A — B)gpw’ + (B — C)rpo’
o —D[(§" —r*)w' — pqu* +rpw’]
—E[(r* — p)o’ —gro’+pgu']
—F[(p* — ¢*)w’ — rpo' 4 qro?| § A\ dt.

3. Corps de révolution. L’axe Oz du Iriddre étant 'axe de révo-
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lution, Oz et Oy sont mobiles dans le corps et dans I'espace

a:'gr C:A——C‘
2 2

Q.= Adp \ o'+ Adg \ o* 4 Cdr A\ o°
+ Gpo’ A\ 0+ Cqo* A ©' 4+ (2A — C)ro' A o*
—ArQ' A’ — CpQ* A 0* — AP’ A\ o'
+CqQ' A 0*+ArQ* A o' +Ap¥° A o°
— [Apdp+- Agqdq+- Crdr
+(C—A)pr(w® — Q) — (C—A)qr(o' — Q)] A dt.

§ lII. — Principe de ’étude
des systémes mécaniques sans coordonnées.

L’exposé précédent par son développement pourrait accréditer
I'idée qu'il est nécessaire d’utiliser des coordonnées pour étudier les
propriétés des systtmes dynamiques. On se libére aisément de la
servitude des coordonnées en envisageant la question sous I'angle
suivant :

Un systéme holonome sera caractérisé par une forme Q de degré 2
de rang an définie sur une variété ('*) V,,., : la variété V.., espace
temps étant fibrée et ayant pour fibre V,, pour base la droite numé-
rique ¢, Vin. 4, est ’espace des vecteurs tangents aux fibresde V, ., ('%).
Soient T l'espace tangent i la variété V,,.,, T' I'espace dual de T,
A(T') l'algebre extérieure construite sur T/, somme directe des sous-
espaces vectoriels A" des divers degrés r >> o engendrés par les formes
de degré r.

Opérateur i(z) de M. Henri Cartan('’). — =z étant un champ élé-
ment de T on appelle avec M. Henri Cartan antidérivation définie
par L'opérateur i(x) un endomorphisme de A(T’") de degré — 1 qui

(1%) Gf. M. Cu. Earesmanxy, Espaces fibrés associés @ une variété différentiable, C. R.
Académie des Sciences, t 210, p. 628.

(**) Getle conception de V,, ., se justifie car en un point M de V,, , les n directions
des fibres définissent un repére R, qui lorsqu’on munit d’'une métrique V,. , coincide
avec le repére R défini au § II, 4.

(1) Cf. M. H. Cartan, Collogue de Topologyie, Bruxelles 1950, Masson et Go, Paris.
1ydo, p. 15-37.
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d’une part applique un élément de A" dans A"~', d’autre part pour
aeA?, beA1, abeA"(r—=p—q)

(@)a. b= (i(z)a)b+ (— 1ya.(i(z)b).
L’algébre A(T") étant engendrée au sens multiplicatif par ses éléments
de degré o et 1 (A° est identifié & I'anneau des fonctions numériques)
I'antidérivation i(x) est déterminée quand elle est connue sur A°

et A'=T, elle est nulle sur A°, elle se réduit sur A' au produit
scalaire définissant la dualité entre T et T'.

satisfait a

Pour zel, el i(x). o' =<z o >.

Il en résulte que l'opérateur i(x) appliqué a un élément de degré r
de A(T’) noté (x; Az, A\ --- Aw) s’écrit

* !/ / ’ /v !
i@@A A= 3 (—1)F <@g > A ARA- A
le signe — signifiant que le terme situé au-dessous doit étre supprimé.

Notons encore que I'opérateur i(x) est de carré nul puisque son
carré est nul sur A’ et A'.

Ces généralités essentielles extraites de la conférence de
M. H. Cartan ('"**) étant rappelées, 1'opérateur i(x) applique en
particulier la forme Q de degré 2 dans le sous-espace vectoriel T’ des
formes de Pfaff.

(z)Q=mn
symbole qui lorsque V,... est rapportée & un systéme de coordon-
nées p*, o (0 A an) donne

i(€)Q = kopg(w?dpf — oPdo®)
puisque ) = kq5dp* A\ dp?, kyg tenseur anti-symétrique fonction de
I'anneau A’, x a pour composantes 2*, et que nous supposons le

produit scalaire défini par le symbole de Kronecker.
En particulier avec un systéme de coordonnées Hamiltoniennes

:dp,-/\dqi——dli/\dt—l—qu‘/\(lt

(@)=, <dq — %dl) f<dp, . Hu_q, dt>

ta <dH _ z’g} dt — Q,dq").

(17%) Le poml de vue adopté ici est plus restrictif que celui de M. H. Cartan auquel le
lecteur est prié de se reporter; toute cotte application est rédigée en conservant les idées
ot les notations de M. H. Cartan.
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Le systéme différentiel X des caractéristiques de Q peut s’écrire d’une
infinité de maniéres au moyen de 2n champs (z', 2%, ..., z')
indépendants c’est-a-dire tels que (z' A\z*- - - A «*" 5~ 0). Lorsqu’on
éerit les équations caractéristiques de Q sous la forme 3—% =o,
a(1 & an) cela revient 3 prendre pour les x 2n champs particuliers
(0,0, ..., 1, ..., 0).

Remarquons que pour un z quelconque €T, la forme de Pfaff i(x)Q
n’est pas une forme quelconque de T’ elle appartient au sous-module
des formes caractéristiques de Q.

Champ caractéristique E. — La forme Q de degré 2 étant de
rang 2n, définie sur V,, ,, il existe un élément EeT défini & un
facteur (fonction numérique) pres, qui applique Q sur le zéro de

I'espace des formes. E est appelé champ caractéristique et on a:

Le but de notre étude étant de faire la théorie des liaisons de nature
quelconque pour les systémes paramétriques, les théorémes suivants
jouent un rdle important.

TuforiMe 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
forme de Pfaff & appartienne au sous-module des formes caractéristiques

de Q est i(E)yn=o.

1° La condition est nécessaire car si © appartient au sous-module
des formes caractéristiques, il existe zeT modulo E tel que i(x)Q —=m.

i(B)r = i(E) . i) = — i(z) . (E)Q
{EYQ—=o0 entraine i(E)yr—o.

2° La condition est suffisante. En effet pour a€T, =el”, il suffit
de remarquer que la condition i(a)r = o signifie que = appartient &
un sous-module de T’. Appliquer & a—=E la proposition indique
que = appartient au sous-module des formes caractéristiques

de Q.

Tutoreme II. — Soit f une fonction numérique sur V,, ., la valeur
numérique de [ sur une ligne caractéristique de Q est une fonction du
paramétre t dont la dérivée premiére par rapport a t est i(E).df, la
dérivée n°(i(E) . df)™.



LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 179

Avant de démontrer ce théoréme nous remarquerons que f étant
une fonction numérique sur V,, , l'opérateur i(E) appliqué a la
forme df lui fait correspondre une nouvelle fonction numérique
Je=1i(E).df. Dans le cas particulier ou E a relativement a une base

i p . 0 .. .
x'an composantes nulles, la 1° égale a 1, ;,’):SJ:: Ceci justifie la
définition suivante:

Dérinrrion. — Fonction dérivée premiére d’une fonction numérique
par rapport a un champ. — f étant une fonction numérique sur V,, .
nous appellerons dérivée premiere de la fonction f relativement au
champ E la fonction fg” — i(E)df. La fonction fi" étant elle-méme
une fonction numérique sur V, . on peut appliquer I'opérateur i(E)
a la forme dfg” et appeler dérivée seconde de f par rapport 3 E
SE? =UE).dfg" que nous écrirons symboliquement (i(E).df)®.
D’une maniére générale la dérivée n° de la fonclion f par rapport

a E est la fonction ff¥ —i(E).dff" "= (i(E).df)™.

Remarques. — 1° Si f est un produit de deux fonctions u.v on
démontre d'une maniére classique

(o) =uf v+ +Cul=P P+ . Fu. o

2" Relativement a deux champs pris dans l'ordre E,, E, on peut
définir pour les fonctions numériques une dérivation i(E,)d(i(E,).df).
Ces généralités étant posées démontrons le théoréme II. Soient f
et g deux fonctions numériques sur V,, ,; considérons les deux
fonctions i(E).df et i((E).dg. Si f est une fonction de g, df est
proportionnelle & dg ; I'opérateur i(E) étant linéaire et homogéne

df __«E).df
dg ¥E).dg

En prenant g—1¢ et choisissant la fonction numérique arbitraire
dont dépend le champ E défini comme solution de i(E)Q —o telle
que i(E)dt—=1

df e
ST=iE)df=fi.

Au second membre on doit considérer la fonction fi comme fonction
de ¢ sur la ligne caractéristique.
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En répétant sur la fonction f{" le raisonnement fait sur f nous
écrirons le long d'une ligne caractéristique du champ E

[ =(iE). df)®.
Par récurrence S =(UE).df)".

Application. — Si on choisit an fonctions f; indépendantes sans
singularité dans le voisinage d'un point M, on a pour représenter
les lignes caractéristiques du champ E le systéme de 2n équations
différentielles qui s’écrit

dfi . .
Et prames I(E) . d./i‘
Ce systéme permel d’étudier laspect local du mouvement au

voisinage d'un pomt M, de la variété, puisqu’on peut calculer toutes
les dérivées successives en M, au moyen de l'opérateur i(E).



CHAPITRE II

THEORIE D’UNE LIAISON IMPOSEE A UN SYSTEME MATERIEL

§ I. — Généralités.

Soit un systéme matériel S formé de points et de solides dépen-
dant de n paramétres ¢'. Dans ce systéme il existe des liaisons holo-
nomes dont on a tenu compte en disant que le systtme dépend de n
paramétres. Il a pour image une variété V,, , précisée au cha-

pitre 1, § III.

Dérivition. — Nous dirons qu’on impose une nouvelle liaison
au systéme holonome 8.
° s1 'image de S est une sous-variété de V,,  ,a(M) =o, MeV,,_,.
2° s1 on ajoute au champ caractéristique E un champ de liaison
E,, champ dd aux forces nécessaires a la réalisation de cette liaison.
Quand on emploie un systéme particulier de variables de position
q' de vitesse §', et le temps ¢, cette définition se traduit par

\

1° une relation a(q', ¢', {)=—=o0, i variant (1 a n), admettant des
, . ] . . . .
dérivées partielles 0—%#0 pour un ¢ au moins (si la relation est

holonome nous conviendrons de la remplacer par sa dérivée par
rapport at).

2° une force généralisée La ajouter aux forces apphquées as,
dont les composantes covariantes L, par rapport au repére naturel R

(chapitre 1, § II, 4) sont définies par la puissance relative P—-_—,i Lg'.

1
Quand on caractérise le systtme S par une forme Q sur V,,,,
astreindre S A une nouvelle liaison revient a remplacer () par
Q4 Q, Q,=L;dg" )\ dt avec la condition forme da —o.
Dans lexpressnon de P les L; sont des fonctions des ¢', ¢,
I'indice ¢ prenant toutes les valeurs possibles ; dans lexpressmn

de P on ne tient pas compte de la relation e —o.
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RemarqQues. — 1° 1l existe une relation liant la forme du et le
champ E,, qui lorsqu’on utilise des coordonnées se traduit par une
relation liant des dérivées partielles de la fonction a et les L;. L’étude
de cette relation fait I'objet du § II de ce chapitre.

2° Au point de vue ol nous nous placons si on considére un
solide S astreint 3 rouler sans glisser sur une surface donnée cette
condition se traduit par trois relations et le solide S sera considéré
comme astreint & trois liaisons du type précité. Pour préciser pre-
nons une sphére S homogeéne de rayon e astreinte a rouler sans glisser
sur un plan fixe; par rapport & un repére fixe formé d'un triedre
trirectangle
£, n, {, désignent les coordonnées du centre de S,

p» ¢, . désignent les composantes du vecteur rotation instantané,
u, v, w, désignent les composantes de la vitesse du point de contact.

Les liaisons se traduisent par

u=Et—ag=o0 v=n-+ap-=o0 w={=o0
P,=Xu P,—=Yv P,—=Zw

Au contraire une spheére qui glisse sur le plan n’est astreinte

qu'a une haison {—a=o0 P= N(Z —f\/u*—{—v“) (voir la théorie
au § 6 de ce chapitre).

§ I[I. — Relation entre la forme da et le champ E,.

La relation de liaison étant définie par une fonction numérique
a=—o sur V,, , laforme da doit étre nulle sur les lignes intégrales
des équations du mouvement, elle appartient donc au sous-module
des formes caractéristiques de la forme Q+-(,. D’apres le théortme I
du § III, chapitre 1, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
en soit ainsi est que

(L, 1) (E+E).de=o
qui s’écrit encore |
(IL, 2) i(E).da+i(E).da=o.

Explicitons la condition (II, I) en prenant comme variables les
variables Hamiltonniennes. La forme () caractérisant mécanique-
ment le systetme S est

Q=dp; \Ndg'— [d(T,— T,) — Q.dg'| A dt.
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La liaison est définie par a(p;, ¢', {)=o0, Q,=L,dg' A dt.
Les équations caractéristiques de la forme Q- Q, sont:

AR+Q)__ Q:idt
d(dp;)

NQ4Q) _ogz T,)
~———b(dq,.) — ,+[Q,+L ]de

La forme da—-— dp,+ d ‘—I—- dt devant appartenir au sous-

module des formes caracténsthues de Q<+ Q, dont une base est

2Q+Q)  2(QA+Q) da:_gg,b(ﬂ+0,)+gg,60+ﬂ)
3(dpy) ¥(dq’) op:  d(dg) 3(dp;)
d’ou la condition
daf oy AT=T)] 2 (T,—T)  da_
op‘.[Q‘ +L a¢g' ] + g op; + o

Interprétation de la condition (II, 1). — La condition (II, 1) peut
s'interpréter de deux manidres différentes.

Premier point de vue. — Les champs E et E, étant connus, la
condition (II, 1) est une équation aux dérivées partielles du premier
ordre définissant la fonction a. Elle exprime la condition nécessaire
et suffisante pour que a—const. soit une intégrale premitre du
systtme des équations différentielles des caractéristiques de la forme
Q+Q,. Comme l'intégrale générale d’'une équation aux dérivées
partielles linéaire, du premier ordre dépend d'une fonction arbi-
traire, F(a)—const. est aussi intégrale premiére mais ne constitue
pas une intégrale distincte.

Conséquence : La relation de liaison a—o0 ne peut étre choisie
arbitrairement c'est une intégrale particuliére de l'équation aux
dérivées partielles. Cette relation de liaison est aussi représentée
analytiquement par #(a)—o avec F(0)—o0; c'est pourquoi nous
dirons que par rapport & un systtme holonome S une relation de
liaison n’est définie analytiquement qu'a une fonction arbitraire
pres.

Deuxiéme point de vue. — La sous-variété a—o de V,,,, étant
donnée, la condition (II, 1) est linéaire par rapport au champ E,
comme le montre (II, 2). Il existe une infinité de champs E, satisfai-
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sant & (II, 2). On peut donner une interprétation géométrique i
(II, 2) en utilisant le repére naturel R (chapitre 1, § II, 4). Au point

M de la variété V,_,, considérons le vecteur L (composantes cova-

riantes L;) et le vecteur a composantes contravariantes §g>

. 2 da . . Pi

(E).da= ZO—L‘ est le produit scalaire de ces deux vecteurs
i=4 i

i(E) . da fonction numérique, que nous désignons par «, ne dépend
pas de la force de liaison. L'équation (II, 2) prend ainsi la forme

géométrique a.L4+a=o, et signifie que I'extrémité du vecteur L
d’origine M situé dans un hyperplan défini par 1’équation

5 oda
— L, 4+a=o0.
lzibpl

Cette équation détermine si 'on veul une des composantes L; en
supposant les (n — 1) autres connues.

§ III. — Distinction entre une intégrale premiére
du mouvement de S et une liaison imposée a S.

Si i(E).da=o0 en tout point de V,,,, cela signifie d'apres le
théoréme I (chapitre 1, § III) que da appartient au sous-module des
formes caractéristiques de (), en d’autres termes a==o0 est une
intégrale premitre particuliére du systéme des caractéristiques de ().
Cette liaison peut en particulier étre réalisée sans adjonction de forces
nouvelles au systtme mécanique S puisqu’on peut satisfaire a (II, 1)
en prenant le champ E, nul. Ceci nous permet de préciser la notion
de liaison imposée a un systéme mécanique S.

s

Dérmition. — Une liaison est imposée a un systéme S, quand
a=—=o0 n’est pas une intégrale premiére particulitre des équations
du mouvement de S. Cette définition se traduit par la condition
i((E) . da =~ o, qui lorsqu’on emploie des coordonnées po g t s’écrit:

ddafn YT, —T, da T,—T,)
Elbpz(Qi og' >+.Zx°q op; + #
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§ IV. — Liaison du type a—o0, Ae. Compatibilité.

Dans un trés grand nombre de liaisons usuelles le mécanisme de
la liaison est tel qu'on connait & priori la direction de la force de
liaison généralisée L, c’est-a-dire que le champ de liaison E, est de
la forme Ae champ de direction connue, A fonction numérique &
déterminer. Exemples

1. Deux solides en contact sans frottement, la force de liaison
est dirigée suivant la normale commune.

2. Deux solides glissent 'un sur 'autre avec frottement, la force
de liaison obéit aux lois de Coulomb ou & des lois de Coulomb
généralisées. On connait donc la direction de la force de liaison
puisqu’elle est située d'une part dans le demi-plan défini par la

normale commune et le vecteur opposé a la vitesse de glissement V,.
d’autre part fait dans ce demi-plan avec la normale commune l'angle ¢
tel que tgg —f (f=const. loi de Coulomb ordinaire, f fonction
de la vitesse de glissement, de la composante normale N de la
pression des deux solides, loi de Coulomb généralisée). Méme résultat
quand on tient compte du couple de résistance au roulement et de
pivotement.

3. Liaison de puissance nulle. Voir ce qu'il faut entendre par 1a
au8V.

4. Liaison par asservissement de M. H. Béghin dont la direction
d’action est connue.

En mettant en évidence la direction e du champ de liaison E;=?7%e
I'équation (II, 2) s’écrit

(I, 3) Ai(e) . da+i(E).da=o.

Par hypothése dans le cas d'une liaison imposée & S i(E).da=o,
I'équation précédente détermine pour le facteur A une valeur finie
sii(e). da == o. Les hypotheses i(E) . da=~ o, i(e) . da=o, conduisent
a attribuer une valeur infinie 2 A. Sous I'action d’une force dont
la grandeur devient infinie, les liaisons invariables dont on a
nécessairement tenu compte dans la mise en équations du systdme
paramétrique cessent de I’é¢tre. On doit donc envisager la déformation
de ces liaisons. Au sens de la théorie des solides invariables on ne
peut aborder I'étude du cas i(e).da=o0 pour lequel le postulat du



186 F. GALLISSOT

chapitre 1 §II (systeme des forces intérieures impuissant) n’est pas
valable. Nous rencontrerons un exemple de cette circonstance dans
le cas du frottement de glissement, de roulement, de pivotement &

la fin de ce chapitre. Ce qui précéde nous conduit 2 la notion de
liaison compatible.

Dérivition. — Compatibité d’une liaison du type a—o0, Ae. —
Une liaison imposée & un systéme mécanique S du type a=o, Ae,
est dite compatible si i(e) . da =~ o.

ReMarque. — Sien un point M de V, ., appartenant a la sous-
variélé a—=o on a simultanément (i(e).da),=o, (i(E).da),=o,
A n'est pas déterminé par l'équation (II, 3). On peut alors le déter-
miner au moyen de la valeur de «® calculée en appliquant le
théoreme II du chapitre 1 § III.

a® = ({(E4-%e).da)® =o.
A(i(e)da)® 4+ X[(i(e)dl) . (i(e)da) + ((E)d}) . (i(e)da)
+ i(e)d(i(E)da) + i(E)d(i(e)da)] + (i(E)da)® =0
relation qui en M, se réduit &
A(i(e)da)® 4+ lu[i(e)d(i( E)da) + i(E)d(i(e)da)]o—}— (i(E)da)» =o.
Cette équation du 2° degré en A le détermine généralement, sinon

on utiliserait la premitre expression de (i(E-Ae).da){® non
identiquement nulle.

V. — ‘Liaison de puissance nulle.

Celte catégorie de liaisons se caractérise aisément quand on prend
comme variables les variables lagrangiennes (¢', ¢, f). La pmssance
d'une force définie par L,§' dépend comme la vitesse du repere choisi.
Elle revét donc deux aspects distincts suivant le repere (chap. I§ IL, 4)
que l'on envisage

. Par rapport au repére natuxel R,P= 2 Lg'.

. Par rapport au repére R de lespace de Riemann a (n—1)
dimensions

= é Lg' avec g,=1

repére qu’on est obligé d'introduire si les liaisons implicites dont on
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a tenu compte pour aboutir a la notion de systéme paramétrique,
dépendent du temps ¢. Remarquons que la premiére expression se
déduit de la deuxieme en introduisant la convention de langage
habituelle : puissance a ¢ constant et que les deux expressions
coincident si les liaisons implicites ne dépendent pas du temps.
Pour la généralité des raisonnements nous utiliserons dans ce

paragraphe la puissance £— Z L' par rapport au repére rieman-
nien R.

On s’affranchit du role des coordonnées de la maniére suivante:
3 la puissance £ correspond la forme nn—%dt— E Lidg' définie

surV,,,. Lelong d’uneligne intégrale X des équatlons du mouvement
relatif au champ E-+E, la valeur de la forme « est i(E-4E)r, la
valeur de la forme dt est conventionnellement i(E+4E)).dt=1
(cf. théoreme II chap. 1 § III) d’otr

_T__,
=2 =iE+E)r.

Si on considére maintenant I'ensemble des lignes intégrales X,
£=i(E+ E)r est une fonction numérique sur V,__ .

Dérinition. — Nous dirons qu'une liaison est de puissance nulle
si{E+E)r=2 est nulle sur I'ensemble des lignes intégrales du
mouvement de S astreint & la liaison.

Tutortme. — Une liaison de puissance nulle a pour expression
n
analytique Y lq' les quantités I, étant des fonctions de ¢', ', (.
i=0

Les deux équations a—o0, £=0 ne devant pas constituer deux
relations de liaison distinctes, sont deux formes analytiques équiva-
lentes de la liaison imposée & S au sens donné a cette expression
au § II. On peut donc prendre comme expression analytique de la
liaison £:=i(E+-E)n—=o0. Cette dernitre équation montre que =
n’est définie qu'd un facteur prés fonction numérique sur V, ..
Quand on prend les variables lagrangiennes il en résulte qu'une
liaison de puissance nulle est définie par

Slf=o0  &=\Y I
i=0 =)
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Cas particuliers. — 1. Les [ sont des fonctions des ¢' seulement.
Ce sont les liaisons linéairement non holonomes classiques

S lji+1=o.
i=1

2. Les [, sont les dérivées partielles d'une fonction a(q', ¢). Cie
sont les liaisons holonomes.

3. Les I, sont les dérivées partielles par rapport aux ¢' d'une
méme fonction homogéne de degré m par rapport aux q a(q', q, 0
1_(_)110 & oa

t bql ; ;‘b(]i
Ce sont les liaisons découvertes par Appell “®.

Remarque. — Les liaisons d’Appell contiennent comme cas
particulier les deux précédents : m—1 liaisons linéairement non

d0a . .
holonomes, m =1, Ii:ZT‘ liaisons holonomes.
q

Valeur du facteur A pour uae liaison de puissance nulle. —
L’'équation (II, 3) avec a=1{4", devient
\ _§;(9‘11‘>+a:o, a—i(E)da
T \Op;
or b—a - —bﬁ . b—(l—j = 9(—1 i
opi ¥} dpi o

(g9V tenscur métrique de V, ou V,_,) l,g¥ =1V sont les composantes
contra-variantes de la direction d’action de la force de liaison par
rapport au repére R. A est donc déterminé par

(In, #) )\ §<9211>+a:o.

J= bq!
(Cas particulier. — Liaison d’Appell. :’;:lj (II, 4) devient (II, )
(11, 5) x(g lj.lf>+oc—_—0.
J=1

Comme lelf est le carré de la grandeur du vecteuerar rapport

('%) Cf. P. Arrkvr, Comples rendus de I'Académic des Sriences, 1911, tome 133, p. 1197-
1199-
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au repére R le coefficient de A pour les liaisons d’Appell est toujours
une quantité positive. Ce fait a une trés grande importance pour
'unicité des mouvements d'un systéme S soumis a des liaisons de
classe U (liaisons unilatérales) étudiées au chapitre IV et V.

§ VI. — Etude de la liaison constituée par le contact de deux solides
glissant, roulant et pivotant ’un par rapport a P’autre.

Considérons un repére mobile formé par un triédre trirec-
tangle MXYZ ayant pour origine le point de contact des deux
solides S, et S,, pour axes la normale commune dirigée vers S,
MX et MY étant situés dans le plan tangent commun liés & un
systtme de deux lignes orthogonales tracées sur S,.

Notations par rapport a ce triédre soient :

5(?‘, P?, P°) la rotation du tri¢dre de coordonnées

Z;l( p', p’, p°) la rotation absolue du corps S,

TAG’,(a’, a’, ') la vitesse absolue de G, centre de gravité de S,
\T(—}»,(g', g’y 9°) les coordonnées de G,

o—):(p‘, p’» p°) la rotation absolue de S,

V—E,(a‘, a’, o) la vitesse absolue de G,

fﬁf}:(g‘, g°, ¢°) les coordonnées de G,

R la résultante des actions de S, sur S,

K le moment résultant par rapport a M des actions de S, sur 8,
Vys, la vitesse du point de S, en contact avec S, en M

Vus, la vitesse du point de S, en contact avec S, en M.

Le vecteur V:V,;; —V_“:, représente 1’état cinématique de S,
par rapport a S,. Ce vecteur a pour composantes :

u' =o' —a'+(g'p' —g'p) — (9P —4'P)
w=a' —a'+(gp —gp)—(gp —gp)
w=o'—a'+(g'p"—gp) — (9P — 9"

La condition de contact de S, et de S, se traduit par u’— 0. Elle
constitue la relation de liaison au sens du paragraphe I.

(L 1) a=o’—o'+(¢'p" —gp) —g'p —yp") =o0.
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Evaluons la puissance du syst¢me des forces de liaison.
Le vecteur caractérisant la.rotation relative de S, par rapport a S,
— —
est w, — w, dont les composantes sont :
1 4
P —r
P —pr
sur la normale commune , p’ — p°.

sur le plan tangent commun ;,3

La puissance des forces de liaison est :
P — (Tt — )+ K 5 ).

Dans 'hypothése Vyes, \TM:, J, = w,, P non nulle n’est déter-
minée que si on précise direction et grandeur de R et de K. Clest
le but des lois de Coulomb que nous rappelons

1) Lois concernant R. V-,,—: — \TMT —V dont la composante nor-
male est nulle si S et S, sont en contact a une composante tan-
gentielle Vg vitesse de glissement de S, par rapport a S,. R a une
composante tangentielle T et une composante normale N.

a) La composante tangentielle T est colinéaire 2 V, mais dirigée
en sens opposé.

> . > . — - .
b) |T| est iéa \N } par la relation ‘T,:ﬂN!, S coefficient de frotte-
ment d’ou
> f——> —_— —
R(Vas, — Vas,) = Na® — fINV|.
> — — —
2) Lois concernant K . w, — w, a une composante tangentielle w,
qui caractérise le roulement de S, par rapport & S,, et une compo-
sante narmale o, qui caractérise le pivotement de S, par rapport
as,. K a une composante tangentielle K,, une composante nor-
male l_(T,
a) La composante tangentielle K, est colinéaire a w,, mais dirigée
en sens opposé.
b) lK' est lié élNl par la relation ‘K,':S N|, ¢ étant un coeffi-
cient appelé paramétre de résistance au roulement.

e . . ey I3 cr sy RNY
¢) K, colinéaire & w, mais dirigé en sens opposé est liéa N par
' > ->‘I ’ s ’ )
la relation !l’\,,}_::w!ﬁi. @ Jtant un cocfficient appelé paramétre de
résistance au pivotement.
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1l résulte de ces lois
K(w,—o,)=—|N w,[].

La puissance du systéme des forces de liaison au sens de la défini-
tion du paragraphe I est

a1 6) P=N[w—s|V,|—2
ou (II, 7) L
P=N[uw'—fV (@'} + @) —2V (p'—p*V+(p'—p") —we(p’—p")),
e==+1, (p’—p)>o0.
L’expression entre crochets est une fonction des 12 paramétres ¢'
caractérisant la position des deux solides dans I'espace et de leurs

dérivées premiéres ¢‘. Remarquons que les quaniités u', u?, u®,
p's ..., p* sont des formes line’aires et homogtnes des ‘. Pour

—

W,

;)*,—-—ZB ] N>o

mcttre P sous la forme classique ), L.j', il suffit d’appliquer le

théoréme d Euler 2 chacune des fonctions homogénes :

' o 2 o i+ 2y’
\/(u) +(u) \/(ul)a+( 2)2(21 \/(u) +(u2) V lq

; i p=p QAP —p)
= = S,

pP—r S AP —p) .,
o= o

L'expression des L; résulte de la et également celui des /; puisque
N se met en facteur dans les L;. Il est important de remarquer que
ce calcul est valable dans I'hypothése ot les coefficients f, ¢, @,
sont des fonctions de N pression des deux solides, de la vitesse de

—

. . -
ghissement, de la rotation w, ou w,.

Cas particulier. — f, ¢, », sont des constantes ou bien des
fonctions de N, pression normale considérée comme un paramétre.
Si on pose

L 8)  ¥W=u'—fV(u')+(d}) ‘
—3V(p'—p V(' —p*Y —we(p* — p*)

I'expression (lI, 7) montre que P—=N'1"; 1’ élant homogene et de
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degré 1 par rapport aux ¢', la forme classique de P est alors (I, 9)
ce qui permet d’énoncer le théoréme

M
11, P=NY—¢.
(L 9) N
Tukorime I. — Dans le contact de deux solides frottant, glissant,

pivotant l'un sur lautre, si les coefficients f, 2, @ sont constants ou des
Sfonctions du paramétre N (pression normale) les composantes cova-
riantes de la force de liaison par rapport au repére naturel R sont
proportionnelles aux dérivées partielles par rapport aux ¢ d'une

Sfonction ¥(q', ¢).

Calcul de N. — La liaison constituée par le contact de deux solides
étant du type a=o0, Ae le calcul de N s’effectue au moyen de I'équa-
tion (II, 3) qu s’écrit (II, 10)

(II, 1o0) N(i(e) . da) 4 i(E). da =o.

Cette équation si f, ¢, @ sont indépendants de \ cst linéaire en N ;
dans le cas contraire elle constitue une équation implicite défi-
nissant N.

La détermination effective de N demande le calcul de i(E).da et
de i(e)da. i(E).da ne peut se calculer que si 'on se donne le sys-
teme des forces extérieures aux deux solides ; comme ce dernier est
arbitraire, {(E) . da est une fonction numérique arbitraire sur V, , _,.
Quant 2 i(e).da il est déterminé puisqu’on connait la relation de
liaison et la puissance P.

TukoriME II. — Dans le contact de deux solides glissant, roulant,
pivotant lun sur Uautre, Uinvariant i(e) . da est donné par la formule :

(11, 12) i(e).da=A+f(Bsins-+Ccoss)+c(Dcoso+Fsino)+ewG

dans laquelle f, ¢. o, désignent respectivement le coefficient de
frottement les parametres de résistance au roulement et au pivotement,
s et 5 sont respectivement U'angle du vecteur de glissement VZ et l'angle
du vecteur de rotation de roulement (:, avec une direction choisie arbi-
trairement dans le plan tangent commun aux deux solides, A. B, C,
D, F, G des coefficients ne dépendant que de lu distribution des masses
dans les deux solides o Uinstant ¢.

Remarquons que relation de liaison et puissance s’expriment
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1 [

simplement au moyen des paramétres de vitesse o' ... o', p'...p":
L) a=d—e'+y'p'—yp' —g'p'+ygp'=o0

(1, 13)

0 (Y (@) g SW(p'=p*’ (p'-p)
l@ﬁ RO () poel” "]

(¢ désignant un des paramétres quelconques af ou p¢. Liexpression

(I, 13) de P fait intervenir les dérivées particlles par rapport a o', u*
et p' —p', p’—p’, qui ont une signification géométrique. Si s

désigne I'angle que fait la vitesse de glissement V; avec I'axe MX

1 2
l.l . u

TVEYFE TV

. r k) . . —>
si ¢ désigne I'angle que fait le vecteur rotation de roulement w,

avec MX

P"—"P!' sing — —— Pi_ps —
Vip'—p )+ (p*—p’) V(p'—p*)+(p* —p°)

d’ou la nouvelle expression de la puissance

COS g —

(IL, 14) P =N[p¢
avec '
ly,=—fcoss ‘ly,=fcoss
ly,—=—fsins &lﬂ:fsins
by, =1 ly,——1
l,,==— ¢’ — fsinsg* —Ccos All,,__g' +fsinSJ +ccoss
l,—g'+fcossg’—2csing l,—=—g'— fcoss¢g*+csins

ly=——fcossg’+ fsinsg' —ew l,___f('ossg — fsinsg* +ew

Tout revient a établir la formule permettant de calculer I'invariant
i(e)da au moyen de ces parametres (3*. Or quand on utilise des

variables hamillonniennes i(e).da=—=2X Sbg, quand on utilise des
&

variables lagrangiennes, g¥ étant le tenseur métrique fondamental

i(e).da= % g‘-’l ?
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Si I'on utilise des parameétres de vitesse quelconques liés aux
paramétres ¢' par des relations linéaires Bf — pf¢'
da da g@ oa o,
2’ °§3° Z"1 o
da

iCe). da:y”f*ff*f k38, p =% s

L=l

Y¥?=gYufu; étant l'expression contravariante du tenseur fonda-
mental dans le nouveau systéme de paramétres. Le tenseur contra-
variant Y9 se déduit du tenseur covariant y,; qui est connu puisqu’il
est donné par les coeflicients de la force vive absolue dans le systéme

d’axes MXYZ. Soit

aT=m,[(a')' + (') + ()] + A,(p")" +B,(p?)
+-G,(p’)' — 2D, p’p* — 2K, p'p* — oF p'p?
o my[ (o) + (@) 4 ()] + A p*) - B ) o
+Cy(p*)' — 2D, p’p* — 3B, pp* — aF, p'p*

dans laquelle m,, m, désignent les masses des deux solides. A , ... F,,
les coefficients de l'ellipsoide d’inertie de S, par rapport a des axes
paralltles 8 MXYZ issus de G, A,, ... F, les analogues pour S,. De
Ia résulte
ar@i&y ——— o,Rals — o, 2303 — L . apBa0s —— o 0808 —— o) AeR6 — _}__ .
| =Y m, T Y= m, ;
y*i=o0 pour iz&j
YPIPL:a;. -\(Piprzb;, YP!P!_-:C;’ ‘ngm:d_l’ \erSPl:_-e;' A(PIP*:f;
«{P‘P‘:a s A{NPS:b , «(POP“_:C s -\{PSPﬂ:d s YP"P‘:e s «(P‘P**:f ,

i(e) . da=x*l, Z—sbﬁi“ donne la formule (II, 12) avec pour A, B, G, D.

F, G des valeurs qui ne dépendent que de la distribution des masses
a l'intérieur des deux solides a l'instant ¢.

A——+ R 2R A e S D A

B =d'g'g L (g —'g'g' ~f'g'g+a'g s+ (g ) —e'g'g—['g's"
C —b’o 9 —d'g'g'+e(9) =S99 +b9'g" —dg'g" +e(¢") — 9’9’
D=a192 _figi+algu_f2gb

F=_b191+‘/‘192_b2gi+f2gﬁ

G=_dlgl+elg‘2__d2g’o+e2gi
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Dans le cas ou on suppose f, S, ® indépendants de N, N n'est
fim pour i(E).da=~o0 que s1 i(e).da=~o.

Cette question présentant un certain iniérét pratique, nous allons
montrer briévement que la distribution de la matiére dans les deux
solides doit étre assez particuliére pour que i(e).da— o soit réalisé
pour des valeurs de f< 1.

Pour simplifier. prenons le cas d'un solide de révolution glissant
avec froltement sur un plan, I'axe du solide restant dans un plan
de symétrie vertical. Dans les calculs précédents on doit prendre :

9g°=o0, p'=o, p’=o, p'=p°'=p°=o,
9'=g°'=g'=o, d'=o0, f'=o, ¥ L

= —
m k

d’oti la condition
E4+(9')Y+f9'9>=0 si  coss=1.

Le glissement ayant lieu dans le sens positif de I'axe des X,
g’ étant positif il faut que ¢' soit négatif. Prenons pour systtme de
référence des axes paralléles issus de G ; les coordonnées de M par
rapport & O sont §=—g', {=—g¢’.k et f étant donnés on en
déduit que le point de contact M du solide est par rapport a G sur
la branche d hyperbole

G +fE=—F

2 . N
axe transverse ——:—li\/_.—z——_—_ ; d’ou 'inégalité —‘1\— < \i\'—\l_/— —!
VWitf —1 or Vo
Si le corps se réduit 2 une barre homogéne Gﬁ:j? donc pour
i
un corps homogéne é‘ﬁ}—l‘_- La double indgalité n'est vérifice
. A M7 V3
que si f> 3
§ VII. — Méthode générale de formation des équations

du mouvement d’un systéme mécanique astreint a une liaison.

Tout repose sur la forme extéricure de degré deux associée au
systéme mécanique S, car cette forme est susceptible de s’exprimer
au moyen de formes de Pfaff.

Nous supposerons la liaison ¢ définie par a(p. ¢'. t)=o,
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sauf 'un d'eux pouvant étre considéré comme un cas particulier
puisqu'il suftit de grouper tous les L; connus avec les Q; qui corres-
pondent aux forces extérieures pour étre ramené au cas précédent,
la fonction L, inconnue jouant le role de A. La forme Q) associée au
systéme astreint a la haison / s’écrit

Q=dp,Ndg'— dT,—T) A dt+ Qdq' N dt+ Aldg' N dt.
La liaison imposée a S étant par hypothése compatible (cf.
chapitre u, § IV) i(e)da=— i :—al‘q&o; il en résulte qu'on peut

=1 ]
toujours substituer a deux différentielles associées dp;, dg' les deux
formes de Pfaff & et ¢ définies par

T::l"dqi
da d%a , ;| da
c_adpi—}—g‘—]—idq—}—btdt

résolubles par rapport 4 deux différentielles associées, soient pour
fixer les idées dp,, dg,

& Oa cda.,; da
—c—ig“*%dpi—i;b—qidq Y dt
dpl_ da
Lo
T:'—Zl‘dq‘

dg' =
q l
La forme extérieure associée au systéme exprimée un moyen d'un
systéme de 2n formes de Pfaff 5, &, w*, « variant de 3 & 2n s'écrit:

Q=k,(c A\ 1)+ k(o N\ 0%) + kiu(m A ©*)
~+ kago® A 0P — (kg0 4k 7+ k,;n — Am) A di.

Les équations différentielles du mouvement sont les équations
associées a ().

(1) ;—Qa=kapmﬁ——k,ac'—kz¢1t—k¢odl=0 en nombre égala a(n—1)
w

(2) %%:-—kma-{—kmm“—(k,o—z\)dt: o

ol
(3) £=k12n+k,,w°‘—kwdt=o
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auxquelles on adjoint la haison ¢ =0 et les relations de définition
des formes.

Forme réduite (},. — Remarquons que si dans Q on tient compte
de la liaison en annulant o, on obtient une forme réduite Q,.

Q, =ku(r A\ w*)+ kap(0* N\ wf) — (kgew®+ k,m— Am) A dt.

Comparons les (21 — 1) premiéres équations associées a (), et a ()
dans lesquelles on fait 6 —=o
A 00, ; L1
(1) F:kagw@—— kyym—k,,.dt—=0 en nombre égal 3 2(n—1)
o {

0O
(2) %.’;I:kzawa—(kga—f\)dt:o,

On constate que ces (2n — 1) premiéres équations sont les mémes.
La derniére équalion du premier systtme qui manque quand on
utilise (), peut étre remplacée par une équation indépendante des
précédentes. En remarquant que

00 00 ¥dp)

o d(dp,) Y

o) .. .
— =—o0 est équivalente a

oo d(dp,)
déduit qu'il suffit d’adjoindre aux équations (1’) et (2’) cette équation
qui s’écrit

=—o est réciproquement. On en

dq' —QI‘ dt—o.
b ]

Dans l'ensemble des équations ainsi écrites on remplace p, par sa
valeur calculée au moyen de I'équation a == o0, d’oui le théoréme :

Tutorime 1. — Elant donné un systéme mécanique G n parametres
astreint a une liaison compatible a(p;, ¢', )=o0, Q= Aldg'\dt,
on peut obtenir les équations du mouvement et le facteur de liaison A,
en adjoignant auxr équations associées a Q,, déduite de Q en tenant
comple de la liaison, d’une part = =1Idq" d'autre part une des équations

dq' — Z;—'Il*d/ —o, t étant tel que -zﬂi ;== o p, étant dans les équations
i P

remplacé par sa valeur calculée au moyen de la relation a=o.
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RemarQue. — Dans la pratique si Q est exprimée au moyen des
variables lagrangiennes ¢', ¢', ¢, et de leurs différentielles ce théo-
réme se traduit par la régle suivante:

Regle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement
on substitue dans Q a deux différentielles associées dg', dg', par
exemple les deux formes = et o, (2, se réduit de Q) en faisant s —=o
et en remplacant ¢' par sa valeur calculée au moyen de 1'équation
a(q', ¢, t)=o0. Les équations associées a (), auxquelles on adjoint
d'une part dg' —¢'dt—o0, d’autre part w-=/dq' déterminent les
équations du mouvement et le facteur de liaison.

Forme réduite (), donnant uniquement les équations différentielles
du mouvement. — (), formé comme on vient de 1'indiquer dépend
de 2(n — 1) formes w* de dt et de .

Q, =k, A\ 0%+ kggo®* A B — (kgew® + kyo — AT) A dt.

Comme == P,d!, (P étant la puissance des forces nécessaires a la
réalisation de la liaison P—=2AP,, P,=(¢’), remplagons =« par P,d!

dans Q,. On obtient ainsi une forme

Q, = kP, dt N\ 0% 4 kapor® N 0f — ko0 N\ dt
=kqgw 2 A 08 — (Pykoy - kao)0® A dt

dans laquelle ne figure plus A. En comparant les équations associées
a (, eta Q, dans lesquelles on a remplacé = par P, dt

:i)" = kapwt@ — (Pukya+kyo)dt=0 en nombre égal & 2(n— 1)
2Q =kogwbf —kyP,dt —k,,dt—=0 en nombre égal 3 a(n — 1),
w?*

on constate que ce sont les mémes. On peut donc obtenir les équa-
tions du mouvement indépendamment de A au moyen de (), dans
laquelle ne figure plus que 2(2— 1) différentielles dq’, dp,, et (2n — 1)
variables p;,, ¢, p, par exemple étant remplace par sa valeur au
moyen de la liaison a==o0; l'équation a adjoindre aux équations

. T
caractérisques de (), étant dg' — a:)—“—dt —o.

{
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Formation de ;. — Q, s'obtient en remplacant dans Q) deux
différentielles associées dp,, dq' par les valeurs

dg' =P,dt — Z l,-dq‘

— d dt
_Z_)g
op,

Tutoréme II. — Etant donné un systéme mécanique @ n paramétres
astreint & une liaison compatible a(p;. ¢', t)=o0, Q= ANdg' N dt,
on peul obtenir les équations différentielles du mouvement comme
caracléristiques d'une forme (), de rang 2(n— 1), déduite de ), en

substituant a deux différentielles associées dp;, dq', leur valeur étant
calculée pour la premiére au moyen de la différentielle de I'équation de

liaison, pour la deuxiéme au moyen de U'équation Y, ldq'—P,dt =o;
i=1

si la variable p; est remplacée par sa valeur extraite de a=—o on
adjoint au systéme des équations caractéristiques de (), la forme
dg —Lrar—o.

op;

Remarques. — 1. Liaison de puissance nulle £—o0; comme
£=P,+1 on remplace dans les formules précédentes P, par — /.

2. Llalson de puissance nulle indépendante du temps P —o.
dq' est une fonction linéaire des (n — 1) autres différentielles.

3. Liaison holonome indépendante du temps. Dans (), ne figure
plus un couple de variables p;, ¢', et leurs différentielles. Les équa-
tions différentielles du mouvement sont les caractéristiques d'une
forme extérieure de degré deux de rang 2(n — 1).

4. Si une variable ¢' ne figure ni dans Q) ni dans la relation de
liaison ni dans P,, il y a un avantage évident & éliminer dg' car (),
ne dépendra plus que de 2(n — 1) variables et de leurs différentielles.
Les équations différentielles du mouvement sont les caractéristiques
d’une forme de degré deux de rang 2(n— 1), la variable ¢' étant
déterminée par une quadrature.



CHAPITRE III

SYSTEME MATERIEL ASTREINT A p LIAISONS

Dérinition. — Un systdme matériel holonome S caractérisé par
une forme extérieure ) de degré deux de rang 2an définie sur une
variété différentiable est astreint a p liaisons.

1° si I'image de S est une sous-variété de V,, , définie par

a(M)=o, ... ®M)=o0, MeV,,.,.

2° si on ajoute au champ caractéristique E défini par i(E)Q —o,
p champs de liaisons E', ... E?, champs déterminés par les forces
nécessaires  la réalisation de cette liaison.

Quand on emploie un systéme particulier de coordonnées les p
liaisons sont définies

a) au point de vue théorique par:

1° p relations a*(p;, ¢', {) = o (h variant de 1 & p);

2° p formes Q"—=L}g' A\ dt qu'on doit ajouter & Q (i variant
de 1 a p);

b) au point de vue pratique par:

1° p relations a*(¢', ¢, {)=—=o0 h(1 2 p);

2° p puissances P"—=L}¢' i(1 a n).

Revaroues — 1. L’ensemble des p relations de liaisons
a'=o0. ... a"=o, peut étre aussi défini par un ensemble quel-
conque de p fonctions de classe C* fi(a', ... a’)=o (k de 1 a p)

nulles au point O, dont le jacobien n'est pas nul. Un ensemble de p
relations constitue donc un sous-anneau de fonction numériques sur
I’anneau des fonctions numériques dont un choix a' ... @ indé-
pendantes constituent les p éléments génériques. Dans la pratique
il y a un intérét évident & choisir ces p éléments aussi simples que
possible, dans la théorie ce choix n'interviendra pas.

2. On peut toujours supposer que le champ E* relatif a la A°
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liaison est de la forme E*=—=2,e", ¢" champ de direction connu,
A4 fonction numérique sur V,,,H, car si dans les n composantes de
E", (n—1) sont connues la n°inconnue, on peut écrire E* —E!4-2,¢",
et considérer le nouveau champ E—=E-+E! ce qui revient au point
de vue mécanique 2 faire passer la partic des forces de liaisons qui
est connue dans les forces extérieures appliquées a S. Il en résulte
qu’on peut toujours sans restreindre la généralité des raisonnements
considérer d'une part la puissance de I'ensemble des liaisons sous
la forme P —A,/}¢', d’autre part la forme (), somme des ()* & ajouter
a Q écrite comme suit Q= A,f/dg' /\ dt, les A, étant p fonctions
numériques sur V,, 2 déterminer, les & étant np fonctions numé-
riques connues.

§ II. — Compatibilité des p liaisons.

Le champ caractéristique pour le systtme matériel astreint aux p

P
liaisons est E+ Y, A,e*. Les formes da', ... da®, devant étre nulles
h=1

sur les lignes intégrales des équations du mouvement, doivent appar-
tenir au sous-module des formes caractéristiques de la forme Q 4 Q,.
D’apres le théoréme I du chapitre 1 § III les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'il en soit ainsi sont

(I, 1) i<E+ 3 )\,,e">da":0 h, k(1 & p)
h=1
conditions qui s’écrivent encore
(III, 2) Mi(e¥)da* + i(E)da* —=o.

Remarquons que si l'on change la représentation analytique des
liaisons, les conditions que I'on obtiendrait ne sont que des combi-

naisons linéaires des p équations (I1I, 2) car df; = 3{{ da*, et
H(E - D) df, = hi(e")df; - i(E) df, = Z Y i (et da -+ i(E) da’)

Les p conditions (III, 2) constituent un systéme linéaire aux p
inconnues A, ... A,. Les A ne sont déterminés que si det|i(e")da*| 0.
Cette condition est évidemment indépendante des variables utilisées
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pour caractériser le systéme et ses p liaisons. Nous I'appellerons
condition de compatibilité des p liaisons, car si elle est réalisée les
facteurs de liaisons A, ne sont ni indéterminés ni infinis. Comme
nous l'avons déja indiqué dans le chapitre précédent le postulat
« Systéme des forces intérieures impuissant » est valable. Pour cette
raison nous poserons la définition :

p liaisons imposées & un systtme matériel sont compatibles si

det |i(e")da*| = o.

Remarque. — Cette notion de compatibilité des liaisons élimine
une classe importante de mouvements dans lesquels les liaisons sont
indélerminées au sens de la mécanique du solide rigide, mais cette
notion est indispensable si I'on veut éviter des résultats paradoxaux.

Prenons par exemple une barre pesante dont les extrémités A et
B glissent sans frottement sur un cercle vertical de rayon R. Pour
AB — 2R, abstraction faite des liaisons un mouvement de rotation
uniforme de la barre autour du centre O du cercle parait possible ;
st on considere les réactions en A et B, un semblable mouvement
est impossible car ces réactions ne peuvent équilibrer 'action de la
pesanteur. Montrons que deux telles liaisons sont d’aprés notre
théorie incompatibles.

Soient M la masse de la barre, % son rayon de giration autour de
son centre de gravité. En prenant pour axe polaire la verticale des-
cendante issue du centre du cercle, pour coordonnées polaires du
centre de gravité de la barre supposée homogéne r, 0, pour angle
de rotation de la barre ¢, la forme () est

—%:di-/\dr—i-r“dﬁ/\d@—}—nr()dr/\dﬁ—{—k’@/\dgs

—(Fdir4-r*0 d6+r02dr+k’c_b dg) A\ dt+g(cosbdr—rsin0df) /\ dt.
Le champ caractéristique E a pour composantes:

r“()—}—gcos@, :—I(2i6+gsin0), o, ; 6, ¢, I.
r

. . i
Supposons que la barre ait une longueur 2R sin u avec u < 5

classiquement les deux liaisons. se traduisent par les deux relations

r—=~Rcosu, 3 —0=

N“T—‘

a notre point de vue par =0, ¢ —b=o,

la barre glissant sans frottement elles sont de puissance nulle
P' =i P*=2%1,(4 —0). On en déduit:
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1° les deux formes Q! et Q?,
Q'=2A,dr A\ dt, Q* =2, (dp —db) A dt
2° lges composantes des deux champs de direction des liaisons
e ete

1 9 — 1 I
e'(1, 0,0, 0, 0,0, 0 €Yo, i’ © %0 0)
r

Comme nous voulons examiner ce qui se produit lorsque

T . .

r=Rcos u pour u—— les deux champs E et ¢’ devenant infinis
2

pour cette valeur, nous prendrons pour composantes des champs:

E(r’(rd*+gcos), —ar(ib+gsinbd), o, rr b, r¢, r).

r
e(r', o, o, 0, 0, 0, 0) e’<0, —1 5500, 0,0 0).

On obtient immédiatement :
i(e")dir=r*, i(e"\di=o0, i(e")d(¢—0)=0, i(e)d(¢—0)=

La condition de compatibilité s'écrit :

i(e') di. i(e*)d(¢p — 6) =r < +k2> = R?cos’ u<| + -W—(;::iz—'-l> %o

T .. ) .
Pour u=— les deux liaisons sont donc incompatibles.
2

Interprétation géométrique de la fonction scalaire det |i(e*) da*|. —
La fonction numérique det|i(e*) da*| peut s'interpréter géométrique-
ment sur V,, , en considérant d'une part le champ d'ordre
pe' /A€ ... /\ el construitsur les p champse', ¢’, ... e?, del'espace T
tangent a V,, ,, d’autre part la forme d'ordre pda' Ada’... A da?,
construite sur les p formes da', .., da? de I'’espace T’ dual de T.
En un point M de la variété, le champ d’ordre p et la forme d’ordre
p donnent respectivement naissance & un p-vecteur et a une p-forme
dont le produit intérieur est det|i(e")da*|(""). La condition de
compatibilité det|i(e")da*|=~ o entraine donc la non nullité de ce
p-vecteur et de cette p-forme dont les significations sont les suivantes;

1° la non nullité du p-vecteur signifie que les directions des

(*%) Gf. N. Boursaxi, Algébre multilinéaire, Actualités scientifiqgues N° 1044, Hermann,
Paris, 1948, p. 100.
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forces de liaisons en un point M de la variété V,,,, forment un
p-édre par conséquent sont indépendantes.

2° la non nullité de la p-forme entraine que les p fonctions défi-
nissant les relations de liaisons sont indépendantes.

Au point de vue analytique la condition de compatibilité se tra-
duit ainsi:

Si on désigne d’une part par A la matrice a p lignes dont les élé-
ments d'une ligne sont les composantes d'une des p formes
da', ...da" par rapport a la base (dp;, d¢', dt), d’autre part par L la
matrice a p colonnes dont les éléments d'une colonne sont les compo-
santes d'un des p champs e', ... ¢? le produit de A par L définit une
matrice carrée d’ordre p dont le déterminant est le produit intérieur
du p-vecteur et de la p-forme.

L. ....&
da’ %' da' da' da’ L.....k

T e e e e e TTTY T e e e e e Ty T

op' p, ¥q' " ot
A= L=lo. - -.. .0
b 0 0 b’ 3 - -
bp' ..... hpn’ bq" ..... bp", bt :
0 . ... o

Les composantes L, i du p-vecteur sont formées au moyen des
déterminants d’ordre p extraits de la matrice L. Les composantes
A% de la p-forme sont formées au moyen des déterminants
d’ordre p extraits de la matrice A.

AL, =det/A.L.

§ III. — Forme (), réduite associée a S astreint a p liaisons
donnant les équations du mouvement et les facteurs de liaisons.

Nous allons montrer que I'existence du p-vecteur L; ., et de la
p-forme A% dont le produit intérieur n’est pas nul permet de
construire une forme (), réduite dont (2n — p) équations associées
jointes & p équations convenablement choisies donnent d'une part
les équations du mouvement, d’autre part les p facteurs de liaisons.

Posons

ldg'==" h(1 ap).

L'existence du p-vecteur L, ...i, nous permet de calculer p différen-
tielles dg' en fonction des n".
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Posons
h h h
;%dpi+‘;iqi<zqt+%dt:ah h (1 4 p).

L'existence de la p-forme A" -» nous permet de calculer p diffé-
rentielles dp, en fonction des ¢*.

Le produit intérieur du p-vecteur et de la p-forme n’étant pas
nul, on peut choisir pour les deux systemes de différentielles dg’, dp,,
qu'on exprime en fonction des formes =", ¢*, la méme partition
d'indices, de 1 a p pour fixer les idées, ce qui est toujours possible
avec un choix approprié de notations. Il en résulte que la forme Q
associée au systéme exprimée au moyen de 2n formes de Pfaff =*,
¢" (h variant de 1 & p) w* (a variant de 2p <+ 1 a 2n) s’écrit:

Q =ku(a' N\ ") 4 koi (0* /\ 0°) +kan(0* N\ )
+ kap(w* A wP) — (ko0 + kit 4 kpom* — A,mh) A dt.
Les équations du mouvement et les facteurs de liaisons sont
données par les caractéristiques de Q.

10)

(1) o = ad! - kaxT kg — kyy dt =0
en nombre égal & 2(n — p)
() ko' ho® — hdt Ml =0
en nombre égal a p
) ) b — kg — kydt =0

en nombre égal 4 p

auxquelles on adjoint les relations de liaisons a" = o0, les équations
de définition des formes avec les p conditions ¢* —=o.

Réduction de Q. — Soit (), ce que devientQ quand on annule les o*.
Q, = kan(@* A ) Fkog (0 A 0F) — (ka4 kyom* — Ayn?) A dt.
Les (2n — p) premitres équations associées a (2, sont :

) A st o — kg i =0
en nombre égal a 2(n — p)
(29 Zﬁfn = — kgp® — kpdt + A dt =0

en nombre égal 4 p.

On remarque que l'ensemble des (2n — p) équations (1’) et (2)
ne sont autres que les équations (1) et (2) dans lesquelles on annule
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les o*. Pour compléter ce systéme il faut théoriquement adjoindre

a (1') et (2') les p équations :£‘: = o0 ou p équations équivalentes. Or
-

si () est exprimée au moyen des variables p;, ¢', on a pour les équa-
tions associées, n équations
o0 — —dg' — Edt—o
> (dp) op;
Quand on effectue un changement de formes

a*) " a(dp) "

=—o entrainent — 20 = o et récipro-
dc”

dp;=uaus*, avec det|ay|z~o0

de sorte queles p équations

.)
quement. Il suffit donc dadJoxndre (1) et (2) les p équations
dg' — Z%’dt_o dans lesquelles on remplace p des quantités p,

par leur valeur calculée au moyen des p équations de liaisons
a*(pi, ¢, t)=o0. On peut donc énoncer le théoréme :

Tukorime I. — Etant donné un systéme mécanique & n paramétres
astreint a p liaisons compatibles du type a*(p;, ¢', t)=—o0, PA=\,0¢'dt,
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement et les p
facteurs A, des liaisons en adjoignant aux (2n— p) premiéres équations

assocides a la forme Q.. d'une part les p équations dg' — Z;—detzo.

d’autre part les p équations I'dq' —==*, p des variables p; étant calculées
au moyen des p liaisons a* —o.

Remarque. — Dans la pratique si Q est exprimée au moyen des
variables lagrangiennes ¢'. ¢', { et de leurs différentielles, ce théoréme
se traduit par la régle suivante:

Regle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement
et les facteurs de liaisons. on substitue dans Q & p couples de diflé-
rentielles associées dg', dg’, les 2p formes =", ¢*, (), se déduit de Q
en annulant les 5*, et en remplacant p des variables §' par leur valeur
calculée au moyen desp équations de liaisons. Les (2n— p) premiéres
équations associées a (), auxquelles on adjoint d’une part les p
équations dg' — ¢'dt = o, d’autre part les p équations de définition
des =*, =" = [l!dg', déterminent les équations du mouvement et les p
facteurs de liaisons.
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§ IV. — Forme réduite (), donnant uniquement
les équations différentielles du mouvement.

Q, formé comme nous I'avons indiqué dans le paragraphe précédent
dépend de 2(n — p) formes w*, de p formes =* et de dt.

Qr - kah(wa A ﬂ‘) + kaﬁ(wa A wﬁ) - (kaoma + I‘:"(f“:‘l - )‘hﬂh) A de.

Comme =* — Phdt (P* étant la puissance des forces nécessaires a
la réalisation de la A¢ liaison P*—=2,P}), remplagons chaque =* par
Pdt dans (),, on obtient ainsi une forme

Q, = kap(0* A Pidt) 1 kag(w* A wf) — kg w* Adt
dans laquelle ne figure plus aucun des facteurs de liaisons A,. Cette
forme (), est de rang 2(n — p) car sa puissance (n — p)* est:
Q=P =K' Aw’A - Ao™ ?Adt (K fonction numérique).

En comparant les 2(n — p) équations caractéristiques de €}, et les
a(n — p) premitres équations associées & (), dans lesquelles on a
remplacé chaque =" par Phd¢

bQ; =k, Phdt+ kapr — ky,dt=0
ow
bQ; =k, Phdt+ kagwﬁ — kaodt =0
ow

on constate que ce sont les mémes. On peut donc obtenir les
équations du mouvement indépendamment des facteurs de liaisons
au moyen de (), dans laquelle ne figure plus que 2(n — p) différen-
tielles dg', dp;, et (2n — p) variables p,, ¢', p des variables p; étant
remplacées par leur valeur calculée au moyen des p équations de
liaisons. Il faut en outre adjoindre aux équations caractéristiques

de Q, les p équations dq‘—ﬂ'dt correspondant aux différentielles
dq ne figurant pas dans Q,. p:

Formation de Q,. — (), se déduit de Q en remplacant p couples

de différentielles associées dp,, dq‘ par les valeurs calculées au moyen
des deux systémes

bp ‘—+————d ‘+ =o0; ldg' —Phdt—0  A(1 ap).
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Tutoreme 1I. — Etant donné un systéme mécanique a n paramétres
astreint @ p liaisons compatibles a"(p, ¢', {)=o, Q,=\,ldg' A\ dt,
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement comme
caractéristigues d’'une forme (), de rang 2(n— p) déduite de Q, en
substituant @ p couples de différentielles associées dp;, dg', les valeurs
calculées pour les dp; au moyen des p différentielles des équations de
liaisons, pour les dq' au moyen des p relations ltdg'—Phdt—o; st
les p variables p; sont calculées au moyen des p équations de liaisons
a*=o, on adjoinl au systéme des caractéristiques de Q, les p formes

dq‘———?dt:o.

Remarques. — 1. Liaisons de puissance nulle. £*—o0, comme
& —=P2-+ I, on remplace P% par — .

2. Liaisons de puissance nulle indépendantes du temps P} —o,
p des différentielles dq' s’expriment en fonction des (n — p) autres.

3. Liaisons holonomes ou pseudo-holonomes indépendantes du
temps. Dans , ne figure plus p couples de variables p;, ¢', ainsi
que leurs différentielles. Les équations du mouvement sont les carac-
téristiques d'une forme extérieure de degré deux de rang 2(n—p).

4. Si p variables ¢' ne figurent ni dans (2, ni dans les p relations
de haisons, ni dans les puissances P? des liaisons, il y a un avantage
évident a éliminer les p différentielles dg', car (), ne dépendra plus
que de 2(n— p) variables et de leurs différentielles. Les équations
différentielles du mouvement sont les caractéristiques d'une forme
de degré deux de rang 2(n— p), les p variables ¢' étant déterminées

par des quadratures puisque les p formes dg' — b—Tzdl sont fermées
modulo les caractéristiques de Q. o,

§ V. — Méthode générale pour I’étude d’un systéme mécanique a
n parameétres. Applications.

De I'’ensemble des quatre paragraphes précédents se dégagent
naturellement une méthode générale pour l'étude des systémes
mécaniques dépendant de n paramétres. Ces systémes sont toujours
constitués par des ensembles de solides et de points matériels
astreints & un certain ensemble de liaisons du type a(p;, ¢', ) =o,
P —=Al¢‘, supposées compatibles.
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1° Les facteurs de liaisons A se déterminent toujours indépen-
damment des mouvements par l'utilisation combinée de la forme )
et de l'opérateur i( ) de M. H. Cartan. Il suffit pour cela de
déterminer pour le systéme libéré de ces liaisons:

a) le champ caractéristique E de la forme Q correspondante, ce
qui est immédiat si Q est écrite sous forme canonique.

b) les champs e', ..., e, de direction des forces de liaisons.

Les p équations (III, 2) déterminent complétement le systéme
des forces de liaisons.

Remarquons & ce sujet que si e', ..., ¢, ne dépendent pas des A,
ces équations sont linéaires en A, mais si pour des raisons physiques
e', ..., e dépendent des A, le systtme (III, 2) constitue un systeme
d’'équations implicites par rapport aux A. G’est ce qui se produit en
particulier dans le cas du frottement de glissement, de roulement,
de pivotement, lorsqu’on considére coefficients de frottement,
paramétres de résistance au roulement et au pivotement comme
fonctions des pressions normales.

2° Les équations du mouvement peuvent toujours s’obtenir
indépendamment des facteurs de liaisons au moyen des équations
caractéristiques d'une forme (), auxquelles on adjoint p formes
différentielles convenables (cf.; Th. II, § IV). Les propriétés de ce
systtme différentiel seront étudiées dans le chapitre vi de ce travail.
Au préalable nous donnerons quelques exemples simples d’applica-
tions des méthodes précédentes.

Exempre I. — Un disque homogetne pesant, de masse M, de

rayon R, de moment d’'inertie MA® par rapport & son centre roule et
- glisse sur la ligne de plus grande pente d’'un plan incliné faisant

I'angle i avec I'horizontal. On suppose que le coefficient de frottement
est une fonction de la vitesse de glissement v et de la pression
normale N soit f(v, N).

En prenant pour axe des «, la ligne de plus grande pente du plan
orienté vers le bas, pour axe Oy la perpendiculaire, §, 1, élant les
coordonnées du centre du cercle, § son angle de rotation, la forme Q
pour le disque libre est:

Q = MdE A df 4 Mdy A dn -+ ME* db A df
— M(E df vy dq k20 db) A dt - Mg(sin idE — cos idn) A dt.

Le champ caractéristique E a pour composantes

E(gsini, —gcosi, o, & %, b, 1).
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La liaison se traduit par y =o, puissance P =N{[ef({ 4+ R8) 7]
avec ¢(54 R0) < o d'ou Q,=N[ef(df + Rdd)—dn]; notons que
V=% R6.

Le champ e de direction de la liaison a pour composantes

¢, 1 R
e(M, M’ Mk,) o, 0, 0, O0).
La pression normale N est donné par Ni(e) dvy -} i(E)dy—=o

i(e)dr‘;:ﬁ i(E)dj=—gcosi d'oh N=Mgcosi

Pour obtenir les équations différentielles formons (Q, déduite de
Q+4Q, en remplacant dy par o, dy par

— ef(d€ 4 Rdb) 4 [%+¢f(§+ RO)] dt
¥ =ENEAR A A dd— (G dE+ k0 db) A dt
—+ g sinid§ A dt - g cos ief(dE + R df) A dt.

Les équations du mouvement sont les caractéristiques de ),. Un
choix intuitif de 4 opérateurs de M. H. Cartan permet de les mettre

sous la forme

()

i(@")Q, = d Ry —9d=o
sin i 4 ¢f(v) cos i<x + 7‘7)
i(z')Q, =db — Odv O L—o
sin i +¢f(v) cos i(l -l-P-) g
v —eR cos if(v) dv .
i(a")0, = di k*sin i 4 ¢f(v) cos i(k* +R*) o
i@, =dE R — L L =0
9 sin i+ ef(v) cos i<1 + F)
L’existence des champs «', ... z* précédents tient aux transfor-

mations infinitésimales de la forme (), comme nous le démontrerons
au chapitre v, § II. Ce systéme est intégrale par quadratures.
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Roulement sans glissement. — Dans notre théorie ce sont deux
liaisons de puissance nulle :
n=o, P' =Ny, é—}—BO;o, - P*=T(E-+R0),
P,’l::.‘i), Pi:E—}—RO.

Les composantes des champs de direction des liaisons sont :

. I of 1 R
el o, —ﬁ’ 0o, 0, 0, 0, O e M-,. o, W’ o, 0, 0, 0.
Déterminons d'abord les composantes de la réaction au moyen

des opérateurs
1

i(e')dn= M’ i(e*)dy=o, YE)diy—=—gcosi

ie)dE+Rb) =0,  i(e") d(£+Rb)=-;T<: +-I,:—:>

i(E)d(§ + RO)=gsini
d'ou

i(E) o . — i(E) d(£ + Rb) Mgsini
Ne=— m =M , T—= —__gsmt
i(e‘) d.n gcosi i(e’) d(5 + Bé) I B_’
k?
Les équations différentielles du mouvement se déduisent de Q,
obtenue & partir de

OEh gt A\ def- iy -k A b — (B -+ ) A

g (sin i df — cos i dn) A dt - Ndn A dt -+ T(dE - R db) A dt
en remplacant d¥ par o, dn par + P;dt=o puisque P' =0, af par

_T;-di, dd parT;—(-—dE..}_P:dt):_g puisque P! —o.

R
Q, kY K \g ¢ .
w=(1 _‘_W dE/\dE—(l +ﬁ—' Edi N\ dt—gsinidt A dt.
On en déduit immédiatement df — g smkt, dt, df ==E dt, résultats
classiques. 1 +ﬁ7
Exemere II. — Disque homogéne roulant et glissant sur une

courbe plane fixe, le disque restant dans le plan de la courbe.
Soient Oz et Oy deux axes fixes, m la masse du disque, a son

rayon, mk® son moment d'inertie autour de son centre de gravité

G, §, n, les coordonnées de G, 0 I'angle de rotation du disque autour
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de G, X, Y les composantes de la résultante des forces extérieures
autres que celles di l'action de contact de la courbe sur le disque,
[' le moment résultant des forces extérieures dans les mémes condi-
tions.

Au disque entiérement libre est associée la forme extérieure :

Q =d(m% d§ + mv dn - mk*6 d — T dt) + (X d§ 4 Y dn -+ [ dB) A dt
dans laquelle T désigne la demi-force vive du disque.

La courbe G sur laquelle roule et glisse le disque est supposée
définie par @, y fonctions de I'arc s de la courbe. La demi-tangente
orientée Pt a C fait en un point P quelconque un angle a = (O, P?),

le rayon de courbure en P est p— g:—(- Il est commode de prendre
des axes mobiles Pt, Pn avec (Pt, Pn) = %- Les coordonnées de G

dans ce systéme sont d'une part «, d’autre part PG =R obtenues
de la maniére suivante : par un point G du plan on meéne une nor-
male GP 3 C d'ou le point P(«) et PG=R sur cette normale
orientée.

Les différentielles d, dv s’expriment au moyen de de, dR par
les formules
dt=cosa(p — R)da —dRsina  dn—=(p—R)sinada—+dRcosa.

Soient u, v les composantes de la vitesse de G par rapport aux
axes P¢, Pn

E—ucosa —vsina i —=usina-4-vcosa

d’olt les expressions de T, £d§ v dn, et de Q en fonction des
variables choisies :

T=—;—m(u’+v’+k’0’), £ df v dn=(p — R)uda+ vdR
Q=m[(p —R)du A da — udR/\da—{-—dv/\dR—l—k*aO/\dG%
— m(udu—+vdv 4k db) A dt
+[(Xcosa—+ Ysina)(p— R)da—+(Ycosa— X sina) dR 4 ['df] A dt.

Le champ caractéristique E a pour composantes dans I'hypothese
p—Rz~0
E<Xcosa:{n-Ysma+ uv Ycosa — Xsina u

y —

p—R m p—R,

—F—J—vél
mk’ o—R’ )
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La liaison se traduit par v = o, puissance
P=N{ot ¢f[(p— R)e+-ab)}
avec e==—1 siu+ald >o0, e=- 18 u+ab <o.On en déduit
Q,=N{dR+4¢f[(p — R) da 4 adb]{.

D’ou les composantes de la direction du champ de liaison

e<s£ 1,40 00, >

m- m mk
Lavaleurdelaréaction normale N se déduit de Ni(e) dv—+-i(E) dv—=o0

By . ut
i(e)dv_xsma Ycosa—{-—mp_a

Pour obtenir les équations différentielles formons (, qui s’obtient
4 partir de Q en remplagant dv par O, dR par

— &f[(p — R) da+ add] 4 f[(p — r)éc +-ab]
puisque v =0
Q,=m(p— R)du A da—muaefdd A da—~muef[(p — r)e -+ ab Jdoe A dt
+ mk* df N\ db — m(udu 4 k0 db) A\ dt

—+ (X cosa—+Y sin &) (p — R)da A\ dt
—(Ycosa— Xsina)ef[(p — R)da + add] A dt+4T' di A dt.

Les équations associées a (), donnent

bzt(i-)at) —m(p —R)du — ntasfd0+muej'[(p—ﬂ)d+aé] dt

+(Xcosa+Ysina)(p—R)dt—(Ycosa— Xsina)ef{p—R)di=o0

bz(’(%)_—_—mk?dé—}—mejhuda—{—['dl—efa(Ycosu—Xsilna)dt:_o
o0, _ B

o(du)_m(P R)da — mudt =0

2 —mk(dd — O dl)=o

(0)

((? 5= —=m(dR —vdt)—=o0. Cette derniére

compte tenue de la liaison donne R=a. Le systéme s'écrit encore

auxquelles on adjoint
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sous la forme :

—;—%Ii efut = [X cosa—+ Ysina —ef(Y cos a — Xsin a)]
e=—1 si utad>o
avee e=-+1 si ua+tdad<o
&

mk’—_Fu—l»—msfaa-—sfa(Ycosa—Xsina)?

da
j‘@_o&_ di— L% 4.
da u

Remarque. — Les points pour lesquels p — a = o0 sont des points
singuliers, dont la signification géométrique est la suivante : le centre
de gravité du disque décrit une courbe [' paralléle & G, dont le rayon
de courbure est p—a, aux points pour lesquels p—a—o, la
courbure de [' est infinie, ces points sont les points de rebrous-

sement de [' en général (p — a changeant de signe en s’annulant):

en un pareil point le cercle devrait traverser la courbe C, ce qui
matériellement est impossible. Notre théotic de la compatibilité des
liaisons montre qu'en de semblables points la liaison doit étre consi-
dérée comme incompatible. Il suffit pour cela de procéder comme
nous l'avons fait dans I'exemple de la barre, certaines composantes
du champ E devenant infinies, on commencera par multiplier toutes
les composantes de E et de e par (p—a); d'olt la condition de

compatibilité (i(e) dv = P%“ +o.

2. SiX. Y, sont fonctions uniquement de la position de G, donc
ne dépendent que de «, lorsque la liaison est réalisée, le mouvement
du centre G du cercle est le méme que celui d’'un point matériel
glissant avec frottement sur la courbe paralltle 3 C a la distance a.

3. Si en plus des conditions précédentes I' ne dépend que de «
les équations différentielles du mouvement s’intégre par quadrature.

Roulement sans glissement du disque sur la courbe C. — Le
disque est astreint & deux liaisons de puissance nulle :

1° v=—0 P'-=N.v Q'=NdR A dt
2 utai=o0 P=Twu4ab) Q=T[(p—R)da4-add]Adt.
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Les composantes des directions des champs de liaisons sont :

. I of 1 a
e'(o, — 0, 0, 0, 0, O el —: 0, —5» 0, 0, 0, O
m m mk

o L Vo . __Ycosa—Xsina v’
z(e)dv._m, (e)ydv—=o (E)dv= — c—a
2
i) dutad)=o,  i(e)dutad)=—4—"75

. ;v Xcosa—+ Ysina uv al’

i(E) d(u+ah)= - + Tk
d ot
N X air u’ ___ (Xcosa+Ysina)k’+al
N=Xsina Ycosa—}—mp_a T= o

Les équations différentielles du mouvement sont les caractéris-

tiques de (), déduite de Q + Q, en remplagant dv par o, dR par o
carvd! est nul, R par a, df) par — (—lﬁ, f par — ial + df par — ta_—(—lda.
a

Q,:m(p—a)<l —}—ﬁ—:)du/\da—m<l —+—£-:>udu/\dt
+[Xcosa+Ysina—{—](p—a)da/\dt.

Si X, Y, ['. ne dépendent que de la position du cercle dans le
plan, lorsque la liaison est réalisée ces fonctions ne dépendent que
de a. Dans ces conditions la forme (), est la méme que cellec d'un
point matériel qui se meul sans frottement sur la courbe parallele
a G a la distance a.

ExempLe III. — Glissement et roulement d'une sphére sur un
plan fixe. La sphere est supposée homogene, de masse M, de rayon a.
de moment d'inertie MA* par rapport & un de ses diamétres. Par
rapport & 3 axes rectangulaires fixes, O pris dans le plan, Oz dirigé
suivant la normale au plan soient :

€, 1. L. les coordonnées de G centre de la sphére,

P . r, les composantes de la rotation absolue de la sphére.

w', 0, ©*, 3 formes de Pfall' construites sur les diflérentielles
absolues des paramttres fixant la position d'un triédre invariable-
ment lié a la sphere.

X, Y, Z, les composanies de la résultante générale des forces
extéricures appliquées a la sphere autres que la réaction du plan
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La forme Q associée 2 la sphtre libre est :

Q=M(d} A\ dE+di A\ dn—+dCAdD)
—}-Mkf(?p/\w’—{——dq_/\g»z—|~dr/\w3+pwz/\w3—{—qco”/\(o’+rw’/\w’)
—M{[EdE 4 ~+Ldl 4-K*(pdp—t-g dg—+-rdr)| A\ dt

+(XdE+Ydn+-Zd0)Ndt

(pour l'expression cinétique de Q se reporter au chapitre 1, § II

solide mobile autour d'un point fixe).

La liaison dans I'hypothése du glissement de la sphére se traduit

par

(=0 P=N{—fV(E—ag)+(n+ap)|
f désignant le coefficient de frottement de la sphére sur le plan
supposé constant.

Substituons aux paramétres de vitesse £, 7 les coordonnées

polaires p, a de la vitesse de glissement du point de contact P de la
sphere sur le plan

E—aq=pcosa E=pcosa-taq di=dpcosa—psinada-tadg
M+ap=psina  yy=psina—ap diy=dgsina—+}-¢cosada—adp

La liaison se traduit alors par {=o,

P = \[{ — fcos a(t — ag) — f'sin a(y - ap)

d’oui la forme
Q,=N[d{ — fcos a(d’ — aw®) — fsin a(dn + aw')| Adt.

Formons Q, qui jointe & d{ —{¢dt—o0, donnera la composante
normale de la réaction et les équations différentielles du mouvement.
Pour cela remplagons dans Q d{ par o et d{ par

d{=m-+ fcosa(df — aw®) 4 fsina (dn + aw')

Q,—=M[(dp cos & — ¢ sin a da + a dg) A df
—+ (dg sin &+ p cos a do — adp) N\ dn|
—+ ME (dp A\ o' +dg A\ o +dr A\ o
- M p(w? A 07) 4 g(0° A 0)+ (0! A )]
+ [Xd%+ Ydny 4 (Z 4+ N)yr -+ Zf cos a(df — aw®)
“+Zfsin a (dr, + an')| A dt
— Mi(z + 1 cos g — asinap) dz — ag(p cos a - ¢ sin a) da
‘ —+ap (cos o dg — sin adp) + k*rdr| A dt
— M(k* 4 a*)(p dp 4 q dq) N dt.



LFS FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 217

Les équations associées a (), sont :

bzgé)z—M(chosa—PSi““d“+adq)+Xd‘“}"zfcosad[:()
623’) —M(dpsina+pcosade—adp)+ Ydi+Zfsinadl—=o
00,

S (s ):M(dEcosa+dnsina)—M(’p+acosaq—nsin ap)dt—o0

QS')—MM sin & df -+ cos & dn) + M(p cos & +- g sin a)ap dt =0
0,
a(dp)
20,
2(dg)
20, 2 —
b(d)—MA (0*—rdty=0

g_Q_:: — MA? (dp+ (]w’ —_— l'(_o’) ~+ Zafsinadt—o0
w

2,
dw®
oQ,
dw’

oQ

— Ma dn + Mk'e' 4+ Map sin e dt — M(k* 4 a*)pdt =0

=Ma df 4 Mk'w® — Map cos a dt — M(k* 4 a*)gdt=0

; — — MK’ (dg — po® + rw') — Zafcosadt —=o

— MK (dr+ pw* — qu') =

“=(Z+N)ydi=o.

On en déduit

dE——ath:dn—{—apdt:Pdt’
cOs o sin &

ar_

dt

—_Zfa +l‘_,_+xcosa+Ysma Mp%:—Xsina—{——Ycosa

M—P I[sma, M%:—%cosa

o'=pdt, w’=qdt, w'=rdt,

Les équations donnant #_p_’ d définissent 1’hodographe de la
. . dt dt
vitesse de glissement.

Cas particulier. — Sphére homogene pesante glissant sur un plan
incliné, si i désigne l'angle d'inclinaison X\ =\gsini, Y=o.
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Z = —Mgcosi, on retrouve le résultat de Painlevé : les équations
donnant le mouvement du centre s'intégre par quadrature.

Cas du roulement sans glissement. — Le champ caractéristique
E de la forme  correspondant a la sphére complétement libre a
pour composantes :

X Y 1Z
I<V| M)'m;O.O,O.EY]Cqu»|>

Le roulement sans glissement se traduit dans notre théorie par
3 liaisons de puissance nulle :

E—.aqzo n+ap=o ‘;’:o .
P'=2(—aq) P'=u(+a) P'=x
=A(dE—a)Adt  Q*=u(dn+a')Adt Q' =vd{AdL

Les champs de direction de liaisons ont pour composantes :

a
y 0, O, O, —5» O, O, O, O, O, O, O, O
<M » O MR >

R 1 a
et0, —» 0, —+/—» O, 0, O, O, 0, 0, 0, O, O
< ’ M Mk' A A

e°<o, 0, M’ o, 0, 0, 0, O, 0, O, O, O, 0>

Le calcul de A, w, v, composantes de la réaction du plan sur la
sphére peut s'effectuer au moyen des opérateurs de M. H. Cartan :

€y dt—a) = (14 55 ) i) dE—ap) =o.

(e dE—ag)=0. (EVdE—aq) =2  i(e)dir+ap)=o,
i) =5 (1445) iEdG+Ha) =0
i(E)d(f)—}—ap):%, i(e'd{ =0, i(e*)d{=o0o,

i(e*)dl = -% ,  (E)d{= TZ\/I )

d'ou
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On désire connaitre les équations différentielles définissant le
mouvement du centre de la sphere, formons (), déduite de Q 4 Q,en

. —dy £
remplacant d{ par o, d{ par o, dp par ad"l, dq par %; w' par
— fi_’l w’ par d

Qf“M<.+ >(d¢/\d£+dn/\dn)+Mk"dr/\m
+M ki (— R dE A\’ +Edn A o —rdq A\ dE)
—M<1 +-Z~:>(§dg+y~, diy) A dt — Mk'r dr A\ dt
(X e Ydn) Ad

Les équations associées a (), sont

bQ: ) I“2+a2 |4 E BN —
s =M M o' 4 rdn) + Xdi=o

on Ba, .
— L (dE —Edh) =
55 =M=T (@ —td)=o
20 k’+a
s\ di \[-— ' —rdE)4-Ydt=o
) M ( )

0 2
_z"_‘{—sz “ji(dn—-f) dfy=o
0O
0 _ _ \iktdr \l’imdt —Edn)=o
—"1‘—- M (w® —rdt)=o

Les deux premieres se réduisent a
d% a@ dn
M22=——__X M Y.
dt a4k @+ + e

Elles montrent que le centre de la sphere se meut dans le plan

E-—a comme un point matéricl soumis aux forces a’—f—.i;\
s Y cas particulier d'un théoréme de Routh.

Exempre IV. — Glissement d'une sphére homogéne de masse M,
de rayon a sur deux plans rectangulaires fixes Oy, zOx. On suppose
que les forces extérieures se réduisent i la résultante générale dont
les composantes par rapport aux axes Oxyz sont X, Y, Z.
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Par rapport a des axes fixes soient :

g, v, {, les coordonnées du centre G de la sphere,

p» g, r, les composantes de la rotation instantanée de la sphere,

o', w’. w*, 3 formes de Pfalf construites sur les différentielles des
parameétres fixant la position d’un tri¢dre invariablement a la sphére.

La forme extérieure associée & la sphere libre est :

M(dE A d% 4 di A dn =+ dL A dO)
+ M& (dp A\ ' 4 dg \ o'+ dr N\ 0" 4 po’ N\ ' +ro' A o)
+ Mk'qo’ A o' —M[EdE+v dy+-Ldl+4-(pdp+-qdq
4 rdr) Adid (X dE+ Y dnq+Z d0) A dt.

Le champ caractéristique correspondant E a pour composantes :

XY Z
E<M MM &wLopogor 1>.

La premigre liaison contact de la sphére avec le plan zOy se traduit
par

=0 P'=NJ[{—/iVE—ag)+(+ap)],
Ja coeflicient de frottement sur 20y ou en introduisant les coordonnées
polaires ¢, a de la vitesse de glissement du point de contact A de
la sphere avec le plan Oy

L —ag=—=g,cosa

N, — E ) — I sin o7
i+ ap = px sin « P'=N,[(—ficosa(5—aq)— fusina(7+ap)]
d’ou

0" = N,|d{ — f, cos a(df — aw®) — fy sin a(dn -+ aw')] A dt.

Les composantes du champ de direclion de cette liaison sont:

o TSacosa —fisina 1 —afysine
S i TR R 7
afs cos «

ME 0 ¢ © 00 0 0 o>.

La deuxiéme liaison contact de la sphere avec le plan zOz se
traduit par

i=o P'=N[n—foV({—ap)'+(E+ar)]
Sz cocflicient de frottement sur 2O ou en introduisant les coordonnées
polaires ¢, 8 de la vitesse de glissement du point de contact B dela
sphere avee le plzm 20z

=R by b il o)
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d’ou
(O = Ny [dn — f» cos B(d{ — aw') — fs sin B(df + aw®)] A dt.

Les composantes de direction du champ de cette liaison sont :

< fnsmB 1 —/fscosfd afnCOSp’O

MM M

——5 .~ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Déterminons les composantes normales des réactions au moyen
des opérateurs

i(e"dl = Klf i(e)dt = —_—_j_”%;:gs_@ i(E)dl = f

|
v ng.  —fasine ., . 1 . .Y
e)dvy = f?w—— e*)diy = M (E)dy= M

La condition de compatibilité de ces deux haisons est:
i(e"dli(e})dn — i(e' )dvi(e)d{ = w‘i* (1 — fafesinacos ) # o.

En la supposant satisfaite on en déduit

N BAfoeospY (Y fisinal
1 — fafasinacos f3 L — fafesinacos f§
Pour obtenir les équahons différentielles du mouvement construi-

sons Q, en remplacant dans (), d{ par o, d¥ par o, d{ et dy dilféren-
tielles associées par le systeme

dl — fysin a d = f) cos a(d% — aw®) - af) sin aw' + Pldt
— facos B d{—+ dn= fy sin B(d% + aw’) — afy cos fu' + Pidt

Q, = Md: A df + MK (dp A\ w'4-dg N\ 0’ 4dr \ o’ 4 pw’ A\ o’
+ g0’ A o' +ro' Aw’)4-M[EdE4-k(pdp+q dg+-rdr)] A dt

+ I _fAfBSin ozcos(j U"sm B(dt+an’)
/afvcos &vos B(d —aw’)+afscos Bt — fisina)w'| A d!
+ 1 —fAfB Sin ¢ COS B [j“\ cos a(ds _ am")

+/fifesinasin B(df 4-aw’)4-af sina(1 —cos  f3)w' | A dt
~+ XdE A dt
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d’oui les équations associées a (),

b(-)s I ¢ dt ’ .

(;(:dE)— S+ Xt - 1— fi s sinacosf8 [Y(fosin
~+fafocosacos B) 4 Z( fy cos a4 f, fysin asin f)] = o

ﬁﬁmﬂ—@—w+mv

adt .
— SinaCOSB[YfBCOSﬁ(l — sin af))

~+ Zfysina(1 —cos ffp)| =0

-+

2} . , —adt
“s — MKk? L 3 Y
YRt (—dg—ro +pm)1—j;f3sinacosﬁ[ frSscos acos 3
+Zfycosa]=o0
oQ y ‘ adt

s ___ 0 _ 2 1
= Mk (— dr — po’+ qu')+

1 — fafesinacosf3 (Y/e -Sin B
+ZfAfBSin o sin B] —0

bg..), . ¥ st 2 ! —
o) =M(d¢, —Edt)=o, odp) =Mk (o' —pdty=0
dQ) . o) .
et 22 . s — ME¥ w? _
b—(dq) Mk (w® — g dt) =o, odr) 1 (0 —rdf)=o0

auxquelles on doit adjoindre (Z'C_——Zdl—_.—o, dry—v;dl==0 et les
relations de définition de a et de {3. qui compte tenus de {=a,
1 =a, permettent de définir q et r en fonction de £, p, a, f.

aq:E—apcotga ar:—;——aptgﬁ.

Ce systéme se met encore sous la forme suivante

xl‘dif: X+ | Y(fasin B fu ficos a cos )

~+ Z(fy cos - f fasin asin §)]
24 . o
W d[t) 1—fufs :in acos f3 [Y(r —sinafy)fucos
~+Z(1 —cos Bfy) fasin |

1
t — fafesinacos 8

k*/d% d(pcotga) — facosa
M e B /

a<d{ dt > 1—--‘/‘Afl,smozcos(‘s(l+_\fﬁcosm
M (45 UptaB) — fasin
Ma“"(\tlt_%_ dt ,) l—fAf551nacosf‘(Y+/f\ sio &)

——:E w'=pdt, w0’ =qdt, W =rdt
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ExempLe V. — Liaison par asservissement de M. H. Beghin. —
Un plan matériel P peut glisser sans frottement par translation sur
un plan fixe xOy. Sur ce plan une sphére homogéne pesante X de
rayon a peut rouler sans glisser. Le mouvement du plan est réglé
automatiquement de maniére que le centre de la sphére tourne
uniformément autour de la verticale fixe Oz a la vitesse angulaire o
donnée. Calculer les réactions et former les équations du mouvement
du systeme.

Soient: u, v les coordonnées d’'un point du plan

£, 1, ¢, les coordonnées absolues du centre de la spheére

P q, r, les composantes de la rotation absolue de la sphere

', 0, w’, 3 formes de Pfaff construites sur les différentielles
absolues de trois paramétres caractérisant le déplacement d'un tri¢dre
lié & la sphere.

¢ la masse du plan

M la masse de la sphére, Mk* le moment d’inertie de la sphére par
rapport a un de ses diamétres.

g l'intensitéde la pesanteur dirigée suivant la verticale descendante.
La forme extérieure associée au systéme sans liaisons est

Q= M(dt A\ dE + di A\ dn - d{ \dC)+ MK (dp A\ w' +dg A o
+dr \o’+po’ Aw'4-qu’ Aw'4-ro' Ao*)4-p(da A\ du+-di A dv)
— M{EdE—1din+ Ll +K(pdp-gdg+rdr)+gd¥) Ad

— w(adu—+vdv) A dt.

Liaisons. — A notre point de vue les liaisons se traduisant par:

1. contact de la sphére et du plan
{=o0 puissance P'— N¢ forme Q'—=Nd{Adt

roulement sans glissement de la sphére sur le plan

3. f—ag—u=o0
puissance P*—=X(§ —aq—u) forme Q*—=X(df— aw®— du)Ad!

3. i+ap—v=0
puissance P'=Y(#+ap—v) forme Q' =Y(dn 4 aw' —dv)Adt

liaison par asservissement
4. E—wn=o0 puissance P*—=Pu forme Q‘=PduA dl

5. 4+ wE=o0  puissance P*=Qv forme ()°*=Qdv A\ dt
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Calcul des réactions. — Utilisons les opérateurs i( ). Formons le
tableau des composantes des champs:
dé:dw: d¢ : du : d b idpidg dridiidndlidedyiw' 0o’
Eo:o:——g:o:o:0:0:0:5:1}:'{:&:1‘):1):(1:1‘
e o:o0 —I:—I:o 0 :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0°:
e"’—I—'O‘O'—!'O'O‘_a‘O'O‘O'O‘O’O'O'O‘O
MO '_{J~' : ‘M@ 00000000
fo:—~:0:0:—: % 60:0:0:0:0:0:0:0:0:0:
.M...%LMAI..........
et o O 2 :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0°:
n .
€0:0: 0 :0: - :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:

F. GALLISSOT

On en déduit immédiatement les valeurs des i( )d relatifs aux diverses
liaisons qui ne sont pas nulles:

1Y =, (Bl =—

h.

-
J.

iR ap— k) = (1)

M

() —ag— i) =1 <x +%>+T'L

i(eVd(E — ag— i) = — -'}, i(E)d(E—aq— i) =0
‘ 1
!J~
i(e*)d(h 4 ap — v) = — (} , (E)d#H~+ap—v)=0
i(e)d(E —om)=r>  (EME— wn)=—w

i(e%)d(¥, - wE) == —‘\I/T yi(B)d( - wF) = .

- On vériﬁe que les liaisons sont compatibles, le déterminant étant

égal a

—15—2 d'oti les valeurs des coefficients des liaisons que nous
n

mterpretons comme composantes des réactions :

du plan sur la sphére

A= _\[w*i):.—\/lwzg. Y—— Mwé:——-sz‘f‘, N:Mg

du plan fixe sur le plan mobile. en d’autres termes les composantes

st
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de la force qu’il faut appliquer au plan mobile pour réaliser 1'asser-
vissement :

P:——[\l+g(:+;’7§)]w‘-’s Q=—[y+u(1+5) |

Equations du mouvement. — Formons , déduite de Q en
remplacant dt par o, d{ par o puisque cette liaison est de puissance
nulle, dp el dg par leur valeur extraite de la différentiation des
condilions de roulement sans glissement, w', w*, par leur valeur
calculée en annulant les formes (), Q° puisque ces liaisons sont de
puissance nulle, d% et dy par leur valeur calculée en différentiant les
liaisons d’asservissement, du et dv par leur valeur calculée au moyen
de du=Pidt=udt, do=P,dl=1ddt:

E=wr, B=—wf, ap—b+wE
aq=own—u, do=udt, (o'-"- (0 dt — dn)
dE=wdy, di=—odi. adp= dv+de
adg—=wdn—da, dv=1vdt, w:;(di—udt)

Q, =aMwdn /\dE—I——ME; (dn—+ widt) A (db 4+ o dE)
a

p H(odn—di) A\ (A& — o dt) 4 dr N\ o’ ~-rdr A di
+ M- (04 wE)(dE —a dt) N o° + (on — @)’ A (b dt — dn)
9" n(o di— dn) A\ (dE — i df)) — Ma(n din + £ dE) A dL.
Comme les coefficients de (. des relalions de liaisons, des
puissances des liaisons sont des constantes ou ne dépendent que de
£, 1, u, v, les équations différentielles du mouvement sont données
par les caracténsthues de ;.

b(du) —LI (dzbowth)—(; b(d')'— M -_»(d"]"f-w,dt)__o
o(m‘) Ms(0’—rd)=o
z%jg"):“”-\[‘”d*l‘*—“k—.l-“w(d‘n-Fw‘dt)——(cod-q—da)
+(U+w;)w —r(ddt — dn)| —Mw’Edt=0
aiif‘rﬂ“ww [+ e dE) 4 (U — wn i)
"

20 . + (o — i)’ + r(ddt — dn)] — Mw'y dt=0o
== -~|——(1/—-(v + wB)(df — i dt) 4 (o —a)(vdf —dn| =0

0(0)q
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Les deux premigres équations donnent
df —owndi=o0, dri+t+widl=0
et en intégrant
E=Acoswt+Bsinwl r=—Asinwi+ Bcoswt.

la derni¢re, compte tenu des deux premitres dr—o; les équa-
tions (4) et (5) définissent i et ¥, c’est-a-dire la vitesse du mouve-
ment du plan

L AL K e Mo 1 K
Maﬁdu_——Mw <‘+az>5‘” .\la2 dy = —Mo <1+a2>ntlt.
ExemeLe VI. — Liaison généralisée : Probléme simplifié des

engins radio-guidés. — Un corps solide pesant est soumis a I'action

d’un moteur qui exerce a chaque instant sur le solide une force F
connue dirigée suivant la tangente a la trajectoire du centre de gra-
vité G du solide. Le mouvement sera supposé plan et s'effectuant
dans le plan de symétrie matérielle du solide dont nous postulons
Pexistence, soit Oz. On suppose qu'un mécanisme dirige la tan-
gente & la trajectoire de G vers un mobile M dont les coordonnées
sont des fonctions du temps ¢: (). z(t). Trouver le systtme de
forces équivalent nécessaire a la réalisation de ce mouvement.
Soient: &, ), les coordonnées du centre de gravité G du corps
0 la rotation du solide autour de son centre de gravité
a I'angle de la tangente a la trajectoire de G avec l'axe
horizontal
M la masse du corps, MA* son moment d'inertie autour
d'un axe perpendiculaire au plan de symétrie z0x.
La forme extérieure associée au corps solide libre est:

Q=M (df N\ d&+d{ N\ dC—+ K diy \ db)
—M(Ed5+-Cdi+4-k*0 ab) N\ dt 4 (F cosad’ <+ Fsinad{—Mgdl{) A dt.
Liaisons: 1. La tangente a la trajectoire de G devant étre dirigée

suivant GM ] » )
a' :E(Z —2) —C(E —zx)=o.

2. L’angle de rotation du corps sur lui-méme devant étre égal & a
a une constante pres

E—x)sin) —({—z)cosh =0
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d’'ou
az—_—.(E—:iz)sinO——(Z——z')cosﬁ—{—[(E-—x)cosO—{—(C—z)sinO]é:o.

Comme on ne connait rien & priori sur les forces nécessaires a la
réalisation d'une semblable liaison nous prendrons pour puissance

de I’ensemble P = A% 4 u{ vl d’odr la forme Q,. Les composantes
du champ de la forme Q +- (), sont:

1 < N 1 4~ v . . .
E<M—(l‘ cos a -+ A), M (Fsina -+ u — Mg), NI & ¢ 0, 1.>
Ecrivons que les formes da' et da® appartiennent au sous-module
des caractéristiques de () - (), c’est-a-dire que
i(Eydd' =0, {E)da*=0

En désignant par D la distance GM, par V la vitesse du corps on
doit avoir

A sinoz———(y.——Mg)cosoz-—Ml; (cos ai—sinai)=o0

lsina——((J.-—Mg)cosa—+—D%-+—M(£cosa——:ésina)

~+ aM[(f — i) cos a + ({ — ¢) sin a

systtme qui montre que v et A sin o — w cos a sont seuls déterminés.
Si on désigne par W la vitesse du mobile M et par ¢ 'angle de la
tangente 4 sa trajectoire avec I'horizontal, on obtient:

Asina — . cos o ==— Mg cosa -+ g\’\'\’ cos (& — %)

VW cos(o:——;)——z%o‘z{V—Wcos(a-——?)]

Y — LT gcosa—
[ Dg

M
D:

—{—%l—(i'sin ®—zcosa).



CHAPITRE 1V

THEORIE DES LIAISONS UNILATERALES: CAS D'UNE LIAISON

§ I. — Considérations générales.

Pour un systtme mécanique S défini par le champ E caractéris-
tique d’une forme () de degré 2 sur une variété différentiable V,, _ |,
astreint a une liaison du lype @ =o0, Ae (liaison dont on connait la
direction de la force de liaison définie par le champ e) des raisons
physiques imposent @ A un signe connu a priori. On peut toujours
en remplacant e par — e, s’arranger pour que le signe imposé a A soit
positif. Dans tout ce qui suit A et e sont supposés satisfaire a cette
condition. Soit M un point de V,, , appartenant & la sous-variété
a—o.

Dérinrrion. — Nous dirons qu’une liaison du lype a — o0, Ae. est
de classe U, si la fonction a(t) définie par Ja valeur de a sur la ligne
intégrale tangente au vecteur champ E en M, doit avoir un signe
déterminé.

On peut toujours supposer que le signe imposé & a(() est le signe
positif pour le voisinage a droite ¢ > ¢, (¢, valeur de ten M) car on
peut toujours remplacer @ par — «, hypothése que nous supposerons
réaliser dans ce qui suit.

Justification de ces considérations. — Les conventions précé-
dentes peuvent paraitre arbitraire. Montrons sur quelques exemples
qu'elle en esl l'origine.

1 Un solide S est en contact avec un autre S’ avec ou sans
frottement.

Nous avons vu (chap. n § VI) qu'une semblable liaison est définie

par

-
|

wWw—o DP=N\|uw —/l vV, — ’:;(0:1 — "’i"):!]'
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La séparation des solides ne peut avoir lieu que si ¢’ >0 le
contact que si N > o.

Ce type de liaison est a I'origine de l'appellation liaison unilaté-
rale donné aux liaisons de classe U.

2° Liaison par asservissement de M. H. Béghin.

Un disque B repéré par un angle {3 est coaxial avec un disque A
repéré par un angle «. La laison a:B——dc::o est réalisée en
appliquant au disque B un couple de puissance P:XB, par un
dispositif de commande électrique constitué par unindex invariable-
ment lié & B. Lorsque l'index 1ié & A vient toucher I'index lié & B
un courant électrique s’établit et un moteur tournant dans le sens
trigonométrique applique a B un couple de puissance P:)\B; le
sens unique de rotation du moteur impose A > o. La rupture de la
liaison ne peut avoir lieu sans déteriorations des contacts que si
a— B — 0 > o.

3* Plus généralement les liaisons de puisance nulle, les liaisons
d’Appell dans lesquels le mécanisme de réalisation impose des condi-
tions @ > o pour la rupture, A > o pour que la liaison soit acceptable.

Les questions qui se posent alors sont : connaissant les conditions
initiales point M de V,,, appartenant i la sous-variélé a—o, quel
mouvement va se produire? les conditions mécaniques posées a
priori a(f) > 0, A > o départagent-elles les mouvements possibles ?

§ II. — Mouvements possibles en M .

En M, deux mouvements sont possibles :

1° Le mouvement (M) sans liaison défini par la ligne intégrale X
issue de M, tangente au vecleur champ E. a est une fonction numé-
rique sur V,, , qui devient une fonction de ¢ sur la ligne X. Ce
mouvement est acceptable si cetle fonction nulle & ¢, devient posi-
tive, hypothése qui se traduit par (gg) > 0 et si cette dérivée est

[
nulle par a{**" >> o dérivée qui existe certainement car pour une
liaison imposée i(E). da 5~ o (chap. n, § III).

D’apres le théoréme II du chapitre 1, § III cette condition se tra-
duit par (i(E) . da), > o oupar (i(E).da)?"" > o siles n premiéres
dérivées sont nulles.

2° Le mouvement (M,) avec liaison défini par la ligne intégrale ¥,
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issue de M, tangente au vecteur champ E - Ae. Ce mouvement est
acceptable s1 A > o.

Or A est défini par I'équation i(E).da - Ai(e), da = o. La liaison
étant supposée compatible (chap. 11, §1V) i(e). da =~ o.
__i(E)da
i(e)da
A est ainsi défini comme une fonction numérique sur V,, . cette

fonction numérique devient une fonction de ( sur la ligne intégrale
Y, dont la dérivés n® est

A® = [i(E -+ he) da| ™.

Tutorime I. — Sien M, (i(E).da)® est nulle pour r < n, différent

de zéro pour r—=n--1, A el ses (n— 1) dérivées premtéres sont nulles
en M, et
— (i(e) . da),AY = (i(E). da) 1.

Par définition
A? = i(E+-2e) A" = i(E) dA"=" 4 Xi(e) dA" "
(i(E). da),= o entrainant A, —o
AP = (i(E) dA" =), = ({(E) dA)§ -V
par récurrence A se présentant sous la forme d'un produit u.v,
(ie) da 1
en M, sont nulles, la n° est donnée par
__(i(E) da)ir-*
(i(e) . da),

Conséquence. Si (i(E) . da){” = o pour r<n, 70 pour r=n--1

1° Pour un mouvement M la premiére dérivée non nulle de la fonc-
tion a(¢) est d’ordre (n+41) et a pour valeur af**" = (i(E) . da){** ¥,

2° Pour un mouvement (M)A et ses (n— 1) dérivées premiéres
sont nulles en M, la dérivée n° de A se calcule au moyen de

— (i(e) . da) AP = (((E) . da){~.
On peut résumer les résultats précédents dans la formule
(IL, 1) ar " — (i(e) . da), AP = ((E) . da)r+»

dans laquelle on fait A —=o0 pour un mouvement M, a=o pour un

avec u—i(E).da, v—=———+ A et ses (n — 1) dérivées premidres

AP =
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mouvement (M,). Il est important de remarquer pour les applications
mécaniques que (i(E).da)*" ne dépend que des conditions ini-
tiales et des forces appliquées au systéme autres que celles nécessaires
a la réalisation de la liaison. La formule (II, 1) peut encore s’établir
au moyen du théoréme suivant :

Tukortme II. — f et A étant deux fonctions numériques sur V,, .,
réquliéres ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage d'un
point \l, E et e deux champs donnés sans sinqularités dans le voisinage
de \, la dérivée (n—+ 1) de la fonction f relativement au champ E— Ae
peut se calculer au moyen de la formule

(IL 2)
SEO =) 4 - FRgp)" PV A o A5, ((E)f)0

dans laquelle 3, =i(e).df, 3,==i(e).d(i(E).df)P=?, (Ag,)"—P+?
désigne la dérivée (n — p -+ 1)° du produit A5, prise par rapport au
champ E -+ Xe.

Par défimtion %, = i(E).df+ Ai(e).df.
En posant i(E).df =®,, i(e).df = 5,, la dérivée n* de f s’écrit :
1) SO0 = B4 0.

On peut appliquer a la fonction @, le procédé employé pour la
fonction f
O} = i(E) d®, + ri(e) dD,.
En posant i(E).d®, —=®,, i(e).dD, —=<,. la dérivée (n —1)° de
PP s’écrit :

(2) PP = O 4 (Ag,)"~".
Le raisonnement se poursuit et on obtient aprés (n 1) opérations
(n+l) (D(,:):i(E)d(I)n—-‘—)\?nH_

En ajoutant membre 4 membre les (n - 1) relations précédentes
aprés avoir remarqué que i(E).dP,=(i(E).df)"*", on obtient
I, 2).

Application. — Si en M, A et ses (n— 1) dérivées premitres
sont nulles, la formule (II, 2) donne

(L 3) [P —=A(ile) df),= ((E) df ).

Cette relation appliquée 2 f—a donne (IL, 1). La formule (II, 1)
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ainsi démontrée donne pour un mouvement (M) en faisant A —o,
o+ ?=(i(E).da){"** pour un mouvement (M) en faisant a—o, A{,
et elle montre de plus qu’en faisant varier n, A et ses (n—1) dérivées
premiéres sont nulles en M, si (i(E)da);*' est la premiere dérivée
non nulle en M,.

Discussion des éventualités.

Tutortme. — 1° Si (i(e).da), > o les conditions initiales suffisent
a déterminer le mouvemenl! ultérieur.

2° Si (i(e) . da), << o les conditions initiales ne peuvent déterminer
le mouvement ultérieur, il y a impossibilité si (i(E).da), << o ou
((E). da)*? < o indétermination pour
((E).da), >0 ou (i(E).da)s" " > o.
En effet 1 Si (i(e).da), > o et (i(E). da), 5~ o la relation (II, 1)

avec n — o donne pour

A —o. (%) >0 mouvement M acceptable
)

a=—o, A, <0 mouvement M inacceptable
da ..
(i(E). da), < o & A—o, <‘c?t_>o < 0 mouvement (M) inacceptable
2 a=—o, A, > o mouvement (M) acceptable

si ((E).da),=o, ({(E).da){*'+#0 mémes résullats en utilisant
(IL, 1).

2° Si (i(e) . da), < o et i(E) . da == o la relation (II, 1) avec n=o,
donne pour (i(E).da), > o (M) et (M,) tous deux possibles

our A=—o, da >0
P dt /,

pour a=o, 7\" > 0.

(i(E) da), > o

\

11 y a donc indétermination.
Si (i(E) . da), < o (M) et (M,) sont tous deux impossibles

. da
%pour A=o, <dl>o<0
pour a—o, A, < 0.

Si (i(E).da),=o, (i(E).da)* "=~ 0 mémes résultats en utilisant
(I, 1).
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Image géométrique de cette discussion. — En M de V,, , consi-
dérons les vecteurs I et [ de Vespace tangent. La sous-variété
=0 partage au voisinage de M, V,, , en deux régions. A la forme
da associons le vecteur « d'origine M, orientée dans le sens de la
région positive. Aux deux composantes covariantes relativement a a

-

— -
de E, et de e, associons respectivement les vecteurs colinéaires a a

a=((E).da),a, A=— (i(e).da),a.

-

Si (i(e).da), >0, a el A sont de sens contraire, 3 « correspond
un mouvement (M) ou (V).

~ . o - = . =
Si (i(e).da), << 0, « et A sont de méme sens: a a de sens

L4 N = “ > >
contraire & « ne correspond aucun mouvement, o ayant le sensde«
deux mouvements.

§ III. — Conséquences mécaniques.

L’étude précédente montre le réle important jouer par le signe de
I'invariant i(e).da dont I'expression analytique est quand emploie
des coordonnécs hamiltonniennes
T da

i(e).da— 2
n bpl

L.

Pour une liaison du type d’Appell qui comme nous I'avons vu au
chapitre 11, § V comprend comme cas particulier les liaisons holo-
nomes et les liaisons linéairement non holonomes i(e) . da est égale a
la norme de e, il est donc toujours positif. Pour de pareilles liaisons,
les conditions initiales suffisent & déterminer le mouvement ultérieur.
Pour les autres types de liaisons, en particulier pour les liaisons avec
frottement, avec résistance au roulement et au pivotement sur les-
quelles nous reviendrons au paragraphe suivant les conditions ini-
tiales jointes aux conditions mécaniques peuvent ne pas étre suffi-
santes. Dans les cas d'indétermination, si I'on veut préciser le
mouvement ultérieur il est nécessaire d alouter aux conditions
initiales une condition sélective pour (M) et (M)).

Raison analytique de l'indétermination. — En utilisant I'inter-
prétation géométrique du systéme différentiel des équations du
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mouvement comme définissant les lignes tangentes 8 un champ F
sur une variété V,  , avec F—KE pour un mouvement (M),
F—=E 4 Ae pour un mouvement (M,), le champ F ainsi défini est
discontinu sur la sous-variété a—o. Il y a donc deux intégrales
possibles qui correspondent aux mouvements (M) et (M,) quand on
prend le point initial M sur la sous-variété a—o0. Les considérations
mécaniques A >0 si a==0, a > 0 si A=—=o0 ne permetient de sépa-
rer les deux mouvements que si i(e).da >> o.

Tuforkme. — Apparition ou cessation d’une liaison enlraine
nécessairement une discontinuilé pour les dérivées des [fonclions
représentant le mouvement. Si sur V, _ on se donne an fonctions f;
indépendantes sans sinqularité dans le voisinage de M pris sur la
variété a =o, les mouvements (M) et (M,) sont définis par les systémes
différentiels '

M) "I‘f-‘:i(E).df,. My Yi—iE4re). dr

lt dt
avec Ai(e).da+iE).da—o.
En M, si 2’0, on en déduit: (/1 ), — (f1), = A, (i(e) dfy),

ce qui montre la discontinuité des dérivées du premier ordre des
fonctions f,.
Sien M A et ses (n — 1) premicres dérivées sont nulles la formule

(II. 3) donne
(L= U5 ) =20 4,

ce qui montre que les dérivées d’ordre (n—+ 1) des fonctions f; sont
discontinues.

§ IV. — Exemples montrant ’existence d’indétermination
due a une liaison.

1° Revenons & 'exemple d'asservissement décrit au début de ce
chapitre.

Désignons par I, le moment d’inertie du disque A, par [' le couple
qui lui est appliqué, par I, le moment d'inertie du disque B, et
supposons que le moteur asservi entrainant B ne peut tourner que
dans le sens négatif.

La liaison se traduit par § —a=—=o0, ou conformément au point



LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 235

de vue du chapxtre 1, § I par a=f — & =o, la puissance des forces
nécessaires 2 sa réalisation étant P — ——7\B
La forme  génératrice des équations du mouvement est

Q=1 daNda-+1,d3 NdB—1adaNdt—T1BdB A dt
4T, da A\dt —NdB A dl

d’oti les équations
Mouvement (M)A —o. Mouvement (M))a=o.
[ —T da+-1 dt=0o ‘——-l‘lld—[—[‘,«ﬂ:o

/la—ault—o do —adt—=o
ILdi=o —LdB—hdt=o0
df — B dl—=o dg —Bdt=o
Les composantes du champ E sont -%—-‘; o, & [, 1 celles du
champ e sont o, —21,0, 0, 0. l
Il en résulte i(e). da.__-—-—, (E). da=— ll La relation (II. 1)
permettant de discuter les eventualxtes s'écrit dans ce cas
de A _ T,
7S A B
Discussion.
pour A —=o, da _ —_— —i— < o donc (M) inacceptable
. « ' puisque 9 oit étre positif
si ', >0 dt
( pour a=—o0. A=—— L, <Z o donc (M) inacceptable
I puisque A doit étre positif
pour A=—o, -’-l%: — i' > o donc (M) acceptable
(!
puisque d—est positif
si [, <o . L, dt
1 pour ¢=—o0, A—=— T > o donc (M,) acceptable les

deux disques tournant dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Dans le cas ou [, est négatif il y a indétermination; cette indé-

termination ne peut étre levée que par un choix arbitraire _‘{‘}_ #0
mouvement (M), A qé o mouvement (M,).
2" Il est clair qu'on peut multiplier les exemples du genre précé-
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dent en associant & un contact électrique créant un champ de forces
une relation de liaison liée au contact.

3" Cas de¢ deux solides en contact avec frottement de glissement.
avec résistance au roulement et au pivolement.

Nous avons au chapitre i1, § VI calculer i(e).da pour deux solides
en contact ponctuel. La relation permettant de discuter les éventua-
lités est de la forme

<‘(’7‘;> — (i(e). da),N == (i(E). da),

avec
i(e).da—=A -+ f(Bsins - Ccoss)+ (D cos s+ Fsin o) + eaG.
Si (i(e).da),> o0, pour (i(E).da),>> o0 la seule éventualité
possible est <%>o—_— ((E) da), c’est-a-dire séparation des deux solides
pour ({(E).da), <o (i(e).da),N=— (i(E). da),, glissement des

deux solides I'un sur 'autre.

St (i(e).da), <o, pour (i(E).da),<<o deux éventualités

1]
glissement des solides pour (i(E). da), << 0 impossibilité de la sépa-
ration ou du contact.

Si on néglige les résistances au roulement et au pivotement le cas
d'impossibilité a été signalé pour la premitre fois par Painlevé et est
connu sous le nom de paradoxe de Painlevé (*) qui signale également
qu’on peut rencontrer des indéterminations dans les probléemes avec
frottement. Sion néglige le frottement de glissement et la résistance
au pivotement M. L. Roy (*') a signalé que la résistance au rouleinent
pouvait également donner naissance & des indéterminations et des
impossibilités.

Remarquons que le frottement de pivotement oul'ensemble frotte-
ment de glissement résistance au roulement et au pivotement
peuvent donner naissance aux mémes phénomeénes.

Ces anomalies qui ne paraissent telles que par rapport aux liai-
sons classiques holonomes et linéairement non holonomes, ont

possibles : <il~{(;> > o séparation des solides, N > o contact avec

() Gf. Paixveve, Comptes rendus de UAcadémie des sciences, tome CX\I, 1895 et
l.econs sur le frotlement, Hermann, Paris, 1895.
1) Gf. M Louis Roy, Congrés de mécanique appliquée.
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conduit certains a penser qu’'elles étaient dues a l'imperfection des
lois de Cloulomb et que des lois plus précises les éviteraient. L’étude
faite dans ce chapitre montre qu’il n’en est rien puisque l'origine
des paradoxes et des indéterminations réside dans le concept méme

de liaison et tient a une disposition des vecteurs e (champ de liaison)

et a (associé & la forme da) en un point M, de la sous-variété « =o
de V,,,, sii(e).da est négatif.

Le cas du frottement de glissement n'est donc historiquement
que le premier cas ou ces fails ont été constatés.



CHAPITRE V

THEORIE DES LIAISONS UNILATERALES:
CAS DE PLUSIEURS LIAISONS

§ I. — Aspect mécanique du probléme.

Quand on considére un systtme mécanique S astreint & p hiaisons
de classe U (chap. 1v, § I) les conditions initiales étant données, il
est naturel de se demander quels sont les mouvements possibles et
dans quels cas les conditions posées a priori pour la rupture des
liaisons et pour les facteurs de liaisons sont suffisantes pour séparer
les mouvements.

Le systtme mécanique S sera défini par le champ E caractéris-
tiqued’une forme'(} de degré deux sur une variété différentiable V,, _,,
chacune des p laisons sera caractérisée par une sous-variété analy-
tique a"=—o0 et par un champ de liaison 4,¢", A, fonction numérique
A déterminer, e" champ connu, I'indice i variant de 1 & p. Se donner
les conditions initiales revient & se donner un point M, de V,,,.
Toute la discussion repose sur le théoréme suivant.

Tutorime I. — f, A, ... &, étant (p—+1) fonctions numérigues
sur 'V, régulieres ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage

d’un point M, E, e', € ... e/(p—+1) champs donnés sans sinqularités
dans le voisinage de M la dérivée (n+ 1) de la fonction f relativement

1
au champ-E+ Y A" peut se calculer au moyen de la formule :

P
(v, 1)
S A QO gk (B

avec 3t =i(e").df, gp=1i(¢").d(i(E).df)?, avec sommation relati-
vement & l'indice muel h dans chaque parenthése (h,zh)"="+?, Uexposant

.. L. P
(n —p—-1) indiguant une dérivation par rapport aw champ E—+ ¥ xe".
!
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La démonstration s’effectue comme celle du théoréme II, chap.1v.

Par définition
O = i(E) df 4 Ai(e) . df.
En posant i(E).df=0®,, i(e").df=¢%, la dérivée n® de f©

( l) f(n 1) — (I)gn) + (‘Ah??)(n).
On peut appliquer 2 la fonction @, le procédé employé pour la
fonction f.

Par définition
O =i(E). db, 4 ‘A,,i(e") dd,.

} l:i)r(l)sosant (E).db,=®,, i(e").dDd,=¢i, la dérivée (n—1)°
e Ot donne

(2) P = e - (Augh) 0.

Le raisonnement se poursuit et on obtient aprés (n— 1) opéra-
tions analogues

(h4-1) OO =i(E)dD, + Agh. .

En ajoutant membre & membre les (n - 1) relations précédentes
et remarquant que i(E).d®,— ({(E).df)"*" on obtient (V, 1).

On peut appliquer (V, 1) aux p fonclions a', ..., @® en un point M,
ce qui donne
(Vo 3) (@0 — P — ()P

— (Mgt ) = ((E) . da)? ",

En particulier si (i(E).da*), 5~ 0 pour tout kde 1 a p ce qui
signifie que E n’appartient 4 aucun des espaces tangents aux sous-
variétés a* —o

(V. 3) (@) —n(i(€") . da*), = ((E) da*), k(1 & p).

Les relations (V, 3) dont les seconds membres ne dépendent pas
des éventualités permettent de discuter la nature des mouvements
possibles :

Hypothése A. — Si le mouvement de S a lieu avec rupture des
p liaisons, on doit faire dans le premier membre de (V, 3)
A,=o0...A,=o0 ce qui donne

(@ =({(E).da*), k(1 2 p)
L’hypothése A est acceptable si (i(E).da*), > o.
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Hypothése B. — Si le mouvement de S a lieu en respectant
les p liaisons on doit faire dans le premier membre de (V, 3)
()’ =o0, ... (@) =0

ce qui donne pour déterminer les A, le systtme des p équations
linéaires
— Au(i(en) - da*), = (i(E).da"),.

Comme on doit supposer les liaisons compatibles (cf. chap. 1, § II)
ce systtme admet une solution.

L’hypothése B est acceptable si A, >0, ... A,>o0.

L'hypothése C. — Si le mouvement de S a lieu en respectant &
liaisons qu’on peut supposer étre les & premiéres pour fixer les idées,
et rupture de (p — k) autres, on doit faire dans le premier membre

de (V, 3)
) kN(1) _ —
(") =o0, ... ()P =0, Ao, =0, ... A,=o.
On est conduit & résoudre un systtme linéaire aux inconnues

A e Ao (@0 L (a0

— A du' — ——)\,.z(e)" da' = i(E). da'
— hie').dat— .o — ni(e¥) . da* = i(E). dd*

(a¥ ")) — z(e') da**'— ...t —Ai(e*).da** ' = i(E).da*"'
(aP)"—Aji(e').dab — oo — Ai(e") . da? = i(E). da?

dont le déterminant est différent de zéro puisque £ liaisons prises
parmi les p doivent étre compatibles.
L’hypothése C est acceptable si

A, >o0, ..... Ay >0, (@ >0 ..... (@) > o.

§ II. — Probléme d’analysis-situs équivalent.

On peut donner a I'examen simultané de ces diverses hypothéses
une forme géométrique qui simplifie la discussion.

Remarquons qu’une liaison du type a = o, Ae étant donnée, cela
signifie qu'on connait d'une part le champ e, élément de l'espace
tangent T 2 V,, ., d’autre part la forme a élément de T’ dual de 'T'.
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La réalisation physique de la liaison inpose « ete. Les deux éléments
e et da sont wndépendants de tout sysicme de coordonnées. A ces
deux éléments est associé l'invariant i(e).da, ¢’est-a-dire qu'en un point
M, de V,,, (ie).da), a une valeur indépendante du choix des coor-
données. Relativement aux p champs e' ... ¢’ et aux p formes
da' da’, nous avons en M, les p* invariants

ieM) . da* =r"*

Les p° éléments 1 sont les éléments d'une matrice ||
(lonsidérons maintenant un espace vectoriel E, a p dimensions et
dans cet espace d'une part p vecteurs arbitraires indépendants

=1 - >p a . . R > >y »)l,
a, a ...a ayant mémeorigine, d'autre part p vecteurs A, A ... A
défime par

A' l ll’
A =l — el a .
B -

Ar a’

Les p ¢quations (V, 3) sont équivalentes a la relation veclorielle
- - —>l .

(V, h) 4+ AA"—=a
(le changement de signe provienl de la définition donnée aux
vecteurs A") I’hypothese .\ signifie qu’'on peut décomposer dans E,
le vecleur a suivant les v vecteurs a' e a” cl que ses composantes
sont toutes positives par suile que o est dans une région R" bien
déterminée de E,.

L'hypothese B signifie qu'on peut décomposer dans L, le vecteur «
suivant les p vecteurs \' ... A’ et que ses composantes sont toutes

> . 14 . ’

positives, par suite que o est dans une région li,, bien déterminée
de E,.

L’hypothtse C siguifie qu'on peut décomposcr a suivant les &

- = > >

vecteurs A', A% ... A¥ et les (p — k) vecteurs a L b et que

ses composanles sont toutes positives, par suite que o est dans une
région I ~* bien dét-runnée de 5.

Le probléeme d'anaiyse qui consiste a déterminer les mouvements
possibles du systéme S astreint 2 p liaisons de classe U quand on
connait les conditions initiales est donc équivalent & un problémne
4 Analysis-Situs,
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Dans un espace euclidien E, on se donne une gerbe de 2p vecteurs
de méme origine

> -
a« o @
X| ,l\ -‘,{p
Quand on prend p de ces vecteurs
> e it )k \ > . . . .
A, AR @ o (G e b by e b))

étant une permutation des p premiers entiers) choisis de telle sorte
que deux vecteurs ne figurent pas dans la méme colonne du tableau
précédent on obtient un p-édre. A chaque p-&dre on associe une région
de E R*+ .- #que nousappellerons région interne au p-¢dre telle que
si @ est dans Ré~+".- ¥ les composantes de ;(X,-|, o Xk s T g -+ Tip)
relativement a ce p-&dre sont des nombres tous positifs

a=X, A0+ XXk gy @ o yat,

A la décomposition précédente de a correspond un mouvement
M¥+', % du systéme dans lequel k liaisons prises parmi les p
subsistent et (p — k) autres sont rompues. « étant donné le nombre
de mouvements possibles correspond au nombre de régions

Rik+ ' - auxquelles « peut appartenir simultanément.
Nombre lotal d’éventualités. — 11y a autant de régions R¥* .- &

- . . . e ’ 3 .
qu'on peut réaliser de combinaisons de k vecteurs A" ... A pris
parmi p d’entre eux soit CX. Le nombre total de régions est donc égal
a la somme des combinaisons

G+6G . - +CG+4 - Co=n0r
Le nombre d’éventualités possibles dans un systtme mécanique
astreint & p liaisons de classe U est donc 2*.

Conditions nécessaires et suffisantes d'unicité des éventualités. —
Pour qu'a un vecteur & ne corresponde qu’un mouvement, il faut
et 1l suffit que les 2? régions R¥* . n’aient pas de domaine
commun & p dimensions ou n'aient pas de point interne commun.
Les vecteurs A' ... A* étant définis a partir des vecteurs @' ... a’
au moyen de la matrice ||— r*|, on est conduit a étudier les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les éléments de cette matrice pour
que les diverses régions R¥* ;- n’aient pas de domaine commun
a p dimensions.
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Tutonime 1I. — La condition nécessaire et suffisante pour que dans
un espace euclidien & p dimensions, toules les régions internes aux a*
p-édres obtenus en prenant p vecteurs dans des colonnes différentes
du tableau

pe) % -
a, -, a, ‘s a"
= — —

yoeee, AR Lo AP

n'atent aucun domaine commun & p dinensions est que lous les déter-
minants mineurs diagonaux qu’'on peut extraire de la matrice carrée
[[r**|| soient pgsitif's, les vecteurs AY, ..., A étant définis en fonction
des vecteurs a', ..., a°, au moyen de la matrice ||— r*¥|.

Leymes prévimiNaiges. — 1. Deux p-édres formés au moyen
de k vecteurs différents n'ont pas de domaine commun 4 p dimen-
sions 81 au moins une des k inégalités

(V, 5) .’L‘,-xi < O, ..y .'l,'ik_*\ik < 0.

est satisfaite, z;,, ... y, X;, ... X;, désignant respectivement les
composantes d’un vecteur de E;, par rapport aux 4 vecteurs diflérents.
Les deux p-édres étant formés de k vecteurs différents, cela veut

dire que si on a pris a’ dans la colonne j pour constituer lc premier

. > .
p-tdre on a pris A/ dans cette méme colonne pour constituer le
deuxiéme p-édre.

Il en résulte qu'un méme vecteur a a pour expression dans les
deux bases relatives a ces deux p-edres

- - > - . ST -
a=x;a"+ "‘+mzqaw+xiqﬂA'qH "’+xikA‘A+wik+|a‘A ' e Tpag
> 1 A > g+ Zik g ik >y
a=X, A+ X A4z, a¥" ey, @ e a?

Dire que les régions internes a ces deux p-édres n’ont pas de
domaine commun a p dimensions signifie qu’on ne peut avoir simul-
tanément :

Y 7
r,>0 ... x>0, X, ,>o0, ..., X3>0
X"|>0 oo X",l\/(), 1“.‘1*|>0' o0y .:v;k>0

en d’aulres termes on doit avoir au moins une des A inégalités (V, )

2° Deux p-édres n’ayant qu'un vecteur de base différent n’ont pas
de domaine commun 4 p dimensions si le quotient de deux déter-
minants diagonaux formés avec les éléments de la matrice ||— 1|
est négalif.
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Les deux vecteurs non communs étant a*et A*, « a pour expres-
sion dans les deux bases relatives & ces deux p-&dres

E:x,;{'+...+x,._,2i*"'+x ;~+a.-h,“’**' - a,ar
a=XA'+ - +Xi_ A X K, @t el

D’aprés le lemme précédent les deux régions internes aux deux
p-tdres sont distinctes si

$kxk< 0
Orsi&, ... 5% %., ...5 sont les composantes de a* dans la
— — > >
base A', ... A¥ a**', ... a*

a*=F A EAN @k el
En remplagant a* par sa valeur dans la premidre expression de @
et identifiant les coefficients dc A* on obtient

X =Eszx
La condition équivalente & .rk\'k < o est donc &, < 0. &, s'cxprime
au moyen des déterminants mineurs extralts de la matnce [|— ).

Il suffit pour ¢ cela dexpnmer les vecteurs a', ... a* en fonction

des vecteurs A’ s ey A", a**', .. .. a®, c'est-d-dire de résoudre le
systéme

> -> -
——r"a'~ __'.Ih A +,.lk+l k+l_“_+_’,tpap
_'.klal’ ——r"";"’—A'—FI"‘kH _‘__'.Apap
. Akt
d’ol §, = === avec
=
Ak
A e L A f—ptt =
2. ket — - — k=t A4y, . k— ok
12 1 i_'.k " — pk—k—t L] —_ ko pkk

A k. et A, 4 sont deux déterminants mineurs diagonaux
extraits de la matrice ||— r*¥||. La condition nécessaire et suffisante
pour que les régions internes aux deux p-tdres construits sur les
deux séries de vecteurs

»

> -> - >
A', ... AR ek ghtt Ll al
- > -, -
1 L S )

L
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n'aient pas de domaine commun i p dimensions est —:=%-' < o,

2.k

3" Tous les couples possibles de deux p-tdres n'ayant qu’un

vectcur de base différent, n’ont aucun domaine commun a p dimen-

sions si tous les mineurs diagonaux de la matrice |[r*|| sont positifs.

Appliquons le lemme 2 aux divers couples de p-tdres suivants :

1° Les régions internes aux dcux p-édres définis par les deux
séries de vecteurs

-> > - -
a', a*. ... a", ... a’
»’ —;—* */ »
a', a*, ... A", ... a"

n'ont aucun domaine commun a p dimensions si — ™ <o soit

,.h/l > o.

Conséquence : Les éléments diagonaux de la matrice ||r"¥| doivent
étre tous positifs.

2° Les régions internes aux deux p-tdres délinis par les deux
svstemes de vecteurs

"' ’2 e d ‘»h e bk -

a'y, a .af, A &, at, a?

- - - .- — - -

a', @ ... a% A" AJ, ak, ... a’

__I.Ilh
n’ont aucun domaine commun a p dimensions si <O

—rth—p
N ,.in

i
En tenant compte de la condition précédente, on doit avoir

[l phi -
| ih gt >
rt

0.

Conséquence : Les mineurs diagonaux du deuxiéme ordre de la
matrice ||r*¥]| doivent étre positifs.

3° Le raisonnement se pourswmit par récurrence. Les régions
internes aux deux p-2dres défimis par les deux systémes de vecteurs

- »

.~ s .- . .
a', ab, ..., ak, A ... A% o« @, ..., at
>, -, »-k > - - - >
a', a*, ..., af NA oL ARDAY aYtt, L al

n'ont aucun domaine commun i p dimensions si

o pMh ,.).(L) !I,.),}. . prk
N . - |
T A —" _ (— 1 )h A ke ,.:L:.LI P
— e = <_0 ou et B N ¢ ]
f— p¥r ,./.vl (— IY' Lpht o pY I

I ) ! LV .
Fpvh Y| v e
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Par hypothese le déterminant placé au numérateur est positif, le
déterminant placé au dénominateur étant de parité différente,

on doit avoir

rv ..

Démonstration du théoréme I

e

I. — 1° Envisageons d'abord le cas

de deux p-édres définis par les deux suites de vecteurs

>

a', a*, ..
Al

>
o a
e -

Ak

P >
k a"*' .., af

1) LI

-
, al

Un méme vecteur « a pour expression dans les deux bases rela-

tives & ces deux p-ddres

> > kd - >
a=zca + - +rat+z a0k 4 Fyal

a=XA'+...+X,A

@kt fozpar

Montrons qu’au moins une des 4 inégalités (V, 6) est satisfaite, si

tous les mineurs diagonaux de la matrice ||r**|| sont positifs
(V. 6) zX <o, ..., X, <o.
Les équations
-> d > >
A‘._—_.—r“a’—~~-—r"‘a" rlk¢|ak¢1 __.___’,ipap
Ak kgt . phkgk__pkkergket __ . __ pkogp

montrent qu’on passe des X .
tution

V. 7)

qui puisque Ay=det|" "
inverse (V. 8)

—X, :%11"
(V, 8) o
Rl

_XI‘:Kim

Si une des inégalités =, <o, .

, X aux z,,
X,
+rkkx

..v ). par la substi-

......

r’k g&o (> o) admet une substitution
rkk|

Rk
+ ..+_;xk

R,
l.}-...+__k.,vk_

. x, < 0, est toujours satisfaite
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lorsque a est dans le domaine D(X,>o0, ... X, > 0), une des iné-
galités (V, 6) ayanttoujours lieu, la proposition n’est pas & démontrer.
Supposons donc qu'aucune des inégalités =, <o, ... z, <o ne

soit toujours satisfaite quand a est dans D. Les variables T, ... Ty

ne pcuvent étre toujours positives quand « est dans D, car en parti-
culier pour X, —o, ... ng&n, ... X,=o, les équations v
r.l/
A, .
=; est négatif, Les variables =, ...z, s’annulent donc quand « par-
court D. En particulier pour x, —o0, z,—o0, ... x;5%0, ... =0
les équations (V, 8) donnent pour les vanables X, ... X,

donnent .;;—=— —X;; r¥ et A, (mineur diagonal) étant positifs.

R/ R/ RJ
—X, =", ... —X,=Hz, ... =X, =
Akr X, Aka: X, = Ak

D’aprés le lemme 3 A, et R} mineurs diagonaux sont positifs. z;
est négatif car dans D X est positif, il en résulte que tous les coeffi-
cients B/ . . . R/ sont positifs. Le raisonnement se répétant pour toutes
les valeurs de j (1 2 k), les coefficients des équations (V, 8) sont

donc tous positifs.

Lorsque « est dans D les premiers des'équations (V, 8) étant
tous négatifs, il doit en étre de méme des seconds membres donc au
moins une des variables z, ... x, est négative. Une au moins des
inégalités (V, 6) est satisfaite.

2° Envisageons maintenant le cas général. Soient deux p-2dres
quelconques formés au moyen de & vecteurs différents. Un méme

vecteur o de E, a pour expression dans les deux bases relatives 2

ces deux p-edres

a =z, a "+ +:c,,,a +X,,,,, A‘ﬂ*‘-{- +Xi,‘A' +a:,,M a** g +ac,,,aP

a=X; At + X AT g, a7 b baat ), a* o Tla?,
Pour trouver la substitution qui permet de passer des

X oo Xy oaux X, L. X, 2

évaluons les vecteurs de la premitres base en fonction de ceux de
la deuxieme. Des relations de définition des vecteurs

x, e >
A, .. AR L0 AP,

on déduit le systéme aux inconnucs

Ty .. m"q‘ ig+1 igeq o T

)i -)i - 1 —»_h
4 iq 3
—a", ... —a". —AY"" . — A
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- ,,i‘i,;li, — e ri"‘lZ“’: ,,i.iq*—l.(;inlo ! _}_ . + ,,l,lp ip + \ll
e . e - -
—_phagh L — P — r"l"l"'la“/ ! ,..'r__ e _Jr.A ,-i'li/’(l ip ._|__ A v

— '"“'('I" — . —*I‘i'li" - 1\‘7 [ 1:_:_.“_ A tiy » 1(1,1 . |_+ . r P tor
'k')‘ e - . e PP
— pthugh L ’.tluqa:q — AH.': I“k“"' - laul 1 —“t_ . _+_ rtklpaq;

Remarquons que le déterminant de ce systtme A, ..., est un

mineur diagonal de la matrice |[»"*||. Le calcul de —a", ..., —a"
— A4~ .., —-X* montre que les coeflicients Ry, ..., R,
Ri2+) ... Ri sont des mineurs diagonaux de ||r"*!|

ST & NI AB& Ko Biesgueng g Mguy | R G

i —iq i1 — iy g ‘-\nu/ —iy

o a e D )

-, B' R‘g Rig ™'~ w
= —L \h_'__ +__ \u]+___7__ :q«-i_‘_ _+_ (k ah+ + iP
A‘I—-l'l mq Auu[ Amq Al|—lq
. g1 ig+1_, ig+ g+ [TRN
ORI T +Rz Aw+“'z* P A T M
Aiu'q mq i =g An —iq An- iy

o . L L S SR

. R Rtk . {d\ l{ll. - B:k
-A‘I‘ — L9 e _-q 4“’ g+t "l*’ zk p 1[:
Au—xq + +Au—u/ + Amq + +Amq —* +Auu/a

On déduit de ces relations les formules de substitution (V, g)

[y R By RE

i'—.:S,',i,; atiotTT -&,,,,/ UI+A l']+!+ +A ik

iy iviq
B [{:1 Ru th- 1 ‘
-—X‘-,’——A—q u+ "{"S uq+_5q_ U/..i_*' +A X(A
(V' q) g iviy iy iig
A l —T; = R:(" T + _*__l.‘_:_”" + “7" + +R:§.L! ;

Aiu'/ iy ivigf

Ry hy R“'*'X' "y
— Ly =3 .in_L"'_?—' o ‘vl i if - + + , i
\\ -\uw ] Aim/ Am/ ' -\uu/

Inversement évaluons les vecteurs de la deuxitme base en fonction
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de ceux de la premiére. On en déduit par un calcul analogue les
formules (V, m‘)
g+t bk
— &L :r’“\n_*— +d" uiq",l'ﬂ' 'wiq+|+"'+r§1mik
. S -qﬂ .
‘Tiqz‘ziqxin_*—' +' IXW_*__P xq,.,"}'— +.‘k Tixs A A1q+1
(V, 10) _ i, R
-\itl+|=eﬁuxh+' '+&k2Xill+!_‘qA:_‘mifl+1+'“+r‘3+}‘nlh

- u.—- N+ A it A -D.",H"}’““}‘I”ik

Ayant remarqué que dans les formules (V, g) et (V, 10) les éléments
diagonaux sont formés par des quotients de mineurs diagonaux de la
matrice || r**|| donc sont tous positifs. il suffit de reprendre point par
point le raisonnement fait dans le cas précédent pour montrer que
dans le domaine D (X, >o0, ... X, >0, z,,, >0 ... 3 >0)
une des variables ., ... x,. X;_, ... \, est négative, ce qui
enirainc que les régions inlernes aux deux p-édres n’ont pas de
domaine commun & p dimensions.

Tutortme IIl. — L'espace E, a p dimensions est complétement
couvert par les 2" p-édres n'ayant en commun aucun domaine a
P dimensions

Soit z un vecteur de E, déterminé par ses composantes a'. ... o

par rapport & la base formee par les vecteurs a', a* ... a" . a étant
quelconque dans E’ les composantes a', . .. «” ont des signes arbi-
traires formaunt une suite de p signes — et - bien déterminée quand

. - > . N
on prend les vecteurs dans l'ordre @' ... a”. Relativement a chaque

p-tdre la décomposition de o suivant les vecteurs de base corres-
pondants

@ ..oan, Awer Xk gk | gir

engendre un systéme de coordonnées dont la suite des signes est
bien déterminée quand on range les indices des vecteurs dans I'ordre
naturel (1, p), opération toujours possible puisqu’on prend un vec-
teur et un seul dans chaque colonne du tableau

- - - >
a, a, .....a"". a
> - g -.
AY, AR L. Ae=t Ar,

Les suites de signe relatives a deux p-edres sont différentes si non
leur région interne ne serait pas distincte. (Il suffirait de changer
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N

'orientation des vecteurs pour lesquels les signes sont tous négatifs
pour obtenir une contradiction). Or il y a 2” suites de signes diffé-
rents et " régions: donc a toute suite de p signes correspond une
région et inversement. [in particulier il existe une suite de p signes
tons positifs. Il en résulte que 'espace E, est bien couvert par I'en-
semble des régions internes aux o p-édres, et que o est dans une
région bien déterminée.

Nombre de conditions auxquelles satisfont les éléments de la matrice
[|""4]} cas de réduction. Lorsqu’on écrit que tous les mineurs diago-
nauxde la matrice||r"*|sont positifs on obtient (27 — 1) conditions car

R ¢ Y of R §/ PV S
Ces (2" — 1) conditions portent sur les p* éléments de la matrice.
On peut mentionner deux cas simples ou il y a réduction de ce
nombre de conditions. Considérons pour cela un vecteur « de E, dont

nous désignerons les coordonnées par z; et par X, respectivement par
rapport aux deux bases

- -, - ->‘ > >
a, o ... a et A', A* LA
S Y
=Y aa o= Y X;A
i: AI i=1
le fait que les régions internes aux deux p-tdres formés par ces deux
séries de vecteurs sont distinctes sc traduit par une des inégalités

x X, <o, ... o\, <<o ... r,\,<o.

Considérons alors la forme bilinéaire Y. X)= }, z X' qui
engendre la forme quadratique {J(X)_. (l’“—{—r“')\"X" puisque
(aef| = ||— r"M[*IN])s ||— r’"‘||* désignant la transposée de ||— ||

On a donc I'identité 2‘ X, =— y(X).

Il en résulte que si la forme J(X) est tonjours définie positive
dans E, une des inégalités 2 X, <o, ... r,X, < o est.slrement
satisfaite. Le fait que la forme soit toujours définie positive dans E,
étant indépendant de la base choisie. on peut prendre pour bases
deux syslémes de p-édres quelconques ce qui montre que les régions
internes a ces deux p-tdres n’ont pas de domaine commun a p dimen-
sions. D’ou les deux cas simples :

1 cas : La forme quadratique = - (" 4 "X, X est définte

positive.
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2* cas: La matrice ||r""|| est symétrique et la forme ) associée
est définie positive.

Dans ces deux cas les (2" — 1) conditions se réduisent a p condi-
tions qu’on obtient en exprimant qu'une chaine de mineurs emnboités
de [|r"| sont tous positifs.

§ UL, — Etude des cas (i(E).da*) =o.

Dans toute I'étude précédente nous n’avons pas envisagé le cas ou

le vecteur a se trouve dans le domaine intérieur d'un des 2” p-tdres,
puique nous avons supposé au paragraphe I (i(E).da*), # o pour
tout k de 1 & p. Il est aisé de voir ce qui arrive lorsque « est plus
généralement dans un domaine i / dimensions (k < p) commun
a 2* p-ddres.

Envisageons d’abord le cas partlculler ou a=0 dans E, c'est-3-
dire (i(E)da*), — o pour k variant de 1 a p. La formule (V, 2) montre
que si les (i(E).da*)*" sont les premitres dérivées non nulles pour
tout £ de 1 & p, d’'une part pour un ordre inférieur & n les A, ainsi
que toutes leurs dérivées jusqu’a I'ordre (n— 1) inclus sont nuls
en M, d’autre part quec la premidre dérivée non nulle des a* est

d’ordre (n+1). Il en résulte
(ak)an-*l) ()\ )(ll)(l'(ell dak) __(i(E) dak)(n-'-l)
ou (a*yin=t — r""()\,,)‘"’-—(t(E\ da*)n* ",

En interprétant cette relation dans I'cspace vectoriel Ep on voit
que la discussion des éventualités s’effectue au moyen du méme jeu
de vecteurs a', ... ", A' ... A? que précédemment. On déter-
mine (a*)**". (A,) au moyen du vecteur o défini par ses compo-
santes (i(E).da*){"*".

Cas général — Sia appartient au domaine commun & 2* p-2dres
(k < p) ce qui sngmﬁe que. ((E).da"),= o pour k valeurs de A, il
suffit de décomposer % en a, appartenant 3 E, espace commun aux

ok p-ddres. et en Gy appartenant A I'espace complémentaire de F,
par rapport & E;.

ak.._k A“—}— +X, Aw-}_m,% ait g

ik+1
C‘lk — Tixa 1 ' * + mlpam
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Comme par hypothese

R >
X,—=o, ... X;,=o0, x,,,—=o0. ... =0, a,=—0

on est ramen¢ au cas précédent. Il suffit de prendre pour compo-
sanles de o, les premiéres dérivées non loutes nulles de (i(E). da*)"

PO v ~ . ) . 7
pour (i, a i,). Si dans E, certaines d’ordre (n - 1) sont simultané-
ment nulles on considérerait un sous-espace de E,.

8 1V. — Interprétation mécanique des résultats précédents.

De toute I'étude précédente résulte le théoréme suivant :

Tuéorime IV. — Quand un systéme mécanique S est astreint a p
liaisons e classe U, a(p;, ¢'. y=o0, Q=N lldg' \dt, a* >0, A\,>o0,
st les conditions initiales satisfont aux équations a"(p?, ¢i, t°)=o, il y
a o éventualités possibles. La condition nécessaire et suffisante d’unicité
des mouvements est que tous les mineurs diagonaur qu’on puisse
ectraire de la matrice produit A. L soient positifs

: L:ul':u).

doa”
i

A‘:! :
Eb[)

Application aux liaisons d'Appell. — Dans les liaisons d'Appell
qui (cf. chapitre . § V) sont de puissance nulle et comprennent
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non
holonomes classiques la matrice [|r"¥| est symétrique. En eflet pour

h
de pareilles haisons If‘::zq.-‘.- La matrice ||r**|| étant le produit des
q

. Jda”
deux matrices A et I. avec A —.

I, L=/|&#|] il résulte de
o’ _da" 0 g
op. 8¢/ apt
que dans le cas des liaisons d’Appell A—=L*. G, en désignant par
L* la matrice transposée de I. et par G la matrice symétrique ||g*||.
La relation [|/"*||—=A.L=L"'G.L montre que ||r"*|| est symé-
trique. Il résulte alors du théoréme IV et du deuxitme cas de
réduction des conditions signalé¢ i la fin du paragraphe III le théo-
réme suivant :

Tuttoriwe V. — Pour un systtme mécanique S astreint @ p liaisons
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d'une part de classe U et d'autre part du type d’Appell, les conditions
initiales sont suffisantes pour déterminer le mouvement ultérieur.

Autres types de liaisons. — Pour les autres types de haisons les
conditions initiales peuvent ne pas ¢tre suffisantes pour déterminer
le mouvement ultérieur si les mineurs diagonaux de la matrice ||r**||
ne sont pas tous positifs. C’est ce qui se produit en particulier dans
les systtmes de solides en contact avec frottement quand les vitesses
de glissement aux différents points de contact ne sont pas nuls. Dans

les cas d'indétermination il est nécessaire d’adjoindre aux conditions
d h
initiales des conditions équivalentes & —- %o A5~ 0 pour préciser

le mouvement ultérieur.

§ V. — Liaisons dont P’expression de la puissance

peut dépendre de 1’existence ou de la rupture d’autres liaisons.

Dans ce qui précéde nous nous sommes occupés de liaisons du
type a"=o, A" le champ ¢" étant connu a priori et par consé-
uent indépendant de I'existence ou de la rupture d’autres liaisons.
La discussion des éventualités pouvant se présenter dans le cas de
solides en contact avec frottement, les vitesses de glissement étant
nulles & l'instant initial, conduit & envisager des liaisons dont
I'expression de la puissance peut varier suivant I'existencc ou la
rupture d’autres liaisons et par conséquent dont le champ de liaison

* dépend d’autres liaisons. Pour simplifier envisageons un corps
solide 2 plan de symétrie permanent, en contact avec la droite
d’intersection de ce plan de symétrie avec un plan fixe perpendi-
culaire. Si u et w sont les composantes de la vitesse du point de
contact du solide avec le plan;

«) le contact avec roulement sans glissement se traduit par deux
liaisons de puissance nulle w—=—o0, P,—uw; u—o. P, =hu.
dw
dt
entraine aussi A —o0; la puissance de la liaison «=—=o0, dépend donc
de la réalisation ou de la rupture de la liaison w.

b) la cessation de contact se traduit par —- >0, w=o, elle

, . . 1l d
¢) le glissement naissant <wu::u, u,=o, {d%) o. g#())
(
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modifie la puissance P, qui devient P, — u(w - ¢fu) avec ¢ (g: < o,

e==t1; la puissance P, dépend donc du fait que d;: est positif,
- (414

négatif ou nul, c’est-a-dirc de la rupture ou de la réalisation de la
liaison u.

Pour un ensemble de solides dépendant de 2. paramétres position,
vitesse ayant p contacts entre eux, 1’examen des éventualités pos-
sibles a l'instant {, dans le cas ou les vitesses de glissement aux p
contacts sont nulles a {, bien que non susceptible de revétir une
forme géométrique aussi simple que celle envisagée ci-dessus, peut
s'effectuer de la maniére suivante. Ayant choisi p tritdres mobiles
tri-rectangles Pju*y":" de sommets respectifs P, point du A contact,
I’axe P,z" étant orienté suivant la normale commune, il est avanta-
geux de commencer par écrire le systéme d’équations permettant de
déterminer les roulements sans glissement et les cessations de contact.

Les conditions de roulement sans glissernent au /¢ contacl se tra-

duisent par

ut—o V'—o W= 0

P—=\"4" P=\Y*"" P =7Z""

Les roulements sans glissement aux p contacl constituent 3p liai-
sons de puissance nulle. D’aprés notre théorie nous devons les
supposer compatibles ce qui permet toujours de choisir pour para-
metres les 3p quantités u”, v, w". Les conclusions du § IV nous
indiquent qu'il exisle une forme quadratique des 3p composantes
des réactions et que 3p des équations peuvent toujours se mettre

sous la forme A o
dt X'
ll’Uh d% ) b
DS g— =8 Mg
o vy
de oL

dont les seconds membres sont indépendants des éventualités.

Ces équations 1ndiquent immédiatement les contacts ui se
I

dw" _ .
rompent —- = 0 et les roulements sans glissement acceptables en
p .

du" " dw"

) e S ’/ hy2 hy2 - Vlh 2
R i TE (XA 4= (Y2 ()

/i coetlicient de froltement au 2 contact.

écrivant
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Glissement naissant aux p contacts. — Pour envisager 'hypo-
these de tous les glissements naissants il suffit de remplacer dans les
tions précédente du” )a dg hc ST ‘h‘h yar —+ (l’h mns dwh har o
déquations pré s — par 08 7). H -3 - " O,
q P ar P2 COSTe T P e g |

X" par — f,Z"cos 3,, Y par — fi " sing,, 2" ct g, étant les coor-
données polaires de la vitesse de glissement au /* contact par rapport
aux axes P,z*y". On obtient ainsi le systtme
/ d:" dL o . )
S 53, — —J= 8in 5, == «" cos 7, - B" sin 7,
di X" todY! ' ald

.
- . .
I <a. -—%—hsuu,,—k \hcosch:a"sm, w— g cos 5,

Les équations (II, 3) déterminent les Z" en fonclion des 5. Les
équations (II, 2) déterminent les 5, au moyen d'un syst¢me d’équa-
tions trigonométriques.

A . : dg" .
Les équations (II, 1) déterminent les —;— ; les valeurs trouvées sont

(
. ( h
acceptables s1 2% > O”Zl >~ 0.
(
Remaroue. — On peut une fois la détermination des angles 3,

. . . . g " -
cfiectuée par le calcul discuter les signes des Z°, ‘“f ¢n utilisant une

représentation vectorielle analogue & celle utilisée au § II de ce cha-

pitre, puisque dans ces conditions les directions des chd mps de lial-
sons sont connues.

Cas du glissement naissant en A contacts, roulement sans glisse-
ment aux (p—k) autres contacts. — On peut supposer que le
glissement naissant a lieu aux A premiers conlacts. On déduit de |
par unc¢ méthode semblable a la précédente le systeme 111

c—l‘s—h———*- cOS 7 —‘—s G,—a"coss,+B"sing
FTRIS'C ST ing,—a"coss,+f"sing,

. I Gh o s
2. -—oihsuuh Y,cnb,h---a‘smJ,,-—-r;‘cosc,, h(v k)

il .
N G O_Z‘Eh--—r h(ka 3) = 3k).
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Les réactions en nombre égal & 3p — 3/ -— & sonl détermninées

par les 3p- -3k — Kk dernigres équations en fonction des 5,. Les
N . ) , . dzt i .o
k équations (111, 2) déterminent les 5. Les ;I sont déterminés par
(

les & équations (1II, 1). On peut envisager ensuite les 2/ conditions

h

de validité d‘lc, >0, 2" >0, (Y (YY) < (fih")? (dans ces der-

ol
nieres h varient de /-f -1 a p).
Nous nous bornerons a ces généralités. notre bul avant ¢¢ de
montrer que notre méthode permettait d’ordonner une discussion
assez déhcate.



CHAPITRE VI

ETUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE LA MECANIQUE CONSIDEREES
COMME CARACTERISTIQUES D’'UNE FORME DE DEGRE 2
DEFINIE SUR -UNE VARIETE DIFFERENTIABLE V,, ..

Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre, comment le
point de vue qui consiste & envisager le sysiéme X des équations
différentielles du mouvement d'un syst¢éme mécanique comme carac-
téristiques d’'une forme () de degré 2 définie sur une variété indé-
finiment diflérentiable V,, ,. permet de connaitre la structure du
sous-module des fonctions solutions de X.

Les applications pratiques se déduisent aisément de 13, cas d’inté-
grabilité en particulier.

Pour faire cette étude il est avantageux d’envisager les opérateurs,
différentielle, transformation infinitésimale, anti-dérivation a un
point de vue signalé par M. H. Cartan (*). Le paragraphe suivant
est extrait de son exposé.

§ I. — Définition et propriétés des opérateurs.

Algébres graduées. -— .\ élant une algebre associative sur un
anneau commutatif K ayant un élément unité, une structure graduée
est définie par la donnée des sous-espaces vectoriels homogeénes de
degré p A”(p > o) tels que l'espace vectoriel A soit somme directe
des A?, et que le produit d'un élément de A? et d'un élément de A’
soit un élément de AP 7.

Endomorphisme de degré r. — Un endomorphisme (**) de la struc-

(22) Cf. M. H. Carran, Colloque de topologi: de Bruzxelles 1950, Masson, Paris,
(#33) Cf. N. Boursaxki, Algebre.chap. 1, § 4, p- 49, Paris, Hermann, 1943.
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ture vectorielle de A est dit de degré r, s'il applique A? dans AP*"
pour chaque p,

Produits et compositions d’endomorphismes. — A el u. étant deux
endomorphismes de degré respectifs r el ', on appelle produit de
ces deux endomorphismes pris dans I'ordre A. 1., I'endomorphisme
uA de degré r—r' (I'opération étant elfectuée de droite a gauche).

Ce produit n’est généralement pas communicalif. La considéra-
des deux endomorphismes wA et Au. conduit & deux nouveaux cndo-
morphismes

1" le composé symétrique Au. - ui

2" le composé antisyméirique A — A =[A, w] appelé crochel
des endomorphismes A, w.

Endomorphismes particuliers. — 1° Dérivation. On appelle déri-
vation tout endomorphisme 0 de A de degré pair qui vis-a-vis de
la multiplication dans A jouit de la propriété

0(a.b)=0(a).b4a.0(b)

si A posséde un élément unité I. 6(1)=o.

2° Antidérivation. On appelle antidérivation tout endomorphisme
o de A de degré impair qui vis-a-vis de la multiplication dans A,
pour a€A?, beA” posséde la propriété

s(a.b)=0(a).b+4(— 1)a.cb.
En outre ¢(I) =o.

Composition de dérivation et d’antidérivation. — On vérilie
comme conséquence des deux définitions précédentes

1" que le crochet de deux dérivations [0,. 0,] est une dérivation.

2° que le crochet [0, ¢] d’'une dérivation et d’'une antidérivation
est une dérivation.

3" que le composé symétrique ¢ 3, +¢,s, de deux antidérivations
est une dérivation,

4 que le carré d'une antidérivation est une dérivation.

Différentielle et Algébre extérieure. — Définition. On appelle
dilférentielle < I'antidérivation de degré 4~ 1. qui posséde de plus la
propriété d.d—=o.

Relativement a I'antidérivation d il existe une algébre graduée,
appelée Algebre extérieure dont le module unitaire \' est formée par
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les différentielles des fonctions de 'anneau K, A° étant identifié a
I'anneau d'opérateurs k, les fonctions étant envisagées comme des
formes différentielles de degré o.

Opérateurs ¢(«) et O(x) de M. H. Cartan sur une variété différen-
tiable. — Dans les applications que nous'avons en vue aux variétés
indéfiniment dilTérentiables, les champs de vecteurs tangents consti-
tuent un module T sur 'anneau K des fonctions numériques-indé-
finiment diflérentiables. T’ dual de T est le module des formes diflé-
rentielles de degré 1. A(T’) algébre extérieure du module T est
'algébre extérieure des formes différentielles de tous les degrés.

Opérateur i(x). — L’algébre A (T’) étant engendrée au sens multi-
plicatif par ses éléments de degré o et 1 une antidérivation est
déterminde lorsqu’elle est connue sur les sous-espaces A’ et A'.

Tout x€T définit une antidérivation de degré — 1 de l'algébre
A(T") appelée produit intérieur par z. nulle sur A°, qui sur A' se
vréduit au produit scalaire définissant la dualité entre T et T'.

RemarQue. — L'opérateur i(x) est de carré nul car i(x). i(x) est
une dérivation nulle sur A° et sur A' donc nulle partout.

Opérateur O(x). — Tout z€T définit une dérivation de degré o,
composée symétrique des antidérivations d et i(x).

(VL. 1) ) =i(z).d4-d. i(z).

Opérateur e(x). — Tout €T définit un endomorphisine de
degré o, crochet des antidérivations d et i(x).

(VI, 2) e(r) = [d, i(_:c)] =d. i(::‘l)) —i(x). d.

Remanoues. — 1" QeA(T’), 0(2)Q est la transforméc infinitésimalc
de {2 par 6(x) d'ob le nom de transformation infinitésimale donnéc
a l'opérateur f(:r).

2° Les opérateurs 6 et d commutent.

3° Les opérateurs ¢ et d anticommutent.

4° n applications successives de 0 (x) donne

07 (&) = (i() . )™ < (d . i(x))".

En particulier appliqué a une fonction f de I'anneau K la formule

précédente donne
B (@) = (i(x) df
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Endomorphismes relatifs & deux champs. — Relativement & deux
chamnps de vecteurs tangents @, y correspondent des endomor-
phismes, dérivation etantidérivation parmi lesquels nous explicitons
ceux qui nous serons utiles.

1° Le produit des endomorphismes i(y) i(x) est un endomor-
phisme de degré — a. Par suite de I'associativité du produit extérieur

i(y)i(x)=i(y A=)
L'endomorphisme précédent applique une forme de degré 2
dans A°. 8i Q =k, dx' A\ do’ (k; tenseur antisymétrique)

z 2
yy
C’est le produit intérieur gauche de y A x et de Q.

2° Le crochet d'une dérivation 0 (z) de degré o et d'une antidéri-
vation i(y) de degré — 1 étant une antidérivation de degré — 1, on
est conduit & considérer 'antidérivation relative & un champ composé
avec x, y noté [x, y] crochet de Lie. Cette notalion se justifie car
celte antidérivation est nulle sur A°, et sur A' relativement i 1’élément

df se réduit a i([z, y]) df d’ou la formule
(VL 3) [0(=z), i(n]=0@)i(y)—i(N0(@=)=i([z, ¥])-

3 Considérons les deux endomorphismes 0(x). i(y) et i(z).0(y).
Leur différence donne un nouvel endomorphisme

0(2)i(y) = i(=) di(y)+di(=) . i(y)
()0 (y) =i(z)i(y)d+i(z) . d. i(y)
0(z)i(y) —i(@)0(y)=di(z Ny)—i(x Ay)d

Considérons I'endomorphisme ¢(x /\ y) relatifa 1'élément composé
/Ny

(VL 8) 0(@)i(y) —i(@0(y)=c(@ Ay)=di(z A\y)—i(z Ay)d.

4° De (VI, 3) par permutation de x ety on obtient (VI, 3")

(VL 3) [0, i@]=0ni@)—i(@)0(y) =i(ly. =])-

En retranchant (VI, 3') de (VI, 4) on obtient compte tenu de
[y: e]=—[=. 1]

(VL 5)  0@)i() —0()i@)=e(e Ay)+i((a 7).

5° Le crochet de deux dérivations 0(z), 0(y) de degré o étant

2n

iy Ne)Q=ky(zly! —zly) = 2 ky

=0
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une dérivation de degré o, la dérivation correspondante est la
dérivation relative au crochet de Lie [z, y].
Par application de (VI, 1)

0(2)0(y) = 0(&)[i(y)d+ di()]
0()0(z) = () (z)d - diz)].

En tenant compte de la permutabilité des opérateurs 6 et d

[6(2), 0(3)] = 0(2)0(») — O(»)i(2) | |
= [0=)i(y) — 0(2)i(a)] - d+d- [0@)i(y) — B()i(2)].

La formule (VI, 5) permet de transformer le second membre

[0(=), 0(y)] = [e@ AY)+i([=, yD])d+d[e(@ Ay)+i([=z, ¥])]

or ¢(x /\ y)d+ de(z /\ y) = o0 conséquence de (VI, 4) ou de l'anti-
commutativité des opérateurs ¢ et d. Le second membre se réduit
donc a i([x, y])d-+di([z, y]) qui d’aprés (VI, 1) n’est autre que
0([z. y)) doi

(VL 6) [0(). 0()] =06([=. y])-

L’opérateur 6 opére donc non seulement sur T’ et A(T) mais aussi
sur T, le champ transformé de y par O(x) se notant [z, y]=0(z).y.

§ II. — Etude du systéme d’équations différentielles ¥
caractéristiques de (.

Soit la forme Q= k; dz' A\ da/, i et j variant de o & 2n, k; compo-
santes d'un tenseur antisymétrique, fonctions de I'anneau K. Nous
désignons par X le systéme des caractéristiques de ).

Définition. — On appelle champ caractéristique E associé a ()

I'élément de T tel que
(E)YQ=o.
Par hypothese la forme est de rang 2n(Q" 5= 0). Le champ E n’est
donc défimi par l'équation précédente qu’da un facteur fonction

numérique preés, ses (2n- 1) composantes étant proportionnelles
aux (2n - 1) déterminants mineurs d'ordre 2n extraits de la inatrice

ok kian kg
ky 0 oo hu ky

Ko R
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Il est avantageux de choisir le facteur de proportionnalité, comme
nous I’avons vu au chapitre 1, § III, tel que i(E) dt=11.

Tutortme . — A fout x€T correspond une forme de Pfuf} = nulle
sur les lignes intégrales de Y. ; réciproquement a toute forme de Pfaff
nulle sur les lignes intégrales de X correspond un z€T modulo E.

(2)Q=mn
i(@)i(E)Q = — i(E)i(z)Q
comme (E)YQ=o, (Eyr=o0

ce qui montre que = appartient au sous-module des formes caractéris-
tiques de Q, donc  esl nulle sur les lignes intégrales de .
Réciproquement si une forme de Pfall est nulle sur les lignes
intégrales de X, i(Eyr=0. La forme = appartient au sous-module
des formes caractéristiques de (), il existe donc « modulo E tel que

(2)Q=r=.

Intégrale premiére de X. — Nous appellerons dorénavant inté-
grale premiére de X toute forme de Pfall' fermée nulle sur les lignes
mtégmles de X.

Cette définition se justifie car une telle forme n’est pas toujours
la différentielle d'une fonction de I'anneau K définie sur V,, , ,, mais
l'est seulement d'une fonction définie seulement sur un voisinage de
Vin.. En termes précis tout point de V,,, , appartient & un voisi-
nage U tel que la restriction de la forme a U est la différentielle d'une
fonction définie sur U.

A toute forme fermée = de degré 1 nulle sur les lignes intégrales
de X correspond €T, modulo E dont les (2n - 1) composantes sont
(2n - 1) fonctions solutions d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre linéaire

(V1, 7) A(i(z)Q) = o.

Transformations infinitésimales de X. — Définition. — Un élé-
ment quelconque w” de degré p de A(T’) est dit admettre une trans-
formation infinitésimale engendrée par \e€T, si l'opérateur 6(X)
appliqué a w” la transforme en le zéro de 'espace des {ormes

H(X)w? =o.

En particulier si () de degré 2 admet la transformation infinité-
simale définie par G{X) il en est de méme du systeme différentiel X.
Remarquons que les (2n+- 1) composantes du champ X générateur
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de transformations infinitésimales pour ) sont solutions d’un sys-
tdme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre (VI, 8)

(VI, 8) 0(X)Q = i(X) dQ -+ di(X)Q =o.

\. — ETUDE DU CAS dQ—o.

l.a comparaison de (VI, 7) et de (VI, 8) montre que si dQ=:0
les systemes d'équations aux dérivées partielles définissant les trans-
formations infinitésimales el les champs « générateurs d'intégrales
premitres sont les mémes. D'ou le théoréme.

Tutorime II. — A tout X générateur d’'une transformation infinité-
simale correspond une intégrale premiére et réciproquement

Exempee. — Soit QO —=dp; A dg* — dH /\ dt. Cherchons & quelle
condition () admet la transformation infinitésimale définie par I'opé-
rateur 6(¢)

0(0)Q = (dH _ dt> =o0, donc d(-b-[_! dt> —o,
ot ot

. H 6. . . .
ce qui montre que %—t— doit étre une fonctinn de la seule variable ¢

soit V'(f). A celle transformation infinitésimale correspond une
intégrale premiere

H—V({)=h
C’est l'intégrale de Painlevé T, — T, — U — V() =nh.

. ,. oH , " .
Dans le cas particulier o ==o0 c'est I'intégrale des forces vives
classiques. 0

Conséquence du théoréme précédent. — Le sous-module des
champs de vecteurs tangents a la variété V,, , générateurs de trans-
formations infinitésimales pour X correspond par dualité par rapport
a Q au sous-module des intégrales premiéres.

Soient deux champs X. Y générateurs de transformations infini-
tésimales pour Q.

I(V)Q=0=di(Y)Q (Y)Y Q=s

Si [X, Y]~ o il correspond au crochet de Lie des deux champs
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une transformation infinitésimale 0([X. Y]) par suite une nouvelle
intégrale premiére

B([X. Y))Q=di([X. Y])=o.

On obtient son expression en remarquant que dans les hypothéses
présente la formule (VI, 3) donne

i([X, Y)Q=0(X)i(Y)Q — i(Y)B(X)Q
—0(X)o = i(X) dz -+ di(X)7 = di(X A Y)Q.

La nouvelle intégrale premiére est elfectivement la différcntielle
d’une fonction de I'anneau K dont I'expression est

Y Y
jigoku Xt X

c’est-a-dire le produit intérieur gauche de i(X /\ Y) ct de Q.
En particulier si Q =dp, A\ dg' — dH A dt, et si les formes = et o
sont les différentielles de fonctions f el g de I'anneau K, X solution

2n

de i(X)Q = df définie modulo E <_ A e x< of o, o>
d’on 0g" dp; 9q op;
og bg

Y 0 — o 5_151 &I.‘
XANR=Zlor o
p; ¥

On reconnait au second membre la parenthése de Poisson (f* g).

CoroLraire. — Si au champ X et Y dont le crochet [X, Y] est
différent dezéro correspondent respectivement les intégrales premiéres df
et dg, au champ [X, Y] correspond une nouvelle intégrale premiére
qui est la différentielle de la parenthése de Poisson. Au crochet
[[X. Y], Z] correspond la parenthése des parenthéses ((f, g), h).
A Uidentité des crochets correspond U'identité de Poisson.

Champ en involution. — Si [X, Y|=o0 nous dirons que les deux
champs X et Y sont en involution. Les deux intégrales premitres
correspondantes sont dites en involution.

Tuéortme IIIl. — Tout champ X génératenr d'une transformation
infinitésimale pour () est en involulion avec le champ caractéristique E.
Remarquons que 0(E)QQ —o0, comme conséquence de dQQ—=o0 et
de la définition de E, ((E)Q2 =o. Il en résulte que tout élément lié
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a Q est appliqué par 0(E) sur le zéro de I'ensemble correspondant.
En particulier le champ X génenateur d’une transformation infini-
tésimale est appliqué sur le zéro de I'espace tangent

0(E)X =|E, X]=o.

Cas de n champs en involution connus. — Supposons connus n
champs en involution X, X,, .. X deux a deux, générateurs de
trans{ormalions mﬁmtesunales pour . Il leur correspond n formes
de Pfaff x, ... &, fermées, intégrales premitres de X.

i(X,)Q = ﬁi; i(xj)ﬂ‘ = 0.

Les n champs X; étant supposés linéairement indépendants, les
intégrales w; sont indépendantes. La forme n—=mx; /... A=, de
degré n est différente de o.

1° () appartient au sous-module des n formes =, . .. =,.

q étant un entier

z(X Y —=gqm,. Q7
(X, A XY= i(X)m A Q1 (— 1Dg(g— DR ATGAQ T
=(—1)g(g—)m A A QT
pourqg >n
(X, . X)Qi=(—1"""'g...(g —n—1)m A ... 5, NQI7"
=(—1)"'qg...(g—n4+1)R AQI",

En prenant g=—n-+1, Q étant de rang an, Q"*'=o0, d'ou
/A Q=o0, équation qui montre que Q appartient au sous-module
des n formes w;. On peut donc écrire

Q=3 =N
J_l
2" Les n forimes w’ sont fermées modulo les n intégrales =;.

n

dQ =73 =; A dw'. car les dr; sont nuls. d() étant nulle
j:—‘l

n
¥« A\ de =o.
j=1

En multipliant les deux membres par =, A ... /\:.t\j/\ AT Le
signe ~ placé au-dessus de = signifiant que ce terme ne figure pas
dans le produit,

n/A\do =0
équation qui montre que dw’ appartient au sous-module des n
formes &, ... w, en d'autres termes les n formes «w’ sont fermées
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sur les sous-variétés définics par les » intégrales premicres
=0, ... W, =0O.

Tnéorime IV. — Sion connait n champs deux & deux en involution,
générateurs de transformations infinitésimales pour (). le systéme ¥
est intégrable par quadratures.

Ce théoréme n'est que la traduction dans le langage des variétés
de celui de Liouville-Cartan.

Remanque. — Les formes =, «,, o', »", ne sont des différentielles
exactes que localement ou sur un voisinage de V,, .

Pour un tel voisinage, on peut calculer les intégrales et les
meltre localement sous la forme r; ——r(/: qg. t), ¢ =¢(pi ¢
Sous cette réserve () ne s'exprime qu'au mo3en des dnf’ferenuelles
des intégrales premidres

Q=dr;\ ds’

() peut se metlre d'une infinit¢ de facon sous cette forme par une
transformation du groupe symplectique infini jouant sur I'ensemble
r.r.s'....s" Lesnfonctions r, ... r, eninvolution deux & deux
constituent des éléments génériques d’un sous-anneau.

Application. Recherche des cas d'intégrabilité du systéeme X
caractéristique d'une forme () du type O = dp, /\ d¢' —dH A\ dt. —
Si on sait intégrer X on connait unve représentation des intégrales
premiéres r;—const.. s’ =const. ) dont la dérivée extérieure est
nulle peut donc se metire sous la forme Q —=dr; /\ ds’.

pcut étre considérée de 2" maniéres comme la diflérentielle
extel ieure d’une forme de Pflall

I h
(VI g) o= Xpdd— 3¢ " dp,_,.,—lldt.
i=1

i=1
Considérons la forme Q*:d(m+sid r;) définic sur une variété
V..., Sur les sous-variétés ri( p,, ¢', )y=r;. 8¥(p;, ¢', H)=¢, la
forme Q* est nulle par construclion, w—i—s’drj est donc une forme
fermée, en écrivant qu'elle est égale a la différentielle d'une fonc-
tion f(¢', pa.n_i» 7 ), les indices i et j variant respectivement de 12
hetde 1 & n, on obtient

p:9[ (/nwh*-i________b,[__ H_:___Oj. sj:of
R OPnihai ot o,
V.n.y estle produit topologique de V., et d’'une variété symplectique Spy,.
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Quand on se donne f(¢', p,_s,,. ), t) telle que le déterminant

ot Ly - b -

! -‘JL e -—[— soit différent de zéro. H s’obtient par élimina-
!bq brj bplz—ll+ibrj

tion des r; entre les équations

._b_f n—hﬂ_._____bL H——_D\I
ot

— g, Pn_hyi

Les intégrales premidres r;— const. sont définies par les n équa-
tions implicites
IJI':_O‘—[ 7n_,‘+i:_~~pj___

bq, bpn_h-u‘

Lesintégrales premidres & = const. sont définics modulo r;= const.
. o)
par s/ — —['

brj

i

Reyarque. — 1) Les n fonctions r;(p;, ¢°. 1) sont évidemment en
involution puisque (@ —=dr; A\ ds'.
2" Se donner la formne df sur les sous variétés

Y, e = g Y ¥
P= T Tyl T oy

de V,,., est donc lc moyen pratique pour obtenir un ensemble de »
fonctions en involution.

3" Deux [ormes formées w, ' du type (VI, 9) n’engendrent
des cas d'intégrabilité différents que si les sous-variétés locales
r{pi. ¢'. t)==const. correspondant a ccs cas d'intégrabilité sont
différentes. Ainsi si on éerit que la forme w —=pdq' — Hdt s/ dr;
est fermée sur les sous-variélés p, fonction de (¢, r;) seulement, on
obtient le méme cas en écrivant que la forme

o' =—¢'dp,— Hdt+ s/ dr

est fermde sur les sous-variétés ¢' fonction de (r;. p;) seulement.

h* Pour que () ne soit pas la somme de p formes il faut et il suffit
que f ne soit pas la somme de p fonctions [, dépendant chacune d'un
enscmble dilférent de variables r;.

Cas de la mécanique. — H doit étre une forme quadratique
définie positive en p,.

I{:A‘fpipj+Aipi+B, les AY, AY, B étant des fonctions des
(n—1) variables ¢'. ¢.
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Ce fait nous conduit & la question préliminaire quels sont les
changements de variables canoniques qui conservent le degré des
variables p;. Si un changement de variables dans lequel 'homologue
del'’ensemble des p est I'ensemble r. conserve le degré d’une relation
en p, il est linéaire par rapport aux r et réciproquement. La forme
Q=dp,/\dg'— dH A\ dt devient Q=dr;\ds’ —dK /\dt. La forme
dp; /\dq' —- dIl A dl — dr; N\ ds’ - dK /\ dt définie sur une variété V,,
étant nulle sur les sous-variétés p,—=p,(r;, &, ¢). ¢'=¢'(r;, ¥, {) la
forme ¢'dp,—r;ds’++ H dt — K dt est la différentielle d'une fonction
linéaire par rapport aux p; soit p;g(s’/, )+ ¢°(s/, t) d'ou

i i % °r
¢ =¢(s" 1), "J-—P:g},’ H—K=p, +

Les équations ¢'=—¢/(s/, {) montrent que les transformations
canoniques cherchées ne sont autres que les transformations du
pseudo-groupe ponctuel Q jouant sur les variables (¢', ¢).

Il en résulte qu’au point de vue ot nous plagons deux fonctions H
ne doivent étre considérées comme distinctes que si elles ne se
déduisent pas 1'une a 'autre par une transformation ponctuelle Q.

Le pseudo-groupe Q transforme également toute intégrale algé-
brique par rapport aux p, en uneintégralealgébrique de méme nature.
Si les n fonctions r; deux & deux en involution sont algébriques par
rapport aux p;, les r; étant définies au moyen des équations implicites

pizé’f les dérivées parmlles f doivent é8tre des fonctions algé-

briques par rapport aux r;. On obtnent donc simplement certains cas
d’intégrabilité en choisissant la forme df a coefficients algébriques
par rapport aux r;.

Remarque. — 1l est bien certain que dans I'application pratique
de cette méthode on sera limité par le fait que 'on ne sait pas
résoudre les équations algébriques. On peut parfois tourner cette
difficulté en utilisant une des 2" formes (VI, g) donné a I'invariant
intégrale w.

Exemece I. — n intégrales linéaires en p, — Tout intégrale
en p, de la forme a'p,~ a’=—const. les a élant des fonctions de

g'. ... ¢" t) peut par une transformation Q se ramener & la forme

Pn + « = const.
Par une transformation Q, a/p, - a° devient ap,—g:'-{-a ==const.
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On peut satisfaire a cette relation en choisissant les (_Ij fonctions de
q's ... ¢ ¢t telles

17 vari ; 178
a'L—o0 pour j variant de 1 & n— 1 e
b(/ bqt
(_1l . ¢'~" sont alors (n — 1) intégrales distinctes du systéme
(t Jouant le réle d’'un paramétre)
. W
@«

q" est une solution du systéme

Ao _ g
ai a'l -— |

s’obtenant au moyen d'une quadrature en tenant compte des (n — 1)
inlégrales précédentes.

Par une transformation Q une intégrale linéaire par rapport anx p,
peut se mettre sous la forme

Pt =1,

la fonction f(¢', r;, t) est donc de la forme f=r,q"+ g, 4, dans
laquelle g, est une fonction indépendante de r,, ¢, une fonction indé-

pendante de ¢". S'il y a n intégrales linéaires par rapport aux p;,
aprés des transformations Q successives, la fonction f peut donc se
mettre sous la forme

f=é]‘ rq'+g9-+9

dans laquelle g est une fonction de (7', ... q", {) indépendante de

ry. ... ry, @ une fonction de ¢, ry, ... 1,
g g . .
H=— o > devant étre quadratique par rapport aux p;, puis-
qu'on passe des p; aux r; par la substitution linéaire
)
p=g
i

— -b-bj;- doit étre une forme quadratique par rapport ar, ... r

ne

..%7;:}(Aéfrirj-;/\wr‘.-;_f\"") = f (Al Al =A%)l
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La forme réduite de H par Q est donc

A

les AY, A’, A* étanl des fonctions de la seule variable ¢, g une fonc-
tion arbitraire de ¢', ... ¢", t. D'ou le théor¢me

Tukorime. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y
ait n intégrales linéaires en involution est que par une transformation
du pseudo-groupe ponctuel Q H soit réductible & la forme ci-dessus.

1. (n-—— 1) intégrales linéaires en p;. la n° quadratique en p, —
D’apres le cas précédent la présence des (n— 1) inlégrales linéaires
conduit par des transformations Q successives a metlre f sous la
forme

n—1
f=3rd+9+¢
J -1
dans laquelle ¢ est une fonction des ¢', ... ¢", f indépendante des
r. ...r, gune fonctiondes r, ... r indépemlante desq', ... q""".

— % —i 2% est unc fonction de r,; l'intégrale r, devant
3"/ og" oq"
étre quadratique r, est de la forme

n 3g \* ‘ dg .

w=A"( p, — —~ aB( p,— = C

r,=A <pn bq"> ~+2 (p bq">+

expression dans laquelle B ¢t G sont des fonctions respectivement
linéaire et quadratique par rapport aux r; (j variant de 1 a n—1).
On en déduit

o __—B4VB —A"(C—r,)

bqn— Ann
A . . 0y 0L 0% S
H devant étre quadratique. comme H -t =T 6—[ doit étre
une forme quadratique de rang n par rapport aux p,, quand on

remplace les r, ... r, par lear valeur. Cette forme quadralique peut
toujours s'écrire sous la forme

Y ./ dy ')2 vy
T — A o . —_
al (I'" aq" + 2“( " aq" ) + v

expression dans laquelle u et v sont respectivement linéaire et qua-
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dratique par rapport aux p; (j variantde t & n — 1). Si on remplace

lesp,——:—qg-,-, p,,—-—z-?zlg—", en fonction des r,, ... r,. %f dépend
linéairement du radical \/B* — A™(¢c —r,)
01/ K ; B
—_— D . 2___ Ann —
Y A’"‘\ B AM(e—r,)

s . [ b) . o, .
L’expression :J;. dq"—{»——gt— dt devant étre une difféventielle exacte
9

quels que soient les r, 'expression VB2 —A™(C — r) (dg" — E di) TA]H;-

doit étre elle-méme une différentielle exactc. A™ et E ne dépendant
que de q"et de t (r,, ... r,_, ne figurant dans I que comme para-
metres), si on consideére un facteur intégrant D de dg"—E dt, 1a trans-
formation particuliére ¢q"=—q"(¢", {) montre que

VB*—A™(C—r,)dq"

kbAM
ne peut-étre une différentielle exacte que si les fonctions figurant

sous le radical ne dépendent que de c}".

Conséquence. — Par une transformation du pseado-groupe ponc-
tuel Q on peut toujours se ramener au cas

no-14 N n—1 2 /n —-i—————‘"” n—1
_.< 3 A'"'r.--l—A">+ <2 Am'r,.+An> —A""< 3 Avrrida ¥ A-‘,-,-+Aoo_,~,,>
0P i=1 1 ' 1

Oq" Ann

les A ne dépendant que de la variable q"
0% __ _ ') (..>; a'rir;—++ 3’ ar; +a°°+a”r>

ot

les @ ne dépendant que de ¢.
On en déduit H et I'intégrale quadratique

V"N il dg °9> o ( 9y> o0
211—— }J a‘x/ l"—'"‘. )-—— - (l “— *‘ +a
3 lp— ) (=) + T oo

+a" Z'\U(Pt“‘ ‘3)([:‘—0-';'->+2-¥<Pi‘—§§;>+A°°J— 2 Y

e
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Cas particulier. — g=o, les a=o0 sauf a"=1, les A’=o0 on
obtient le cas d'intégralité de Delassus.
On peut résumer ce qui précede dans le théoréme.

Tutorime. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
systéme X ail une intégrale premiére quadratique et (n — 1) intégrales
linéaires par rapport aux p; est que H soit réductible par le pseudo-
groupe poncluel Q a la forme ci-dessus.

III. h intégrales quadratiques en p; et (n — h) linéaire en p, —
Par transformation Q les (n — h) intégrales linéaires peuvent tou-

jours étre réduites a la forme p, — 39;-: ri(i, Ta n—Ah) etdfs'écrire
9

n—h
df= 3 ridg'+dg(q', ... ¢", )4 dg

Pn_heys - -+ Iy, désignant les A intégrales quadratiques, remarquons
n

que si les a sont des constantes Y a‘r, est aussi une intégrale

n+h+t
quadratique, ¢ ne peutdonc étre qu'une fonction de formes linéaires en
r r, dont les coeflicients sont des fonctions des variables

n—h+t1y -

¢, gt

Or la n° intégrale quadratique pcut toujours se metlre sous la
forme

r,=A"p;+2Bp, 4 C

B et C dépendantde p,_,. ... p,_,. . Il en résulte que r, doit figurer
linéairement sous un radical du second degré. ¢ étant une fonclion
de formes linéaires des r,, ., ..., r,, il doit en étre de méme des

autres. Par une transformation du groupe ponctuel Q on se raméne
au cas ou ce radical ne dépend que d'une variable. On est ainsi
conduit & 1'expression suivante de df

n—h — n ——
df= 3 rdg+Va 3 Vebrtgu-di'
n—h ij n E
+(3 S o St Jartdg

T 2

dans laquelle les ¢ sont des fonctions de ¢* seulement, les ¢, sont
des formes quadratiques en r; (j de 1 & n — /) & coefficients fonctions
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de ¢* seulement, les a ne dépendant que de ¢. La fonction II corres-
pondante est définie par:

. b(] "_1" ay q bg
et @t — | H4A2 4a —
‘ ! [ et 2 2<p‘ bq><P’ Z>f1>jL <p‘ og’ ]
H_H...n ....... 102 ............ .
o=|gi """ Tk “2"<Pk b_;;> — Tk
ket o LIV AY
n n 2 <p'l bqn) ?'1
Cas particuliers. — 1° n inlégrales qnadraliques on obtient le cas

de Stackel généralisé en prenant les aY=o0, pour g, une fonclion
de la variable ¢*.

2° En prenant g=o, tous les a nuls saul a"=1, on obtient le
cas de Stackel ordinaire.

3° Le cas d'inlégrabilité de Liouville qu'il est plus simple d’éla-
blir directement en prenant :

=V 3 VB(r—CF-Ar)dy’
+ \/;\/Bn i (_ I‘i) - Cn + An"n dqn — Iy dt.
1

On en déduit :
(" Ci+Ai"n)

—-—pn_Bn<i (—r)—C, +A,,r> H=r,

N

-

d'ou 2H = <B‘ -+ Ci> ou forme classique

1]

ZC(q)
ol = y A, ZB(q)Ur—————
= ZA(9>

IV. nintégrales linéaires par rapport aux ¢'. — S'il existe n inté-
grales linéaires par rapport aux ¢', la fonclion f doit étre de la




274 F. GALLISSOT

forme f=rg/(p,, ... pu )+ Y(p.s ... pa ) car q":r-j%?-l- Le sous-
Pi
anneau le plus simple de n fonctions en involution cst constitué par

les n fonctions & — ::—fz q,f(p,, ... P 8). Une transformation cano-
r.

nique conservant le degré des ¢' nous conduit au cas ot

f=r&'(ps O+ Up,---put)

la fonction ¢' ne dépendant que de la variable p;, étant une fonction
indépendante des r;. L’élimination des r; entre les (n — 1) équations

¢ = o | ¥ _L_ 4/
rOP;+; H=r, +
donne
L ¢!

Cette fonction devant étre quadratique :

2
)]
v 2w {(Opi =+ 2b(O)pi+-e£)
b
op;

ce qui montre que ¢' est une fonction de la solution R; de I'équation

de Riceati %'= a(0pi+ 2b(0p,+ ().

90 N’ 4‘[ a()p +zb/t)+c] ———a'll)‘p + 2d'p; 4 a®

les a étant des fonctions de ¢, J est une fonctionde R,, ... R, et de ¢
qu'on délermine par quadratures.

En résumé on constitue le sous-anneau de n fonctions en involution
en se donnant les solutions de n équations de Riccati.

Une variante du procédé consisle & se donner le sous-anneau au
moyen de n fonctions s' ... s"
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ExEMPLES :
o n t o/ n t :+a P i —1
1° s -——;‘--}—fﬁ? Sz(p——)+‘( f(Pn-l'—“)ﬁ‘ dp,

s=an( [ e )+ [‘P"+“) +v [ (it ap,]
q":—r,-(PL—;—aﬁ,

n—1

. 2 ‘ﬁi—" .
=an, +a+z [RRlBet o] =,

i=1 i

d’ou oH—= 2 Y'pig'+ 2 2 Bippg + (pr+ ) g

2° —+an+a s'= p(pr+ )
r=an, [ rit's ‘pm )it

¢'=r{pa+ a)p'
qnzzr"ﬁf—!%:t :1'7%_"_2.;, ripi B pn(pu-i—a)p'

On détermine § par la condition

—(prta) b[;l/ + 2P:B¢Pn %‘ = :é-‘:y"p%

i=1

: " i dp,
soit 2, ‘(Pﬁp:-"*" ) f(Pn P)z ,+1_"l"

i M=3 vpi—2 3 bopg'+ i+ ).

=1 i=1

Cas particulier. — n=—12, a =0 on trouve les surfaces spirales
dont les géodésiques sont déterminées par quadratures (cf. Darboux,

tome III, p. 81).

B. — ETUDE DU CAS d()=o.

Tuéoritme V. — Sia \eT ef x€T. correspondent respectivement
une transformation infinilésimale el une intégrale premiére de Y oau
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crochet de Lie [ X, ;'] =~ o correspond une nouvelle intégrale premiére
de X dont lexpression est i(X A\ x)Q.
La formule (VI, 3) donne i[X, w]@ = O(X)l(m)O — i(2)0(X)Q.
Les hypotheses 0(X)Q = o, i(z)Q =, dr =0 entrainent

i[X, w] __dz(X/\w)O

Au crochei de Lie [X. z] élément de T non nul, I'opérateur i'X, )
appligué a Q fait donc correspondre la différentielle d'une fonction

de l'anneau K, fonclion ayant pour expression i(XA2)Q; la diffé-

rentielle de cetle fonclion étant nulle sur les lignes mlégrales de X

est une nouvelle intégrale premitre de 2. Son calcul est immédiat

S =

l(wa/Q—ku Xl XJ.

L’éiude du systtme X se fait conformément aux idées de Lie au

moyen de la connaissance de certaines de ses transformations infi-
nitésimales.

Définition. — Nous dirons que r éléments X', X?, ... X"€T, géné-
rateurs de transformations infinitésimales pour () forment un systéme
complet si

[Xe, X =vt°X* p, o, t€(1 2Tr)
les y¢° étant des fonctions de 'anneau K.

Lemme. — On peut choisir d’une infinité de maniéres 2n éléments
z', ... x' appartenant a T tels que i(X")i(z/)Q =i(X' A z/)Q soit
égale a 1 pour j =1, & o pour j = i.

Les X' étant connus, les composantes de «/ (j fixe) sont solutions
des r équations linéaires (r < 2n-1)

(XiN2) Q=0 pour j=£i (X'Az)Q=1 pour j=i.

On profite des arbitraires pour choisir des solutions aussi simples
que possibles pour les /.

Soient ©' = i(z")Q I'indice i variant de 1 & 2n, les 2n formes de
Pfall correspondantes qui, égalées o, constituent une des expressions
du systéme d’équations diflérentielles 2.

Tuﬁonms VI. — Le systtme des (2n—r) formes de Pfaﬂ'

!, .. ™ est complétement intégrable, les r formes w',c ... w
sont des foz mes invariantes.
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Appliquons & une forme =‘ la formule (VI,5) én prenant pour x, y
deux champs X¢, X°

(VIL, 10) 0(XP)i(X®)m!—O(X)i(Xe)n'=¢(XP A X)m' [ X7, X'
D’apres le choix des formes «’le premier membre est toujours nul.
1° Pour i >r
(X9)n'=o, i(Xf)n'=o, i([Xe, X)) mi=yE. i(X")x'=0
e(XP A XO)w' = — i(XF A X°) dn.
La nullité du premier membre de (VI, 10) entraine
i(Xf A X% dn' =o.

Les =, ... =™, formant un syst¢me différentiel ordinaire donc
completement intégrable, dr' appartient au sous-module des =;
¢!, étant des fonctions de I'anneau K, on peut donc écrire

drl = cji (v A\ ©).
Etudions ce qu’entrainent les hypotheses pour les cj,
i(X? A XO)dn' = cli(XF A XO). (7 A\ ©¥)
0 = ¢}, XF)i{X?). (i(=/)Q) N (i(z*)Q).
i(X9)i(2/)Q n'est différcnt de zéro que pour j =7 il ca résulte
que l'égalité précédente se réduit a
bl (X)i(z¥)Q = o.
i(X)i(z*)Q n’étant différent de o que pour k=yp, on doit avoir
¢ty =0 cest-d-dire ¢j, = o0 pour j < r, k<r.
Ces conditions entrainent que dx"** appartienl au sous-module

des formes " "%, en d’autres termes lc systéme dus (2n — r) form:s
7"** est complélement intégrale.

2° Pour i<r.
(X9n'=o0 si i%r, (XHyw=1 s i=~.
La nullité du premier membre de (VI, 10) donne
0= — i(XF A\ X°) dr* 17
En tenant compte de dn* =¢j,n’ /\ n*

I(XPY(XO)eEm A Tk = cfi(XPYi(X?)i(2)Q A i(2*)Q.
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{(X%)i2)Q n'étant différent de zéro que pour j=17, sa valeur
étant alors 1.

1 X#)i(z*) n'étant diférent de zéro que pour k==p, sa valeur étant
alors 1.

es T T

oP% — —

[~ — CGP - Ces
b

En outre pour =i < r, pour j et k > rles ¢, sont des fonctions
généralement non nulles.

Montrons que les r formes ©', ... " sont des formes invariantes
dr' = cj,w N\ =" pour i(rar)jethk (1 aan)
Les 2n formes =', ... = s’expriment linéairement en fonction

des 2n dilférentielles des intégrales premiéres de X, si on effectue
celle substitution au second membre, en introduisant des fonctions
convenablement choisies des intégrales premiéres

dn' = Xkl x dec® )\ de** avec af=a-tn

les kj,x étant des fonctions des intégrales premitres et d'une
variable ¢ par exemple, u désignant une inlégrale premitre quel-

conque ou la variable ¢ en prenant la différentielle extérieure des
deux membres
i AN Ok;a* a ax
d(tl?:):O:u—b— du N\ de* N\ de
‘ u

. . Okt .
le terme du /\ dc* A\ de** étant unique O—““*: 0, kjy,» ne peut étre
u

qu'une fonction des deux intégrales c* et ¢**; par un changement
d’intégrales premiéres c* —¢*(c*, ¢**) on réduit d=' & la forme

n -
dri= 3 dec* )\ dc**.
a=1
Il en résulte ='=c*dc*" . ' ne s’exprimant qu’au moyen des inté-
grales premiéres et de leurs difl¢érentielles est bien une forme inva-
riante pour le systéme X.

Conséquences pratiques pour l'intégration de X. — Ayant choisi
les 2n formes =' conformément au lemme, on commencera par
chercherlasolution dusysteme complétementintégrable ="**, ... =™,
Une solution de ce systeme étant connue on est ramené a intégrer
un systéme dillérentiel de r formes =, ... =" pour lequel on connait
r formes invariantes. ’
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La recherche d'une solution du systéme complétement intégrale
="' ... =" est simplifié par les remarques suivantes :
1) Si on sait qu'il existe p intégrales premiéres, on profite des
arbitraires existant dans le choix des @', pour que ces inlégrales
r*l 2n

premiéres apparllennent au sous-module des ="**, ..., w*".
2) Si le systéeme mécanique a été astreint a g liaisons
=d'(p. ¢', t)=o, Q,=Ldqg' A dt,
compatibles avec les transformations infinitésimales, on choisit
certain des @' pour que les da” appartiennent au sous-module des
(2n—r) formes ="', ..., ="
On peut ainsi réduire I’ordre du systeme complélement intégrable

= ., w®de (p -+ ¢q) unités.

Plus parhcullcrement s1 zn——r__p—|— g etsilesrformes=', ..., 7"
sont fermées modulo les formes ="', ..., =*" I'intégration s'acheve

par des quadratures.

§ III. — Application des méthodes précédentes.

I. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné.

Reprenonns les notations du chapitre1 § 1 et posons () — @
m

Q0 —dv A\ (cos a d -} sin o dy) +vd & /\ (— sin a dx - cos a dy)
—vdvA\dt+ gsinide A\dl — fg cosi(cos a de—sin ady) Adt.

On connait immédiatement 3 champs X, Y, T, généraleurs de
transformations infinitésimales pour Q dont les composantes sont
données dans le tableau

vielxz|y|t
Nlo|o|1|olo
Yololo[ 1o
Tlo|o|o|o|1

{(X)Q = —dvcos &+ vsin ada -+ g sinidt— fg cosicos a dt

i(Y)Q = —dvsina —v cos ada —fgcosisinadt

(T)Q =vdv—gsinide+ fycosicosadr-fycosisinady.
Délerminons 4 formes =, T,, T, ® au moyen de 4 ch‘amps

%, y, t, u, conformément au lemme. Les composantes du champ =
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salisfont aux équalions
()i X)Q = —1; i) Y)=o; ()t T)=o.

On peut prendre pour composantes de x :

sin & v cotg a
cosa, — y 0, ——2—, 0
v fgcosi
d'on i(x)Q==,=dxr} ! vdvcosoz—f‘——c-g—q—g -da\-
Jycosi sin o J
En opdrant de méme poury et , on oblient
omposanle ’s' a, 2% 6 i
composantes ( sina, , — > O
J P < v Sy cos i’
(y)Q=mn,=dy }——— (vdv . sina v’ cos a da)
Jgco
to
t composantes <0, o, : ) _ﬂoﬁ, 0>
gsini gsini
(0 =m=di 2%

gSlll { smoc

Le champ u tel que i(u)i(X)=o0, i(u)i(Y)=0, i(u)(T)=0

ft,Ol‘TI 1 fcolgicosa
a pour compoxantes ( 0, 0, 0 -
vsin o vsina vsin o
. cos o da
(WQ=r= +——f otgi—
sin o sin

Le syst¢éme complitement intégrable se réduit a la seule équation
différenticlle = —=o0. C'est une forme fermée ; elle s’intégre par qua-

c o Seotgi ,
dralure. v = <Ig —> . Les 3 formes =, m,, 7, sont fermées

sin o 2
modulo w. L'intégration s’acheéve par des quadratures.

II. Mouvement d’une particule électrisée de charge e, de masse m
pesante dans un champ électrique E et un champ magnétique H.

Nous supposerons quo le champ électrique dérive d'une fonction
de forces qui, ajontée a la fonction de forces dont dérive la pesanteur,
est désignée par f. Les conditions auxquelles satisfont le champ II
seronl précisées ullérieurement,

Si on rapporte l'espace Euclidien dans lequel se meut la particule
a 3 axes de coordonnées &', «*, «°, &', &*, @°, désignant les compo-
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sanies de la vitesse de la particule, H', H?, H?®, étant les composantes
du champ H, la forme () associée a la particule est:

Q— Z di’ N\ dx! — E ijdwj/\dt—f—fl:dwf/\dt
j=1 X

i=t

+ £ [@H — " H)de' + (' H' — 2H)da® - (3 —*H')do'] A\l

La présence du champ magnétique entraine d(Q) =~ 0. La force due
au champ magnétique étant orthogonale au déplacement, les champs
éleciriques et de pesanteur dérivant d’une fonction de forces, on a
I'intégrale des forces vives; il lui correspond un champ « de I'espace
tangent a la variété V, dont les composantes sont :

_Y Y of .t .2 .3

’ —_— = — T, — X — X", o,
Y oz Yo ’

les variables élant supposées rangées dans l'ordre &', &*, &°, ', &*, «°, ¢,
} 1
() Q=— dv2 —df.

Nous supposerons dans ce qui suit le champ magnétique de
révolution autour de la verticale Oz, et que ses composantes en coor-
données cyhndro-polalres sont U=o0, V=V'(p), W=o0, p dési-
gnant la distance a I'axe Oz. En coordonnées cylindro-polaires p, «,
z, I'expression de () sous forme canonique est:

Q=dpN\dp+dgNda-drAdz
_<pdp+é—2qdq—-}—rdr———%dp)/\dt—{—<§—£dp+:—f£da+¥dz>/\dl
e 2

+ .‘:'_[<YY q—V’r>dp—+—(Upr——VVpp) da+<pV’— %q>dz] Adt.
m P
Précisons la forme de la fonction f par l'existence de certaines

transformations infinitésimales:

Z(0,0,0,0,0,1,0) A(0,0,0,0,1,0,0) T(0o,0,0,0,0,0,1)
0(Z2)Q=o0 0(A) Q=0 8(T)YQ=o0
Appliquons la formule (VI, I) en remarquant que d() se met sous
la forme

dQ = Z[—V'dr Adp Adt -+ d(pV) Ndz N\ di]
m
_ dof 1 - e Qf
0(A)Q=d [—— dq + S dt] —o condition satisfaite si o est une

fonction de ¢.
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\ of _
Nous supposerons = 0.
0(Z)Q =0 =i(Z)dQ + d(i(£)Q) = — 7‘;_ d(pV) A dt
of e \u dof
— A £ (pV —dl Y
+d[ dr+Ldi+(p )dt] d(bz dt)

e . . .0 . .,
condition satisfaile si of est une fonction de ¢, donc réalisée en

particulier si %{: — ¢ (g intensité du champ de la pesanteur).

Les conditions précédentes élant supposée réalisées entrainent en
outre l'existence de deux intégrales premiéres. ) s’écrit

Q:dp/\d9+dq/\da+dr/\dz_<pdp+gqdq+rdr—-‘§dp>/\ dl
+<X dp ——gdz>/\dt+-,% [— V'rdo+pV' dz] A dt
i(A)Q = dg

Si P désigne le champ de composantes <— ° V., 0.0,00,—1, 0>
m

i(P)Q = — % Vi(p)do —dr+-gat.

En appliquant la théorie générale on connait 3 formes invariantes
n', 7°, 7’ et 3 formes formant un syst¢me complétement intégrable
=*, ©°, ©°. Puisqu’on connait 3 intégrales premieres on peut choisir
3 champs z pour que ce soient les 3 formes =*. =, =*. Un calcul
facile donne

T:':dm——q—?d‘o ' —=dq
p?

ﬁ’:dz—{—[Ldp -rr‘:dr—-—fl—V’(p)dp—-l—gdl
/ m

2
B=—dl4—ds 1':6_—_d<p2+q—2+r"’—2f(p)+2gz>
P ?
Les 3 premitres formes égalées & zéro constituent un systéme
différentiel en général non intégrable par quadratures modulo les
3 derniéres. Cas particulier : On supprime la pesanteur g=—o. ', =,
=’ sont fermées modulo =', w°, =° le sysléme est intégrable par
quadratures. '

III. Mouvement plan d’un solide sur un plan dans le cas d'un
plan de symétrie permanent.
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D’aprés la théorie développée nous devons considérer le solide
comme libre. Sa position est définie par trois paramttres : § et v
coordonnées de son centre de gravité G, « angle de Gy avec Gz,
Gy étant la normale au plan, Gz, demi-droile invariablement au
solide. Les trois paramttres de vitesse sont £. v, 6. Les forces exté-
rieures autres que la réaction du plan ont pour résultante générale
X, Y, et pour moment résultant par rapport 3 G: [. Soit M la masse du
solide, k son rayon de giration par rapport d G. La forme extérieure
associée au solide libre est

Q= M(dE N\ dE 4 i N\ dhy =+ K* do A\ dx)
— M(E d% vy diy + Ko do) N\ dt - [ X dE Y dn [ da] A\ dt.

Le champ E caractéristique a pour composantes:
D R A A
M M M T
Etude de la liaison : Soit P le point de contact du solide avec le
plan dont les coordonnées par rapport a des axes Ga., (iy respecti-
vement paralltles au plan et & la normale & ce dernier sont a et b,
a et b sont des fonctions de « qu'on détermine en considérant le
profil du corps défini comme enveloppe de ses tangentes. Par rapport
aux axes Gz, Gy, hiés au corps la tangente au profil a pour équation

x,cos 5 -y, sinz —p(g)=0
la normale a pour équation
—a,sing -y, coss —p(3)=o0

d’autre part o+t+o==

Il en résulte que les expressions de a et b en fonction de « sont

a=)(m—a) b= —p(r—a),

La vitesse du point P qui sera le point de contact du solide avec

le plan a pour composantes par rapport aux axes fixes £ — ba, 7 --ad;

L’équation de liaison exprimant la condilion de contact avec le
plan est
l:‘f‘—}—(li:n.
La puissance des forces nécessaires pour réaliser cette liaison
dépend de certaines hypotheéses :

A. Plan parfaitement poli. — C'est unc laison de puissance
nulle

P —=N(@, 4+ a2) N >oo.
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La forme (), 2 ajouter 4 Q, pour obtenir Q est
Q,=N(dn+ada) A dt.

Le champ de liaison e a pour composantes

Ol—a—'OOOO
1M’Mk2’991>~

B. Plan rugueux coefficient de frottement f, paramétre de résis-
tance au roulement ¢, glissement et roulement du corps ¢ — b 5= o
P—=N[i+ad+ef(E—ba)+eca)] N>o
avec el—ba)<<o ega<o e=zt1, =11

La forme Q, & ajouter a Q, pour obtenir () est
Q= N[dn + ada+ ef(df — bda) 4 ¢,8 da] A dt.
Le champ de liaison e a pour composantes

ef 1 a—efbted
<"N£IJ H: —.__—‘N[Lk;‘—_a, o, o, O, 0>-

C. Plan rugueux, roulement sans glissement du corps
P=T(E—ba)+Ni+ae+ede) N>o
avec deux équations de liaisons m —= E\—— boa—o0; l=v-+at=o0
et les deux inégalités ¢,& < o |T| < fN.
La forme Q, & ajouter 3 , pour obtenir ( est :
Q= [T(d§ — b de) + N(dn + a da 4,8 da)] A dt.
Les deux champs de liaisons ont pour composantes :

2

[ —M-,O,W,o,o,o,o
(o, L, ated
e(o, M oME @ %O o>.
Réaction du plan. — Un des principaux avantages de l'emploi

des opérateurs i(x) de M. H. Cartan est de pouvoir déterminer les
réactions sans avoir au préalable résolu les équations du mouvement.
Dans les deux cas A et B la composante N de la réaction est donnée
par l'équation Ni(e)dl/+i(E)d/—=o0 en remplacant dans chaque
cas e par sa valeur.

dl—=dq + a da + aé da
: Y | J L,
l(E)dI~M+m§+aa .
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Cas A.
. 2 . k(Y 4+ Maa*) 4 al’
=214 4 R
i(e)d M +Mk’ d’ou N Fta

valeur acceptable si Y -} Maa* —l—%[; <

Cas B. i(e)dl= —1\’1 + a(a— ;{/b;F ed), Cette quantité doit-étre
e

différente de zéro pour que la liaison soit compatible ; d’oti la valeur
de N acceptable lorsqu’elle est positive.

N—__ (Y 4+ Maa®) + ol .
kK +4a —efbat-¢ad
Si k*+a’—efba—+te,a8 <o et k(Y4 Maa*)4al' >0 ilya
deux éventualités possibles : le glissement et la cessation de contact
puisque -g—i = i(E)dl> o. Pour £*(Y +Maé*)+al' <oil y aimpos-
sibilité qu’on peut interpréter comme un choc tangentiel (**).
Cas C. Les composantes T et N de la réaction du plan sont
solutions du systéme (1) :
(1) Ni(e,)dl 4 Ti(e,) dl = — i(E) di
Ni(e,) dm + Ti(e,) dm —= — i(E) dm
Ayant déterminé ci-dessus les champs de direction e, et e,,
comme dl= d¥ -} ada + aa da, dn = d% — bdé — b da on a
oy —L a(a+¢,0) v g —ab
z(e)dl__M M i(e’)dl= M
g Y | al
L(E)dl__ﬁ +Mk“’+ aa®

o __—bla+¢02) 2 L
i(e'ydm = e l(e)d'n—NI+Mk2
X ba?
@,

Les liaisons ne sont compatibles que si k* - a*+ b* —e,a8 £ 0,
d’ou
T — (P H4a’fag0)(X— Mba’)+b(a+s ¢)(Y 4+ Maa*) — b[‘
o k4 a* b —¢,ac
N ab(X —Mba*) 4 (Y 4 Maa®) (k* 62)+a['_
— It 4 a* 4 b* —¢,a0

(**) Cf. E. Derassus ct J. Piriis, Nouvelles Annales de Mathématiques, 5¢ Série, tome 11,
1923, p. 383-3g1.
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L’hypothése C n’est acceptable que si N > o et |T| < fN.

Ladétermination des diverses éventualités échappement, roulement
sans glissement, glissement peut se faire en interprétant géométri-
quement le systtme (1). Tragons dans un plan deux axes rectangu-
laires O/, Ouir, et considérons les vecteurs n et { de cordonnées
respectives (— i(e') dl, — i(e') dm) (— i(e*) dl, — i(e*) dm). Tragons
également les demi-droites D et D’ T—=== fN, N > o. Les seconds
membres du systtme (1) étant indépendants des éventualités
interprétons i(E)dl, i(E)dm comme les coordonnées d’'un point A

du plan. Par A menons d’un part la parallele a N qui coupe le support

2

denen N, D et D' en a et o, d'autre part la parallele & Om qui
coupe Ol en /. Des signes de N et de /, de la position de A par rapport

A ao’ et du signe du produit '%—ltnl on déduit les éventualités suscep-

tibles de se produire :
dm

rappelons que fZ: i(E)dl et que = i{(E) dm (cf. chap. 1 §III)
échappement i(E) dl > o
roulement sans glissement N >0, A & I'intérieur de ao’
dm
dt
Notons que la présence du parametre de résistance au roulement
permet de meltre en évidence des cas d'indétermination et d'impos-
3 k* 4+ a*
- a
vecteurs / et n ont la disposition de la figure ci-jointe: il en résulte
ces circonstances pour des valeurs convenables de i(E) dl et i(E)dm.

Etude des équations différentielles du mouvement. — L’étude des
équations différentielles du mouvement s'effectue au moyen de la
connaissance des transformations infinitésimales qu'admet la forme
génératrice (). Les composanies de la réaction se déterminant en
fouction des forces extérieures et des vitesses, 1l suffit d’exprimer
que (2, (correspondant au solide libre) admet les dites transformations
ainsi que la forme différentielle de I'équation de liaison qui est
dl— d‘i‘ -+ adi - s o

\insi imposons au sysitme les transformations infinitésimales
cngendrées par les champs :

T(o, o, o, o, 0, 0. 1)
(0. o, o, 1. 0, 0. 0)
”(_4), O, 0, O, I, o, o)

glissement naissant N >o, T < 0, A Uextéricur de oo,

les

sibilité.  Ainsi pour a>o0, b>o0,¢=—1,
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On vérifie' immédiatement que la forme d/ les admet. Exprimons

que Q,les admet, en supposant que le S)steme des forces extérieures
X. Y, I', ne dépend que des variables %, 7, a, ¢,

dQ,_<—§ da —-}-%)7]—(071) A dE N\ dt—+—< ¥ + - doz> A\ dn N\ dt
+<d—§b*+ gzm>/\da/\dt
v 8(T)Q=(T)dQ+ d((T) Q)

_C’éd +b§ )Ad5+< FER da>/\dr

+<£ &2 dn)Ada—d(XdE+de+Fda):o

d’ou — -_.dE/‘\dt—bXd‘q/\dt——l—doc/\dl__o
ce qui entraine
X _ oY of'
, — =0, —- = 0.
of ot ot
2" 6(3) O[ = l(u) "l+ d(l(u) Q[) ,
2 da + by — gdn_dg >/\dt+d(}xdt)

z,Ed&/\dt—}— Edn/\dz-g-sgda/\dz:o

ce qui entraine

X _ dY __ ]
E X ET
3° 0(H) Q,= o donne par un calcul semblable
X _ oY of'
, =0, — =0.
b‘q b*r] or,

Conséquence X, Y, [, sont des fonctions de la seule variable «.
conditions que nous supposerons réaliser dans tout ce qui suit.

Etude du cas A mouvement sur le plan parfaitement poli. — La
liaison étant holonome etindépendante du temps on peut constituer
une forme (), réduite (cf. chap. 1. § VII, remarque 3) obtenue en
tenant compte de la liaison.

Q, = MdE A\ dE - M(k* + a*)da A\ dax
— M[£ dE - (k* 4 a®)& do 4 azd® da] A\ dt
- [ NdZ - (T — aY)de] pdt
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Conformément au lemme du cas dQ=~o0, nous déterminons

4 champs &, ¢, u, v, dont les composantes sont données par le tableau
suivant:

dE da dE da dt
E L —_—— o o (o]
M M(k? + a?)a
t o — ———l———— o o o
M(k? 4 a2)a
" o Mada? — I' + aY o _ & o
M2(k2 - a2) M
v o) — —L—— - X o] o
M(k? 4 a2)z M

On en déduit les formes invariantes
R =i, =d— S de, (0, —dt—
@ @
le systéme des formes complétement intégrables

' = i(u)Q, = (k* 4 a*)& d& + add’ da — [—adY de,

M
) : X
‘o gt
T _z(v)Q,__d,—Md da

7 est une différentielle exacte. en intégrant on obtient
5 2( 1.2 n_ 2 _ —
@*(k* + a®) M f(F aY) da = const.

7* est fermée modulo 7°, ! et w2 sont des formes fermées modulo ©*, =*.
Le systeme est donc intégrable par quadratures.

Etude du cas B: glissement du solide sur le plan rugueux. —
Il n’y a pas un avantage appréciable a utiliser une forme réduite, un
choix convenable de champs §, ¢, u, v, permettant de former aisément
des formes différentielles ne dépendant pas dela composante normale
de la réaction du plan. Nous prendrons donc

Q=M d&& A\ dk + M di A\ dn + Mk da A\ dax
— M(E d& + 4 diy 4 k*a dd) N\dt 4 (X d8 + Y dq 4T da) A dt
Nldn+ada—+ef (df — bd «) +-¢,& da] A dt.

En appliquant toujours le lemme du cas d{2 5~ 0, nous déterminons
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6 champs £. v, 4, u, v, w, dont les composantes sont données dans le
tableau suivant :

d&E i, da dE dn da dt
13 J o _ £ o o 0 0
) M Mk2q
1 7,
) —_— o o 0 [}
A B B ViK%
1 O (o] - ! Lo} 0 ! 9 O
Mk2a |
It 0 o |@=sbted)Y T § 4 Jb -t :.0)2 -3 0
Mk
» —1 of \ - f‘ O 0 m o
Mkt
ax I a
i O O 0 —_— —_ 0
Mk M M

On en déduit les formes invariantes

, £
ﬂ':i(E)Q:dE——;—dd;

) Q=dy — i‘-da;
/3
= =i(l) Q:dt—i-da

le systtme de formes complétement intégrale

'=i(u)Q=[(a—efl+¢08) Y —['|dae —M(a —efb ¢ 2)2 dv
+ Mki*ada

=* i(v)[l:\fld(i—sﬁi])—()(—afY)——-

=" = i(w) Q = dW + a d& + aa da.

Pour le calcul de i(w) Q on tient compte de la valeur de N caiculée
précédemment. La forme =° n’est autre que la dilférentielle de la
liaison. La forme =* compte tenu de la liaison est une équation diffé-
rentielle linéaire en &' qu’on intégrerail par quadratures.

[k’+a —-eﬂ>a+e Sa) da’ +Ma(a — efb+¢,0) ’do
+[(a—efb+ec) Y—T'|dz=o.
La forme =° est fermée module =*. Les formes 7' et & sont lermdes
modul o=’ et «°. Le systéme s’intégre donc par des quadratures.
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Etude du cas C: roulement sans glissement. — Nous distinguerons
deux cas suivant qu'on néglige ou non le couple de résistance au
roulement.

a) c=o: Les deux liaisons sont alors de puissance nulle et
indépendantes du temps ; on peut donc former comme nous I'avons
démontré au chapitre ur § IV, une forme réduite en tenant compte
des deux liaisons § —ba —o, #4-ax=0
Q, =M’ + e+ k*)da N\da )

— M[(b*+ a* + k*) ade + (aa —+ bb) &’do| N\ di
~+ (Xb — Ya—+T') da A dt.

Comme dQ),=o0 A la transformation infinitésimale définie par
I'opérateur O(T), correspond I'intégrale premiére

1g(1;24_a‘-'+/zf)az'-'-f(x1,_Ya+[‘) doe = const.

Le temps ¢ étant défim en fonction de o au moyen de la forme
fermée modulo la précédente

i(f) Q,:de-—%da..

b) 3=~ 0. Laliaison £ — b& = o est de puissance nulle et indépen-
dante du temps, I'autre /- ag&—=o0 ne l'est pas. En conséquence
nous ne ferons que la réduction partielle correspondant 4 la premiére.

Q, =M (b’ -+ k*) da A\ da + Mdn A dn
— M[(6® + k*) ada - bba*do - ydv; | /\ dt
~+ (Xb+TI') da A\ dt+ Ydn A\ dt
N(dn -+ ada +¢,cda) A dt,
Employant toujours le méme principe on détermine les
champs v, ¢, u, w, qui au moyen de V'opérateur i( ) engendrent :
1° les formes invariantes ©', «°

' =i(n)Q,=dn— M =i Q,=dt— ;— da.

a
2° les formes =°, =*

intégrable
= i(u) Q, = M(b* + k*) ada + Mbba*da — M (a +¢,8) adn
— X6+ —(a+¢.0)Y]da

, constituant un systéme complétement

= i(w) Q, =d (0 + ad)

=* comple tenu de la derniére qui est la différentielle de la relation de.
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liaison est une équation différentielle linéaire en & qui s'intégre par
quadratures

— (b +- I - a* -+ ae, ) da* M (bh - ad -} de,2) &° do
—[Xb+T'—(a+¢2)Y]da=o0,

= fermée modulo =" définit lc temps ¢ en fonction de «, au moyen
d'une quadrature.

IV. Un solide de révolution homogéne, pesant, de masse M. de
centre de gravité GG, est prolongé par une tige dirigée suivant son
axe de révolution Gz. Ce solide est en conlact avec un plan hori-
zontal fixe Oz, y,, la tige Gz glisse sans frottement dans une rainure
orientable dont 1'axe est la normale fixe Oz, au plan Oz, y,. Etudier
le roulement sans glissement du solide sur le plan puis son glisse-
ment, le coefficient de frottement fdu solidesur le plan étantconstant.

La méridienne de la surface de révolution limitant le solide est
‘définie comme enveloppe des plans tangents 2 la surface. Par rapport
a un systéme d’axes liés au corps, A étant 1'angle polaire de Gz avec
la normale GH au plan tangent, on a :

zcos A—uvsin A — h(A)—o,

ssin Avsin A6 (A =o.
f étant I'angle (Gz,, Gz) 6 + A ==, P étant le point de contact du
corps et du plan, les composantes de GP par rapport aux axes Gv, .
(horizontale du plan Oz, G) et Gz, (verticale ascendante) sont respec-
tivement &' (n —0), —b(x= —0).

Soient respectivement Mc?, Ma® les moments d’inertie du solide
par rapport & Gz et un axe perpendiculaire, p, «, {, les coordon-
nées cylindro-polaires de G, ), 0, ¢, les angles classiques d’Euler,
parametres de la rotation du corps autour de G.

La forme extérieure associée au solide libre, en utilisant le triédre
Guvz (Gu horizontal) mobile dans le corps et dans I'espace s’obtient
soit en appliquant pour le mouvement autour de G la formule
établie au chapitre 1 § IIc avec Q' —=o'=db, )’ =w*=sinb d},
Q’ = v’ cotg O = cos O d soit dircctement comme dérivée extérieure
de la forme de Pfaff génératrice de 'invariant intégral

o ds +udo 4 { d{+ a*pw’ + a*qw® + c*rw’ — Hdl
avec
w'=d), o'=sinbd), w'=dy=coshd}, u=¢, p,q 1

composantes de la vitesse de rotation absolue du corps. sur les axes



202 F. GALLISSOT
mobiles Guv:

zli——«+ 47 ‘4-a (pt g -t gl

On obtient ainsi

'%:dé/\ds—}—du/\da—{— /\d'C—( d«—}—ul —J,———-d —_ d >/\d[
—gdt Ndt+a*dp \ ' +a’dg /\ w4 c* dr /\m —crw N o
—da*qeotg 0 0* A\ ' — [@*(pdp 4+ qdg) +crdr] A dt

Le champ caractéristique E pour le solide libre a pour composantes :
l-LA-, 0,-—g, ¢°cotgh — c— rq,

rp——pqcotb() 0, ¢, -’ s P s 11,
rl

les diﬂ'érentlelles des variables étant rangées dans l'orde : d3, du, d{,
dp. dq, dr, dp, da, d(, o', ©°, 0’ dt

A. Etude du roulement sans glissement du solide.

1) Liaisons. La tige Gz demeure toujours dans le plan Oz G, ce

qui se traduit par la liaison holonome o =1 + = ; & notre point de
vue c’est une liaison de puisance nulle 2

al:g'__sillozo,
e q
N P . oy — b o
b= v E—v) lorme £ —"r\'i<d°‘ sin0>/\ d

Le roulement sans glissement du corps sur le plan se traduit par
trois liaisons de puissance nulle. En écrivant que les composantes

de V sont nulles par rapport au triedre Gu, Gv, Gy, on obtient :

== — —;- — (b'sin b b cos 0)g - (b sin 0 — ' cos O)r —o
I :T\l [— 70— (V'sin0 b cos B)g - (bsin 0 — ' cos )r]
0 :—\)(Ti—;da (&' sin 0—1—cos6)m +(bsm()~—b cos )w?| /\ df

a=i+bp=o, P= ( ~+hp), "= (({.,-}—bdﬁ\

a'=I4 lip=o. l“_—_ﬁ(:+1,',,‘>, ,_-_—-W(({‘f_-{-h:ﬁ)\.
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Les six premiéres composantes de champsde haisone'. ¢*. 2°, ¢, non
toutes nulles sont donndées dans le tableau (les champs de liaison n’ont
que n composantes non toutes nulles en coordonces Hamiltoniennes).

dp du d% dp g dr
\ 1
e O 1 O o —_— i O
a?sin ()
s Iin ( S0 b
e | o | —p| o | o | —beoslglsinb | bsin0-—blcosO
a2 P
e’ 1 V] (3] b 0 0
a?
et O o 1 ¥ ) 0
u?

La condition de compatibilité de '’ensemble des hiaisons se déduit
du déterminant de la matrice carréc symétrique ||i(e") da*)||

1 1 ! sin 0 j: b cos 0
o'-’ + a?sin? ) + a®sin 0 ¢ "
b smﬂibcos') +(bco<0+b’sm0) +(bsmO——b’coaU) o o
p asin 8 c2
b2 bb’
o0 M 1 + .a.é ;l.é.
bb’ b’
0 m a2. 1 + ;E
_'_ + 1 bcos + ¢ sin B\
\asin 0 ap

(b sin 0 — b’ cos By’
+ c <(J +a sin’ 0>] - 0-

Les valeurs des réactions s'obtiennent en calculant les i(E)da*
(k de v a 4)
i(E) da’ __c o 2pgcosh _ aup
(B de' = — - R0 — 2

i(E) da* = (b cos 0 -+ &' sin 0)<pq cotg 6 — %— rp>

+ %4 (b+b")(gsin b 4-rcosb)p

g

(E)da’ = :— -+ b<q"' cotg b — % rq) —bp?

/

(EVda' — — g+ ¥ <q” cotg ) — % rq) — Wy
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(+ata)i—( )i

(1+5+5)w= ’L~+<+ >g+ (b'+b””" )

a
+ & <~—r—qcotg0>

A X _ /1 __bcosH+Nsin 0> caf'p __2pqcotgh n 2up
M s a*sin () a* sin sin §) 2
1
L % _B — _u
—{—< i 0>[(b cos f - 4’ sin 0)< pq cotg § o )

— (b~ b")p(q sin O - r cos B)]
A%:(— T /_)(_950—‘—1) S"‘O>[%§+(b_}_b”)p(qsin6+rcose)

& a*sin ) ¢
~-(hecos -+ b sinH)( pq colgh — _ca_ rp)
+|'l+(bcosf)—;b sin6)2+(bsin0/—"b’cosﬂ)"’]

_cf___ 2pq cotg f ] K
<a sin 0 sin 6 +au ¢

A désignant
1 bcos § 4 b'cos (bsmO—b cos 6)*
(it )+ e ()

asin f ag c

2. Equations différentielles du mouvement. — Les liaisons compa-
tibles donnent

) —.—L—J,—bcosO—l—-//sinO
g A r:qsmO . S=—bp, (=—bp
sin f bsin ) — &' cos H ! :

(hsin — A’ cos ) =0 puisque l'enveloppe n’est pas réduite 3 un
point.)
Comme elles sont de puissance nulle, on peut remplacer do
£ +l;cosO+l) sinf
sin

©*
par —» w’par
s

in hsmf)—l/cose » dg par — bdf), dl par — b'df

dans () pour obtenir une forme réduite. Mais dp - bdf étant une
différentielle exacte, 5 est une fonction de f, s —=B(0) - C (C const.);

7. @, {, ne figurant pas dans  on peut obtenir une forme réduite Vl‘
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définie sur une famille de variétés V, (sous-variétés de V,, définies
par les liaisons et la famille p—B(0)+ C] comme différentielle
extérieure de la forme de Pfaff

b*4-b6"+4a*)pdh /BG 2
. —— —+bcosh 4 b'sinb
[(B+C) +a' e ( sin § >]qm2——H,dt

sin® f bsinh — b cos 6

avec
aH, =(0* 46" 4 o°)p*
(B—{-L) 2 o/ B4C+sinf(bcost 4 b'sinb\] ,
+[ sin®0 Fa+e 8in 6(b sin § — &' cos 0) 7' — 2bg
b, &', B, étant des fonctions de 6, g=—1{sinf, w*=sin ). on
peut effectuer les changements de paramétres de vitesse

p=( b )
‘i:[(B‘FC)?-{—a?sin?O—{—c? B+ G+-sin (b cos § +b’sin0)2]_q_

bsin® — &' cos b sin 6
Q, - - =
y=dpd+qdy—H, d)
avec

b .
’“'~m;f’

+o— E’Lc+sln0(bcos0+b’m°> Y
(B4-Cy'— a'sin "+0( bsin — b cos 0 >

tl<:v[—"> étant nulle, a toute transformation infitésimale correspond
\

une intégrale premidre, aux transformations infinitésimales

—3

{0, 0. 0, 0, 1) et W(o, o, 0, 1, 0)

correspondent respectivement l'intégrale des forces vives et 1'inté-
grale linéaire ¢ — const. ; I'intégration s’achéve par quadratures.

B. Etude du glissement du solide sur le plan.

1. Liaisons. — Le glissement sans frottement de la tige dans la
rainure est toujounrs caractérisé par

9 i L gy @
a__P2 =0 Q_M<da >/\dt
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Le contactdu solide avec le plan est caractérisé par o’ —={--b'p—0

= :’[?d:—-}—fcosc[pda-}—(b’s1n0+bcos6)m
~+(b' cos 0 — b sin0) w'| — fsine (dg+bow')§Adt

o étant 'angle de V; vitesse de glissement avec Gu, A la grandeur de V:

u . .
— ——b(rcost+gsinb) 4 b(rsin —gcosh
ptbp_ o i ):

sing cosg

Les champs des liaisons ont pour composantes :

1
e{o, 1, 0, 0, ——1—5, 0
a*sin 0

e’<——fsinc, of cosa, 1, —[i?:f‘—", /—'co.,ﬂ-(bcosﬂ—kb’sine),
fc:)sc( osO—-—bsmO))

i(e' da' =~ +———, i(e*)da* L0087 _[c033(boosf+ t'sinf)

a*sin® 0 e a’sinf
/

L(e’) da* —=o0, i(e')da*=1 —f%sin c.

Les liaisons sont compatibles si

1 1 bb' .
<p—+m><l —f;; sin o'>3/:0.

Les facteurs de liaisons se déduisent du calcul de i(E)da', i(E)da*

g-+bt'p -{—b’(—rq qcoth>

\N—
L(L 4 c"’rp . cos
e’ ' a’sin ) a*sin 6 Pq sin®0

_{_———[—M—[ +b"p ’—{—b’( rqg—gq cotg0>]

l—f—smc

2. Equations différentielles du mouvement. — La premiére liaison
holonome nous permet d'éliminer u et dat, u = g%}, da—=d{.
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L'introduction des variables A et o conduit a effectuer le change-

ment de variables
__Acoss—+p-sin (b sin 0 4 b cos 0)§

p=Asinc—bp bsin — &' cos
La deuxitme liaison permet d’éliminer Cetdl, {=—10bp
d{=fsin o(dp+ b di) — fcosa[(z+ &) dy 4 (&' cos 6 —bsin O)dg
+E—=fM d‘]
La forme réduite % dépend des g différentielles des variables
A3, 0, ), . 4, 0, p, ¢, mais ne dépend pas des variables ¢, §, ¢,
%—_dg()\smc—bp)dp—{—p { dy — & pfsin 5 (dg 4+ bdb)

b'pfcosa((p—+b)dy -+ (b'cos b — bsin §) dp]
+b’ 'p +/7\)‘Ldt—}—apd0+a,[;sm 0 dy

s Acose +pl - sin0(bcosO 4 b'sinb) I
ape 2 (do -t cos df)) — I‘dtg
~+ g} fsina(dp +bd0)— feosa|(p+ &) dy
(b cos B — bsin 0) d5) | § A\ e,

avec

2T = (Asin o — bp)* + p*)* -+ 6" . p’ *a'(p* 4 sin® O
te <Acoss-—{— o4+ sin 0(b cos 0 b’ sin 0){;)

hsin — &' cos 0

Q,
On ne connait pour 3, ‘ que trois transformations infinitésimales
évidentes engendrées par les champs
{0, 0,0, ..., 1) 30.0,...,0,0,1,0) ¥(o,0,...,0,1,0,0)

car il suffit de remarquer que si un tenseur antlsymetuque kqy ne
dépend pas d’une variable z*", la forme (= k,gdp* A\ dp? dehme
sur V,,., admet la transformatlon infinitésimale (o0, o, .... 1). La
solution du probléme dépend de l'intégration d'un systeme de
5 formes de Pfafl complétement intégrables en dA, ds, ¢, da, df
dont on ne connait pas la solution en termes finis.



