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MITTELERGODISCHE HALBGRUPPEN
LINEARER OPERATOREN

von Rainer J. NAGEL

Mit Hilfe von Methoden und Ergebnissen aus der Theorie
der Operator-Halbgruppen und aus der Theorie der Banach-
verbande werden Mittelergodensatze bewiesen, die wesentliche
Verallgemeinerungen von klassischen (siehe dazu z.B. Dunford-
Schwartz [5] und Jacobs [6]) und neueren (Aribaud [I], Sine
[13]) Resultaten sind.

Dazu nennen wir eine Halbgruppe H c JSfs(E), E Banach-
raum, mittelergodisch, wenn die abgeschlossene konvexe Hiille
co H ein Nullelement enthalt (Definition 1.1). Es zeigt sich,
daB dies fiir beschrankte Halbgruppen mit der Existenz von
Fixpunkten in co Hx und co H'a;' fur alle x e E, x' e E'
aquivalent ist. DaB eine kompakte Gruppe (1.9) bzw. eine
kompakte abelsche Halbgruppe (1.10), oder auch eine kontrak-
tive (Operator-) Halbgruppe auf einem Hilbertraum (1.4)
immer mittelergodisch ist, lafit sich daraus leicht folgern.

Banachverbande schlieBlich bilden den geeigneten Rahmen
fur eine weitere Gruppe von Mittelergodensatzen. So ist eine
beschrankte positive Halbgruppe H <= -^s(E), E Banach-
verband mit ordnungsstetiger Norm, schon dann mittelergo-
disch, wenn ein H-subinVarianter quasi-innerer Punkt aus E+
und eine H'-subinvariante strikt positive Linearform aus E'
existiert (2.2). Diese Bedingung ist besonders einfach zu
erfullen, wenn E ein AL-Raum ist (2.3. 2.4). In Abschnitt 3
beniitzen wir dies, um ein einfaches Irreduzibilitatskriterium
fur positive Operator-Halbgruppen zu beweisen.
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1. Operatoren auf Banachraumen.

In diesem Abschnitt sei E ein (reeller oder komplexer)
Banachraum und H eine Halbgruppe in -^s(E), dem Raum
aller beschrankten linearen Operatoren auf E versehen mit
der Topologie der einfachen Konvergenz. Da die Multiplikation
in ^s(E) getrennt stetig ist, 1st H eine (semi-) topologische
Halbgruppe. Ebenso sind die konvexe Hulle co H und die
abgeschlossene konvexe Hulle co H von H in -^s(E) topo-
logische Halbgruppen. Schlie(3lich nennt man P e co H ein
Nullelement, wenn TP = PT == P gilt fur alle T e co H
(siehe dazu [2], insbesondere II.1.1).

DEFINITION 1.1 — Eine Halbgruppe H in -Sfs(E) heifft
mittelergodisch, wenn co H ein Nullelement besitzt (1).

Das (eindeutig bestimmte) Nullelement einer mitteler-
godischen Halbgruppe H bezeichnen wir mit P. Fur jedes
x e E folgt Pa; e co Hx = c o { T r c : T e H } wegen der Stetig-
keit der Abbildung T -> Tx von -$fs(E) in E. Da nach
Definition TP === PT == P2 = P fur alle T e H gilt, ist P
eine Projektion auf den Fixraum F : == {x e E : Tx = x fur
alle T e H} von H in E. Der Kern von P ist gerade die
abgeschlossene lineare Hulle von

{ ( I E — T)x:T e H, x e E } .

Man ersieht daraus, dap eine mittelergodische Halbgruppe die
Eigenschaften besitzt, wie sie im Mittelergodensatz 1.2.1
in [6] angegeben werden (siehe auch [I], [4]). DaB in wich-
tigen Fallen auch die Umkehrung gilt, zeigt Theorem 1.2.

Auf dem Dual E' von E betrachten wir grungsatzlich
die ^(E', E)-Topologie. Sei H' == {T : T e H} die zu H
adjungierte Halbgruppe in J^(E') und P' die Adjungierte
von P. Dann gilt auch P'o/ e co H'rc' fur alle a;' e E', so
daB P' Projektion auf den Fixraum F' : == {x' e E' : Tx' = x'
fur alle T e H} von H' in E' ist. Daraus ergibt sich schlie-
Blich die Isomorphie von P'E' und (PE)\

(1) Eine solche halbgruppentheoretische Fassung der Mittelergodeneigenschaft
geht wo hi auf H. P. Lotz zuriick (siehe auch [8]).
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THEOREM 1.2. — Fur eine beschrdnkte Halbgruppe
H <= .S^s(E) sind folgende Bedingungen dquwalent:

(a) H ist mittelergodisch.
(&) Es gibt eine Projektion P e -^(E), /*ur cde gifa

PT == TP = P filr alle T e H und P^ e co Hx fur alle x
aus einem dichten, H-iwarianten Teilraum von E.

(c) Fur jedes x e E, x' e E' enthalt co Hn; 6zw.
co H'a;' omen ff- bzw. H'-Fixpunkt.

Beweis. — (a) ==^ (c) : Dies folgt aus den vorangehenden
Uberlegungen.

(c) => (V) : Sei ^ e E. Dann gibt es nach Voraussetzung
einen H-Fixpunkt y e co Hrr. Da fiir alle x' e E' auch
co H ' x ' einen H'-Fixpunkt enthalt, ist der H-Fixpunkt
y e co Hrc eindeutig bestimmt. Durch Px == y wird eine
lineare, stetige Projektion P e JSf(E) definiert. P erfiillt alle
Eigenschaften von (&).

(fc) ===^ (a) : Dazu niiissen wir zeigen, daB P e co H gilt
fiir die Projektion P in (&). Sei also e > 0 und
{x^ . . . , x^} c: EI vorgegeben, wobei Ei ein dichter, H-in-
varianter Teilraum von E ist mit Pa? e co Hx fur alle
x e EI. Wir beweisen mittels Induktion, daB es einen Operator
S^ e co H gibt, fiir den ||S î — P |̂| ^ s gilt fiir i = 1, ..., n.

Dies ist fiir n = 1 der Fall. Es sei nun S^_i e co H mit
IISn-i^i — Px^ < e//c fiir i = 1, . . ., n — 1 und k: = sup
{||T|| : T e H}. Setze dann y : = S^_i^ e Ei.
Wegen Eigenschaft (&) gibt es T^ e co H, so daB
||T^z/ — Py\\ ^ e gilt. Definiere nun

Sn: == T» o S^_i.
Dafiir gilt

S .̂ — Px, = T^(S^_i^ — P^), i = 1, . .., M — 1,

und S^ — P^ == T^y — Py.
Daraus folgt, daB P (beziiglich der Topologie der einfachen
Konvergenz auf Ei) ein Haufungspunkt der Familie der so
konstruierten Operatoren S^ ist. Nun ist co H aber eine
gleichstetige Menge in .Sf(E), und Ei istdichtin E. Folglich
gilt auch P e c o H in JSfs(E) ([II], III.4.5).

6
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KOROLLAR 1.3. — ZM feder beschrdnkten Halbgruppe
H <= -^s(E) gi&< es einen eindeutig bestimmten abgeschlossenen
Teilraum Eo, der maximal ist bezuglich folgender Eigenschaf-
ten:

(i) Eo ist VL-inyariant.

(ii) Die Einschrdnkung von H auf Eo ist mittelergodisch
in ^s(Eo).

Beweis. — Betrachte die Familie 3F aller abgeschlossenen
Teilraume von E mit den Eigenschaften (i) und (ii). Da die
AbschlieBung der Vereinigung einer aufsteigenden Teil-
familie aus 3F offenbar Bedingung 1.2.& erfiillt, ist 3F
(bezuglich der Inklusion) induktiv geordnet. AuBerdem ist
(0) e S F . Folglich existiert ein maximales Element Eo e ^.
Dieses ist eindeutig bestimmt, da die AbschlieBung der Summe
zweier Teilraume Ei, Eg e ^ wieder in HF liegt: Set namlich
PI e -^(Ei) und Pg e ^(Eg) die zu HJE, bzw. HJE, gehorige
Projektion. Dann stimmen Pi und Pg auf Ei C\ Eg e ^
uberein, so daB es eine Fortsetzung P e -^(Ei + Ea) von
PI, Pa gibt, die 1.2.& erfullt, d.h. Ei + Eg £ ^.

Das folgende Korollar enthalt (fur E Hilbertraum) das
klassische Beispiel einer mittelergodischen Halbgruppe. Dabei
heiBt H kontraktw, wenn ||T|| ^ 1 ist fur alle T e H.

KOROLLAR 1.4. — Wenn E und E' gleichmd^ig kowexe
Norm haben, dann ist jede kontraktwe Halbgruppe H <= -^s(E)
mittelergodisch,

Beweis, — Unter diesen Voraussetzungen existiert jeweils in
co fix und co H'rz/ ein eindeutig bestimmtes Element mini-
maler Norm ([6], 8.5.10). Fiir eine kontraktive Halbgruppe H
sind diese Elemente H-bzw. H'-invariant. Folglich ist die
Bedingung 1.2. c erfiillt.

In Korollar 1.4 erzwingt die spezielle Normstruktur von E
und E' schon die Mittelergodizitat einer beliebigen kontrak'
tiven Operator-Halbgruppe. Um aber in beliebigen Banach-
raumen einfache Kriterien angeben zu konnen, benotigen
wir gewisse Voraussetzungen liber die algebraische Struktur
der Halbgruppe. Die folgende Eigenschaft ist in der Theorie
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der Halbgruppen gut erforscht und deshalb fur unsere Zwecke
am besten geeignet.

DEFINITION 1.5. — Eine topologische Halbgruppe H heifft
(rechts-) amenabel, wenn es auf dem Raum C(,(H) aller be-
schrdnkten stetigen Funktionen auf H ein (rechts-)iwariantes
Mittel gibt.

Fur erne ausfiihrliche Definition amenabler Halbgruppen
verweisen wir auf den Bericht von Day [4] und die dort
angegebene Literatur. Dort wird H allerdings meistens mit
der diskreten Topologie versehen, was fur Operator-Halb-
gruppen haufig zu speziell ist. Im AnschlujB an einige wohlbe-
kannte Beispiele formulieren wir dann die fur uns wesentliche
Eigenschaft rechts-amenabler Operator-Halbgruppen.

Beispiele. — 1. Jede abelsche Halbgruppe ist amenabel
(Markov-Kakutani-Theorem, siehe z.B. [4], Section 6).

2. Aus der Existenz des Haarschen MaBes folgt, daB jede
kompakte Gruppe amenabel ist.

3. Eine kompakte Halbgruppe ist genau dann rechts-
amenabel, wenn ihr minimales Ideal ein minimales Links-
idea.1 ist ([4], Section 10).

LEMMA 1.6. (Day [3]). — Es sei E ein Banachraum und
H <= -Sfs(E) eine beschrdnkte Halbgruppe.

(i) Wenn H rechts-amenabel ist, dann enthalt co H'a/ in
(E', <r(E', E)) fur jedes x1 e E' einen H'-Fixpunkt.

(ii) Wenn H links ••amenabel ist, dann enthalt co Hx in
(E", (jfE", E')) fur jedes x e E einen W-Fixpunkt.

Beweisskizze. — (i) : Es sei x' e E' test. Dann definiert
x -> <T.r, x ' y eine stetige lineare Abbildung von E in C^(H),
deren Adjungierte das rechts-invariante Mittel [L e C^fly in
ein Element x^ e E' abbildet. XQ e co Wx' in (E', ^(E', E))
ist H'-invariant, (ii) : Nun sei x £ E fest. Dann definiert
x' -> <Trr, x ' y eine stetige lineare Abbildung von (E', |B(E', E))
in Cfc(H), deren Adjungierte das links-invariante Mittel
v e C^H)' in ein Element XQ e E" abbildet. XoEcoHx in
(E", G(E", E')) ist H"-invariant.
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THEOREM 1.7. — Fiir eine beschrdnkte, rechts-amenable
Halbgruppe H <= ^s(E) sind folgende Eigenschaften aqui-
valent:

(a) H ist mittelergodisch.
(&) Der Fixraum F wn H trennt den Fixraum F' ^<m H'.
(c) Fur att^ n; e E ist (co Kb) n F ^ 0.

Beweis. — (h) ===> (a) : Wegen (6) und 1.6. i enthalt co H'a/
flirjedes x* e E' genau einen H'-Fixpunkt y'. Die Projektion
P7 : E' -> F' definiert durch P'^' = i/' ist stetig fur <r(E', E)
auf E' und (r(F', F) auf F'. Da aber F' <r(E', E)-abge-
schlossener Teilraum von E' ist, stimmt ^(E', E) auf den
gleichstetigen Teilmengen von F' mit ^(F', F) uberein.
Deshalb ist P' e .Sf(E') ^(E', E)-stetig, und die Praadjungierte
P e J^(E) erfullt 1.2.&.

(^) =^ (c) =^ (fc) : Dies folgt sofort aus Theorem 1.2.

Kompaktheitsbedingungen fur H <= .Sfg(E) sind die einfach-
sten Voraussetzungen, um geniigend viele Fixpunkte in E zu
garantieren. Dabei zeigt sich, wie muhelos man aus Defini-
tion 1.1 und den Kriterien 1.2 und 1.7 die bekannten Spezial-
falle ableiten kann. Die Existenz des Nullelements unter den
Voraussetzungen von 1.9 und 1.10 wird z.B. in [2], 11.3.3 und
II.3.15 bewiesen. Einen vollstandigen Uberblick liber Literatur
und bekannte Ergebnisse findet man in [6], Kapitel 1, § 2
und auch in [4], Section 8.

SATZ 1.8. — Es sei H c J$fs(E) eine beschrdnkte, amenable
Halbgruppe. Wenn Hx cr(E, JL^-relatwkompakt ist fur alle x
aus einem dichten Teilraum von E, dann ist H mittelergo-
disch.

Beweis. — Aus der Voraussetzung und aus [II], III.4.5,
IV.11.4 folgt, dafi co Hx (r(E, E')-kompakt ist fur alle x e E.
Andererseits enthalt die <?(E", E')-AbschlieBung von co fix
in E" fur alle x e E einen H""Fixpunkt (Lemma 1.6.ii).
Dieser muB aber aus Kompaktheitsgrunden schon in E
liegen, so daB der Satz aus 1.7.c folgt.

KOROLLAR 1.9. — Jede kompakte Operator-Gruppe ist
mittelergodisch.
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KOROLLAR 1.10. — Jede kompakte abelsche Operator-Halb-
gruppe ist mittelergodisch.

KOROLLAR 1.11. — Jede beschrdnkte, amenable Operator-
Halbgruppe auf einem reflexiven Banachraum ist mittelergo-
disch.

Bemerkung. — Ein Operator T e o5f(E) hei(3t mittelergo-
disch, wenn H == {T": n e N} mittelergodisch in -Sfs(E)
ist. H ist dann abelsch, also amenabel. Aus 1.7, 1.8 und 1.11
ergeben sich dann leicht die bekannten Resultate (siehe z.B.
[5], [13]).

2. Operatoren auf Banachverbanden.

Nun set E ein reeller Banachverband mit positivem Kegel
E+. Um die in [12] entwickelte Darstellungstheorie anwenden
zu konnen, setzen wir zusatzlich voraus, daB E+ quasi-
innere Punkte besitzt, d.h. Eu : === L J n[— u, u\ fur geeignete

n€N
u e E+ ist dichtes Ideal in E. Schlieplich hat ein Banach-
verband E ordnungsstetige Norm, wenn lim^; ||̂ || == 0 gilt
fur jede nach unten gerichtete Familie {x^} c: E mit
inf^ x^ = 0. Die Eigenschaften solcher Banachverbande
werden z.B. in [7] untersucht.

Ein Operator T e ^?(E) heiBt regular, wenn T Differenz
zweier positiver Operatoren aus J$f(E) ist. Der Raum ^^(E)
aller regularen Operatoren auf E ist ein ordnungsvollstandiger
Vektorverband, falls E ordnungsvollstandig ist ([9], IV.3.2).
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn E ordnungsstetige
Norm hat ([7], 4.2.) Fur Halbgruppen H aus .^(E) werden
wir nun Mittelergodensatez beweisen sowohl vom Typ 1.2 als
auch 1.7, d.h. ohne bzw. mit zusatzlichen Voraussetzungen
an die algebraische Struktur der Halbgruppe.

Das folgende Lemma ist zwar ein Spezialfall des Konvexi-
tatssatzes von M. Riesz ([6], 9.11.13), soil aber hier direkt
bewiesen werden. Dazu set E ein AL-Raum mit quasi-
innerem Punkt u e E+. Wie in [12] (oder auch [7]) kann
E identifiziert werden mit L^X, (i) fur ein endliches MaB (JL
auf dem kompakten Strukturraum X von E. Insbesondere
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enthalt dann jede Aquivalenzklasse in L^X, pi) genau eine
stetige numerische Funktion, und u entspricht der Eins-
funktion auf X. Weiter sei daran erinnert, daB in diesem
Fall ^(E) = JS?(E) ist ([9], IV.3.8).

LEMMA 2.1. — Es sei T e .^(L^X, pi)) mil ||T|| < 1 und
|T[u ^ u. Dann induziert T eine Kontraktion auf L^X, pi)
fur alle 1 < p ^ oo.

Beweis. — Da es geniigt, die Behauptung fiir T4' und T~
zu beweisen, kann man T positiv voraussetzen. Weiter ist auf
Grund der gewahlten Darstellung L^X, pi) = C(X).

Sei ( e X und 8( das zugehorige DiracmaB. Aus Tu < u
folgt T 8( e C(Xy. Setze ^: == T 8<. Auf Grund der
Holderschen Ungleichung gilt dann fur x G C(X)+ und
1 < p < oo :

T(^)(() = f ̂ ) d )̂
> (J1^)^^))^^^))^.

Da T Kontraktion auf L^X, (Ji) ist, folgt sofort

f ̂ d^ ^ f T^) ̂  > f {TxY d[L

und damit die Behauptung.

THEOREM 2.2. — E sei ein Banach^erband mit ordnungs-
stetiger Norm und H eine beschrdnkte Halbgruppe in ^(E).
Wenn es einen quasi-inneren Punkt u e E+ und eine strikt
positive Linear form [L e E' gibt^ fiir die |T[u ^ u und
|T|'p. < (A gilt fiir alle T e H, dann ist H mittelergodisch.

Beweis. — E sei (wie in [12]) dargestellt als Vektorverband
stetiger numerischer Funktionen auf dem kompakten Struk-
turraum X mit u als Einsfunktion. L^X, pi) enthalt dann
E als dichtes Ideal ([7], 3.4). Jeder Operator T e H kann
nun wegen |T| '{JL ^ (A zu einer Kontraktion Ti auf ^(X, pi)
fortgesetzt werden, fur die auperdem |Ti|u ^ u und damit
die Voraussetzung von 2.1 gilt. Sei H^ : == { T g : T e H} die
Halbgruppe der von H auf L^X, pi) induzierten Kontrak-
tionen. Hg ist mittelergodisch (1.4) und besitzt P^ als
zugehorige Projektion.
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Sei nun x e C(X) mit 0 < x < u. Da auf Ordnungsinter-
vallen von C(X) die von E und von L^X, (A) induzierten
Topologien libereinstimmen ([7], 4.7), ist co Hx beziiglich E
und L^X, (i) identisch. P^x liegt also in der in E abge-
schlossenen Hiille von co Hx. Da H gleichstetig auf E ist,
kann die Einschrankung von Pg auf C(X) somit stetig zu
einer Projektion P e -6f(E) fortgesetzt werden. Auch fur
diese gilt PT = TP = P fur alle T e H. Aus 1.2.& folgt
schliefilich sogar P e co H in -^s(E), da C(X) dicht in E
und H-invariant ist.

Besonders einfach la[Bt sich das obige Theorem anwenden,
wenn E ein AL-Raum ist. Dann erfiillt namlich jede kon-
traktive Halbgruppe H <= .Sf(E) = JSf^E) die Bedingung
|T|'[A ^ [L fur ein strikt positives pi e E' und alle T G H.

KOROLLAR 2.3. — E sei AL-J^aum, H eine kontraktiye
Halbgruppe in o^(E). Wenn es einen quasi-inneren Punkt
u e E+ gibt mit |T|u ^ u fur alle T e H, dann ist H mittel-
ergodisch.

KOROLLAR 2.4. — Es sei (0., ̂ ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
E == Ll(^, (Ji) und H eine kontraktive Halbgruppe in -Sf(E).
Wenn \'T\u < u gilt fur alle T e H und u die Einsfunktion
auf D, dann ist die yon H auf L^ti, \L) induzierte Halb-
gruppe mittelergodisch fur alle 1 < p < oo.

Beweis. — Der Fall p === 1 folgt aus 2.2, wahrend 1.4 den
Fall 1 < p < oo eriedigt.

Bemerkungen. — 1. Die Voraussetzungen von 2.4 sind
insbesondere erfiillt, wenn die Operatoren aus H durch
maptreue Transformationen von Q in sich induziert sind.
Theorem A aus [1] ist somit nur ein sehr spezieller Fall von
Korollar 2.4.

2. Wenn der Fixraum eines kontraktiven positiven Opera-
tors T e -^(E), E AL-Raum, nur aus {0} besteht und
lim^ IIT^H > 0 gilt fur alle x e E+, dann enthalt der in 1.3
konstruierte Teilraum keine positiven Elemente ungleich 0.
Dies ist z.B. der Fall fur E = I1 und

T({^i, x^ . . .})= {0, .ri, x^ ...}.
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Fur amenable, also insbesondere abelsche Halbgruppen
konnen wir die Voraussetzungen des Theorems 2.2 etwas
abschwachen: Wie man weiji, ist ein Banachverband E mit
ordnungsstetiger Norm ein Ideal in seinem Bidual. Daraus
folgt wie in [II], V. 8.6, Cor. 1, daB Ordnungsintervalle in E
schwachkompakt sind. Set nun u e E+ ein quasi-innerer
Punkt mit |T|u ^ u fur_alle T e H c: ^(E). Fur alle
x e [— u, u] ist dann co Hx in dem Ordnungsintervall
[— u, u] enthalten, also schwachkompakt. Da der von
[— u, u] erzeugt lineare Teilraum dicht in E ist, ergibt sich
aus 1.8 der folgende Satz.

SATZ 2.5. — E sei ein Banachverband mit ordnungsstetiger
Norm^ und H sei eine beschrdnkte, amenable Halbgruppe in
J^fE). Wenn es einen quasi-inneren Punkt u e E+ gibt mit
[T|u ^ u fur alle T e H, dann ist H mittelergodisch.

3. Ein Irreduzibilitatskriterium.

Als Anwendung beweisen wir ein Irreduzibilitatskriterium
fur positive Operator-HaJbgruppen (3.3), das ein bekanntes
Resultat aus der Ergodentheorie ([6], 4.2.3) verallgemeinert.
Dazu sei E wieder ein Banachverband.

DEFINITION 3.1. — Eine Halbgruppe H <= -^(E) heifSt
irreduzibel, wenn {0} und, E die einzigen H-in^arianten^
abgeschlossenen Ideale in E sind.

Einen positiven Operator T 6 .$f(E) nennen wir irreduzibel,
wenn die von T erzeugte zyklische Halbgruppe H == {T":
n e N} irreduzibel ist. Solche Operatoren werden insbesondere
in [10] untersucht. Auch in [8] spielt obige Definition und das
Lemma 3.2 eine wesentliche Rolle.

Beispiele. — 1. Jede minimale Transforma.tionsgruppe auf
einem kompakten Raum X induziert eine irreduzible Gruppe
von Markov-Operatoren auf C(X) (und umgekehrt).

2. Sei (Q, p.) ein Wahrscheinlichkeitsraum und y eine
maptreue Transformation von 0. in sich. Der von 9 indu-
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zierte Operator Ty in 1^(0, (i), 1 ̂  p < oo, ist genau dann
irreduzibel, wenn 9 ergodisch ist.

LEMMA 3.2. — H sei eine mittelergodische Halbgruppe posi-
iwer Operatoren auf einem Banach^erband E mit zugehoriger
Projektion P > 0. Dann sind dquwalent:

(a) H ist irreduzibel.
(b) P ist strikt positi^, und es ist PE = {au : a 6 R} fur

einen quasi-inneren Punkt u e E-,-.
(c) P' ist strikt positi^ und es ist P'E' == {api : a G R} fur

eine strikt positive Linear form [L e E\

Beweis. - (a) => (b) : Da {x e E : P{\x\) = 0} und die

AbschlieBung von [_)n[—Px,Px] fiirjedes 0 7^ xeE+ abge-
n6N

schlossene H-invariante Ideale in E sind, muB P strikt
positiv und Px quasi-innerer Punkt von E+ sein. Fur eine
strikt positive Projektion P ist aber PE ein Unterverband
von E. Fur y e PE erzeugen damit die orthogonalen
Elemente y^ und y~ verschiedene H-invariante, abge-
schlossene Ideale in E. Folglich mu(B jeweils y^ oder y~
gleich 0 sein. Dann ist aber PE ein totalgeordneter Vektor-
verband und somit eindimensional.

(fe) =^ (a) : Sei (0) 7^ I ein H-invariantes, abgeschlossenes
Ideal in E. Fur 0 < x e I ist auch 0 < Px e I. Da Px
quasi-innerer Punkt von E+ ist, folgt I == E.

(&) ^==^ (c) : Beide Bedingungen bedeuten, daB P == U®(JL
gilt fiir einen quasi-inneren Punkt u G E+ und eine strikt
positive Linearform (JL e E'.

In der Situation von Beispiel 2 ist es bekannt (siehe z.B. [6],
4.2.3), daB man die Irreduzibilitat von Ty allein durch die
Eindimensionalitat des Ty-Fixraumes charakterisieren kann.
Mit Hilfe unseres Ergebnisses liber mittelergodische Halb-
gruppen in 2.2 konnen wir ein solches Kriterium auch fur
Halbgruppen beweisen.

THEOREM 3.3. — E sei ein Banach^erband mit ordnungs-
stetiger Norm, und H sei eine beschrdnkte, positive Halbgruppe
in ^f(E) mit Tu === u und T'(A == (x fur alle T e H, einen

7
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quasi-inneren Punkt u e E+ und eine strikt positive Linearform
(JL e E'. Dann sind dquivalent:

(a) H ist irreduzibel.
(b) Der Fixraum yon H in E ist eindimensional.
(c) Der Fixraum von H' in E' ist eindimensional.

Beweis. — Wegen 2.2 ist H mittelergodisch, woraus sofort
die Aquivalenz von (V) und (c) folgt. Fiir das Null element
P e co H <= j^s(E) und fiir 0 7^ x e E+, 0 ^ a;' e E'̂  gilt
0 ^ <rr, (JL> == <Px, (JL> und 0 ^ <^ ^'> = <u, P'rc'>. P und
P' sind also strikt positiv. Die Aquivalenz von (a) und (&)
ergibt sich dann aus Lemma 3.2.

KOROLLAR 3.4. — Es set T ein positwer Operator auf einem
KLi-Raum E. Sei wetter Tu = u fiir einen quasi-inneren
Punkt u e E-}- und ||T |̂| = \\x\\ fur alle x e E^. T ist genau
dann irreduzibel, wenn der Fixraum wn T in E eindimen-
sional ist.
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