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SUR LES I-CLASSES D’IDEAUX
DANS LES EXTENSIONS CYCLIQUES
RELATIVES DE DEGRE PREMIER !

par Georges GRAS.

CHAPITRE V (%)

QUELQUES APPLICATIONS
DES RESULTATS PRECEDENTS

A. Généralisation d’un théoréme de Kisilewsky.

Les propositions IV.2 et IV.3 peuvent s’appliquer a
M= #(K), si et seulement si |#,;] =1 (les quotients
Hi41[5; étant nécessairement d’ordre | pour i < n).

Le théoréme IV.1 nous donne:

I A ()] U
14 = 5 B~ NRY)

et la condition |#;] = | se produit dans les trois cas suivants
(compte tenu du théoréme IV.3 appliqué & A =E{ qu
montre que (Eji:Ey n NK*) divise 1)

()  |#kK)| =1,t> 2, (Ef: Ef 0 NK*) =17,
@) |#(k) =1,¢> 1, (Ei: Ef n NK*) =1,
(i) |o#(k) =1 et t =0.

(*) On rappelle que les chapitres précédents sont parus dans le tome 23 (fasci-
cule 3) des Annales de I'Institut Fourier.
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Si k=Q et | impair, il ne subsiste que le cas (i) avec
t = 2. Avec le cas (i11), on retrouve un résultat ([22]) énoncé
dans un cas trés particulier.

B. Probléme de O. Taussky.

Supposons K/k non ramifiée pour les idéaux; le théoréme
94 de Hilbert [17] affirme qu’un idéal de k devient princi-
pal dans K/k (cf. remarque IV.1); si #(K) est le l-groupe
des classes de K, N#(K) est d’indice ! dans s#(k) (théorie
du corps de classes).

O. Taussky a donné la définition suivante [33]:

L’extension K/k est dite de type A si
N#(K) N Kerj # {1},
sinon elle est dite de type B (dans le cas B on a donc
|2 (K)| = |No# (K))).

Si # est un sous-H-module de #(K), on a

AEEAG)
(théoréme 1V.3), soit |#/#| = L‘I’;‘l (théoréme IV.1)
) 1
|2 |N#|

la suite exacte 1 — Kerj N N# — N# > #" -1 donne

EZ _IFoH, )
[#|Kerj n No#|  |[Kerj n No#|

| #[#) =

en désignant par Hi la cohomologie modifiée de Tate. Appli-
qué a # = #(K) on retrouve un résultat de [22] (démontré
dans le cas cyclique de degré quelconque): & savoir que la

condition B équivaut a la condition: |Ho(H, #(K)) = 1.
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C. Résultats sur les corps quadratiques.

1. Comparaison des 4-rangs de Q(\V/m) etde Q(\V — m) [8].

Soit m un entier sans facteurs carrés. Posons K = Q(\/m)

et K =Q(\V/— m) et réservons la notation ~ pour toute
quantité qui concerne le corps K.
Soient p;, ..., p» les nombres premiers ramifiés dans

K/Q (ils se ramifient aussi dans K/Q). Si 2 ne divise pas

m, il est nécessairement ramifié dans K ou dans K (et
dans 'un des deux seulement), sinon il est ramifié dans les
deux corps.

D’apres les corollaires IV.1 et IV.2, les ordres des groupes
de classes invariantes sont respectivement :

|o#,] = 2 et | #4] =_2?_1;

les groupes #; et s, étant engendrés par les classes des

idéaux premiers ramifiés. Les groupes A et A associés
sont donc: '

A =<py, ..y Pes A= {P1s ++ 5 Py 2) oOU ViCe versa,

lorsque m est impair;
A=A={(p,...,pr 2> lorsque 2 divise m.

. ~ . » . o,
Soient A et A les matrices (carrées) des systémes linéaires

associés aux groupes A et A (cf. théoréme IV.3).
Les propositions IV.1 et IV.2 et le corollaire 1V.4 raménent

la comparaison des 4-rangs R, et R, de K et K ala

comparaison des rangs r et # des matrices A et A: en

effet, on obtient immédiatement la relation:
Rz"’f{zZt—i-I_?_r.

Posons pour 1 < 1,7 < ¢*:

(m’ pi)p} = (_ 1)aﬁ’ (_ m, pi)Pj - (_ 1)fj"
(m ple = (=% (= m, pla = (— )%
(m? 2)p = (— 1)%, (— m, 2)11.- = (— 1)?5
(m, 2); = (— 1)™, (—m,2)y = (— 1)
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— 1 ., .
et 8i=p'—2— (les quantités ay, €, W, Mo, 8, ... étant

définies modulo 2).

On pose enfin m =12d si 2 divise m, m =d sinon et
on peut supposer d =1 modulo 4 quitte & échanger les
roles de m et de — m wune fois pour toutes. La formule
du produit appliquée & (d, — 1) conduit alors a:

Z3,
(=1)°

De méme, la formule du produit appliquée & (m, 2) donne

n0+ X =0

= sgn (d) (noté (— 1)%).

Lemme V.1. — On a les relations:

(1) ay + a; = 83; pour i #j,
(11) d; = ay pour 1 # |,

(i11) ag = az + 3,

(iv) & =& + &, m=m et Ny = 7o

La premiére exprime la loi de réciprocité quadratique appli-
P;—1Pj—1

quée aux nombres p;, et p;: <%) <Lp)i> =(—1) 2 2
j i
(symboles de Legendre); les deux suivantes résultent du

calcul du symbole (—1, p)y: si ¢ # ], (=1, p),, =1 et
(— 1, pi)p, = (— 1)% La derniére résulte des relations :
(=L pla=(—1)% et (—1,2),=(—12),=1

On pose:

1 s,
__ (% e\ _ B o,
B - <a,.1 a,.,'> M 1 8;'
1
3,8 39,
A — 1v1 1 t>’
<3,‘81 3,48
5, 0
D= N B=B+D
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Le lemme précédent (assertion (1)) montre que :
B=B+A.

a) Cas ot 2 ne divise pas m. (on rappelle que
m =4d = 1 mod 4). Le nombre 2 étant non ramifié dans K

et ramifié dans K on a:

B m
A=B, A= e
81 e oo 8,. 7)0
‘B N ‘|‘ 3170 \
et MA = Nex + 3o
81 oo e 8,. 1‘0

(1) Cas m > 0. On a
(m, m), = (— 1, m),(— m, m), = (— 1)%

car m est norme dans Q(V— m); donc la somme des
colonnes de B est formée des 3;; de plus les sommes
S i+ m et 3, = 3 3 sont nulles, par conséquent, la

somme des lignes de MA est la ligne nulle et # =r ou r + 1,
soit

_1<R2—f{2<0.

(1) Cas m < 0. Dans ce cas, la somme 3, est égale a 1
et, la somme des lignes de B étant nulle (¢; = 0), on peut,

pour déterminer #, remplacer la t*-éme colonne de MA parla
0
colonne | (5 |; il en résulte immédiatement que 7 = r 4 1
1
ou r+ 2 soit :
0 < R2 - Rg < 1.

b) Cas o 2 divise m. On aura (compte tenu du lemme

V.1) :

B 1

A= :
N

51 “ o st. 7]0
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et
M

o>

A — :
N

& +3 ... e+ m

(1) Cas m > 0. La somme des colonnes de la matrice A
est constituée des symboles (m, m), et (m, m),.

On a (m, m), = (— 1)% et (m, m), = 1.

Compte tenu de ces relations et du fait que la somme des
lignes de A est nulle, le rang r est égal au rang des matrices :

3 31
A,=[B : | et AM=|[B4a4A ,
8" 8"
or AM=| B : et A a méme rang que B (en effet la
5,

somme des lignes et la somme des colonnes de A sont nulles).
On aura, dans ce cas, r=7 ou r=7 + 1 soit encore:

—1<R,—R, <0.

(1) Cas m < 0. On échange les rdles des matrices A et

A A . ,

A : la somme des colonnes de A est constituée des symboles
(—m, — m)p‘, et (—m, — m); or (—m, — m)m = (— 1)%
et (—m, — m), = — 1; on vérifie que, de la méme maniére
A a méme rang que B et que A a méme rang que les matri-
ces:

N 3 R 3
AA=(B : et AIM=| B+ A
3 5,
A 81
soit AIM=| ‘B : |; d’ou la conclusion:
Sy
\ t

0 <R,—R, < 1.

On peut alors énoncer le résultat (obtenu dans [8] par
dénombrement d’extensions non ramifiées et, ici, comme
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conséquence des lois de réciprocité quadratique) :

Prorosition V.1. — Soit m wun entier sans facteurs carrés
. . m
avec m =1 mod 4 st 2 ne divise pas m et -5 = 1 modulo

4 si 2 divise m. Les 4-rangs R, et R, de Q(Vm) et de
QV— m) différent d’une unité au plus. De fagon plus pré-
cise: R, < R, < R, + 1 pour m>0; R, —1 < R, <R,
pour m < 0.

2. Corps quadratiques ayant un 4-rang donné [6].

Prorosition V.2. — Soit meZ un entier sans facteurs
carrés, soit p un nombre premier congru @ 1 modulo 4 et

ne divisant pas m. On pose K =Q(Vm) et K =Q(Vpm);

on note py, ..., p, les nombres premiers ramifiés dans K|[Q
(dans K/Q, pi, ..., pi, p se ramifient et ce sont les seuls).

Si <%> =1 pourtout i,1 < i < t, les4rangs R, et R,
de #(K) et #(K) vérifient:
R, =R, + 1.

Démonstration. — A K est associé A = {py, ..., p> et
a K est associé A = {p1y +-+s Ps p>- Posons

(— 1) = (p, Pi)eo

(— D)% = (m, pp, (— 1% =(pm, p)p, (— 1% = (pm, p)p
et (pm, p), = (— 1)%; alors les matrices associées & A et A
sont respectivement :

a1 ayy
a a
A — 21 2t
ay - Ay
\
€11 + an et ay m
N €21 + a1 € T G M2
et A= it i e e e
eq + an et ay W

3, ce 3, Mo,
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Pour i # j, (— 1)Eij = (p’ pj)P‘ == 1’ pour p; # 2,

— o= (£) = (=05 (2) = (2)

car p = 1 (4);
s1
i § 2 )
=2 (—1)si=(p,2), = (—1) 8 =<_>=<&).
p (== (p,2)e = (= 1) P P
Si <-%—>=1 pour tout ¢ on aura
M
A= A P,
N
8 ... &

or (pm7 p)p‘- = (P’ P)pi<m, P)pi = <%> =1 pour tout i,

(pm, pi)p, = (P, P)o(m, pi), = <-p—‘> =1 pour tout i,

p b
et enfin  (pm, p)p=0(p, Plom, p)py=(—1)"° ( ?>=1;
d'ou A = A et les rangs de A et A sont
égaux. 0o ... 0

On aura donc pour K: [#,/#, = 21" et pour
K: EZVEAES 2 = g,
d’ou la relation R, = R, + 1.

On peut donc construire une infinité de corps quadratiques
ayant un 4-rang donné.

3. Autres exemples avec | = 2.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que certains
résultats connus sur les corps quadratiques (et qui utilisent
aussi les symboles locaux) découlent naturellement des
méthodes exposées ici.

Prorosition V.3. (Hasse [15] et [16]). Soient p et q # 2

deux nombres premiers distincts tels que pq = 2 ou 3 mod 4;
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soit K= Q(V— pq) et soit {1,0} une Z-base de Ay,
alors :

(1) #(K) est cyclique,

(1) st le symbole de Legendre <£> est égal @ — 1 alors
|#(K) = 2, q

(ifi) si <L> — 1, ileziste @, y,z€Z, 2> 0, (z,y,1) = 1,

q
tels que pz* = N(z + y9); s <_:T> = — 1 alors |#(K) =22,
sinon |# (K)| est divisible par 23.
Démonstration. — Les nombres premiers ramifiés sont p
et ¢ (2 n’est ramifié que lorsque p = 2) et le groupe A

associé & #; est donc A; = {p, ¢>; la matrice du systéme
étant (en notation multiplicative) :

A — <<— P P (= PY; q)p> - <%> <—Z_>

(—prg P)¢ (— P9 ), <L> <_p_> !
q q
p

s1 <—> = —1 lerang de A est r=1 et #(K)=s#,,
d’ou q(ii). Supposons maintenant que <Jql> = 1: le rang de
A est nul. Pour déterminer un groupe d’idéaux # associé a
#, 1l faut résoudre les équations:

p = N« et q = NB, a, x € K*;

en fait la relation N(V— pq) = pg montre qu’il suffit d’une
seule équation (p = N«). On a donc
pz* = N(z + y0), z,Y,z€Z, (z,y,2) =1;

on constate sans peine que

(x + y0)Ax = A%p avec y> = pZ

et Y+° = zZ; il existe Y’ tel que <gi—z_y_9> Ag = pY't—°
2

soit Y10 = %‘E— = Y'°. On peut donc prendre A =Y

K

et N = z. Il en résulte que £ = <p, q, A, A°> et que le
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groupe A associé est A = {p, ¢, z>; la matrice B corres-

z

N
pondante est donc B = P s (_z_) =—11e

11 <%) P
rang de B est 1 et #,— #(K) si <%> — 1 e
rang de B est nul et |#,/#,| = |#;3/#, = 2, d’ou asser-
tion (ii1).

Remarque V.1. — Le procédé peut alors se continuer (cf.

chapitre VI: « Algorithme pour [ = 2» valable pour un
corps quadratique quelconque).

Prorosition V.4. (Hasse [12]) — Soit p congrua 1 modulo
8; alors il existe x et y positifs tels que p = 2z* — y.
Siona z=1 modulo 4, |#(Q(V—p))| estdivisible par 8.

Démonstration. — On aura A; = (p,2) car 2 est ramifié

dans Q(V— p)/Q; la matrice associée sera (en notation
multiplicative) :

(S Cran)=(a 1) domnsm

Comme p = N (V— p), il suffit de traduire le fait que 2 est

norme: or p étant décomposé dans Q (\/2), qui est principal
et dont l'unité fondamentale est de norme — 1, on peut
écrire — p = y* — 22, z, y positifs premiers & p. On a
donc 2a2%* = y* 4 p; ceci conduit a la relation

<y¥> Ag = pA°, avec p;=(2)Ax et NI = (z).

On obtient alors A, = {p, 2, ) avec pour matrice associée :

r—1

¢rnn-( )

z—1

11 (—1)°

d’ou la proposition.
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Prorosition V.5. — Soit p premier impair; alors
|2£(Q(V2p))| = 2 si et seulement si p==1 modulo 8. Lorsque

p=1 modulo 8 alors |#(Q(V2p))| est divisible par 8 si
et seulement st p = 1 mod 16 et dans Uécriture p = 2® + 242,
y est divisible par 4 (sinon ce nombre est égal a 4).

Démonstration. — On aura #; = (p,, p,> et A; = (2, p>
la matrice associée sera alors:

pP—1 P—=1, p—1
A (P2 Cppk\_[(=1)* (=1 " *
T (2Pa 2)p (ZP, P)p pP—1 pP—1_ p—1

(=n 7 (mn

on a alors o, = #; si et seulement s1 'un des 4 symboles
est différent de 1 donc si1 et seulement s1i p=3,5 ou 7

11

|#4| = 2|#,] = 4. Il en résulte aussi que p est décomposé

dans les corps Q(V— 2) et Q(V2) et qu’il existe des entiers
u, v, x et y tels que

modulo 8. 11
Supposons p =1 modulo 8, alors A1=< >et

— p = u?® — 2¢* et p = a® + 2y?
ce qui entraine
(20)2 — 2p = 2u? et p* — 2py* = pa?
ou 'on peut supposer (p, y) =1 et (u,¢) = 1.

On a (20 + V2p)Ax = 1,2 ou A est un idéal entier de

norme u et, de méme (p+yVﬂ)AK=pp%’2 avec A’
entier de norme z. On a déja vu que cela entrainait

j2 = <p2a ppy Q[, Ql,, %lq’ ?I/c> et AZ - <29 P’ u) .'13>

dont la matrice associée est

<1 1 (2p, u)y (2p, x)2>_ 1 1 (— 1)'1,8_1 (— 1)m!s_l
A VI C R €
_ L1 1):1:-8—1 — 1):::;—1

L1 (=) (—1)
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grace a la formule du produit; le fait que u? =1 (16) et
22 =1 (16) est équivalent & y =0 (4) et p = 1 mod 16,
d’ou la proposition.

Remarque V.2. — Les résultats précédents sont connus
de P. Kaplan qui en a donné une démonstration directe a
partir de I’étude des formes quadratiques (cf [20] et [21]).



CHAPITRE VI

METHODES EFFECTIVES.
RESULTATS NUMERIQUES

A. Etude du cas k =Q.

1. Construction des extensions cycliques de degré | de Q.

Nous reprenons ici I’étude générale du chapitre III (para-
graphe B) avec | premier impair.

A K/Q est associée ’extension de Kummer K'/Q' définie
par K' = Q'(Va) oulenombre « choisi est tel que g(«) € ¥*.
Les seules places qui peuvent se ramifier dans K'/Q’ sont:

les idéaux premiers totalement décomposés dans Q'/Q,

I''déal premier #, = (1 — () au-dessus de [ dans Q.

D’aprés la proposition IIL.2 on aura R =P, UP,
(cf. Définition 1.2); en particulier on aura toujours
vp(x) = 0 modulo /. "

Prorosition VI.1. — Choisissons a congru ¢ 1 modulo
Py; alors 1 est ramifié dans K'[Q' (donc dans K/Q) st

et seulement si la quantité

_a—1
1-¢
est premiére a 2,.
Démonstration. — Si | est ramifié, c’est que ’entier maxi-

mum A tel que 'on ait o = &'mod 2} dans Q' vérifie
A < I (cf. proposition 1.2); on a donc o« = &' + (1 — )*w,
avec de plus £ = 1 mod 2, et w; # 0 mod 2,;

a=(1+{1—=0A)+ (1 -y,
ce qui est de la forme « =1 + (1 — {)*»’ avec ' premier
a 2,
Soit s un générateur de G = Gal (Q'/Q) et soit g un
3
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entier tel que o = afu!, u € Q. On obtient:

L (L= Tt = (1 + (1 — Cow' ol
14+(1—¢9)w's = (14 (1—¢)*»') mod 21,

car u' = 1 modulo (1 — ¢)},

||

I+t = 14gw'(1—72  —
(1= TP+ s = g/ (1—L) -
(A4+-%+ -+ = gmod 2,

(on a, en effet, w'* = w' mod 2, car G opére trivialement
sur Ag/?,); finalement, g* = gmod ! entraine A =1
(car g est racine primitive modulo I et 1 <A <) et
w = w;

La réciproque est immédiate car alors la congruence
a = £' mod #, est manifestement insoluble.

La proposition III.2 nous montre que:

aAg = QH P, Tg € Z;
€d
on est donc amené a introduire I’ensemble V suivant:

Derinttion VLA, — Soit t > 1 et soit V le quotient
de Uensemble des t-uples (v, ...,9)€F, avec les v, tous
non nuls, par la relation d’équivalence définissant Uespace
projectif P(F}).

On peut alors associer & ¢(«) un point de V de la maniére
suivante :

(1) st I est non ramifié dans K/Q on associe le t-uple
(915 - ., 9) € Fi défini par ¢ = 9g(a) avec 2,€9 (on
rappelle que 2 est un systéme d’idéaux premiers non conju-
gués deux & deux représentant les idéaux premiers totalement

décomposés dans Q'/Q).

(i1) Si ! est ramifié dans K/Q on associe le t-uple

(91 « v+ 1, ») € Fi défini par ¢ = 94(x) pour
1<i1g<t—1, 2,€9

% modulo @, ¢ — 1, %, # 1.

S0

On définit, de cette maniére, une application de P(¥*)
dans V qui dépend du choix de 2 et, lorsque ! est ramifié
du choix de la racine primitive (¥ de 'unité g,.

et ¢ =
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Prorosition VI.2. — L’application définie ci-dessus est
bijective.

Ce résultat provient, par exemple, du fait que I'on peut
dénombrer I'ensemble des extensions cycliques de degré 1
ramifiées en ¢ places données (en I'occurence ce nombre

est égal a (I — 1))

2. Systémes lLinéaires associés aux groupes A.

Soient p, ...,p; les nombres premiers ramifiés dans
K/Q; si I est ramifié on posera I = Pe.

Soit A le groupe de nombres associé 4 un quotient #/#
(notations du théoréme IV.3). Etant donnée une base de A[A!
de la forme ¢(a;), ..., q(a,) on fera I'hypothése suivante
(peu restrictive en pratique) :

Hyporutse VI.1. — Ona pour t < t:a, = py, ..., a7 = pi,
et les nombres aj., ...,a, ne sont divisibles par aucun des
nombres premiers py, ..., p, ramifiés dans K/Q.

Par exemple cette hypotheése sera vérifiée facilement s1 #
contient ;.

Dérinvition VI2. — Soit 2 un idéal premier dans Q';
on note ng le nombre de conjugués distincts de 9 dans Q'[/Q
et on pose pour a €Q:

[a]e = (p, a)e, (P) =2 NZ, 2 # 2,
[a]ﬁ'o = (%o, a)fo sinon.

On a alors le lemme suivant :

Lemme VI1. — Soit p=p; et soit ae€Q, a premier a
pi; alors (v, a), = [alg'"%.
Si pp#l ona (a, a)pi = («, a)g, et (Proposition I1.2):

pp—1 p—1

(«, a)g, = (’€@a2®) ' modulo Z; = (™) ' modulo Z;
or [a]@i = (pi’ a)gi et nfi = l —_ 1;

B—1 p—1
(P @)g, = (pi2{a2@) ! modulo #; = (a!) ' modulo 2,

d’ou le lemme dans ce cas.
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5.4 <7\@n(a—1)(a—-1))
Si pi =pl=l on a ((l, a)l - 0 i 1«0—1) (PI‘O-
Spg (xgn(to—x)(a—n)
position IIL.3) et, de méme, (%o, a)p, = ¢, '+ ‘'G—D
a—1

=Ty,

alors immédiatement.

on a alors et ng =1; le lemme en résulte

Remarque VI.1. — Les calculs effectifs du chapitre III,
paragraphe C montrent que si ’on pose

at=1+ wl,

alors

(a’ “)Qo = c‘l‘)lv‘

lorsque I = p, est ramifié (on a, en effet, Sp = identité,
Ag, =1 d’aprés la px:oposition- VIL.1).
Posons, pour simplifier I’écriture,

n; = ng, [a]i = [a’]fp 2,€9 et (o, a;); = (a, ai)fj’

TutorimMe VI.A. — Soit A un groupe de nombres associé
au quotient H#[# et soit q(ay), ..., q(a,) une base de A[A'

vérifiant Uhypothése V1. 1; le systéme linéaire H (¢, a)5 =1,
1 <7<t sécrit (pour 'l impair) :

o Uon a posé [aleg = (p,a)e(pZ=2 NZ, P #* P, et
[a]fo = (Co’ a)fo'

n
Démonstration. — Le systéme [] (o, @)% =1 s’écrit
i=1
t
I (@, @) 11 («, @)fe = 15
i=1 i>t

pour i > ¢, a; est premier & tous les p;, j=1,...,¢t donc
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(Lemme VI.1) («, @;); = [¢;];"*. On aura donc pour j < ¢:

=
®
£
8

Il
o B

(o, @)5u(x, ap)3i I (=, @)5 =1

i=1 :=; i>t
T
ZH[ ]jllla aj JH n”:pl——»i
§=} i>t

Calcul de (a, a;); (j < ?):
La formule du produit donne ]J («, @) =1, ou encore

¢ £
];11 (2, a))e =1, soit [] (a, a)px = 1;

k=1
ramifié

¢ t

(‘X, aj)j = ,!;I (ot aj) Ry — H [aj]ﬁ""’f’"i.

k=1
k#j k#J

Or n,=1 ou !l —1; par conséquent, on aura nZ =1
et 1/n; = n; modulo [ et:

t

(ay ay); = [T [a]ix.

k=1
k#J

Il vient alors pour la j#= ligne du systéme (j < ?):

n

H —nJvJa:‘ H [a nvkxl — 1

=1 k=1
t;éj k#j
soit H AR H lgfrwi=1, ] <
l#} k#}

Pour j > ¢, I’hypothése a; premier avec p; est vérifiée
pour tout ¢ et on obtient:

n n

H (¢, @)5t = H (a7 =1

i=1 i=1
soit encore

il;ll [a]p=1,] >t

Cororraire VI.A. — Lorsque o contient #,, on peut
toujours supposer que a; =py, ...,a, = p, et Uexpression
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du systéme devient :

H[pzﬂ‘[p]] il H [i]'}’wizj-, 1 Sj< 2

i=t+1

Cororraire VI.2. — Lorsque # = #, le groupe A est
égal & A, = (py, p3, --., Py et le systéme est alors:

¢
1 (pbriplre =1, 1<j<t

TatortME V1.2, — Lorsque | estégal a 2, il existe m e Z
tel que K = Q(Vm) et le systéme associé & A est

.n

IHma)i=1 1<j<t

i=1

avec les formules :

P=1, aonsy / b\ PP@ / g\ 260
(@, ), = (= 1) = (27 (2)
p P
(Symboles de Legendre) '

\ ;. a , b
ou a—}m, b—mi p;ﬁ2,

(2,a); = (—1) 8  si a estimpair,
a—1b—1
(a,b)y=(—1) 2 2 st a et b sontimpairs.

Remarque V1.2. — 51 r; désigne le rang du systéme linéaire

associé a la détermination de [%’lﬂ/aﬂ, la proposition
1—2

IV.2 montre que B = H B EZES H =i soit:
i=

Ry=(—1)¢—1)— 3

(cf. remarque de [28] p. 361 ainsi que [9]. Si I'hypothése
VI.1 n’est pas vérifiée, on ne peut pas donner une forme
générale du systéme: on procéde directement en utilisant,
comme dans la démonstration du théoréme VI.1, la formule
du produit pour le calcul des symboles («, p;),. ’
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3. Etude du cas # = s#,.

La dimension du quotient #,/#, est égale & ¢t —1 —r
ou r estle rang du systéme

t
S): II [ply=lplei=1, 1<j<u

i=1

ProrositioNn VI.3. — Le rang r du systéme (S) est égal
@ 0 st et seulement st p; est congru & une puissance ltme
modulo p; pour tout i, j, 1 # ], en remplagant cette condition
par p; congru @ 1 modulo I i < t, lorsque p,=1. En
outre, lorsque r =0 relativement ¢ K/Q, ona r=0 rela-
tivement auz (I — 1)1 extensions ayant méme discriminant

que K/Q.

Démonstration. — La derniére partie de la proposition est
évidente car la nullité de r ne dépend pas du systéme
{91, ..., 9} considéré.

On aura r=0 si et seulement si [p;];=1 pour tout
L, J,UF#]J; si pj#1 ona

pj—1

[Py = (pi» Pig, = (1/p) ' modulo 2,
d’ou Passertion; si p; =1 alors
pi—1

[pi); = (%> Pi)a, = S

Prorosition V0.4 — Lorsque t=2 on a les résultats
suivants :

(1) Uordre des groupes #, estle méme pour les | — 1 exten-
sions K[Q ramifiées en pi, ps;

() st riest égal a 0 (ce qui équivaut d la condition
HylH # {1}) soit p un nombre premier décomposé dans
K/Q tel que Uun des symboles [plg, [ple, soit différent de 1;
alors #(K) est le l-sous-groupe de Sylow du H-module engen-
dré par la classe d’'un idéal premier p au-dessusde p dans K.

Démonstration. — Pour ¢t =2 le systéme (S) s’écrit:

[Pl )™ =
[P [pe 7™ = 1.
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Posons [p;]; = {i; on obtient alors en notation additive
le systéme:

3—‘ 129571 + 1917 = 0
01295 — A9, = 0

dont le rang ne dépend pas des nombres ¢; car ceux-ci sont
non nuls par hypothése.

D’ou l’assertion (1).

Supposons maintenant r = 0. Il existe ¢ premier a [
tel que la classe de p? est d’ordre une puissance de ! dans
#(K). Considérons £ = <p;, P, P4, PO, ..., pP7> ou
P, P. désignent les deux idéaux premiers ramifiés dans K/Q
Soit # I'image de # dans le groupe des classes de K;
on a en fait # < #(K).

On vérifie que # N #(K)°* = #°71; on peut alors appli-
quer les théorémes IV.2 et IV.3: on aura

|# | #| = 12— = p

’

ou r’ estle rang du systéme associé au groupe:

A = {py, P2, PV

or I’hypothése faite sur p entraine r =1 soit # = #;
il en résulte alors que #(K)= o#. Soit h la classe de p?;
elle est différente de 1 sinon on aurait #(K) = #; (ce qui
est contraire & I’hypothése); par conséquent, un générateur
hy de #, est de la forme AC~Y* pour A convenable et
#(K) est bien le H-module engendré par h.

Le résultat (1) devient faux en général lorsque ¢ est stricte-
ment plus grand que 2:

Ezxemple VI.1. — Soit [ =3; considérons les 4 corps
cubiques de discriminant (7.163.271)?; la matrice du sys-
téme linéaire associé au groupe A = (7,163,271) est de la
forme : '

vo + 94 20, 20,
20, P — 93 s
2‘)3 93 ‘)1 - 92

Pour ¢; = 1,9, = ¢; = 2 la matrice du systéme est <

=
DO DO N

DN DN DN
\/



SUR LES l-CLASSES D’IDEAUX 21

et est de rang 1 et le corps correspondant a un 3-rang égal &
3; on vérifie que dans tous les autres cas la matrice obtenue
est de rang 2; les trois autres corps ont donc un 3-rang égal

3 2
On peut donner wune classification des ensembles
{p1, --., p:} pour t donné, de la maniére suivante:

Dérinition VI3, —  Graphe associé & Uensemble
{p1, - P}

Le graphe associé & {py, ..., p;} est constitué de t som-
mets Sy, ..., S, et des arétes orientées S;~S; ou (i, j),
i # ], parcourt Uensemble des couples pour lesquels [p]; =1
(Définition V1.2). Ce graphe est donc associé a Uensemble des
(I — 1) extensions K[Q de discriminant donné.

Lorsque ¢ augmente le nombre de systémes possibles,
relativement & # = #; (1.e. A; ={py, ..., p>), est rapide-
ment trés grand (les [p;]; pouvant prendre toutes valeurs)
et I'étude du rang en fonction du t-uple (¢, ..., ¢,) com-
plexe; I’étude du graphe associé semble simplifier la situation :
nous donnons les résultats pour I =3,t =2 et 3 (la démons-
tration n’étant qu’'une vérification fastidieuse). Posons

8 = @509305 — 13050205, (0on rappelle que [p;]; = Lgu).

Prorosition VIb. — a) St 1=3 et t=2 alors:
(1) R, =2 pour les deux corps siv le graphe associé est:

O P
(1) R; =1 pour les deux corps si le graphe associé est:

° ° ou o« > .

b) St 1=3 et t=23 alors:

(1) Ry = 4 pour les quatre corps st le graphe associé est:
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(m) Ry, = 3 pour les quatre corps si le graphe associé est:

ou ou @ j

(i1) R; = 3 pour un corps et Ry, = 2 pour les trois autres
si le graphe associé est: ’

[ ]
avecd = 0 ,ou ;
[ ] ®

(iv) Ry =3 pour deux corps et Ry =2 pour les deux
autres si le graphe associé est

)

(v) Ry = 2 pour les quatre corps dans les autres cas, 1.e. pour
les graphes suivants:
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Remarque V1.3. — Pour | =3 et ¢t=3 on peut donner
un exemple des 17 situations possibles, & savoir (dans J’ordre
des graphes ci-dessus) :

1): (7, 181, 673);

(1) : (13, 103, 223); (7, 181, 463) et (7,181, 223);

(m): (7,163, 271); (7,13, 163);

wv): (7,13, 43); (7, 43, 97);

(v): (7,31,67);  (7,31,37);  (7,37,181); (7,13, 31);
(7,13, 73); (7,73, 181), (7,43, 181), (7,13, 223); \7, 19, 181).

4. Etude du cas t = 2.

Considérons le cas ! impair et ¢t = 2. Soient p;, p, les
nombres premiers ramifiés dans les I — 1 extensions K,
cycliques de degré | de Q de discriminant commun. On
suppose qu'il y a des classes exceptionnelles; donc, d’apres
les propositions VI.3 et VI.4 on a |#, =1 pour les I —1
corps K, et les symboles [p,], et [p.], sont égaux & 1.

Prorosition VI.6. — Soit K Ulun des corps K, On
suppose que pour ce corps |Hg[H#, = 1. Alors il en est de
méme pour les | — 2 autres corps K, distincts de K.

Démonstration. — Soit K T'un des I —2 corps K; dis-
tincts de K et soit L le composé de K et K; alors L
contient les I — 1 corps K; ainsi que le corps L, (resp. L,)
qui est extension cyclique de degré ! de Q dans laquelle
p: (resp. p,) est le seul nombre premier ramifié. Soit p,
(vesp. ;) Iidéal premier au-dessus de p, dans K (resp. K).
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On note enfin par o (resp. ) un générateur de Gal(L/K)
(resp. Gal (L/K)). .

Dans ce cas, ona A; = A} = {p;, p;> et p, et p; sont
normes dans K et K (classes exceptionnelles dans les deux
corps). On résout alors les équations &Agp = FH1(i =1, 2),
8, € K, et on doit démontrer que les & (normes des 9I,)

sont aussi normes dans K/Q. Il suffit de le faire pour i =1
par exemple.

Lemme 1. — (i) Les extensions L/K et L/K sont non
rami fies.

(ii) p, (vesp. §,) est décomposé dans L[K (resp. L/K).

Le (i) est trivial et le (ii) résulte du fait que [p,], =1,
donc que p, est décomposé dans L,.

Soit « € K de norme p,, alors «Ag = p,A°! et on peut
supposer que A est un idéal premier de K (remarque
Iv.7):

«Ax = P97

D’aprés les hypothéses faites ¢, = Ng; est norme d’un
élément de K, donc les symboles [q,], et [q], sont
égaux & 1 (c’est-a-dire que ¢, est totalement décomposé

dans L/Q).

Lemme 2. — Le nombre « est norme dans L[K.

I1 suffit de le vérifier localement. Soit p un idéal premier
dans K. Le cas p décomposé dans L/K étant trivial,
on peut supposer p inerte dans L/K et figurant dans la
décomposition de «Ax (sinon o« est une unité en p donc
norme, car L/K est non ramifiée); nécessairement p = @,
(ou qf), or ceci est absurde car ¢, est totalement décomposé
dans L/Q.

On pose o = Nyxp, o€ L. Soit P un idéal premier
au-dessus de p; dans L; ona Nyoe = p; donc ¢A; = PBA,
avec Npod; = Z; il en résulte facilement que A; est de
la forme A, = YY1 (car H,(Gal (L/Q), #(L)) = {1}
et A e (L)' ou I est I'idéal d’augmentation de

Z[Gal (L/Q)]
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(cf. [31] chap. VIII)), A et ¥ idéaux de L. Soit O un
idéal premier de L équivalant a H: 9= 9(5), $eL;
on a

Nyg(eqt—"AL) = ﬁl(NL/Kg)r—l

soit &Ag = P, 3D ot F = NygQ et ou &= Nyg(e9t™).
La proposition sera démontrée si on montre que §7 = Nﬁ,0q7
est norme d’un élément de K (car Ngo(8) = py):

Si § est inerte dans L/K, f=1 et § e N(K). Si §
est inerte ou ramifié dans K/Q alors §*! = Ag. Suppo-
sons § totalement décomposé dans L/Q. Alors § est
décomposé dans L, et dans L,, donc les symboles [§],

et [§], valent 1 et § est norme dans K/Q.

CororLLAiRE VI.3. — Lorsque =3 (et t=2) il y a
deux corps K, et Uun admet une classe d’ordre 9 su et seule-
ment si Uautre a la méme propriété.

Voir & ce sujet la table 3 en annexe et aussi I’exemple

VI.7.

5. La relation de dépendance des classes invariantes (I > 2).

On sait que les classes invariantes sont représentées par les

idéaux premiers ramifiés p;, ...,p, dans K/Q et que,
d’aprés le théoréme IV.1, il existe une relation:
0 (\]
(1) yi...opi = («)Ax,
) non tous congrus & 0 modulo [, (af, ...,2% unique

a multiplication prés par A =£0 modulo [
t

On a donc Na =[] p¥ et par conséquent le systéme

t i=1
(S): H(“, Pi)zf; =1,1 <7<t (associéd Ay =<py, ..., PD)s
i=1
dont le rang est r, < ¢t — 1, admet la solution (2%, ..., 20).

En particulier, si r, =t — 1, le systéme donne la relation
de dépendance en question. Si r; < ¢t — 1, le systéme ci-
dessus est insuffisant; il faut utiliser des méthodes plus directes
par exemple comme celle de [13] qui illustre en fait le « théo-
réeme 92 » de Hilbert [17]: partant d’une unité quelconque
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7 # + 1 (par exemple I'unité « cyclotomique ») on écrit
n = q)(c—l)" r>1,

r étant supposé maximum et ¢Ag entier sans facteur ration-
nel; on vérifie sans difficulté que

t
$Ag = 11—1 pet
=1
est la relation non triviale cherchée (cf. [13] pour la recherche
pratique de ¢).
Soit f le conducteur du corps (f=p; ... psl? ou
pi ... p: selon que ! est ramifié ou non); on pose 1* =2
(resp. 1* = 1) si | est ramifié (resp. non ramifié). Le cas

(@, ...paf) = (1, ..., 1,1%)

est particuliérement intéressant a cause du fait suivant

(cf. [29]):

ProrositioNn VI.7. — Si Panneau des entiers de K est
monogéne (i.e. Ax =Z[0], 6 € Ax) il est nécessaire que la
relation (1) soit:

Pi oo Padl = cAg.

Démonstration. — S1 Ag = Z[6], le polynéme irréductible
de 6 a pour discriminant le discriminant du corps soit

-1 .

Nxjo <H (6 — 0"’)) =
i=1

on a alors

-1 .
;1] (6 — 09)Ax = (py ... Pap!) 2,
=1

d’ou la proposition.

CororLrairRe VI.4. — Pour que Agx = Z[0] il est nécessaire
que (S) admette la solution (1, ...,1,1*).

Cororraire VLI.b. — Supposons t = 2.

(1) st le graphe associé & {p,, p.} est: o e alors
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Pun au plus des corps associés peut admetire une base d’entiers

(1,0, ..., 071},
(11) st le graphe associé est o/>\. alors aucun des

1—1 corps n’admet une base {1,0,...,01},
La matrice associée est :

A — <—‘ 1392 a21"1>;
@22 — %1
dans le cas (1) on a a;;, # 0 et a; # 0; par conséquent
(1, 1*) est solution si et seulement si

— *
Q129 = azl"l-i ’

soit 9, = 22 ¢, . 1* ce qui se produit pour un corps et un
a
seul. 12

Dans le cas (11) on a, par exemple, ay = 0 et a,, # 0, soit
A= <_ %125 O> et (1,1*) ne peut étre solution du sys-
a9y 0 .
téme homogeéne associé.

Ezxemples (I =3) (pour la définition de «a et b» se
reporter a la proposition VI.8, partie B).

(1) {3,7} (graphe: e e); un corps et un seul
admet une base {1, 6, 62} (a=3, b=1 pour ce corps,
a =4, b =2 pour l'autre),

(1) {3,143} (graphe: e e); aucun corps n’admet
de base {1, 0, 62},

(iii) {3, 19} (graphe: &~ > e);

(1v) {3, 307} (graphe: O ); les deux corps admet-
tent une base {1,0,02}: pour le corps défini par a = 35,
b=1 c’est évident (6 racine de X® — 3.307 X — 307.35)

pour le corps défini par a =19, b = 17 on prend 6 racine

du polynéme X3 — 7.3.307 X — 649.307 (cf. [13]),

(v) {3,73} (graphe: c\/:_>n>, Pun des corps est
défini par a=17, b=1 (d’ou une base {1,60,02}) et
lautre par a =10, b =8 (il est bien connu que lorsque

a et b sont pairs, il n’y a pas de bases {1, 0, 62}),
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(vi) {3,271} (graphe: c<:>o>, pour un corps on a
a =28, b =10 (donc pas de base {1, 6, 62}) et pour I'autre,
a=1, b =19; le polynome X% — 3.271 X — 271 montre
que Yy est principal, donc il n’y a pas de base {1, 6, 62},

Remarquons enfin que pour ¢ > 2 une étude systématique
conduirait & des énoncés plus compliqués mais du méme
type que celui du corollaire VI.5.

Lorsque (4, ...,1,1%) est solution, il n’y a pas nécessaire-
ment de base d’entiers {1,0,...,61}; wune condition
nécessaire et suffisante permettant un test effectif pratique
semble ne pas exister vu que dans [13] il est démontré un
critére pour [ =3 portant sur des équations diophantiennes
du 3¢ degré, a savoir:

“(1) soit { un conducteur d’extension cubique cyclique de
Q; si | est de la forme

227  27a2 41
f= iy ou f——4Y3

« et y e Z premiers entre eux, il existe un corps K(a, v, f)
de conducteur { admettant une base d’entiers {1, 0, 62}.

>

(11) Toutes les extensions cubiques cycliques admettant
une base d’entiers {1, 0, 62} sont de la forme K(«, v, {)”.

B. Algorithmes et illustrations.

1. Algorithme pour 1= 2 (cf. [30] et [32]).

Soit m wun entier sans facteurs carrés et soient pi, ..., p,
les nombres premiers ramifiés dans K = Q(\/m). La déter-
mination de #(K) se rameéne & la détermination de deux
suites croissantes #;, et A, t > 1, vénfiant les hypothéses
des théorémes IV.2 et IV.3.

On peut supposer que #; est engendré par des idéaux
premiers de degré 1 pour tout ¢ (cf. remarque IV.7).

Dans la pratique, il suffit de connaitre

Ai—-l = <P1, cees Pty Q1y « - -y qn>
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car #,, s’en déduit sans ambiguité. Les nombres g¢; se
déterminent alors de la facon suivante :

Lemme VI.2, — Soit A, = {P1s «+ s Pos Qus -+ -5 Qur- Soil
{1,0} une Z-base de Ax (6 =Vm si m =2 ou 3 mod 4,
0 = 1_4—2_\/r_n sinon)-

Pour a parcourant un ensemble de solutions indépendantes
du systéme «a e A,_; 0 NK*», on résout U'équation :

az? = N(x + ye)’ z,Y,2 € Z, (Z’ T, y) = 1’

avec z=1 ou z premier; A, est alors obtenu par adjonction
& A, des solutions z qui sont des nombres premiers.

En effet, st a = N(z + y0) (en supposant a sans facteurs
carrés), z, y€Z, c’est qu’il existe un idéal Ye #,_; de
norme a qul est principal; I'idéal A’ correspondant est
par exemple Ax. S’il existe p, premier tel que

ap; = N(z + y9), (po, 2, y) =1
c’est que (z 4+ y0)Ax est de la forme UYp; avec Ye # et

N = aZ; d’ou <w> Ax = Ap§—® et en posant

Po
= ﬁ;—‘le— on obtient la solution Y’ =yp,, d’ou le lemme.
0

Remarque V1.4. — 1l est clair que les groupes #; satisfont
a la condition £ N )’(K)"—1 . j"‘l L’hypothese F engen-
dré par des idéaux premlers n’étant pas nécessaire pour un
exemple traité « & la main» (il faut alors vérifier & chaque
pas 'hypothése #(K)*1 n ¢ = #°1 elle est par contre
indispensable pour un calcul systématique (sur ordinateur).

Remarque V1.5. — L’algorithme ci-dessus est valable pour [
quelconque sans changement (sauf en ce qui concerne I’expres-
sion de la norme).

Ezxemple VI2. — Soit K=Q(V— 146). On aura
F1 =Py Ps> et A; = <2,73)> dont la matrice associée est

0 o\. ,, .
A, =<O O>; d’ou |#,/#, = 2.
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Comme p,p,; est principal il suffit de résoudre I’équation
27> = 2® 4 146y*> dont une solution est z =14, y=1 et
z2=19; on a:

F2= <P2, Va3, I‘:za, P§°> et A2 = <27 73, 32>

0 0 0\, . . .
0 0 0>, ainsi |#3[H, = 2.

On écrit 9 = N(3) = N(p3) qui conduit a (3) = pi’'°?

avec Y’ =1yp,;, d’ou:

et évidemment A, = <

F3 = D2y Vo3, Y3, V30 et Ay = 2,73, 3);

A3=<8 8 8 g>, car 3 est un carré modulo 73, et

|#4]#5] = 2. On trouve alors 3.72 = 12 + 146.12 soit:
f4 == <p2: p737 Ds, P§7 p79 Pg> et A4 = <2a 73’ 33 7>

Cette fois (%) — — 1 ainsi A, est de rang 1 et
Ho=#,= #(K) et #(K)
est cyclique d’ordre 16.
Ezemple VI.3. — Soit K = Q(V226). On aura
F1=Pay s> et Ay = (2, 113);

g 8 i — 1 étant norme et N(V226)

étant égal & — 226 1l suffit de résoudre I’équation :

on vérifie que A; = <

222 = 2 — 226y2;
on trouve (z, z,y) = (9, 7, 1) soit:

F2 = <D2, Pi13, p§7 D§°>, Az = <2, 113’ 32>7

0 0 O
A2—<O 0 O>’ finalement :

Fs = <p2’ D113, Vs, Pg et Aa = <2’ 113’ 3>
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On vérifie que <1—i)3> = — 1, c’est-a-dire que #(K) = #,
est cyclique d’ordre 8.

Remarque VI.6. — 11 existe d’autres algorithmes pour la
détermination des 2-classes d’idéaux d’un corps quadratique
(sans calcul préalable du nombre de classes du corps): prin-
cipalement celui de Shanks [32]. Celui que nous venons de
définir donne, sans calculs supplémentaires, la structure du
2-groupe des classes (on peut considérer que c’est pratique-
ment celul de Shanks (qui est issu de la théorie des formes
quadratiques) transposé dans le langage des classes d’idéaux).

V‘ 2. Etude du cas | = 3.

La remarque VI.2 montre que le 3-rang d’une extension
cubique cyclique de Q ‘est:

Rl - 2(t - 1) - rl,
ou r; estle rang du systéme linéaire attaché au groupe

Al == <P1; ce ey P:>

Nous donnons en annexe les tables des corps cubiques
cycliques pour lesquels R; = 2(t — 1), avec t=2,3, et
4, p, < 10000 pour 1 <t <t

Rappelons la construction des extensions cubiques cycliques
de Q de discriminant donné:

Les résultats du chapitre I1I montrent que si p;, ..., ps
sont les nombres premiers ramifiés dans K/Q et distincts
de ! =3, un nombre « vérifiant ¢(a) € X* sera de la forme

« = BD avec D=p..p, ... pe

ou B est, dans Q = Q(j), un entier de norme D.
a + b \V—3
2

parité) avec ¢’ = — 1 mod 3 (afin d’avoir

On peut écrire 8 = (a', b entiers de méme

« = 1mod 2, = (1 —)).

Si 3 est non ramifié il faut éventuellement multiplier B
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par j ou ;% de telle maniére que « vérifie:

« = 1 mod (1 —j)® (Proposition VI.1).

Dans ce cas, on a B = 1mod3 soit B = ‘Li’_m;_\/___ﬁ et

D= a® + 27b2 &
=1 B
Si 3 est ramifié, on aura au contraire B = ‘l'_l'_%i__?’

avec a = —1mod 3 et b=E=0Omod3 et D=‘_‘2_"|_‘4ﬁ.

Soit alors 6 =3Va«; on a K = Q'(6) et on vérifie que
Trg.,x(0) est un élément primitif dans DPextension K/Q.
Son polyndéme irréductible est alors [10]:

X3 — 3DX — aD.

Résumons la situation dans la proposition suivante :

Prorosition VI.8. — Soient py, ..., p, pp=1 mod 3
st p;#3; les 2! eatensions cubiques cycliques de Q
admettant les p, comme nombres premiers ramifiés, sont
définies par les polynomes suivants :

X5 — 3DX — aD, D-_—pl...p,=i’2—+4—27b2

st 3 est non ramifié dans Uextension (ou encore X3—DX—bD);

X — 3DX —aD, D=p, ... po = £,

b non divisible par 3, lorsque p, = 3 est ramifié.

Remarque VI.7. — Le cas =05 peut se traiter d’une
maniére analogue en ce qui concerne la recherche d’un poly-

néme (cf. [10], p. 182).
Ezxemple V1.4. — Corps cubiques de discriminant (7.181)2.
(1) Corps défini par le polynéme : X3—3.7.181X —71.7.181.

Soit 6 wune racine de ce polyndéme; le nombre

« =181 + 0 4 56°
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est de norme 181.17% et son polyndme irréductible est:

X3 — 3.181X2 4 181.6.17X — 181.173;

il en résulte «Agx = PP 0203 = 181Z, Np,, = 17Z) et
<f"7‘> Ax = papiit~®. Par conséquent, le groupe £, contien-

dra P, P et )y, et A, contiendra 181, 7 et 17; or 17
n’est pas reste cubique modulo 7 et ceci suffit pour pouvoir
affirmer que r, =1 et donc que |#5/#, =1 (#(K) est
donc isomorphe & (Z/3Z)?).

(1) Corps défini par le polynéme
X3 —3.7.181X — 64.7.181.
On trouve un entier « dont le polyndme irréductible est:
X8 — 49X2 — 308.7X + 7.(24)p;

on vérifie que aAx = p,pip°p3 et par un raisonnement
analogue au précédent on montre que r, = 1.

Exemple VI.5. — Corps cubiques de discriminant (7.673)2.
(1) Corps défini par le polynéme X3 — 37.673X—113.7.673.

Si 6 estuneracine de ce polyndme, les nombres a, = 13. 73+ 0
et a, = 673 + %ﬁ + 56 sont des entiers dont les polyndmes

irréductibles sont respectivement:

X3 —13.7X2 4 170.7X — 7
et
X3 — 673X? + 66.673X — 3*.673.

On a o;Ax =P, et aAx = Pgrapi et les idéaux a;Ax et

<%> Ax sont de la forme:

«Ax = p, AL, %- Ax = Pera(P3to)—

On peut donc écrire £, = Py, Pgrs, P2T°, PICTI, pdC+y et
A, = (7,673, 3); le rang r, est alors nul et |#;/#, = 3.
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Ecrivons maintenant que 3® est norme:
2 = N(3) = No*)
soit 3Ax = p2top{ctHE-. d’ou

Fs = <”7a Yer3, P§+’, ) v-;’“, e = <D7, Y73, Vs, vg, D§*>

et Ay = (7,673,3)>; 3 n’étant pas reste cubique modulo 7
il en résulte ry =1 et |H#,/#s = 1. On obtient que
|o#(K)| = 27 et que #(K) est isomorphe & (Z/9Z) X (Z/3Z)
(cf. corollaire IV.3).

Utilisons D’assertion (ii) de la proposition VI.4; le nombre
premier 3 est décomposé dans K/Q et le symbole [3],
est différent de 1: #(K) est engendré par A = Cl(p;) et
on a la relation:

h3 = Cl(p673)2, avec ,Cl(p673) # 1
puisque p, est principal.
(11) Corps défini par le polyndme
X? —3.7.673X — 76.7.673.

Considérons les nombres :
673 + 66 4 26’
- 3

a1=12.7+86—l—39' et 223

dont les polyndémes irréductibles sont :

X3 —36.7X2 — 3.72.4567X + 7.(73.4)
et X3 — 673X% — 673.3.53X + 673;

ce qui donne:

(21)Ax = Prpisbs et (22)Ax = Pera-

4.73
d,Ol‘l: fz = <P7, p6737 (P§P73)2+G, . > et A2 = <77 6737 2923>’
r, est nul et |#5/o,| = 3; alors f3 = (Ps, Yers, Pobrs, - - -
et Ay = (7,673,292); on vérifie que 292 n’est pas reste
cubique modulo 7, donc r; =1 et |#(K)] =27 comme
dans le cas (i) (la structure étant la méme).

On a < et >Ax = PP OCHIPIA=0E) et (ay)Ax = Pers AL,
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Ezemple V1.6. — Considérons les 4 corps cubiques de dis-
criminant (13.19.31)?; le graphe associé (Définition VI.3)

est le suivant:

31

13 19

donc d’aprés la proposition VI.5, pour 3 des corps on
aura Ry =2 (c’est-a-dire que |#(K) =|s#, =9) et pour
le dernier on aura R;=3. On vérifie facilement
que c’est pour le corps K défimi par a =170, b =8
@ + 278 _ 13.19.31, cf. Propositi

(—4———— = 13.19.31, cf. Proposition VI.8> donc par le
polynéme X% — 13.19.31X — 8.13.19.31; le triplet (¢,
g, v3) associé étant 1ci (1, 1, 1) relativement au choix des
1idéaux premiers au-dessus de 13, 19 et 31:

Pz =038 —%); Pruw=03—27) et Py =(5—7?
(cf. Définition VI.1) et pour

5 =170 +224 V—3 _ — 73424 = j(3—j2)(3—2j2)(5—J2),

on trouve immédiatement (x = 13.19.318):

(“9 13)13 = ] ’ (ot, 13)19 = ] ’ (“’ 13)31 = ]:a
(aa 19)13 = ]2’ (“7 19)19 = ]2, (a’ 19)31 = ]29
(0(, 31)13 = 1’ (“, 31)19 = 1, (“, 31)31 - 17
(, 2)13 =1 (“a 2)19 == ]2, (, 2)31 =1;

La matrice associée au groupe A; = (13, 19, 31> est donc

1 2 0
1 2 0
1 2 0

de rang 1, comme prévu; on doit donc chercher «, et «,
de K tels que Ne; =31 et Noy = 13.19; on montre que
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le polyndme irréductible de ¢ = 1439 — 1366 — 18¢'

O est une racine de X* — 3DX — 170D (D = 13.19.31),
est: X% — 1439X% —55041X — 1 et qu’'un entier oy tel
que aj'= ¢ (théoréme 90 de Hilbert: o« =1+49¢+9¢9’)
est de norme 132.192.31; on a donc la relation

Parbiapd ~ 1

et 1l suffit de considérer la solution N6 = 8.413.19.31 obte-
nue a partir du polynéme X2 — DX — 8D (proposition
0
2
d’ou le groupe A, = (13, 19, 31, 8> qui montre que

VI.8) qui conduit & Ax = PigPioPar P+ et Npite = §,

I”a/”zl = 3.

Au stade suivant on aura évidemment A, = {13, 19, 31, 2>,
la matrice associée étant:

1 2 0 1
1 2 0 2)
1 2 0 O

son rang est 2, d’ou |#,/#5 = 1. La proposition IV.2
entraine que #(K) ~ (Z/9Z) X (Z2/3Z)2.

Remarque V1.8. — L’exemple ci-dessus montre que ’on ne
peut pas obtenir pour ¢ > 3 un énoncé simple donnant la
structure de #(K) (contrairement au cas t= 2, cf. corol-
laire IV.3); toutes les situations « intermédiaires » semblent
étre possibles.

Nous allons terminer par un exemple qui montre que la
proposition VI.6 n’est pas généralisable en ce qui concerne
la comparaison des groupes #;,, i > 3, des corps ayant
méme discriminant (et avec ¢=2):

Ezemple VI.7. — On considére les deux corps cubiques de
discriminant (37.991)% = (36 667)2. On vérifie facilement
qu'il y a des classes exceptionnelles (R, = 2).

Soit K le corps défini par a = 295, b = 47 et soit K
le corps défini par a = 376, b = 14.
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(i) Etude de K.
Si 0 est une racine de X® — 3DX — aD, D = 37.991,

on vérifie que:

(37.8 4 66 -+ 6°)

»-Ac.o]»

et # = = (991.7 4 176 + 156°)

ont respectivement pour polyndmes irréductibles :

X3 — 37.8X2 — 37.13.727X — 37.5"
et X3 —991.7X2 + 991.28.7.29X — 991(5.29).

Il en résulte que a;Ax = p3;p8 et xAx = pip3°; le groupe
F» sera donc égal a:

Fa = Pz, Yoo, V2T, 12057, ... > = Dazs Poors P27 Yooy - . .>

soit A, = (37,991, 5%, 29); 29 étant reste cubique modulo 37
et 991 il en résulte que |#3/#,| = 3.

Au stade suivant #; contiendra p; et 5 n’étant pas reste
cubique modulo 37 on aura #, = #; d’ou

#(K) ~ Z2/92 X Z[3Z.
(i) Etude de K.

On vérifie que Dentier ¢, de polyndme irréductible

X8 4+ DX2 4 13DX — D, est un entier de K; il en résulte

que Ps;Dge; est principal, ce qui permet d’écrire :
Ay = {Poor>-
Soient 6 et 9 des racines des polyndmes

X3 — 3DX — aD (a = 376)
et X2 — DX — bD (b = 14),

on sait que 'on peut écrire :
0 =9—9°
3 condition de définir la conjugaison o par l’expression

3c=_§_32+9b 3_.‘__._
a 2a
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On considére enfin 'entier ¢ défini par:

o = % (11.991 + 426 + 6%)

dont le polyndme irréductible est:

Xs —11.991X2 + 25.32.5.13.991X — 991(22.72)3;
si on définit p, et p, par la relation

SAx = PoPs,
on vérifie sans difficulté que:
PAx = Pom FEHY,
et par conséquent, il existe un nombre ¢’ tel que
@' Ax = Poo P3C°TI8 <0n prend ¢’ = j—>—>

96
On aura successivement :

F1 = Poar>, , Ay = (9915,
F2 = <P991, pg(z-l-c)’ .. '>’ A2 = <991’ 29>7
F3 = Poor, P37, P> = (Pogr, 13, - - -, Ay = (991, 28),
Fa= {Poo1, Y275, 93, ...> qui est équivalent a

<D991, p§+ca pg7 e >’ A4 = <9917 28’ 73>

ceci afin de satisfaire & la condition:

g N ;(K)c-—l = go1;
Fs = {Poor, P27°, P3, p3*°, pit°, ...)> équivalent a
{Poo1s Pas - - - soit Ay = (991, 2.

Or 2 n’est pas reste cubique modulo 37 donc |#g/#5 =1
ce qui fait que la structure de #(K) est donnée par:

#(K) ~ Z/27Z X Z[9Z.

TABLES NUMERIQUES

1. Table 1.
Table des corps cubiques définis par p, et p: < 1000 et
pour lesquels |#,| = 9 (le 3-rang est donc maximum (= 2)

et ceci a lieu pour les deux corps de méme discriminant).
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2. Tables 2.

Tables des corps de degré I=5 et 7 pour lesquels
|#s| = IB(p, et p, < 1000).

3. Table 3.

Exemples de couples (p;, p;) figurant dans la table 1
précédente pour lesquels I'un des corps cubiques posséde une
classe d’ordre 9 (donc les deux d’apreés la proposition VI.6).

Nous définissons les corps par l'intermédiaire de a et b

a® 4 27b2 .
tels que D = % = PP Pour p;, pus de la
méme maniére pour p,, nous donnons les coefficients d’un
polynéme irréductible d’un entier ¢, tel que |Ng)| = pin,
|Tr (p:9%) = pis et |Tro| = pt. Les 1déaux U, sont
définis par I’égalité

(e:)Ax = p A7

la conclusion sur la structure de #(K) s’en déduit dans
presque tous les cas (la présence d’'une x 1indique que #(K)
contient au moins un sous-groupe de la forme indiquée).

4. Table 4.

Exemples de corps cubiques tels que #(K) ~ Z[3ZXZ[3Z
(pour ¢t = 2).

5. Table 5.

Table des corps cubiques définis par p;, p, et ps < 1000
et pour lesquels lé 3-rang du groupe des classes est maximum
(i.e. Ry = 4). Ceci a alors lieu pour les 4 corps de méme
discriminant.

Signalons au passage que pour p; < 1000, il existe un
unique quadruplet: (3, 577, 757, 991), pour lequel les huit

corps cubiques associés ont un 3-rang égal a 6.
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TABLE 1
3, 73 619 283 619 643 829 883 643 829
271 829 337 631 733|283, 313379, 409 823 859
307 883 349 661|199, 211 349 463 853 919
523 | 37,103 409 769 313 499 541 997|643, 859
577 421 433|151, 211 397 619 601|523, 547 883
613 433 631 283 661 691 691 661|661, 727
757 487 673 331 733(307, 313 733 673 853
919 739 757 367 859 421 877 709 877
991 991 769 409|211, 307 499 937 7391673, 757
7,181 | 43,193 823 433 367 523|397, 523 757 769
223 409 859 547|223, 277 739 613|541, 739 787
337 457 8717 607 283 919 631 757 997
421 613 | 97, 313 691 439313, 349 907 853|691, 757
463 643 337 727 661 463 919|547, 619 823
673 | 61,163 433 877 787 577|409, 523|571, 607 859
769 241 463|157, 337 859 607 571 661 907
811 277 601 373 919331, 409 421, 499 709 937
853 313 997 379|229, 283 547 691 757|709, 727
883 487 1103, 409 439 457 727 829 787 751
13,103 613 439 487|241, 271 877|433, 571 859|727, 823
229 877 823 601 379 937 631577, 619 919
421 907 919 727 457|337, 499 739 757|733, 859
499 | 67,193 991 787 751 811 751 811 991
619 283 1109, 199 877 7871349, 661 787 991|739, 967
853 349 373 883 829 709|439, 727|601, 811|751, 811
859 643 709 991 859 877 733 823 967
19, 151 661 997|163, 313 877 967|457, 673|607, 643|757, 907
277 937 1127, 349 3491271, 487(367, 439 829 823 991
373 997 421 379 571 733 8717 937(811, 919
487 | 73,103 619 757 661 739 997613, 643|823, 919
577 241 643 823 769 937|463, 547 811877, 967
691 313 673|181, 331 823|373, 457 643 829 997
733 439 757 397 919 577 733 907/907, 919
31,163 709 (139, 199 673 967 613|487, 499|619, 643|919, 991
27 883 277 823277, 397 769499, 523 751(967, 991
3491 79, 97 373 859 541 7817 577631, 661 997
373 157 601|193, 409 757
TABLES 2
l=5
5, 251 991 941 751 631
601 | 41, 191]191, 941 941|601, 761
11, 241 571(211, 251(271, 571|641, 661
661 | 61, 761 811 991|701, 911
31,191 |131, 331|241, 701|331, 751|821, 881
211 571251, 331|401, 421/941, 991
=17 '
127, 449|197, 211 883|449, 827|673, 757
743|337, 673|379, 827|617, 9531757, 911
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TABLE 4

p1 < 151, p, < 1 000.

3, 73 13, 103 619 487 433 757
27 229 829 613 673 139, 199
307 421 883 877 769 601
523 499 37,103 907 823 619
577 619 421 67, 193 859 631
613 853 433 283 877 661
757 19, 151 487 349 97, 313 769
919 277 739 661 433 151, 211
991 373 43,193 937 463 283

7,181 487 409 997 103, 439 331
223 5717 457 73,103 919 367
337 691 613 313 991 409
421 733 643 439 109, 199 547
463 31,163 61, 163 709 373 607
811 271 241 883 997 691
853 349 277 79, 97 127, 349 727
883 373 313 283 421 8717

337 643
TABLE 5
3 271 919 61 163 313 139 373 769 283 313 349
3 307 523 61 241 877 139 631 661 307 421 499
3 307 919 67 193 643 151 211 367 307 499 523
3 523 757 67 283 349 151 283 691 307 523 739
3 577 757 73 103 439 151 331 409 349 661 877
3 577 991 79 97 337 151 331 547 349 877 967
3 757 9N 79 97 433 151 331 727 367 439 733
3 919 99 79 157 337 151 331 877 379 463 733
7 181 673 79 157 877 157 373 787 379 691 937
| 7 337 811 79 283 349 157 373 883 397 613 907
| 7 673 769 79 349 877 157 379 601 397 631 919

13 421 499 79 433 631 157 379 877 397 907 919

13 499 853 79 631 859 157 439 727 433 571 1787

19 151 691 79 673 757 163 313 349 457 673 997

19 373 577 79 673 769 199 733 859 457 877 997

31 163 349 97 313 463 261 379 877 523 673 757

31 373 883 103 823 919 261 457 829 577 757 991

37 103 991 103 919 991 241 457 877 691 757 907

37 433 739 127 619 643 271 571 661 727 823 919

43 193 409 127 673 1757 271 823 919 877 967 997

43 613 643 139 199 661 277 541 757
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