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Introduction.

Soit K/k une extension de corps de nombres a groupe de Galois
cyclique d’ordre premier [ La théorie des genres conduit 4 la formule
de Chevalley dite des “I-classes ambiges” (i.e. invariantes par le
groupe de Galois). Cette formule ne fournit qu’un diviseur du nombre
de classes d’idéaux du corps K et il est naturel de se demander s’il
existe des l-classes non invariantes par Gal(K/k). On peut se convaincre
facilement que de telles classes existent :

Le cas [ = 2, k = Q, est bien connu, et la structure du 2-groupe
des classes de K peut se déterminer grice aux méthodes de Rédei
et Reichardt, Hasse, Bauer et Shanks ([30], [3], [32]) ;

Le cas [ =3, k =Q, a été étudié par Bauer qui a donné une
formule pour le 3-rang du groupe des classes ([4]).

Il faut noter gqu’aucun de ces auteurs ne se référe aux travaux
de Inaba ([18]) injustement tombés dans I’oubli et que nous avons
découvert par hasard une fois le présent travail achevé (seuls Frohlich
et Kobayashi, a notre connaissance, les citent sans pour autant insister
sur le contenu). En fait, Inaba est sans doute le premier a avoir
étudié le probléme dans toute sa généralité et fourni un exemple
numérique de classe non invariante dans le cas cubique.

Le cas cyclique de degré [ sur Q a été étudié par Frohlich grace
a d’autres méthodes que celles employées ici (principalement [9]).
Les résultats sont tout a fait explicites et sont a rapprocher de ceux
du chapitre VI (A — § 2 et 3).

Dans ce travail nous avons considéré d’emblée le cas des exten-
sions cycliques relatives de degré premier / ; les résultats obtenus
généralisent et simplifient ceux déja cités. Ils permettent, d’une part,
une détermination effective du /-groupe des classes d’une extension
K/k donnée et, d’autre part, de retrouver des résultats connus (ob-
tenus souvent par d’autres méthodes) et d’étudier des problémes
nouveaux.
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Plan de travail.

Les chapitres I et II contiennent les résultats classiques (que
nous avons empruntés, pour la plupart, a [31]) sur lesquels reposent
les résultats des chapitres suivants.

Le chapitre III commence par une méthode de construction des
extensions cycliques K/k de degré premier /, via la théorie de Kummer
(dont on trouvera une généralisation dans [S]), et se termine par
I’énoncé de propriétés des symboles locaux, particuliéres au cadre
dans lequel nous nous plagons.

Dans le chapitre 1V, nous établissons la “formule de Chevalley”
pour le cas restreint. Nous abordons ensuite 1’étude (algébrique) de
la structure du /-groupe des classes J2(K) de K ; pour cela nous in-
troduisons une filtration {J€};,, de sous-groupes de ¥€(K) qui per-
met un ‘“dévissage” canonique de ¥e(K) considéré comme H-module.
Le théoréme IV.2 constitue alors une étape importante dans I'étude
que nous avons en vue car il ramene I’étude de la filtration {3€,};,,
a celle de propriétés plus simples concernant l'action de la norme
dans K/k. Ces propriétés sont liées de fagon naturelle au ‘“théoréme
des normes de Hasse” que nous traduisons en terme de symboles
locaux (symbole de Hilbert).

Des calculs du méme type de ceux que 'on doit faire pour
démontrer la “formule des classes ambiges” nous conduisent i une
expression (théoréme IV.3) qui constitue, en un sens, une géné-
ralisation de la formule de Chevalley et qui permet une étude effective
des groupes #; donc de Je(K) et de sa structure.

Les deux derniers chapitres (a paraitre dans le Fascicule 4,
Tome 23) sont destinés & une exploitation des résultats précédents,
le chapitre VI étant plus spécialement réservé au cas k = Q et a des
exemples numériques. Par exemple, lorsque le discriminant d’une
extension cyclique K/Q de degré [ est divisible par ¢+ nombres pre-
miers distincts il y a (! — 1)*~! corps ayant pour discriminant celui
de K ; nous obtenons alors pour ¢ = 2,3 des relations entre les
groupes des classes de ces corps.

En annexe, nous donnons quelques tables numériques obtenues
a partir de nos méthodes.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES EXTENSIONS DE CORPS
DE NOMBRES (')

A. Corps de nombres.

1. Généralités.

Soit K un corps de nombres (i.e. une extension finie du corps
des rationnels Q). Il existe r, Q-isomorphismes réels de K dans C
et 2r, Q-isomorphismes complexes, conjugués deux par deux. Le
degré [K : Q] est alors égal ar, + 2r,.

Définissons I'’homomorphisme Sy (signature) de K* dans
{—1,+1}1:soient7,,..., T les Q-isomorphismes réels de K dans
C et soit sgn la fonction signe sur R ; on pose :

Sk(e) = (sgn(@™), ..., sgn(a "1)).

On démontre ([7]) que Sy est surjectif. Un élément o de K*
est dit totalement positif s’il est dans le noyau de Sg ou si le corps
K est totalement imaginaire ; le sous-groupe de K* formé des éléments
totalement positifs est noté K**.

Soit Ag l'anneau des entiers de K (i.e.-la cloture intégrale de Z
dans K) et soit Ex le groupe des unités de K (i.e. le groupe des élé-
ments inversibles de Ag) ; on sait, d’aprés le théoréme de Dirichlet,
que le Z-rang de Eg est égal ar, +r, — 1.

Le groupe des idéaux fractionnaires de Ak est noté F(K) et le
sous-groupe des idéaux principaux (au sens habituel) est noté 30' (K).
Le sous-groupe de J,(K) formé des idéaux engendrés par un nombre
totalement positif est le groupe des idéaux principaux au sens res-
treint et est noté J,(K). On a alors la notion de classes d’idéaux :
le groupe des classes d’idéaux au sens ordinaire (resp. au sens res-
treint) est, par définition, le groupe

#'(K) = F(K)/F,(K) (resp. F&(K) = F(K)/F, (K)).

() Les Chapitres V et VI paraitront dans le fascicule 4 du méme tome.
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Dans toute la suite, un idéal principal (resp. une classe d’idéaux)
sera, sauf mention contraire, un idéal principal au sens restreint (resp.
une classe d’idéaux au sens restreint).

Remarque 1.1. — Les deux notions d’idéal principal coincident
si et seulement si la restriction de Sg a Eg est surjective.

2. Places d’'un corps de nombres.

L’ensemble des valeurs absolues d’un corps de nombres K est cons-
titué des valeurs absolues non archimédiennes, associées aux idéaux
premiers B de Ay, et des valeurs absolues archimédiennes associées
aux r, + r, Q-isomorphismes de K dans C non conjugués deux a deux.
Nous dirons, en suivant Hasse, que les valeurs absolues archimédiennes
sont associées aux idéaux premiers a I'infini Booy s o e 1]3‘,,’1”2 ; nous
dirons que P est une place lorsque ¥ désigne un idéal premier fini ou
non et nous réserverons le mot idéal pour désigner un idéal premier

au sens habituel.

3. Complétions d’'un corps de nombres.

Soit $ une place de K ; on désigne par K‘B le complété de K
pour la topologie définie par la valeur absolue associée a $. Sif§ est un
idéal premier, Kg est un corps local contenant le corps des nombres
p-adiques Q, (pZ = BN Z). Si P est un idéal premier a I'infini Kg
est égal 3 R ou a C. Nous identifions K a un sous-corps de Kg.

Lorsque $ est un idéal premier, on note vy la fonction valuation
B-adique associée, AK?B Panneau des entiers de Kg, $ I'idéal maximal

de AK$,K$= AK$/$ le corps résiduel et dg I’homomorphisme
canonique g AK$—> I—(ﬁ*' Le corps résiduel I_(g; est un corps fini
de caractéristique p.

Comme nous avons identifi€ K a un sous-corps de Kg, la fonction

Ve est définie sur K et le corps résiduel K$ est canoniquement iso-
morphe au quotient Ay/$.
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B. Extensions.

1. Définitions et notations.
Soit k£ un sous-corps de K. On définit de fagon analogue :
S, k¥, AL By L FK) L G (k) , Fo(k) , B0 (k) et Fe(k).

Si K/k est une extension galoisienne, chaque conjugué k; de
k dans C est contenu dans [K:k] conjugués K; de K confondus ;
on supposera que pour 1 <i < p, les corps K, et k; sont réels et
que pour p, <i<p, + p, les corps K; sont imaginaires et les corps
k; réels (p, + p, désignant le nombre de conjugués réels de k dans C).

Ayant défini S, et Sg, il faut remarquer que 'on a I'inclusion
Ker S, C Ker Sg mais qu’il n’y a pas égalité en général. Citons une
propriété des homomorphismes S; et Sy qui nous sera utile par la
suite :

ProrosiTioN 1.1. — Soit K/k cyclique de degré premier | et soit
N la norme dans K|k ; alors :

i) N(K**) C k**,

ii) tout élément o de k** qui est norme dans K/k, est norme
d’'un élément de K**.

Démonstration.

i) Soit o € K** ; pour connaitre la signature (dans k) de Na,
il suffit de déterminer les signes des normes des conjugués o; de «
dans les extensions K;/k; correspondantes, et lorsque k; est réel :
si K; est réel, NK'_/ki(a,.) est positif comme produit de nombres
positifs appartenant & K;. Si K; est imaginaire (et k; réel) alors
1 =12 et Gal(K,/k;) contient la conjugaison complexe ; NKi/ki(ai)
s’écrit uu (produit d’un nombre complexe par le nombre complexe
conjugué) qui est positif.

ii) Soit u € K* tel que Nu = « ; il revient au méme de dé-
montrer qu’il existe v € K* tel que :

Sk(w’1) =1,

o désignant un générateur de Gal(K/k).
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Posons SK(u)=(...;ef.‘),...,gg’);...),i= l,...,p,, et
Sk = (... ;n(‘.l) e n(i’) se) s S =
=@, P,
soit Sg@v®~!) = 1, si et seulement si on peut résoudre, pour
i=1,2,...,p,,

le systtme linéaire défini par les ! équations : n®) nk*1) = gk)
(indice k étant défini modulo /) ; le rang de ce systéme est égal a

1

I — 1 et il admet une solution dés que la relation T 8(:‘) = 1, entre
k=1

les seconds membres, est satisfaite ; or I’hypothése Nu € k** en-

traine précisément ces relations. Ainsi v existe compte tenu du fait
que Sk est surjectif.

Nous supposons désormais K/k galoisienne.

DEFINITIONS 1.1. — Soit K¢ le complété de K pour la valeur absolue
associée a la place B ; Kg contient un corps qui s’identifie au complété
ky de k relativement 4 une place b de k qui ne dépend que de B. On
dit que $ est au-dessus de ¥.

Soit % une place de k ; nous dirons que % est ramifiée dans K/k
si b est un idéal premier ramifié au sens habituel ou si b est un idéal
a linfini associé a un corps k; réel pour lequel K; est imaginaire.

2. Groupes de ramification ([1] et [31]).

Soit H le groupe de Galois de K/k ; soient B un idéal premier
dans K et % I'idéal premier en-dessous de P dans k. On sait que le
groupe de Galois de I’extension locale K;B/kp ne dépend que de b
et s’identifie canoniquement au groupe de décomposition H_, de
b dans K/k ([1]). Pouri = — 1, on désigne par H; le sous-groupe de H_,
formé des éléments o tels que vgB(x" —x)=2i+ 1pourtoutx € AK;;
On rappelle que dans le cas totalement ramifié, = désignant une
uniformisante quelconque dans Kg, ™ lel + §I—Si, i=20, siet seu-
lement si 0 € H;.

Enfin, il existe un entier tp, ne dépendant que de b, tel que
H =
rp# {1} et H,pﬂ {1}
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C. Théorie de Kummer.
(Cas cyclique de degré premier /)

Soit L un corps de nombres contenant les racines ™ de I'unité.
On rappelle que ’ensemble des extensions E de L cycliques de degré
premier / est canoniquement isomorphe 4 I’ensemble des sous F-espaces
vectoriels de dimension 1 de L*/L* : soit « € L* dont I'image
dans L*/L* engendre un tel sous-espace ; alors il lui correspond
lextension E = L({/a).

Le résultat suivant résume alors la théorie de la ramification dans
une extension de Kummer :

PrOPOSITION 1.2. — Soit E = L({/a),« € L*, une extension de
Kummer de degré premier | et soit R un idéal premier de L :

i) si ve(@) =0 mod [ et si R est premier a IA,, alors ¢ est
non ramifié dans E[L,

ii) si ve(@) E0 mod [, alors € se ramifie dans E/L et
te = We(1 — §), en désignant par § une racine primitive I°¢ de l'unité,

iii) si ve(@) =0 mod I et si R divise lA,, alors % est non
ramifié dans E[L si et seulement si la congruence a = § mod @M est
soluble dans L (a étant choisi premier a ) avec \ = lvg (1 — {).
Dans le cas contraire, on a tg = lvg(l — §) — Ng, ol Ng est lentier
maximum pour lequel la congruence précédente est soluble dans L ;
dans ce cas Uentier t4 est premier a l.

On définit alors les ensembles de places ® de L suivants :

DEFINITION 1.2. — On note :

P, l'ensemble des idéaux premiers ramifiés dans E/L et premiers a A,

P, 'ensemble des idéaux premiers . ramifiés dans E/L qui divisent
1A, et tels que vq(a) ¥ 0 modulo /,

P, ’ensemble des idéaux premiers % ramifiés dans E[L qui divisent
IA, et tels que vg(a) = 0 modulo [,

. Uensemble des places a linfini ramifiées dans E/L.

Ces ensembles de places sont disjoints ; on pose

R=P,UP, UP,UP_.
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CHAPITRE II

LOIS DE RECIPROCITE

A. Cas local.

1. Rappels (d’aprés [31])

Soit L un corps local et soit L; une cloture séparable de L ; on
désigne alors par L® I'extension abélienne maximale de L dans L.
Pour toute extension intermédiaire F/E (LCECF CL? et F/L
finie) il existe un isomorphisme de réciprocité :

w : E*/Np  F* - Gal(F/E) ;
six € E* et si x est son image dans E¥*/Ng g F*, on pose
(x, F/E) = w(x)
et on montre que ce symbole a les propriétés suivantes :
i) (xx", F/E) = (x, F/E) (x', F/E),
i) (x , F/E) = 1 si et seulement si x € NggF*.

Remarque 2.1. — L’isomorphisme de réciprocité pour les corps
R et C est le suivant :

R*/NC* - Gal(C/R),

la classe des nombres négatifs ayant pour image la conjugaison
complexe.

2. Symbole de Hilbert.

Soit L un corps local a corps résiduel fini et soit @ I'idéal de
la valuation discréte de L. On suppose que L contient les racines némes
de l'unité (n entier supérieur ou égal a 2). Pour tout couple
(@, b) €EL* x L* on définit le symbole (symbole de Hilbert) :

(a,b)g=0°"',0=(b, L({a)L), 6" =a,

qui ne dépend pas du choix de 6.
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Lorsque L est égal a R ou a C on définit encore le symbole
de Hilbert par la méme formule.

PROPOSITION 2.1. — Le symbole de Hilbert a les propriétés sui-
vantes :

i) (ad', b)e =(a, b)) (a', b),,
ii) (a, bb'), = (a, b),(a, b"),,

iii) pour que (a, b)e =1 il faut et il suffit que b soit une
norme dans l'extension L({/a)/L,

iv) (a, b)e (b, a)e = 1.

B. Cas global.

1. Rappels ([2] et [31]).

Cette fois L désigne un corps de nombres. On considére, dans
le produit U L%, ou @ parcourt I’ensemble des places de L, le sous-
ensemble des familles {x,}, ,x, € L%, pour lesquelles x, est une

unité pour presque tout & : on obtient le groupe des idéles de L, I, ;
on considere que L* est plongé dans I; (plongement diagonal).

Soit E une extension abélienne finie de L de groupe de Galois
H et soit €' une place quelconque au-dessus de 2 dans E. On note
H, le groupe de décomposition de X dans E/L.

Les isomorphismes de réciprocité :
fe : LE/NE%, -~ H,CH,

sont a valeurs dans H,. Soit alors x ={x.}, un idé¢le de L ; les
fo(x,) sont presque tous égaux a 1 et on peut considérer 'appli-
cation, dite de réciprocité globale :

f:1,->H,

définie par f(x) = ];[ Iz ()?,) ; on obtient alors :

Lol DE RECIPROCITE D’ARTIN. — L’application f est surjective et son
noyau est engendré par L* et par Ng; (Ig).
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2. Application au symbole de Hilbert.

Supposons que L contienne les racines némes de I'unité. Soient
a,b€L* ; le symbole de Hilbert (a, b), a un sens dans tout
complété puisque 'on a convenu d’identifier L a un sous-corps de
L,. La loi de réciprocité globale appliquée a I'extension L(/a)/L donne,

pour tout b € L* C 1, f(b) =1 soit U fe (5) =1 ce qui conduit

immédiatement a la formule dite du produit :

T (@, b)e=1

C. Calculs explicites des symboles.
(dans le cas du degré premier /).

1. Notations.

Soit L un corps de nombres contenant les racines [Emes de I'unité,
| désignant un nombre premier, et soit & un idéal premier de L. On
pose g = Card(f,) ; on désigne par p la caractéristique de f, et
par S, la trace dans I'extension résiduelle f,/Fp.

Si a € L*, on désigne par E I'extension de Kummer L(\’/Z).
Soit 0 une racine /°™¢ de a et soit 0 un générateur du groupe de Galois
de E/L ; 6°~! est une racine /°™ de 'unité {, indépendante du choix
de 6.

2. Résultats explicites (d’aprés [31], proposition 8, p. 217, propo-
sition 5, p. 236).

PROPOSITION 2.2. — Si la caractéristique p est différente de I,
L} contient le groupe des racines I°™° de l'unité et on a
g—1

q,((a, b)) =q,) '

avec

c=(- 1)vel'(a)w)t(b) avg(b) b—vg(a).

PROPOSITION 2.3. — On suppose p = | et E/L totalement ramifiée
en ®. Soit m une uniformisante de Lg(0) et soit M = n°~! — 1.
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. te b1
Lorsque b est congru a 1 modulo @ °, le nombre ¢ = est
Tr(M)
tier dans L, et vérifie ¢ = b1 __5- dul
en S je c = — = — modulo .
s Le =T N M

On a alors : (a, b)g = {(S’Q(QQ(C)).

PRroPOSITION 2.4. — On suppose p = 1. Soit a € L* ; si b € L*

est congru a 1 modulo "2 30) le nombre ¢ = est entier

b—-1
dans Lg et on a :
(@, b)g = @520
» e« *

[

PROPOSITION 2.5. — Soit R une place a linfini. Si L, = C alors
(a,b)e=1 ; si Lg=R, nécessairement | =2 et dans ce cas
(a, b)g = — 1 si et seulement si a et b sont négatifs dans L.
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CHAPITRE 111

CONSTRUCTION DES EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRE
PREMIER 1

On se propose de décrire, dans ce chapitre, I’ensemble des ex-
tensions cycliques de degré premier ! d’'un corps de nombres k£ ne
contenant pas nécessairement les racines Emes de Punité et de parti-
culariser certains résultats des chapitres précédents a ces extensions
(notamment en ce qui concerne le symbole de Hilbert).

A. Rappels sur certains Z,[ G}-modules.

Soit G un groupe abélien fini d’ordre d diviseur de / — 1. Soit
Z, 'anneau des entiers l-adiques ; on sait que Z, contient le sous-
groupe multiplicatif des racines (I — 1)émes e I'unité, noté U, et
que 'homomorphisme canonique 6 : Z, - F, identifie U et F}.
Soit G* le groupe des caractéres de G ; comme G est d’ordre diviseur
de I — 1 on peut supposer que les éléments de G* sont a valeurs dans
Z,.

Les éléments e, = d! Z x(671)o constituent un systéme
oEG
complet d’idempotents orthogonaux de Z,[G] ; c’est-a-dire que :

1= 2 e,
XEG*

ii) eye,r = 0 pour X # X/,

iii) e)% = e, pour tout x € G¥*,

iv) ex(s — x(s)) = 0 pour tout x € G* et tout s € G.
Soit M un Z,[G]-module ; on a alors la décomposition :

M= T] M%;
XEG*
en particulier tout G-module dont I'exposant (en tant que groupe

abélien) est une puissance de / peut étre muni canoniquement d’une
structure de Z,[ G]-module.
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PRropPOSITION 3.1. — Soit x € G* et soit M un Z,[G]-module :

i) soit x EM ; alors x**® =1 pour tout s € G si et seu-
lement si x = x°x,
ii) si e € Z,[G] vérifie e(s — x(s)) = O pour tout s € G, alors
e=DMNe, ,\EZ,
iii) quels que soient n =1 ,x € G* et s € G, il existe a € Z et

e € Z[G] tels que : a soit congru a Xx(s) modulo I, e soit congru a
e, modulo | et e(s — a) soit congru a 0 modulo I".

Démonstration.

i) Six® = xX® on aurax® = ﬂx X' = ]_[x" eyt ﬂ X@ey:

e, (X' (6)—x() _

ce qui donne x x =1 pour tout x’ E G* et tout sEG;

vour X' # X on obtient x' X' = 1, d’oll x = x°X.
ii) D’aprés ce qui précéde on aura e = ee, et en écrivant
e= Y ags,a;, €Z;, on aura ee, = ), agse, = (Z asx(s)) e, qui est
s s s
de la forme e, , A € Z,.

iii) I1 suffit de prendre a € Z congru a x(s) modulo [ et e
congru a e, modulo I"Z,[G].

DEFINITION 3.1. — Lorsque G opére sur le groupe des racines [emes
de l'unité (par exemple lorsque G est un groupe de Galois convenable),
pour tout s € G il existe un entier a (défini modulo 1) tel que ¢ = §*
pour toute racine 1™ ¢ de lunité. L’application qui associe d s
lunique élément 0(a) de U qui est congru a a modulo 1, est un carac-
tére injectif de G a valeurs dans Z; : on le note x* et on note e*
lidempotent €y

La relation ¢ = X pour tout s € G entraine alors {¢* = ¢
(on applique la proposition 3.1 au groupe des racines /°™* de I'unité) .

B. Description des extensions cycliques
de degré premier /.

Soient k un corps de nombres et K une extension abélienne de
degré premier / de k. Soient { une racine primitive I°™ de Il'unité,
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k' et K' les composés kQ(¢) et KQ(¢). On pose G = Gal(K'/K) et
H = Gal(K'/k") ; les groupes Gal(k'/k) et Gal(K/k) sont respective-
ment isomorphes a2 G et H par restriction. Enfin G est un groupe
cyclique dont I’ordre d divise I — 1.

1. Critére de décomposition.

A Tlextension K/k on peut associer de fagcon canonique Iex-
tension de Kummer K'/k’ qui est canoniquement associée & un sous-F,-
espace de dimension 1 de k'*/k'*!. Soit ¢ ’homomorphisme canonique
q : k'* > k'*/k'*" ; posons X = k'*/k'*!, X peut étre considéré comme
un Z,[G]-module. On vient donc de définir une application canonique
de I'’ensemble des extensions abéliennes de degré [ de k dans I'espace
projectif P(X).

Soit ¥* = ¥** ={q(a) € X, q(@) = q(@)*® pour tout s € G};
X* est un sous-F;-espace vectoriel de X et on peut considérer P(X*)
comme un sous-espace de P(X) ; on a alors le résultat suivant :

THEOREME 3.1. — L’application qui associe a K[k un point de
P(X) est une bijection de l’ensemble des extensions abéliennes de
degré | de k sur P(X*).

Démonstration. — Soit K une extension abélienne de degré I de
k et soit a €k’ tel que K' = k'(+/@) ; si ¢ est un k-isomorphisme
de K, dont la restriction a k" est notée s, il est nécessaire que g(a*)
soit de la forme g(a)” , h € Z convenable, car K'/k est galoisienne ;
on a donc 6¥® €K', ol 0 est une racine du polyndme X! — a. Soit
0E€EH,o0+# 1 ; comme ¢ et 0 commutent (K'/k est abélienne) on
obtient :

glo-me = ge=h et g°0~M = (£0)* " ¢ £ 1 ;

ce qui conduit 3 {¥7% =1 soit {*# =1 ; donc & est congru a x*(s)
modulo /, par définition de x*, et g(a)*X"® = 1, soit g(a) € X*.
Montrons maintenant que si g(y) représente un élément de P(X*)
alors Pextension K' = k'(1/7) est de la forme Kk' avec K abélienne
de degré I/ de k. Il est équivalent de démontrer que k’({/?) est
abélienne sur k. La condition q(y) = q(y)*"®, pour tout s € G,
montre que K' est galoisienne sur kK et on est ramené & montrer
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que deux k-automorphismes quelconques ¢ et Y de K' commutent.
Soient s et ¢ les restrictions de ¢ et ¥ a k'. Soit n le plus grand entier
pour lequel k' contient les racines I"-mes de l'unité. Soit s, un
générateur de G ; d’aprés la proposition 3.1, il existe a, € Z et
e, € Z[G] tels que a, = x*(s,) modulo / et e,(s, — a5) = 0 modulo
",

On sait que q(y) = q(7)*" = q(y)® donc 3 =¥ ,u €K'
Posons o = yu~! et soit 6 une racine du polyndome X! — a (K' = k'(6)).
On aura ainsi a’®7%0 = 4060790 — 1" "\ e k' ce qui conduit im-
médiatement a I'existence de a et b entiers tels que a’* % = u" et
o2 ="y, v €Ek'. Comme toute racine ™ de l'unité est puis-
sance I"~!-me dans k' par définition de , on peut écrire 69~¢ = /"~
et 6¥-2 ="' ce qui conduit aux relations

gvv = eabval"_luﬂ”_l et QV¥ = oabubl"_lvsl"_l .

’

or 9"V = oY = a¥¥ (p et Y commutent sur k'), soit (¥ —Su?"0y" = 1.
Si *u'-?)""" =1 on obtient 6¥¥ = %% sinon (F#—*u~2Y" ' = ¢
avec §I =1 > { # 1. On sait que ;—e‘ = g', soit

§ — S_eo — (v(""'")eou("b)eO)l”'l :

or (a—s)ey, =(t —b)e, =0 modulo [ et ¢ serait puissance /"-éme
dans k', ce qui est absurde. Comme ¢ et Y sont déterminés par leur
action sur ¢ et 0, on a bien gy = Yy.

2. Etude de P(X*).

Soit K/k une extension abélienne de degré premier /, soit K'/k'
I'extension de Kummer associée et soit « € k' un nombre tel que
K' = k'(4/a) (on sait que g(a) € ¥*).

Soit A, (resp. J(k')) Panneau des entiers de k' (resp. le groupe
des idéaux fractionnaires de k'). On notera & les élements du quotient
(k') = g(k")/F ('Y, qui est un Z,[Gl-module.

Dans I'ensemble des idéaux premiers de k' la conjugaison relati-
vement 3 k'/k est une relation d’équivalence ; soit alors ® un systéme
exact de représentants des classes des idéaux premiers pour lesquels

le groupe de décomposition dans k'/k est réduit i I’élément neutre.
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PROPOSITION 3.2. — L’idéal oA, vérifie la relation :

aA,, = ] &7, x, €z

ech
Démonstration. — Soit e € Z[G] congru i e* modulo / ; alors
q(@) = q(@)** = q(a)® soit @ = o, u €L’ ; aA, = (@A, ) @A, Y

ce qui entraine ozT\k, = (@A, ) = aAL.. Si on écrit
oAy = U«Jz" ,¥. €Z[G],

les idéaux @ étant non conjugués deux a deux, on aura

-&Tk' =Ué}’g=]:[i;y‘e' =Hée*xg ,x,GZ.

<

Reste 4 montrer que si & n’est pas totalement décomposé dans k'/k

alors ée.x‘= 1. Soit s# 1, s appartenant au groupe de décompo-
sition pour ® dans k'/k ; alors ®° = @ et RS = Qe = @ *x*() ;
comme on a par hypothése s # 1, il en résulte que x*(s) # 1 et on
obtient ¢* = 1.

COROLLAIRE 3.1. — L’ensemble P, U P, (cf. Définition 1.2) est
égal a 'ensemble formé par les idéaux R et leurs conjugués pour lesquels
x¢ ¥ 0 modulo 1 (ils sont totalement décomposés dans k'[k).

Remarque 3.1. — Pour tout s € G on a f,s = f, et

Ves(1 = §) =1 = %)
(et, lorsque R € P,, A\, = \,) relativement a K'/k'.
En effet, si (1 — A, =271, U premier 3 €,
(1 — £A, = 27705
or 1 — & =(1 -9k, €unité, et (1 — A, = @¥%1% ; il en résulte
que 15(1 — §) = a,.

Supposons qu’il existe & € k' tel que o= ¢’ mod @*, alors
of = £ mod @M, soit adu’ = £5! mod ¢°* (g entier convenable),
ce qui s’écrit af = £’ mod P (car « est premier a @ et ses conjugués),
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soit a =¢'"" mod ®°* ; lorsque ® € P,, le maximum pour A sera le

méme quel que soit s € G. L’expression méme de ¢, (Proposition 1.2)
permet de conclure.

C. Etude du symbole («, a),.

Nous aurons besoin dans le chapitre IV du symbole (a, a)g,
pour g € k* ,«a € k'* vérifiant g(a) € ¥*. Nous en donnons ici les
propriétés essentielles.

1. Calcul effectif de (., a),.

Distinguons plusieurs cas :

i) si & est une place a l'infini, on utilise la proposition 2.5
qui permet un calcul effectif immédiat.
ii) si ® est un idéal premier qui ne divise pas /, on utilise la
proposition 2.2 qui conduit aussi & un calcul effectif.
iii) si ® est un idéal premier qui divise /, il y a encore trois
possibilités :
iii); ¢ est non ramifi¢é ; on applique la proposition 2.4
(rr@Se@) o«—1
’ I -1
congru 4 1 modulo I(§ — 1) (ce qui est possible d’apres le cas (iii)
de la Proposition 1.2).

(a,a), = » en choisissant le nombre o«

iii), & € P,, on applique la proposition 2.4 :

g_vg(a)sg(qs.'(c)) — ii_l_ s
’ s -1

en supposant a congru a 1 modulo I({ — 1).

(ar a)g =

iii); ® € P,, on obtient dans ce cas :

ProrosiTioN 3.3. — Si R € P, alors :

se(qe(Xe2=D @Dy

(a, a)g = § I€-1)

si a est congru a 1 modulo ®'% et a choisi congru a 1 modulo €\ .
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Démontrons ce résultat a partir de I’énoncé de la proposition 2.3.
On sait que M ERF M ¢ ®'**! (théorie de la ramification supé-
rieure) et que TrK'/k'(M) =— NK'/k'(M) =— M modulo 7*** (on
utilise le lemme 5 p. 91 de [31] et le fait que 7#°~' =1 mod #'%).
Posons £ =7°"! alors M=§¢— 1 =¢n'", ¢ unité @-adique ; on
aura M! = (¢ — 1Y = oln"%.
Posons 8 = 1 + 17}‘98, € unité ; alors
0 — 1yo—1 _ AR g _ AT _ te teg +1
(?) =(@@") =§" =1+ Ngor ™ mod 7
et
E"* — 1) =N o!r"® mod 7',

— I\o-1 1
d’ou la‘ relation ((0 = )o — 1) E)\;M’ mod 7'***Y. Comme
Ag est premier a [ (proposition 1.2), on est ramené au calcul de
60— 1\o- 1
(( )0 L 1) modulo #'***V,

€
On a
0 — Iyo- - — Del™ -
( )o:_lzgo 181_0_1=(§6 1)e 9+l’
€ -1 06— 1
or e'-9=1 mod 7! et %0;1‘ = 1 mod 7'*, donc
0 —Der-7—-6+1 _¢6 -6 ta+1
= mod 7 ;
06— 1 0 -1
d'd ‘t . 9_1 o—1 1 I=KIMI=(§_1)IGI Od
on en déduit que ((-—8) —)—g =70 - 1)
-1
7T e qui s'écrit encore M’ Er(i(—a':)'%, d o', soit
@& -1 e
M = =] d -
G 1) (car « mod 7 ")

Montrons enfin que (0 — 1)) =a — 1 mod 7°*%

a, =ve(l = %) ;

, avec
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1
onaa—1=60"—1=T] (6 — ¢*) et pour k # &',
k=1
0-¢tk=0-1+1-¢%%;
or la valuation de § — 1 est strictement plus petite que celle de 1 — ¢*
qui est égale A la, ; doua— 1=(0 — 1)! mod 7*¢! Finalement :

a—1_ Ala—1) @-1)

a—1

te [T
modulo 7 °, c’est-a-dire que

M € -1 Tr(M)
Agl@— 1) (1)
3 R.
est congru a G- 1) modulo

2. Propriété fondamentale du symbole («, a),.

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4. — Soit ® une place quelconque de k' ; le
symbole (a,a),,a €Ek*, a € k'* tel que q(a) € X*, ne dépend que
de la place % de k en dessous de 9.

Démonstration. — On peut supposer que % est un idéal pre-
mier de k' et que ! est différent' de 2 car autrement la proposition
est triviale.

Soit € un conjugué de 9. Supposons d’abord que ® ne divise
pas I Soit g un entier congru a x*(s) modulo / ; la proposition 3.2
montre que gres(a) = v () mod / ; on a

a-t
@, a)e=(@*Pa72@) T mod @
soit _
a-t
(o, a), = (a, )% = (a8 2@V * YT 0d @5

a-1
_ ig
(o, a)8 = @@ 7T@Yy T " mod @
a-1
or on a précisément (&, a)gs = ("9 I mod €, dou

I'égalité des symboles, compte tenu du fait que ce sont des racines
Imes de 'unité et que @ ne divise par [

Supposons maintenant que € divise
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Le symbole («,a), est de la forme ¢52@2C) e b entier
convenable. On remarque ([22] p. 223) que S¢ ne dépend pas de ¢ ;
par conséquent en posant Sg = S, Sg(g.(c)) = q«(S(c)) et il existe
TEZ tel que S()=¢ mod @ ; posons (a,a)g = { s | j)
existe ¢ € Z vérifiant S(c,) =¢; mod % et on remarque que

s
(S(©)yF = S(¢*) =7¢ mod R° ; il suffit donc de démontrer la relation

¢ =c, mod %° ;
les différentes expressions possibles pour ¢ sont :

a—1

T Ve (@),

a—1

G- Vve(a),

Ae@a—1)(@—1)
-1

pour chacune d’elles on vérifie directement la relation ci-dessus.

Remarque 3.2. — Sous les hypothéses de la proposition précé-
dente on peut sans inconvénient noter le symbole («, a)g par (a, a)y.
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CHAPITRE IV

ETUDE DU I-GROUPE DES CLASSES D’UNE EXTENSION
CYCLIQUE DE DEGRE PREMIER ! D’UN CORPS k&

Soit K/k une extension cyclique de degré premier / ; soient
H le groupe de Galois de K/k et 0 un générateur de H. Les notations
Sk > Ax, Ex, F(K), Fo(K), Fo(K), J'(K) et J(K) (resp S, A, , E,,
Jk), 9(') &), Fo k), ¥e'(k) et e (k)) ont été définies dans le chapitre 1.

Si g est un sous-groupe quelconque de F(K) on pose
go = g N ?0 (K)'

On note N I'application norme de JFK) dans (k) et on note encore N
I'application de #(K) dans k) qui se déduit de la précédente
par passage aux classes. On pose v =1+ 0 + ...+ ¢'~!. On note
j 'homomorphisme extension des idéaux de F(k) dans F(K) ainsi
que l'application de J€(k) dans J(K) qui s’en déduit : on rappelle
que l'action de j o N est identique a celle de v (sur §(K) et 3e(K)).

A. Propriétés élémentaires de J€(K).

1. Classes invariantes dans K/k.

Une I-classe h € 3¢(K) est dite invariante (ou ‘“ambige’) si
elle est fixe par tout élément de H. On notera par la suite €, le
sous-groupe de J€(K) formé des classes invariantes par H.

Une formule (dite, usuellement, “formule des classes ambiges’)
donnée par C. Chevalley ([7]) permet de calculer €, le nombre
de /-classes au sens ordinaire invariantes par H :

ESO]
(E, : E, N NK*)

1ge| =

ol1 ¢ est le nombre de places ramifiées dans K/k.
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THEOREME 4.1. — Soit t le nombre d’idéaux premiers ramifiés
dans K/k et soit E; le sous-groupe de E, formé des unités totalement
positives de k (E, = E, N Ker S,). Alors :

gk 1!
(B} : EL N NK*)

13,1 =

Démonstration. — Lorsque ! est impair, les notions de /-classes
au sens ordinaire et au sens restreint coincident et ¢’ = ¢ ; la formule
de Chevalley convient donc, compte tenu du fait que dans ce cas
(E;:: E; N NK*) = (E, : E, N NK¥).

Supposons maintenant / = 2 et posons :
K* ={a €K*, Sy(Na) = 1}, Eg ={€ € E, Sx(Ne) = 1},
E’;* ={e €E,/Sk(e) =1} et I' ={a € K* ,Na € E,}.

LEMME 4.1. — On a les suites exactes :

1 > Ker § > %, 550 % S, (T)/S (B K* )~ 1,
1 > E,/E}, » K¥/Ker S, & Ker 0 % S, (B, )/S(NE,) > 1.

Les homomorphismes 6 , 4, et Y sont ainsi définis : si CI'(¥) € &,
alors 7! = Ay, @ € K* ; p(cl'(®)) est alors I'image de Sg(a) dans
Sk(T)/SK(ExK*°~1) ; on pose 0(cl() = cl'(Y), on a donc

Ker 6 = {cl(vAg), Sk(¥*™!) € Sk(Ex)}

et a cl(yAg) 'homomorphisme { associe I'image de Sk(y°~!) dans
SK(EKl/SK(NEK) ; enfin, ’homomorphisme ¢ associe a I'image de <y
dans K*/Ker Sk la classe cl(yAg).

On vérifie que les définitions précédentes ont un sens, ’exac-
titude des suites proposées est alors une conséquence immédiate des
définitions.

On obtient alors :

|Ker 6] _
[Sk(T)/Sk(ExK* 1)

1ge,] = 158

_ 5o KT ISk(El ISg(E K™Y
' |Ker Sgl ISK(NEQI [Eg/EL| S @)
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LEMME 4.2. — On a les suites exactes :
1 > S(Eg) = Sk(EK** 1) = S (K**~1)/S(E) ~ 1,
1 = S(K*°1) = Sp(T') = Sg(E, N NK¥*) - 1,
1 > Si(Eg) = Sk(Eg) > Sg(NEy) > 1,
1 - EX*/EL* N NK* - E,/E, N NK* = S.(E,)/Sg(E, N NK*)— 1.
Le lemme 4.2 conduit a I’expression :
K| _
[Ker Sl ISK(E, N NK*)|

18,1 = (8¢l

1O I8 KH)
(E;+ZE;+ N NK*) |SK(Ek)|

(en utilisant la forinule de Chevalley et compte tenu des isomorphismes
K*/Ker Sk ~ Sx(K*) et Ey/Ey =~ Sx(Eg)) ; un calcul direct montre
que [Sg(K*)| = 2",

Reste a exprimer |¥€'(k)| en fonction de |JC(k)| ; on considére
pour cela la suite exacte :

1 > k) F,(k) > Fk) Ty (k) > ?(k)/?{,(k) -1
ESGI

| Fo (k)T oK)

On a alors F(k)/Fok) = S, (k*)/S,(E,) , d’ol

qui donne |¥€'(k)| =

|ge(k)| 27 2°1 ISe Bl _

ge =
Pl T B NS 18,60 18,(E)

2" 1 % 1S, (B
.
(Ey*:Ef* 0 NK*) 2°1°2 |S_(E)|

2! 1S, Byl
(EX*:ELY 0 NK*) [S,(E,)|

= |Fe (k)|

= |ge(k)l

On remarque alors que E; N NK* = E;* N NK* : si K; est
imaginaire et k; réel, la norme d’'un nombre quelconque est positive
dans k; et £; est positive ; si K; et k; sont réels alors €; est positive
dans k car ¢ est positive dans K.
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On a donc :
(E}*:E;* N NK*) = (E*,'::E;) (E;:Ez N NK*)
et les deux suites exactes :
1—>E;—>Ek—>Sk(Ek)—> 1,
1-+E‘,”c+—>E,,—>SK(Ek)—> 1,
conduisent immédiatement au résultat.

COROLLAIRE 4.1. — Lorsque k est égal a Q (ou a un corps qua-
dratique réel avec 1 =12 et |F(k)|=1), || = 'Yt étant le
nombre d’idéaux premiers ramifiés dans K/k.

COROLLAIRE 4.2. — Lorsque E; C N(E}), E} désignant le groupe
des unités totalement positives de K, on peut engendrer 3¢, par des
classes d’idéaux invariants, donc des classes d’idéaux premiers ra-
mifiés dans K[k et par des classes d’idéaux de k étendus a K.

On a la suite exacte :
1 >59 >3, > E; N NK*NE} > 1,

ol ae‘; désigne le sous-groupe de ¥€, formé des classes des idéaux de
K invariants par H : soit cl(¥) €€, il existe a € K** tel que
w1 = aAy et Na est une unité € de k, totalement positive (propo-
sition 1.1) ; I'application qui associe a cl(¥) €4€, I'image de £ dans
E N NK*/NE} est un homomorphisme surjectif dont le noyau est
€} (vérification immédiate).

Par exemple, si Kk = Q et si K est une extension quadratique
de Q, le corollaire précédent s’applique : on a E, ={% 1} donc
E; ={1} et le groupe ¥, est engendré par les classes des idéaux
premiers ramifiés.

Remarque 4.1. — On a la relation suivante :
_ 13e,l IEL/NE;|
[Imj N 3eg| -t

ou 3e,; est le sous-groupe de J2(K) engendré par les classes des idéaux
premiers ramifiés dans K/k (pour ¢t = 0, on retrouve I’énoncé de [19]
p.- 192 ainsi que le théoréme 94 de Hilbert ([17])).

| Ker j|
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Cette relation se démontre en considérant la suite exacte ci-
dessus ainsi que les deux suivantes (triviales) :

1> Kerj->%ek)>mj->1,
1> 8, N1mj — Imj > 5€%/%e, > 1.

2. Etude d’une filtration associée a certains H-modules.
Comme J(K) est un /-groupe abélien fini muni d’une structure
de H-module, on est amené a étudier la structure de tels H-modules.
Soit donc M un l-groupe abélien fini muni d’une structure de

H-module. On pose :

M, ={heM, oD =1}

1
M® ={heM,r" =1},

pour tout i = 0 et tout n = 0.

On rappelle que o est un générateur de H (groupe cyclique
d’ordre ).

PROPOSITION 4.1. —

i) On a M; CM;,, et M; =M,,, si et seulement si M; =M,
i=20;

ii) les ordres des groupes M;,,/M; décroissent vers 1 ;

iii) lorsque M* = {1} on a pour tout n = 0 la relation

n) =
M Mn(l_l).

Remarquons que cette proposition précise 'un des problémes
que nous avons en vue et qui concerne 'existence de classes “excep-
tionnelles” (i.e. non invariantes) : de telles classes existeront si et
seulement si M; # M, (avec M = 7e(K)) et pour ! = 2, une classe
d’ordre 2 ne pourra étre exceptionnelle que pour M” # {1}.

Démonstration. — Si h©€~Di = 1 alors K@~V = letM; CM,,,;
on a M ' C M, ; l'application 4 - h°~' donne par passage au quo-
tient un homomorphisme de M,,,/M; dans M,;/M;_, qui est injectif ;
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d’ou les assertions (i) et (ii) compte tenu du fait que le H-module
M est de la forme M; pour i suffisamment grand (ce qui provient
du fait que (¢ — 1) =0 mod IZ[H)).

Le polyndme (X — 1)) ™' —(X'~' +-- -+ X + 1) est le polyndme
nul modulo /Z[X] ; il existe donc A € Z[X] tel que

1+ X+...+X" T =X- D! - IAKX),
ce qui montre que A(1) = — 1 et que
v= (0 — 1)"! — [A(0) dans Z[H];

vérifions que dans Z,[H], A(o) est inversible :

Dans Q,[X] le théoréme de Bezout, appliqué aux polyndmes
premiers entre eux X' — 1 et A(X), montre I'existence de U et
V € Q,[X] tels que

UX) XF - DH+VX)OAX)=1;

on sait que I'on peut supposer le degré de V strictement inférieur a [
Ce choix étant fait on peut encore supposer que U et V sont dans
Z,[X] a condition d’écrire la relation précédente sous la forme
UX)XP- 1D+ VX)AX)=1I", n=>0, et de supposer que les
coefficients de U et V ne sont pas tous divisibles par I Si n était
strictement positif on aurait dans F,[X] la relation

UX) (X — 1) == V(X) AX) ;

orA(l)=—1et V ne peut pas étre le polyndme nul, par conséquent
V(X) admettrait 1 comme racine multiple d’ordre / et serait de degré [
au moins, ce qui est absurde. On a donc, dans Z,[H], V(o) A(o) = 1.

Si le Z,[H]-module M est annulé par », on a, pour tout # € M,
-1 -
RO’ =A@ g0t pour tout n =1, RO~V = pi"A%0) e
qui montre que ACe-V*¢™Y

Passertion (iii).

=1 si et seulement si A" =1, dou

PROPOSITION 4.2. — Soit R, le I%rang de M (i.e. la dimension

sur F, de Uespace vectoriel M~ IM'?) ; alors R, est égal d la dimen-
sion sur F, de M@/M@~1),
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Si M¥ = {1}, alors on a la relation

R q—-1)—-1
[91= n lMi-”/M,'l‘
i=(q—-1)(-1)

COROLLAIRE 4.3. — On suppose M’ ={1}. Soit n le plus petit
entier tel que M, =M ;onposen =a(l—1)+b,a=20,0<db <! - 1.
Si les quotients M,;,,/M; sont d’ordre | pour 0 <i<n, alors on a
lisomorphisme :

M=~ (Z/P'Z)x (Z/1°Z)'71~0.

Démonstration. — Considérons le groupe cyclique Cp = Z/19Z
opérant trivialement sur M ; le quotient de Herbrand :

10
|H (Cg , M)

h(® = ey

IMSyM'| M
IM@/1} MY IM@)]
h(A) =1 ([31] p. 142), quel que soit ¢ =1 ; d’ou :

IM@] M9

IM@-D)| M|

est donc égal a Comme M est fini, on a

ce qui démontre la premiére partie de la proposition. La seconde
partie résulte de la relation (proposition 4.1, (iii)) :

M@/M@-D =M M

q(l—l)/ @-1)@-1)°
Le corollaire se démontre en calculant les M-rangs : pour ¢ <a,

R q(I—ﬁ—l
1= IM;,,/M;| =1'""! ;pourg=a+1,o0na
i=@-1)(-1)

R a(—1)+1-2 n—1
pert = I IM,; . /Myl = T IM; . /M| =17,
i=a(l—1) i=a(l-1)

d’ou I'isomorphisme.
PROPOSITION 4.3. — Soit M tel que M’ #{1}. Soit n le plus

petit entier tel que M, = M ;onposen =a(l — 1) + b, 0< b <[l - 1.
On suppose que |M;, /M;| =1 pour 0 <i<n. Alorsonan=2et:
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i) si n <l alors M =~ (ZJ/I?Z) x (Z/IZ)*"? ;
ii) si n =1 alors M = (Z/IZY ou bien M ~ (Z/I?Z) x (Z/IZ)?;
iii) si n > 1 alors M =~ (Z/P*'Z)> x (Z/FZY 1),

Remarque 4.2. — Si ] = 2 il ne reste que les possibilités

M=~Z/2"Z (n=2) ou M=1Z/2Z x Z/2Z.

Démonstration, —

LEMME 4.3. — Pour tout q 21 on a la suite exacte d’espaces
vectoriels : ’

q—-1 q q—1 q g-1 q-1
L My M 1, > M 0 e

4
M~ L
On a, pour 0<i<n, M:.’:ll =M, : en effet, la suite exacte
—1 —_ —
1>M, > M, > M;7{ = 1 montre que |Mi+1/Mg+1ll =M A =1
comme M:.’:ll CM, et que |M,,,/M;/] =1 on a bien M:.’:ll =M, ;
d’oll la surjectivité dans la suite proposée.
Détermination du noyau : soit x € MY ! tel que x°° ! = p1?
y €EM,_,. 1l existe z €M, tel que y =z°"! et x*~ ! = z/70=D; par

suite (xz= Y-t =1etxz" € M, d’ou
M, N MM N M, C Ker(o — 1),

Pinclusion inverse étant triviale.

LEMME 4.4. — Si n #1 alors le l-rang de M est égal au l-rang
de M, _,.

Supposons d’abord n =1 + 1.

Soit x €M,,_,\M,,_, (ce qui a un sens car onan =1+ 1= 3)
et soit y =xC-V""% . onaye M, et y # 1 a cause du choix de x.
Il existe B(o) € Z,[H] tel que (0 — 1)*2 = B(o) (0 — 1Y ! eten

posant z = xB@ on obtient y =z~ 1¥~! Comme M,_, =M°"! on
. - .
a M?_ ={1} donc, ici z” =1 et z@~V ' = 7A@ (e qui montre

que y €M ; 'hypothése |M,;| = [ entraine alors 'inclusion M, C M".
Le lemme 4.3 appliqué avec ¢ = 1 donne alors ’isomorphisme

M, /M ~M,_ /M

n—1°
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Si on suppose maintenant n </ — 1, on aura M, _, =~ Z/1Z)*!
(corollaire 4.3 appliqué 2 M,,_,), or la relation» = (¢ — 1)~ ! — IA(0)
conduit a

M? = M(o—z)’—l—m(o) =M!
n n

1-
car, M- Y=(1};

donc comme M” =M, on a M} = M, et nécessairement M est iso-
morphe a (Z/I*’Z) x (Z/IZY*~% (n = 2). D’ou le lemme.

Démonstration de la proposition. — Les cas (i) et (ii) se déduisent
immédiatement du lemme 4.4.

Remarquons que pour j <i on a, avec des notations évidentes,

(Mi)i = Mi ; on peut donc appliquer les résultats du corollaire 4.3. a
n—1-

Supposons n =1/ + 1. Le lemme 4.3 montre que le /9-rang de

M est supérieur ou égal a celui de M,,_, (d’une unité au plus) ; comme

le M-rang d’un groupe est fonction décroissante. de g, le lemme 4.4

n—1
et la remarque ci-dessus montrent que, pour g < [ﬁ] , les -rangs

deMetM,_, sontégauxal— 1.

Posonsn — 1 =ad'(— 1) +d',0<b' <I-1

fnad = [’l’:l‘]).

Le lemme 4.3 montre qu’il y a trois possibilités :

i) &' = 0, nécessairement R, (M) =1letR,, (M,_,)=0,
ii) b’ > 0 et les *!-rangs de M et M,,_, vérifient :
RyyM) =Ry (M, _,) + 1,
iii) 5" >0, Ry, (M) = Ryy,(M,,_,) et R\ ,(M) = 1.

La proposition est démontrée si 'on démontre que le cas (iii)
est impossible :
soit xEM,x¢EM

w1 X" EM, et x¥ =x©- D!~ 1A |
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-1
posons x'=xO"DT et x' = xTIAC)

’ - —_— .
x € Mn—(z»-l) = M(a'—l)(l-l)+b'+l c Ma'(l-—l) > Or

Ma'(l-—l) = (M = (Mn-—l)(a’)'

n—-1/g'(@-1)

Comme x ¢ M,_,, on a X"V £ 1 soit x"™ # 1. En résumé on a
obtenu x' € M,,_,)®) et x" & (M,_,)®) ; comme x” € M, et que a’
est non nul (on a supposé n=/+1), on a x* € (Mn_,)(“') soit
x" = x"x'"1 € M,_,)®? ce qui est absurde.

Remarque 4.3. — Les résultats précédents s’appliquent au H-
module ¥e(K). La filtration {M,},, , associée a M =€ (K) est particu-
lierement importante pour I’étude de #&(K) ; posons :

ge, = {h €ge(K), h~1' = 1}
et 5™ =(heygeX),h" =1},i=0,n>0.

B. Résultats généraux concernant
la structure de Fe(K).

On rappelle que Je{(K) désigne le Fsous-groupe de Sylow du
groupe des classes au sens restreint de K.

1. Démonstration d’un résultat préliminaire.

. THEOREME 4.2. — Soit 3 un sous-H-module de 3(K) et soit
e l’ensemble. formé par les h € Je(K) tels que h°~ ' € ¥¢ ;

i) He est un sous-H-module de 3e(K) qui contient ¥ et ¥,

ii) pour tout sous-H-module F de F(K) dont I'image dans #e(K)
est égale a ¥ et qui est tel que F N FK)°~'=g°! on a la suite
exacte de F,[H]-modules :

1> NJ/(NF N F k)Y > NF N NF(K)/(NF N Fy k)Y
% 5e/geme, - 1,
ou Fo = FN FK).
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Remarque 4.4. — D’aprés un résultat connu ([27], chap. VIII,
§ 4) on sait que toute classe d’idéaux (au sens restreint) contient un
idéal premier. Représentons tout élément de J€ par un idéal premier ;
alors le H-module & engendré par ces idéaux vérifie la condition
? N g(K)a—l - ga—l.

Démonstration du théoréme. — L’assertion (i) est évidente ;
étudions maintenant la partie (ii) :

a) Définition d’un homomorphisme ¢ de NJ N NF ,(K) dans
ge/ge8e,.

Soit a € NF N NF,(K) ; il existe Uy € F et a €K** tels
que a = N¥Y = N(aAg) ; lidéal Yo 'Ag étant de norme A,, il
existe U € F(K)(*) tel que :

Uy = A U1, (1)

On note ¢(a) 'image de la classe de ¥ dans 9~é/3€3€l. Montrons
que ¢(a) ne dépend pas des choix effectués. Si a = N, = N(a'Ay),
U € F, o' € K**, alors, en vertu de ’'hypothése F N FK)?~! = g7~
il existe b € F et ¢ € F(K) tels que :

Y = %5770, )
oAy = aAgc®t; 3)
au couple (%, o) est associé un idéal &' tel que :
Uy = o/ AUo71, 4)
Les quatre relations ci-dessus conduisent a la relation
W-11-050-1 = oatA,

qui montre que la classe de I'idéal YW ~'5 est dans ¥e, ;comme b €9,
% et &' ont la méme image dans §8/%¢%e,. On a bien un homomorphisme
et on vérifie qu’il est surjectif.

b) Définition de o

Soit ag ENF N F(k), oy, = NU, = o A, avec Y €F, ) Ek**
posons o = af, alors a = N(a,Ag) = N(qyAg) ; comme a, = NY;

(!) On vérifie facilement qu’il suffit de choisir ¥ modulo j( ¥(k)) pour que sa
classe soit dans € (K).
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on aura agAx = (NY)DAE =W € F (car F est un H-module), on
aura aussi ¢y Ax € F,(K) car o, est dans K**. On obtient la relation
agAg = ag AU~ avec &' = Ay ; donc Ker ¢ contient (NF N (k)Y
d’ou @ par passage au quotient.

c) Noyau de ¢.

Si a ENJ,, a=N(aAg) avec aAy € F et a €K** on a alors
aAyg = aA (A et p(a) = 1.

Réciproquement, soit a € Ng N Ng,(K), a= N, = N(xAy),
Ay EFeta €K* ;U = aA W, la classe de U étant dans Fe5e,.
Il existe B EK**, U, € F et A} € F(K) (tel que cl A} €J)) vérifiant
U= A BA ;alors U~ = WTAO=1G0-1 A soit

;ua—l = ?Iol—lBa—l,yAK

en écrivant '°~! sous la forme yAg (on a alorsy € K** et Ny € E}).
On a donc aAy = Y U177 1yAy, d’out (Y 'af'~9)Ag = Y U1,
comme Y, et U, sont dans F, on a YU~ ! = (ylaf'~")AKE F,,
d’od N(y'af!=9Ag) = N(xAg) = a et a est bien un élément de NJ,.

Remarque 4.5. — Lorsque hypothése § N F(K)°~1 = 2~ In’est
pas vérifiée, on démontre sans difficulté que, dans la suite exacte du
théoréme 4.2, le terme 50/ gese, doit étre remplacé par un terme de la
forme 3~€/9€, ge, ou B, désigne I’ensemble des classes des idéaux
b € F(K) tels que 2°~!' € F (on a J€ C J€, mais pas égalité en général).

2. Généralisation de la “‘formule des classes ambiges”,

Nous avons en vue une formule explicite donnant la valeur de
| §0/5e| généralisant ainsi 'expression de [g€,| (théoréme 4.1) (laquelle
correspond a 3¢ ={1}). Pour cela, nous allons chercher 4 remplacer
les groupes d’idéaux qui interviennent dans la suite exacte du théo-
réme précédent par des groupes de nombres convenables.

a) Définition du groupe A.

Les notations et hypothéses sont celles du théoréme 4.2. On
pose I = NJ N J,(k) et on considére la suite exacte :



SUR LES /-CLASSES D’IDEAUX 37
1->Ef > k** 4 F k)~ 1.

DEFINITION 4.1. — On pose :
A=y i(,) ;

c’est un sous-groupe de k** qui contient E;. On désigne par q I’homo-
morphisme canonique :

q:A—> AN

b) Résultats préliminaires.

PROPOSITION 4.4. — On a les suites exactes de F,-espaces vec-
toriels suivantes :

1 > N/l > I, N N (K)/L > Fe/zese, > 1
1 > A N NK*/A!E; N NK*) = I, N NF (K)/L > 1
1 > E} 0 NK*/E* > A N NK*/A! > A N NK*/A!(E} 0 NK*) - |
1> A N NK*/A' > A/A! > A/A 0 NK* > 1
1 > E% N NK*/E% - E} /E}! > E}/E} N NK* > 1.

Démonstration. — La premiére suite n’est autre que celle du
théoréme 4.2, compte tenu de 1’égalité (utilisant la proposition 1.1,
@) : I, " NZF,(K) = NF N NF,(K). Ceci étant, soit x € A N NK* ;
considérons xA,, puis Iimage de xA, dans I, N NJ,(K)/I} (ce qui
a un sens car xA, € I, par définition et, en écrivant x = Na, on peut,
d’aprés la proposition 1.1, supposer « € K**, d’ou

XA, = N(@Ag) € NFo (K)) ;

montrons que I’homomorphisme ainsi défini est surjectif : si xA,
est dans I, N NJ,(K), on peut supposer x € A et il existe « € K** tel
que xA, = N(aAy), soit x =€Na, € €E, ; on a S;(Na) = 1 (Pro-
position 1.1) donc € € E;, xe™'€ ANNK* et xe™'A, =xA,.
Montrons maintenant I’injectivité.

Si xA, €I} il existe y € A tel que yA, € I, et xA, = (YA)'.
Onadoncx = y'e’, e’ € E; ; comme x € NK* on aura €' € NK* N E;
et x € A'(E; N NK*). Inversement, si x = y'e’,y € A, €'€ E; N NK*,
alors xA, = (yA,) avec yA, € I, soit xA, € IL. D’ol I'isomorphisme.
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Pour la troisi¢me suite, on considére ’homomorphisme canonique
surjectif :

A N NK*/A* > A N NK*/AP (Ef 0 NK*) > 1

dont le noyau s’identifie au quotient E; N NK*/A' N (E} N NK*) ;or
AN E, N NK* =A'N E, = (E;). Pour les deux derniéres suites, on
considere les homomorphismes canoniques surjectifs :

A/A' > A/A N NK* —> 1

et E;/E;’ > E;/E; N NK* > 1 dont les noyaux sont respectivement
A N NK*/A’ et E, N NK*/E}.

PROPOSITION 4.5. — On a les suites exactes (on suppose toujours

FNIEKY ' =F):
1> Ng/1,> Nge~> 1,
1> NF, > N> gegee—! > 1,
1->5¢, Nge > g °>' g '3 1,
1> E}/EY > AN > 1y/1) ~> 1.

Démonstration. — La premiére resulte de la définition de
N : 5e(K) —> ze (k).

Pour la seconde, soit W€ & ; a N¥ on associe I'image de la classe
de % dans Je/5€°~! ; si B € J est tel que NU = NB on sait qu’il existe
¥ tel que B =UW°~! ; par conséquent W'°~! € G, on peut donc
supposer U’ € § grace a hypothése F N FK)°~! = g°~! et les
classes de ¥ et B sont équivalentes modulo #€°~!. Si la classe de ¥
est dans J€°~ !, il existe B E€ J et « € K** tels que U = B 1aAy et
N¥ = N(@Ag) ; or UE F et B°~ ! € F donc aAyg € F donc aAy € T,
et N¥ € NJ,,, la réciproque étant évidente.

La troisi¢me est immédiate.

La derniére suite exacte découle de la suite exacte
1-E>AbLI ~>1,

compte tenu du fait que A’ N E; = E}}.
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PROPOSITION 4.6. — L’ordre du quotient 8€/3€ est donné par la
formule :

|gek)l 1A N NK*/A'|
INgel |A/A|

t—1

|5e/5e| =

Démonstration. — La proposition 4.4 conduit & I’expression

|A N NK*/A!|
INFo/L| |E} N NK*/E}|

\Fe/geme,| =

On remarque que 'on a I’o C NJ, ; alors
(NF: L) = (NF:NFo) (NFo: IL) = (NF : 1) (I, : 11),
ce qui montre (en utilisant la proposition 4.5) que :

INge| |1,/I | _ INZe| |A/AY|
1%e, Nge| |3, N & |ELEN

INGo/ Igl =
d’ou une autre expression de |3’E/5€9e1| :

te, Ne| |A N NK*/A'|  |E}/EY|

15851 = TINge 1AM [EL N NK*EL|
_ I8¢, N gl IA 0 NK*/A]

N TAA |E,/E; N NK*|
(cf. proposition 4.4.).
Comme 5@ contient Jede, on aura
(5e:50) = (5e: gede,) (dede, : o)
d’ou
|5/ 5e5e, | |3e5€,/5¢)

|Fe/ze| = 158/ ge5e,| |5e5e, /50l = el lge,l =
1
_13e(k)| |A N NK*/A!| -1
INFe| [A/AY

compte tenu de la formule donnant |¥¢,| (théoreme 4.1) et de la
suite exacte 1 > g€, N J&—> 8¢, - Jeye, /45~ 1.
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. 3 |A N NK*/A}|
Reste 2 donner une méthode de calcul du terme ——————
IA/AT|
qui dépend essentiellement de la nature du groupe des normes NK*,
A N NK*/A!
c) Calcul de l———-;u
[A/A|

PRropoSITION 4.7. — Soit qa,), - .. ,q(a,) une base du F,espace

) |A/AY| L .
vectoriel AJA!, a; € A. Le nombre A A NKYAT est égal a I ou r

est le rang du systéme linéaire homogéne défini sur F, par les t
équations : ]2[ (o, a,)’;‘ = 1 pour tout idéal premier % ramifié dans
K/k, a étanthuln nombre de k' tel que K' = k' (/).

En outre, on a les relations : 0Sr<t— lpourt=1etr=20
sit=0.

Démonstration. — Considérons I'extension K'/k', K' et k' étant
les corps obtenus par adjonction a K et k£ des racines Ifmes de Punité.
Comme d = [k’ : k] est premier 2/ il en résulte qu’'un nombre a € k
est une norme dans K/k si et seulement s’il est norme dans K'/k'.
L’extension K'/k' étant cyclique, le théoréme des normes de Hasse
s’applique et montre que a est norme dans K'/k’ si et seulement s’il
est norme dans toute extension locale K;,/k;, & décrivant l’en-
-semble des places de k' ([2]) ; en vertu de la proposition 2.1, (iii),
si K' = k'(\’/a), a sera norme locale partout, si et seulement si
(a, a), =1 pour toute place & de k', ou encore, si et seule-
ment si (o, a) = 1 pour toute place p de k (remarque 3.2).

Le fait que d soit premier a / entraine qu’un idéal premier H
de k est ramifié (resp. inerte, décomposé) dans K/k si et seulement si
tout idéal premier € au-dessus de b dans k'/k est ramifié (resp. inerte,
décomposé) dans K'/k'.

Si /=2 et si b est une place a linfini, le symbole (oz,a)p
ne peut valoir —1, que si kp = R et si a et ¢ sont négatifs ; or ici,
A Ck* doncsia€ A on a (cx,a)p =1.

Revenons maintenant au cas ol b est un idéal premier : si b
est décomposé dans K/k, alors K p = kp et tout nombre est norme.
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Supposons § inerte dans K/k ; on sait que a € A, donc aA, € NgF
et aA,, est la norme d’un idéal &' de K' ; il en résulte pour tout
au dessus de p dans k'/k v, (@A) = 0 mod / ; 'extension locale en %,
K /k; étant non ramifiée, ces conditions suffisent 4 montrer que
(oz,a)p =1 (compte tenu du fait que dans le cas local non ramifié
toute unité est norme).

Donc si g(@a) € A/A’, a € A, q(a) est un élément de A N NK*/A!

si et seulement si («, a)p = 1 pour tout idéal premier » de k ramifié
dans K/k. On remarque enfin que I’on a I’isomorphisme :

n
A N NK*/A' ~{(x,,...,x,) €EF, [ a) € NK*},
i=1

donc A N NK*/A! est isomorphe 4 I’espace des solutions du systéme
homogeéne proposé ; ce qui achéve la démonstration de la premiére
partie de la proposition.

Soit & p le nombre d’idéaux premiers au-dessus de b dans k' ;

la formule du produit (2.B.2) s’écrit pour tout i, || (a, a),=1
L 4
soit [ («, a,-)ﬁpp =1 ; en vertu de ce qui précéde, on peut supposer
P

que § parcourt ’ensemble des idéaux premiers ramifiés dans K/k ;
les &), étant premiers a [, les ¢ équations du systéme sont linéai-
rement dépendantes et on ar <t — 1. Si ¢ = 0 on vérifie directement
que “r est nul” dans la formule.

Remarque 4.6. — Les n relations ];[ (x ,a,~)13J = 1 évitent, dans

la pratique, le calcul de n symboles.

THEOREME 4.3. — Soit %€ un sous-H-module de ¥(K) ; soit F
un sous-H-module de (K) dont l'image dans 8(K) soit égale a 5€
et tel que FNFEKY ' =F7 ; soit A=Yy 'NF N F,(k)) le
groupe de nombres associé a J et soit q(a,), .. .,q(a,) une F base
de AN, a; € A ; alors :

| k)| ji-1-r

|3/ | = INFe | ;

ou t = 0 est le nombre d’idéaux premiers ramifiés dans K[k, et ou r,
vérifiant en outre r <t — 1, est le rang du systéeme linéaire homogene
surF, :
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n
T (a, a,-)xi =1, b ramifié dans K/k.

i=1

COROLLAIRE 4.4. — Pour tout i = 0 on obtient pour 3¢ =3¢, :

EL0)
INge,|

lt— 1-r

1 8€,.,/8€;1 =

3. Algorithme général.

Les théorémes 4.2 et 4.3 permettent de définir une sorte d’al-
gorithme pour la détermination de ¥e(K), par construction d’une
suite croissante {J.}; , associée a la filtration {#€},, , et vérifiant
les hypothéses du théoréme 4.2, ainsi que de la suite {A;};5, corres-
pondante (définition 4.1).

De fagon précise, J, est engendré par les idéaux suivants :

i) des idéaux invariants : idéaux premiers ramifiés dans K/k
et idéaux de A, dont les classes engendrent J€(k) et que I'on étend
aAg; .

ii) des idéaux U de K tels que Y~! = aAg, que I'on obtient
en résolvant I’équation Na =€, pour €€ E; N NK* (les unités €
qui sont normes dans K/k étant trouvées au moyen du systéme linéaire
défini dans le théoréme 4.3 et construit a partir de A, = E;).

Supposons avoir déterminé &F;_,, A;_, (8€;_, étant alors Fimage
de J,;_, dans #(K) et |8, _,| étant connu) ; le systéme linéaire
associé a A;_, donne un ensemble de solutions indépendantes : “a”,
telles que aA; = NU = N(eAg), Y€ F;_,, € K* ; on utilise alors
I’homomorphisme ¢ défini dans le théoréme 4.2, qui permet de cons-
truire #8,_, = 5€, comme classes des idéaux ¥ vérifiant :

aAg =AW,

Le groupe g, sera engendré par &, , et par ces idéaux %' ; A; s'en
déduit trivialement, quant a |#€;| on utilise la formule du corollaire 4.4 :

EL

|g€i/3€i_ |= >
1 INge,_ |

(Nge;_, étant déterminé a partir des N2, A € F,_,).
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Remarque 4.7. — Nous n’avons pas parlé de la condition
?ﬂ g(K)o—l = go—l ;
il suffit, pour la vérifier, de se ramener & des groupes & engendrés
par des idéaux premiers :

En effet dans la relation aAyg = YW°~! la classe de ' contient
des idéaux premiers (cf. remarque 4.4) ; soit b un tel idéal, il existe
v € K** tel que ' =pyAg et aAg = U~ 1947~ 1AL, d’ou

a')‘l—aAK — ?Ibo_l ;
on a toujours N(ay!~? = N(a) = N%, d’ou la remarque.

Remarque 4.8. - Lorsque ¢t =0 ou 1, seuls le théoréeme 4.2 et
|5e (k)|

INFE |

groupe A sont normes (le rang r est toujours nul).

la relation | 4¢,,,/8€;| = sont utilisés car tous les éléments d’un

Exemple 4.1. — Soit k = Q(/=23) et I =3 ; on vérifie que
le nombre de classes est 3 et que la classe de p, (idéal premier au-
dessus de 2) engendre Je(k).

_Soit a=163(28 + 3 v/69) ; o« est un élément de k' et en fait
de k (le sous-corps quadratique de k' distinct de k et de Q(j)) ; on
a of*! = 1633 ce qui fait que I’extension K/k associée (déduite de
K' = k'(/a)) est cyclique de degré 3 et que K/Q est diédrale ([10]).

On remarque que 163 est totalement décomposé dans k' et que
3 est non ramifié dans K/k (e« = 1 modulo 3\/73') ; il y a donc deux
idéaux premiers ramifiés dans K/k : D4 et ples, au-dessus de 163
dans k. Posons A =B3 et piesAx = B3,

Détermination de 9¢(K). — On a |3€,| = |3e(k)I3"~! = 9 (Théo-
réeme 4.1) et J¢, est engendré par les classes des idéaux invariants
(Corollaire 4.2) donc par les classes de $ ,%' et p,Agx ; on aura :

F.=®.% pAQ

, 3+ /=723
NJ; = (P13 > P1ea sb;’) avec bi = (_EQ) Ay
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’ ' 3 + V _23
Iy = NF, N Fok) = (i3 » b,'°;3 > P1e3Piea’ (_—2__)> ,

car on vérifie que p,¢; n’est pas principal, d’out

3+ /<
I, = (3, , (163) A, (ﬁ@) A

63, .3_+_. vV 2”).
2

Calculons le symbole (a, 163),.Onaa = 163 3,8 = 28 + 3\/6—9-
donc (x,163)e = (B,163), ; soit & un des quatre idéaux au-
dessus de 163 dans k' qui ne divise pas f, il divisera f* = 28 — 3,/69
et on aura 31/69 = 28 mod % soit (8, 163), = (8)** = 56°* modulo 2 ;
si on avait (8, 163), = 1 on aurait 56% = 1 modulo 163, ce qui n’est
car 56 n’est pas reste cubique modulo 163.

et, en posant pfﬁ, = qy A, on obtient A, = {q, , 1

3
IN&e, |

Le rang r, est égal 2 1 et on a |#,/50,|= ; or

| NJe, = (cl(Pe3) s cllPigy) 5 CHRM = (cl(p, ),
comme {4, n'est pas principal on a [N&,| = 3 ; d’ou Je(K) =5¢,.

Exemple 4.2. — Soit k = Q(4/—111) ; on vérifie que Je(k) est
cyclique d’ordre 8 et est engendré par la classe de b, (idéal premier
au-dessus de 2) ; on a :

pg = (2_+_32ﬂ_-n.) Ak'

S+ 34/-111
On considere alors I’extension K = k(/9) avec 6 = ——32@:

On vérifie en utilisant la proposition 1.2 que K/k est non ramifiée

(K/Q est biquadratique : K = Q(v/=3, V/37)).
8
On aura |#,| = 5 = 4 et si la classe ¥ est dans J,, ge-1 = aAg

avec N € E, ={—1,+ 1}, comme — 1 est norme il suffit de résoudre
Na' =—1.
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On trouve

5+ /=111
. —2+2\/1'Tﬁ+——12/:n—_ﬁ =_(9" _ 1)2
2

2

et on vérifie que le nombre entre crochets o’ est tel que

@")Ag = B3 (h,AL)*

ol $, est un idéal premier au-dessus de b, dans K avec N§,; = Ps-
al!

Ceci conduit a ST Ag =P et A=9,.
2

On a donc  J; = (p, Ay, P53, 53
NF, = hZ,93) et N, N Fok) = (p2)-

On obtient alors N&, = (clp2) qui est d’ordre 4 ; ainsi

8
|36, /5¢,| = 2INZe, | 1

et J&(K) = #€, (on peut conduire aussi les calculs dans K/Q(1/=3) avec
k = Q(4/=3); dans ce cas |¥¢,] = 2 et ¥e(K) = 5@, et il résulte du
corollaire 4.3 que ¥(K) est cyclique d’ordre 4 : J2(K) est engendré par
la classe de , Ay , b, relatif 3 k = Q(y/=111)) ; cf. [25].

4. Cas du corps des rationnels : caractérisation du groupe A, .
Dans le cas ou k = Q, Pexpression de |5~e/ye| est alors :

\Ge/gel = =

Soit 3 =€, ; comme EB = {1}, il résulte du corollaire 4.2
que J&, est engendré par les classes des idéaux premiers ramifiés
dans K/Q :sip,,... ,D, sont les nombres premiers ramifiés dans
K/Q, on obtient pour A (relativement a 3¢ = ¥€,) le groupe en-
gendré par p,,..., p, et noté :

Ay =Apy,Py,..., D
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Remarque 4.9. — L’existence de classes d’ordre I, non inva-
riantes par H est équivalente a la condition [¥€,/5¢,| > 1 soitr <t —1;
il est donc nécessaire d’avoir ¢ = 2. Des exemples on été donnés dans
[11] et [12]. ‘

Dans le chapitre VI, nous donnons d’autres exemples numériques
et, en annexe, des tables numériques.

Note. — Les chapitres V et VI (cf. table des matiéres) paraitront dans
le Fascicule 4 (Tome 23) des Annales de I'Institut Fourier.
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