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SUR LE GROUPE
DES DIFFEOMORPHISMES DU TORE

par Michael R. HERMAN

Soit T" = R"/Z" le tore de dimension n.

Si M est une variété lisse compacte, connexe, Diff¥(M)
(k entier, 1 < k < + o) estle groupe des difféomorphismes
de classe C* de M; pour la C* topologie, c’est un groupe
topologique; Diff¥ (M) est le sous-groupe distingué compo-
sante connexe de l’élément neutre 1y. Comme Diff*(M)
est localement connexe par arcs (voir [2]), Diffi(M) est le
groupe des difféomorphismes de classe C*, ‘qui sont C* iso-
topes a l'identité. »

Si G est un sous- groupe de Diff7(M), W“(G) désigne le
plus petit sous-groupe distingué engendré par G dans
Diff$ (M).

Si G est un groupe, on a les définitions suivantes.
Dérnirion 1. — G est un groupe parfaitsi G = [G, G] (*).

DeriniTioN 2. — Si G est un groupe (resp. un groupe
topologique), G est dit simple (resp. topologiquement simple)
st G n’a pas d’autre sous-groupe distingué (resp. de sous-
groupe distingué fermé) que Uélément neutre {e}, et G lui-
méme. "

On remarque que l'on a DPinclusion canonique

T < Diff* (T")
qui & chaque « €T" associe la translation

R,: zeT"—>T'sz + «.

(*) [G, G] est le sous-groupe des commutateurs de G.
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Par la suite, on identifie T" & son image dans Diff7(T").
On a le théoréme suivant (annoncé aussi par J. Mather [7]).

Tutorkme. — Diff$(T") est un groupe parfait (2).

Pour démontrer ce théoréme, on cherche le « plus possible »
a conjuguer des éléments de Diff$(T") & des éléments de T*;
pour des raisons élucidées par V. I. Arnold [1], nous intro-
duisons une condition diophantienne.

DE&rFiNITION 3. — ¥ = (“Yn‘- . +s Ya) € R" satisfait a une cond:-
tion diophantienne, s’il existe ¢ > 0 et o > 0 telles que pour
tout (ko, kyy ..., k) €Z X (Z" — {0}), on ait:

C

>
(3 140)

Remarque. — On a nécessairement « > n d’aprés le prin-
cipe des tiroirs de Dirichlet. Voir S. Lang et les références
citées dans [6], §6..

i Yi

i=1

DeriniTioNn 4. — y € T*  satisfait & une condition dio-
phantienne si un relévement 3 eR" de v satisfait @ une
condition diophantienne (cela ne dépend pas du relevement)

Introduisons quelques notations :

—si k= (ky, ..., k) €Z" on pose |kl = 2 [k ;

—s81 Y= (Y1, --»Ya) €ET", on pose =t :

ey ) = '21 kiyie T

— d désigne la métrique sur T, quotient de la métrique
standard sur R; :

—s1 3eT? et si O est Pélément neutre de T, on pose
[8] = d(0, 3) e R+.. La définition 4 est équivalente a la
définition suivante.

Dérinirion 4'. — vy € T*  satisfait 4 wune condition " dio-
phantienne s’il e:mste c>0 et a >0 telless que pour tout

(?) J’ai démontré que la composante connexe pour la C® topologie du groupe
des difféomorphismes R-analytiques de T* est un groupe parfait (a paraitre).
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ke Z* — {0}, on ait:
' <k, ¥>1 >

£
|K|*

On a "la."proposition de Kintchine, voir [6].

Prorosition 1. — L’ensemble des v € T* qui satisfont a
une condition diophantienne pour o« = n 4 e(e > 0) est de
mesure de Haar 1.

Remarque. — On peut expliciter des y € R* qui satisfont
& une. condition diophantienne.

Si aeR est un nombre algébrique de degré d, avec
d > n+ 1, vérifiant pour i entier Y |af < 1, alors
: s . i=l . . .
Y=1(y1, ---» Ya), avec y;=d 1 <1 < n satisfait &4 une
condition diophantienne avec «=d—1 et ¢> 0. 1l

suffit d’appliquer le théoréme 3, chapitre I, § 3 de [11].
Pour démontrer le théoréme, nous avons besoin du lemme
suivant.

LemMe ronDAMENTAL [5], {9]. — Soit R,eT" wune
translation satisfaisant & une condition diophantienne pour
un « > 0, et un ¢ > 0.

Soit @, Uapplication continue (c’est méme un £-mor-
phisme de classe C:

®,: Diff3(T*) X T* — Diff3(T")

, ($,2) = Ryo¢g~to Rr o
t Alors, il existe un voisinage V de R, dans- Diff3(T") pour
la C™ topologie et une application continue (€’'est méme un
& -morphisme faible) :

RO s: V> Diffy(T") x T

telle 'que si 1y est Didentité de V.

(I)'Y o8 = 1v

Le lemme fondamental est un corollaire du théoréme des
fonections implicites de F. Sergeraert, mais nous aurions besoin
de nombreux préliminaires et nous n’en donnerons qu’une
esquisse. Pour les définitions de £-morphisme, £-groupe,
et énoncé du théoréme des fonetions implicites, voir le résumé
dans ce volume par F. Sergeraert ainsi que [9].
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On peut aussi montrer une version légérement différente
de ce lemme en utilisant J. Moser [8], & savoir que I'image
. . . q g
de @, (resp. 'image par @, des difféomorphismes R-ana-
lytiques) contient un voisinage de R, dans la C* topologie
yuq 1t g T . pologie,
(resp. un voisinage de R, dans les difféomorphismes R-ana-
lytiques pour la C* topologie).

Esquisse de la démonstration du lemme fondamental.

Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites de
F. Sergeraert, on remarque que @, est un £-morphisme
(comme composé de Z-morphismes) de classe C*, entre les
Z-groupes de classe I C* Diff3(T") x T* et Diff3(T"), voir
[9] et [10].

On cherche a montrer que la différentielle T®, de @,
a une Z-section au voisinage de I (1, 0), (®y(1m, 0) =R,);
pour cela,

a) on exprime @, dans une carte,

b) on calcule la dlﬁerentlelle de @, dans la carte, |

¢) on réduit Pinversion de T®, a une équation fonctlon-
nelle que ’on résoud en d).

Y

a) Expression de @, dans des cartes.

1) Cartes de Diff3(M) . pour M variété compacte lisse.

" Soit  C*(M, M) lespace des applications de classe C~
de M dans M. On munit M d’une métrique riemanienne m
(nécessairement compléte) de classe C*.

m définit une application exponentielle exp: T(M) > M
si £e T, M), alors exp I (t£) est la géodésique telle que

exp ()] o= p, et & (exp (1£)],mo = E.

dt
Soit Exp: T(M)—>M X M TIapplication définie par
Exp =n X exp ot = est la projection canonique
x: T(M) - M.

On sait que Exp est un C* difféomorphisme d’un voisinage
V de la section nulle de T(M) sur un voisinage W de la
diagonale de M X M. v
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Si £eV, on note: exp({)==nE)+EeM et si
(z,y) € W, on écrit: Exp(z,y) =y — z € n(z).

Soit fe C*(M, M) et f*(T(M)) le fibré image-réciproque
du fibré tangent de M. On sait que les sections de classe C~
du fibré f*(T(M) s’identifient aux applications I C~
v: M—>T(M) telles que mwoy=/f (i.e. les sections de
T(M) -au-dessus de f). On note cet espace I'7(M).

Solent - ‘ : _

a) W, lensemble des ge C*(M, M) telles que pour tout
z de M, (f(z), gx))e W (i.e. un voisinage de [ dans
C*(M; M)); : ' v ,
- b) V, T'ensemble des y e I'f(M) telles que pour tout =z
de M, y(z) e V. Alors, on a I’homéomorphisme suivant:
$r: Vy—> W, défini par

i) YAr)(@) = f(@) + 1(@) (siyeV);

ii) y71(8)(2) = gla) — f(z) (s1ge W),
¢, définit une carte au voisinage de fe C*(M, M); on montre
(voir [9]) que les changements de cartes sont des &-morphis-
mes de classe C®, et que l'espace tangent en fe C*(M, M)
est I'7(M).

Diff7 (M) qui est un ouvert de C*(M, M) est donc une
Z-variété de classe C”; de plus (voir [9]), on montre que
c’est un Z-groupe de classe C~ (3).

2) Cas de Diff2(T").

On munit R* de la structure euclidienne canonique :
sl x = (xl, ., x)eR|z| = 2 2. Ony munit T* de la
metmque riemanienne quotlent Le fibré tangent T(T") est
canoniquement isomorphe a T* X R* et I'on peut iden-
tifier I'f(T") aux applications de classe C°° n: T"—=T" X R*
telles que n(z) = (f(z), £&(z)) e T* X R*; T7(T") est donc
isomorphe & C*(T",R"). On note p: R" — R"Z" = T",
la projection canonique. :

Si ‘f.est un revétement du difféomorphisme fe Diff7(T"),

(3) Dans le cadre des groupes de diﬁ'éomorphismes H*, avec des inégalités
analogues a ceux des ¥-morphismes voir D. G. Ebin, Espaces des métriques riema-
niennes et mouvement des fluides via les variétés d’applications, cours ronéotypé,
Centre de Math. de I'E.P., 17, rue Descartes, Paris V.

6
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et si V ‘ést un voisinage assez petit de
0 & I7(T7) 2 C=(T", RY)

dans la C* topologie, 4 £ € V, on associe le dlﬂ"eomorphlsme
f+Eop de R™ qui par passage au quotient définit un
difféomorphisme f + £ o p € Diff£(T").

On a défini ainsi une application (elle ne dépend pas du
relévement f) qui est un homéomorphisme sur son image

4,1 Tp(T") > V> W, < Diff3(T,)

et 'on vérifie, en utilisant le fait que les géodésiques de T*
pour la meétrique choisie sont les quotients des droites de
R", que ¢, n’est rien d’autre que l'application définie en 1)
et que les notations 1) et i) sont cohérentes quand on les
interpréte dans le revétement universel R* de T"

3) Expression de ®,.

On regarde @. dans des cartes des £-groupes
Diff3(T*) X T* et Diff3(T) " au voisinage respectivement de
(‘1Tn X 0) et RY'

On peut prendre par exemple les espaces tangents
Ir*(T") x R* et TR(T") ou I=(T") désigne les champs
de vecteurs de classe C* sur T" (au-dessus de identité
de T").

Si r est unentier, r > 1, I'"(T") (resp. I'i (T")) désignent
les espaces de Banach complétés de TI'“(T") (resp. Tg(T"))
pour la norme | |, défimissant la C" topologie; F'(T")
est 'espace tangent en I'identité de Diff" (T").

On peut alors écrire le prolongement de ®, aux complétés
(pour tout entier k < r):

D, : I"(T") X R" — TRH(T") o
(B, A)— (1 + &) o Ryo (1 +8) 4 — v
£ étant petit dans la C‘-topologle.
On pose (1 4+ &)t =1+4 p.
@} est alors de classe C* (%) (cf. J. Dieudonné [3] VIII

12 probléme 9) et 'on montre que @, est un £-morphisme
de classe C= [9], [10].

(4) Dans la littérature, c’est aussi appelé le a et Q lemmes.
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b) Application différentielle de @, (k > 1).
L’application différentielle appliquée a
(€,%) e I"(T") x R"
est donnée par: : .
ToH(E, )« (%) = T(1 + ponyoqsp * & .

— T( + w)ongoarn & o (1 + 1) o Ryo (1 4 E) + &
ou T(1 4 p) est la différentielle de (1 4+ £)1: R*—> R" et
(T(L + w)oryoa+b ® E)(z) est la différentielle de (1 4 E)—* au
point Ry o (1 + £)(x) appliquée au vecteur E(x) et

(T + w)onyoatp* & o (1 + @) o Ryo (1 + ) (2)

est la différentielle de (1 4 §)™ au point Ry (1 4 §) ()
appliquée au vecteur E((1 4 p) o Ry (1 + E)(z)).

En particulier:

doy(0,0)+ (8,%) =% — &« Ry + %

¢) Inversion de la différentielle de ®@,.

On cherche si la différentielle T®,(%,2) a une £-section
au voisinage de (0, 0). .

On a donc a résoudre T®}(E,r)e(E, ) =0 ou & A, q
sont donnés, et £, % inconnus.

Pour ce faire, on compose a droite avec (1 + &) =14 g,
puis on applique & gauche T(1 -+ p)eo (14 p)o R, et I'on
pose . _
E=Eo(1+u) (1)

Il vient

E—EoR, =T + wearpory* 1o (1 + 1)

— T(1 + w)oa+wory* A
On pose

';l' = T(1 + P-)o(lﬂx)ol\y *Neo (1 + w) (2)
X(E) = T(i + (J')o(l+(-'~)oky (3)

et

On a a résoudre :
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On est ramené a résoudre I’équation fonctionnelle suivante :

s1 | '4x—(x1,v..,x)ET"

E(a) — €<+w—«m—ﬂm)i (+)

d) Résolution de I’équation fonctwnnelle

On remarque que si dac——d:q@ - ® dz, désigne la
mesure de Haar sur T", alors:

Jor (o) — B + 1)) do = 0

Ce qui nous permet de déterminer 3. _
S1 ‘2., est assez petlt (dans la C' topologie), alors

M= [, . %(E)() dz est une matrice proche de I'identité et
donc’ 1nver51ble et 1l suit necessalrement
=M [, 5(0) de (4)

On a ainsi déterminé A, -
Pour calculer £, on cherche son developpement de Fou-
rier:

. E(x) — akezm (k, z)
: . L kezr— 1o} E
connaissant celu1 de

@) — 1)@ er= 3 bt
. kezr—1io}
avec a, € C" b, e C", b_, = b, a_, = Q.
On a posé 2= (2, ..., %) eR k= (k, ..., k) eZ" et
kyx) = Z ka, le choix de A ‘donne b, = 0.

L’ 1dent1ﬁcat10n des coeflicients de Fourier des deux membres

de (+) donne alors:

L b
aQ, = ijv k 75 0 et Ay = 0.
On pose |k| = E |k| ; et |a,‘| est la norme hermitienne (stan-

dard) de g, € C". La condition diophantienne sur y donne
une majoration |a,| < C|b||k|* avec C une constante
dépendant seulement de . .
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. On déduit Pexistence d’une constante B ' (dépendant de vy
et de n) telle que si Xbe?**® est.de classe C7,  alors
Sa,etT k2 est de classe CrB, ’ P :
L’existence de B résulte du cas R-analytique et par appro-
ximation des fonctions de C" par les R-analytiques * (voir
J. Moser [8]). On peut aussi raisonner ainsi:

Soit L3(T* dz, R") Pespace des apphcatlons de T" dans
R" de carré intégrable pour la mesure de Haar dz sur T".
Si fe L3(T" dz, R") on désigne par ai(f), k€ Z*: les coeffi-
cients de Fourier de f. Pour r entier, r > 0 (par exemple)
on pose

H(T", R") = {f e L(T", d, R")| 3 (1 + [KY]a(f)]* < + o)
. ezr - : .
Soit Cj(T" R") (resp Hj(T", R") Pespace des f e C(T% R®)
(resp. fe H(T" R") wvérifiant q,(f) = f" f(z) dz = 0.
On a (par récurrence par exemple) C'(T*, R*) < H"(T" R").
On voit facilement que la majoration |a| < C|b||k|*
(a entier) implique si r>a, ona: o

L: HT" R") — H-%T", R")
(Bulf), k€ Z7) ~ (@(L) = ok i k# 0 et a0 =0)

et par le théoréme de Sobolev :
L: CyT", R") — C¥T", R") avec B =a -+ [—g—]—}- 1.
Autrement dit, I’application linéaire
L : Zb,e2™k2) 5 3g, 62k 2
est un 1-% morphisme (i.e. pour tout r > 8
L: CyT* R — C—5§T* R")
est linéaire continBe).
On détermine £ et donc par (1):
E=EFo(1+% G

L’application (£, 2, 3)— (€, %) étant une ‘composée de
Z-morphismes (voir les expressions (1), (2), (3), (4), () et
[9], [10])) est un Z-morphisme qui est une £-section de
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T®.(§, ) au voisinage de (0,0) et I'on peut donc appli-
quer le théoréme des fonctions implicites de F. Sergeraert,
voir [9] et [10].

Il existe un voisinage de V de R, dans Diff2(T*) pour
la C* topologie et une application continue

s: Vo>Diffo(T*) x T*

telles que @y o5 = 1y.
Ce qui termine I'esquisse de la démonstration du lemme
fondamental.

COROLLAIRE DU LEMME FONDAMENTAL. — Le plus petit
sous-groupe distingué engendré par T* dans Diff7(T") est
Diffz (T").

Démonstration. — W=(T") est d’aprés le lemme fondamen-
tal un sous-groupe ouvert au voisinage d’une translation R
satisfaisant a4 une condition diophantienne (il en existe);
W=(T") est donc un sous-groupe ouvert et donc un sous-
groupe fermé, et ’on a bien W*(T") = Diff*(T") car Diff3(T?)
est un groupe topologique connexe.

Démonstration du théoréme. — Soit A = {ze G||z] < 1}
et St = dA = {z € Cl|z| = 1}.
On a l'isomorphisme suivant: '
p: Tt > St
t — e

Soit H, le groupe des applications biholomorphes de A.

Par le lemme de Schwarz, on voit facilement que ge H,
si et seulement s’il est de la forme:

zeA — g(z) =a_(z;—a_) avec acdA et acA (I
1—az -

H, est un sous-groupe de Diff*(S') car g se prolonge
uniquement 4 un difféomorphisme de ?A =St (voir la
formule I); et donc par l'isomorphisme ¢ de T* sur S,
H; est isomorphe a un sous-groupe H de Diff3(T1).
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Sil'on fait a =0 dans (I), on a, une fois sur T*:
' Tt e Hc— Diff2(T?).
H est aussiisomorphe & PSL (2, R) = SL (2, R)/{— 1, + 1},
d’ou il résulte que H = [H, H]. On a, si H" est le produit
de n exemplaires de H:

T" <« H* = Diff=(T").

Mais, on a =
H* = [H", H*] < [Diff7(T"), Diff 2 (T")]

et donc d’aprés le corollaire du lemme fondamental, on a les
inclusions :

Diff(T") = W=(H") < [Diff3(T"), Diff(T")]
d’ot1 il résulte que Diff>(T") est un groupe parfait.

CororraIrE 1. — [Diffs(T™), Diff*.(T*)], si k estun entier,
k > 1, est un sous-groupe partout dense dans Diff* (T")
pour la C* topologte.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que le groupe
Diff2(T*) = [Diff} (T"), Diff" (T")] est dense dans Dlﬂ"‘ (T
par la C* topologle par approx1mat10n

Cororratre 2. — Difft (T") est un groupe topologiquement
stimple st 1 <k < 4+ o pour la C* topologie et simple
st k=4 oo. v

Démonstration. — Ce corollaire résulte d’une proposition
d’Epstein [4] qui affirme que tout sous-groupe distingué
différent de {1x} du groupe Diffs (M), ou M est une variété
compacte connexe, contient le groupe des commutateurs

[Diff (M), Diffx (M)] et le corollaire 2 résulte du corollaire 1.

CoroLLAIRE 3. — Les difféomorphismes de T" de classe
C® qui sont sur un groupe a un paramétre de classe C* engen-

drent Diff2(T").

Démonstration. — Chaque translation R, € T* < Diff$(T")
est sur un groupe a un parametre de classe C*. On remarque
que si g€ Diff2(T") est sur un groupe & un paramétre de
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classe C~, alors pour tout ¢ e Diff*(T"), le . conjugué
¢l o go ¢ estaussisurungroupe a un parametre de classe C>.
Le corollaire 3 résulte du corollaire du lemme fondamental
(il résulte aussi du corollaire 2).
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