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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
22, 4 (1972), 97-160.

ESPACES HARMONIQUES
SANS POTENTIEL POSITIF

par Victor ANANDAM

Introduction.

Dans le cadre axiomatique de la théorie du Potentiel, selon
M. Brelot [7], [8], on se donne un espace î2 localement
compact, non compact, connexe et localement connexe (t2
étant obtenu parla compactification d'Alexandroff, qui adjoint
«le point à l'infini)) (9L). Î2 est pourvu d'un faisceau de fonc-
tions harmoniques satisfaisant aux axiomes 1, 2, 3 bien connus,
qui sont de caractère local, et on suppose, en outre, générale-
ment l'existence d'un potentiel > 0 dans i2.

Alors, la théorie ressemble à la théorie classique dans R"
(n ^ 3), mais ne s'applique pas globalement à R2 où il
n'y a pas de potentiel > 0. On connaît les particularités de
la théorie du potentiel dans le plan : allure différente des
fonctions harmoniques à l'infini; fonction fondamentale

1log .————. qui n'est pas partout > 0 comme \x—î/j2""
1^ — y\

ce qui entraîne bien des différences et quelques difficultés.
Le présent travail se propose de développer la théorie

axiomatique, sans supposer l'existence d'un potentiel > 0
dans Q et donc de chercher à étendre les particularités du
cas plan.

L'hypothèse d'une fonction harmonique > 0 permet de se
ramener au cas où les constantes sont harmoniques, ce que
nous supposerons. Remarquons, dans le cas de non existence
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d'un potentiel > 0 dans û, l'hypothèse que la constante 1
est surharmonique équivaut à ce que 1 est harmonique.

Un espace 0. est dit B.H. si les axiomes 1, 2, 3 sont satis-
faits, avec les constantes harmoniques. On dit qu'un espace
û B.H. est B.P. ou B.S. selon l'existence ou non d'un
potentiel > 0 dans û.

Dans le chapitre I.
— On rappelle des notions sur le problème de Dirichlet

pour un ouvert de ti, en particulier pour le complémentaire
d'un compact dont 0L est point-frontière. Aussi on introduit
pour les utiliser une exhaustion, c'est-à-dire l'existence d'une
suite îîn de domaines réguliers (Q^ c: iî^-i, u û^ == t2)
disposant de toute hypothèse de dénombrabilité de ii, et les
compacts e.r. (extérieurement réguliers), c'est-à-dire dont les
points-frontières sont réguliers pour le complémentaire, ce qui,
vu leur répartition assez dense, évitera l'emploi de compacts
quelconques et d'hypothèse supplémentaire sur Q et le
faisceau.

— On donne quelques conditions nécessaires et suffisantes
pour que Q. soit B.S.; ainsi, comme il est en somme connu,
£ï est B.S. si et seulement si dans le problème de Dirichlet
pour l'extérieur d'un compact non-localement polaire, (Si est
de mesure harmonique nulle.

— Après des exemples classiques, on démontre que dans un
espace Q B.S., il existe une fonction harmonique H ^ 0 en
dehors d'un compacta telle que pour toute u harmonique dans
îî, [H — u\ est non bornée en dehors d'un compact. C'est un
résultat qu'on utilise souvent dans la suite.

— On démontre aussi, de manière nouvelle, dans un espace
û B.P., un théorème de prolongement d'une fonction harmo-
nique au voisinage de CL selon une fonction harmonique dans
iî, qui n'en diffère que d'une fonction bornée au voisinage
de dl. Ce résultat que M. Nakai avait obtenu en utilisant la
théorie de Riesz-Schauder est une extension en cas axio-
matique d'un théorème sur les surfaces de Riemann (voir
Sario et autres auteurs). Ici, la démonstration utilise seulement
le fait que dans Q. B.P., {CL} est de mesure harmonique non
nulle pour (ti — K), K étant compact non-localement-
polaire.
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Dans le chapitre I I .

— On reprend la théorie de M. Nakai, exposée dans le livre
« Principal functions » de Rodin et Sario [16] et qui introduit
une notion de flux à l'infini d'une fonction harmonique dans
un espace B.S. (Nous la ferons apparaître, d'ailleurs, comme
une généralisation de la notion élémentaire dans R2.) On
complétera la théorie de M. Nakai par une nouvelle propriété
caractéristique des espaces B.P. et B.S., selon l'allure de la
solution H?" pour u harmonique hors d'un compact et û^
croissant de limite û.

Dans le chapitre I I I .

On étudie les fonctions surharmoniques dans un espace B.S.
On démontre :

— Un théorème du prolongement d'une fonction surharmo-
nique dans un ouvert selon une fonction surharmonique dans
Q, la différence étant harmonique dans un ouvert plus petit
(voir l'énoncé précis 3.4). On en déduit un théorème fondamental :
dans un espace D B.S., pour tout x e û, il existe une fonc-
tion surharmonique dans t2 de support {x} ; sous certaines
conditions, elle est déterminée à une constante additive près
et un facteur près.

— On introduit un nouveau flux (même pour une fonction
surharmonique) mais qui vaut en fait à un facteur près le flux
de Nakai dans le cas harmonique.

— Un théorème d'existence de fonction harmonique avec
deux singularités données à un facteur près et bornée à l'infini;
et un théorème de partition analogue à celui de Mme Hervé
dans un espace B.P., mais moins précis.

— Un théorème £ approximation des fonctions continues sur
un compact par des différences de deux fonctions surhar-
moniques, non nécessairement ^ 0, continues dans t2.

— L'existence, pour un ensemble e localement polaire^
d'une fonction surharmonique s dans t2 infini sur e.

— Quelques propriétés caractéristiques d'un domaine co
(dit du type B.P.) où il existe un potentiel > 0.

Ensuite, en s'inspirant de l'article de M. Brelot [4] sur
l'allure des fonctions harmoniques ou surharmoniques clas-
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siques à l'infini, on a été amené à approfondir comme suit la
même notion en axiomatique :

— On étudie les fonctions surharmoniques dites admissibles
qui sont les fonctions surharmoniques admettant une mino-
rante harmonique au voisinage de CL ou encore de flux fini à
l'infini. Dans le cas classique de R2, ce sont les potentiels
logarithmiques de masse ^ 0 à une fonction harmonique
près. Elles permettent l'étude d'un balayage.

— On introduit la notion de fonctions harmoniques à
l'infini comme fonctions harmoniques et bornées au voisinage
de (9L, ce qui a divers équivalents. Cela conduit à une notion
de dimension harmonique à Vinfini (généralement celle de
M. Heins [13] sur les surfaces de Riemann). Une fonction u
harmonique ^ 0 hors d'un compact K e.r., tendant vers 0
sur ôK, est dite minimale si toute autre analogue minorante
lui est proportionnelle. Elle est nulle si le flux à l'infini est nul.
Le nombre des fonctions minimales (à un facteur près) autres
que 0, est dit la dimension harmonique à l''infini de iî.
(Cette dimension est indépendante de K.) Cela fournit
d'importants compléments : ainsi, dans le cas de proportion-
nalité locale (proportionnalité des potentiels de support
ponctuel donné), la dimension harmonique 1 entraîne que la
fonction fondamentale du théorème 3.6, quand elle est bornée
supérieurement au voisinage de (ît, est unique à un facteur
près et une constante additive près, comme dans R2 avec

log -.—r-
hr1 1
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CHAPITRE 1

ESPACES HARMONIQUES
AVEC OU SANS POTENTIEL > 0

1. Axiomes et définitions.

û est un espace localement compact, non compact, connexe
et localement connexe. On obtient û en adjoignant le point
d'Alexandroff 0L. Les notions topologiques sont prises dans ti.

Dans tout ouvert <o est donné un espace vectoriel réel de
fonctions finies, continues dites harmoniques satisfaisant aux
axiomes 1, 2, 3 bien connus de M. Brelot [7] dont on utilisera
la théorie.

Ainsi, on sait définir les fonctions hyperharmoniques,
surharmoniques et les potentiels qui sont les fonctions sur-
harmoniques de plus grande minorante harmonique nulle.

On peut supposer en plus qu'il existe une fonction harmo-
nique H > 0 dans û. Cette hypothèse est plus faible que
celle de l'existence d'un potentiel > 0 dans û; en effet,
d'après MM. Constantinescu et Cornéa, sans autres hypothèses,
l'existence d'un potentiel > 0 dans û implique, grâce aux
axiomes 1, 2, 3, l'existence d'une fonction harmonique > 0
dans £î. Remarquez que l'existence d'une fonction surhar-
monique P > 0 dans t2 n'est pas plus faible que l'hypothèse
d'existence d'une fonction harmonique H > 0 dans 0; en
effet, si v n'est pas harmonique, il existe un potentiel > 0
dans û.

Soit f une fonction harmonique > 0 dans 0, ; alors, les
quotients par f des fonctions harmoniques forment un nou-
veau faisceau (de fonctions f-harmoniques) satisfaisant aux
mêmes axiomes, et contenant les constantes. Pour bien des
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problèmes, on peut passer dans Q des fonctions /"-harmoniques
aux fonctions harmoniques et inversement; aussi, on fera
dans la suite l'hypothèse supplémentaire que la constante 1
est harmonique dans tî.

DÉFINITION 1.1. — Un espace ti est dit B.H. s'il est un
espace du type fondamental (axiomes 1, 2, 3) avec les constantes
harmoniques.

De cette définition, on ne peut pas déduire qu'il existe un
potentiel > 0 dans û. Si, par exemple, on suppose qu'il
y a une fonction surharmonique positive, nonharmonique
dans 0. B.H., alors il est clair qu'il existe des potentiels > 0
dans û. Plus précisément,

PROPOSITION 1.2. — Dans un espace Q B.H., Inexistence
Sun potentiel > 0 équivaut à celle (Kune fonction surharmo-
nique no nco nstante, bornée intérieurement en dehors Sun com-
pact.

En effet, soit V une fonction surharmonique nonconstante
dans û, bornée intérieurement en dehors d'un compact X.
V étant bornée intérieurement sur X aussi, il existe une
constante M telle que U = V — M > 0 dans Û, et U
n'est pas constante. Si u{x^) > u(^), soit a un ouvert
contenant x^ où u > X > ù{x^) ; alors, d'après la notion de
réduite [7], on obtient : î{.^ ^ u et R-^ == X dans a.

Puisque R^ ^ X, la fonction surharmonique R^ ne peut
être harmonique sans être égale partout à son maximum X
dans Q; mais ^(^2) ^ u{x^j > X. On en déduit l'existence
d'un potentiel > 0 dans Û.

Inversement, tout potentiel > 0 dans Û est nonconstant.

DÉFINITION 1.3. — Un espace Û, B.H. est dit B.P. ou B.S.
suivant qu^il existe ou non un potentiel > 0 dans Û.

Si on considère les surfaces de Riemann ouvertes, pourvues
des fonctions harmoniques classiques, comme des espaces
B.H., la surface hyperbolique sera un B.P. et la surface
parabolique sera un B.S. On aurait conservé dans le cas
général les mots hyperbolique et parabolique, mais M. Loeb [15]
a utilisé ces termes dans le cas axiomatique dans un sens un
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peu différent. Par exemple, dans le cas où 1 est surharmonique,
mais non-harmonique, selon [15], i2 est parabolique ou
hyperbolique suivant que la constante 1 est un potentiel ou
non.

2. Mesure harmonique du point à l'infini.

Rappelons d'abord quelques propriétés d'un espace Q. B.H.
extraits de [7], [11] et [15].

Selon M. Cornéa [11], un espace û B.H. est l'union d'une
suite croissante de compacts dans Q.

Principe du Minimum (M. Loeb [15]).

Soit co un ouvert dans un espace 0. B.H. Si V est une
fonction surharmonique dans co satisfaisant à lim inf V ^ À
en tout point-frontière (dans t2), alors V ^ X dans co.

Pour œ ouvert dans û et f une fonction définie sur ôco,
l'on note H^ == inf V où V est hyperharmonique dans œ,
et lim inf V(a;) ^ A^o) pour tout XQ e ôco. C'est une fonction

xeiû, X->XQ >—oo _ _
croissante de /*. Soit H'; == — H^^. On sait que Hy ^ H}°;
si ces fonctions sont égales et finies (donc harmoniques),
on dit que f est résolutive pour œ. (Voir M. Brelot [7]).
On sait qu'il en est ainsi si co est relativement compact
dans û.

Adoptons quelques définitions de [15] afin d'utiliser son
travail. Soit XQ e ôco. M. Loeb dit que XQ est régulier pour <o
si pour toute fonction f bornée sur ô<o, lim sup H^ ^ lim sup /*.

XGtù, 3C->Xo

Notez que cela équivaut à la régularité classique de XQ pour
un ou tout p n (o où ^ est un voisinage ouvert de XQ,
relativement compact dans û.

On appelle barrière pour co au point XQ, une fonction h
harmonique > 0 définie dans l'intersection de <o et d'un
voisinage ouvert de XQ et telle que lim h[x) == 0. Alors

X->XQ
(d'après [15], p. 181) si XQ e ôco n 0, et qu'il existe une
barrière pour œ en XQ, XQ est régulier pour co (cette défi-
nition est plus forte que la forme ordinaire avec h surhar-
monique, qui suffit à entraîner la régularité, d'après [7],
p. 118).
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Dans un espace 0. B.H., un compact K est dit extérieure-
ment-régulier (e.r.), s'il existe une barrière pour (Q — K)
en tout point de ôK.

LEMME 1.4 (Loeb [151). — Dans un espace û B.H., pour
un compact X et un domaine D ^ X, il existe toujours un
compact K e.r. et un domaine o> régulier tels que
X c : K c K c : c ù c = © c : D .

Exhaustion de 0. (d'après le lemme 1.4 ci-dessus et [11]).
Si 0. est un espace B.H., alors Q === u û^ où {QJ

est une suite croissante de domaines réguliers tels que
Î2^ <= 0-n+i pour tout n, et qui contiendront tout compact X
à partir d'un certain rang.

Notation. — Soit K un compact non-localement polaire
(voir [7], p. 127), dans un espace Q. B.H. Pour une fonction f
définie sur ôK, soit f la fonction égale à f sur ôK et 0

*
à (SI. Si f est résolutive, par rapport à (ii — K), désignons
par BK/* la fonction égale à H}0-̂  = Hf-^.

Remarquons que les constantes sont résolutives et la somme
(ou la différence) de deux fonctions résolutives est résolutive.
Par conséquent, pour démontrer qu'une fonction f finie sur
ô(t2 — K) est résolutive, on se ramènera à l'hypothèse
f(0L) = 0; alors, tout se déduit des deux cas f ̂  0, f ̂  Q
dont le second se ramène au premier.

Résoluti^ité pour un compact e.r.
Soit K un compact e.r. et soit f une fonction finie continue

sur ôK. Alors, BK/* existe dans (û — K) et tend ^ers f
sur ôK.

Ce résultat annoncé, dans le cas le plus général (dans
M. Brelot, [8], p. 60) peut être démontré brièvement de la
manière suivante :

Supposons f > 0 sur ôK.
Soit {0-n} une exhaustion régulière contenant K. Soit

h^ = H}0""̂  dans (î^ — K), la solution du problème de
Dirichlet dans (^ — K) avec la donnée-frontière

__\f sur ôK
/0 = f0 sur où.
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Définissons

U n =
(^ dans (Q.,, — K)
(0 dans (i2 - Q,)

Alors, pour tout yi, U« est sousharmonique bornée dans
(û - K) et U, ^ U,+i ^ W-^ ^ supf. Par conséquent,

* ÔK —
U = lim U» est harmonique dans (Q — K) et U ^ H^"10,
ce qui implique que dans (û — K), U = HÇ?^ == H^"^ == BK/*.

On démontre dans les théorèmes suivants la résolutivité
d'une fonction finie continue sur ô(û — K), où K est un
compact non-localement-polaire.

PROPOSITION 1.5. — Soit Û un espace B.S. et soit K un
compact non-localement-polaire. Si une fonction f = 1 sur K,
alors f est résolutive pour (fi — K) et BK/*== 1.

Démonstration. — Soit {^n}n^.i une exhaustion régulière
de û, contenant K.

Supposons
T T = ̂ î " dans û"

?0 dans (û - ûj

Alors, dans (û — K), U^ est une fonction sous-harmonique
^ 0 et pour M ^ 1 H, ^ U^+i ^ JH^ ^ 1.

t2 étant B.S., lim U^ = i dans Q* _
Donc, dans (îl - K), 1 = sup U, < H^ ^ 119̂  ^ 1.
Ainsi, /* est résolutive pour (û — K) et K^f = i.

COROLLAIRE 1.6. — Soient Q, un espace B.S. et K un
compact non-localement-polaire. Si <o est une composante
connexe de (t2 — K) qui n'est pas relativement compact, il
existe une fonction surharmonique s > 0 dans co tendant vers
oo en <9L

En effet, d'après la proposition 1.5, {(SI} est de mesure
harmonique nulle pour (t2 — K). Donc, si XQ e co, il existe
dans eu une fonction surharmonique ¥„ > 0 pour n ^ 1,

telle que V,(^o) < . et lim inf V,(^) ^ 1. Alors, 5 -= S V
z ^er,)^^ n

est surharmonique > 0 dans œ, tendant vers oo en {dl}.
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THÉORÈME 1.7. (Constantinescu-Cornéa [10]). — Soit il un
espace B.S. et soit co un domaine dans tî. Si (il — c>>) e5(
non localement polaire, il existe un potentiel > 0 dans œ.

Démonstration. — Comme (û — œ) est non localement
polaire, il existe un compact X tel que K = X n (û — <o)
est non localement polaire.

Soit COQ la composante connexe de (Q — K) qui contient
(o. Si eu est relativement compact, il existe un domaine
régulier 8 ==> es (voir lemme 1.4) et donc il y a des potentiels
> 0 dans <ù.

Si û> n'est pas relativement compact, d'après le corollaire
1.6, il existe une fonction surharmonique s > 0 dans (OQ ==> co,
tendant vers oo en (9L. Ainsi, il existe une fonction surhar-
monique s > 0 non-constante dans œ et donc il y a des
potentiels > 0 dans o.

THÉORÈME 1.8. — Soit Q. un espace B.H. et soit K un
compact non localement polaire. Si f est une fonction finie
continue définie sur ô(t2 — K), f est résolutive pour (Q — K).

Démonstration. — Comme remarqué en haut, il suffit de
considérer la résolutivité de f pour (û — K) où f est finie

*continue ^ 0 définie sur ôK.
Cas I. — û est B.P.
Soit {^-n}n^i une çxhaustion régulière de û contenant K.
Soit p un potentiel > 0 fini continu dans û. Alors p

est résolutive pour (û — K). *
En effet, supposons

^ ((R^ dans ^
( 0 dans (îî — ûj

Dans (t2 — K), Un est sousharmonique ^ 0, et pour
n > 1, U, < U^i < Hjû-10.

Dans (i2 — K), ft^*= R^ = inf V où 9 est la famille
v<s9

de fonctions surharmoniques > 0 dans û telle que V > p
sur K. Donc, si V e 3?, V > H^"^; par conséquent, dans
(0 - K), R^ > H^.
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Dans Q, (R^Q,. -> R^ (voir M. Brelot [7], p. 122). Donc,
dans (Q — K),

R? == sup U, < H?-11 < H?-1 < R^.
• *

Ainsi, p est résolutive pour (ii — K) et B^p = R^.
*

On sait que toute fonction finie continue sur un compact
X <= û peut être approchée uniformément sur X par des
différences de deux potentiels finies continues dans û
(Mme Hervé [14], p. 437). On en déduit que f est résolutive
pour (t2 — K).

Cas I I . — û est B.S.
Soit 0 < / ^ M sur ôK.
Soit V^ la solution du problème de Dirichlet dans (tin -— K),

la donnée f sur ôK et M sur ôtl^; prolongée par M dans
(û — tij, \n est surharmonique ^ 0 dans (ii — K).
{V,i} étant une suite décroissante dans (0. — K), si
V-limV,,

V est harmonique dans (Q — K) et V ^ H^ (1)

Soit Un 1e1 solution du problème de Dirichlet dans (Q^ — K)
la donnée f sur ôK et 0 sur ôti^; prolongée par 0 dans
(î2 — îîj, Un est sous-harmonique ^ 0 dans (0 — K),
{U^} étant une suite croissante dans (iî — K), si
U=limU,,

U est harmonique dans (fl — K) et U ^ H^ (2)

Soient hn la solution du problème de Dirichlet dans
(O.n — K), la donnée 0 sur ôK et M sur ôi^; prolongée
par M dans (ii — t2J, hn est surharmonique ^ 0 dans
(t2 — K) et comme dans la proposition 1.5, {(SI} étant de
mesure harmonique nulle pour (t^ — K),

h == lim ̂  = 0 dans (û - K). (3)

Finalement, on remarque que, pour chaque n, V^ == Un + ^n
dans (^2 — K) et donc pour n -> oo on a V = U dans
(û — K). Par conséquent, d'après (1) et (2), f est résolutive
pour (î2 — K) et B^f = U = V dans (û*-K).
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Ainsi, dans un espace û B.H., si K est un compact non
localement polaire, B^i existe dans (Q — K) et
0 < BKÎ ^ 1; dans chaque composante connexe de (û — K),
BRI = 1 ou 0 < B&1 < 1.

DÉFINITION 1.9. — Dans un espace û B.H., soit k un
compact non localement polaire. Une composante connexe de
(i2 — k) qui rSest pas relativement compacte est dite P-domaine
ou S-domaine^ correspondant à /c, selon que B^i y est < 1
ou = 1.

PROPOSITION 1.10 [15]. — Un espace û B.H. est B.P. si
et seulement si pour un ou tout compact k e.r., il existe au moins
un P-domaine correspondant, ou encore si et seulement si {0L}
n^est pas de mesure harmonique nulle pour (il — A*).

Démonstration. — Supposons 0 < B^i < 1 dans une
composante connexe de (t2 — k).

Alors,

v = i?»œ/,1 dans (û — k)
( 1 dans /c,

est surharmonique > 0 et non constante dans û. Donc,
Q est un B.P. (Proposition 1.2).

Si iî est un B.P., il existe un potentiel p > 0 dans il
tel que min p = 1; donc, p{xo) = 1 pour quelque XQ e ô/c

ô&
et p ^ 1 sur k.

Si s = inf p, alors s < 1. Par conséquent, il existe un
0

x^ e (tî — k) tel que p(x^) < 1.
Par définition de l'opérateur B^ (p étant un potentiel

dans û majorant 1 sur /c), on a B^l ^ p dans (û — A*).
Ce qui implique que B,,l < 1 dans la composante connexe de
(Q — k) contenant {^i}.

PROPOSITION 1.11. — Soit 0. un espace B.P. et soit k
un compact e.r. dans i2. Soit U la fonction B^l dans
(û — /c), prolongée par 1 dans k. Alors y dans û, U est un
potentiel et U = Rî (== R^).
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Démonstration.— B^l ^ 1 et B/,1 tend vers 1 sur bk.
Par conséquent, U est une fonction continue et surharmo-
nique > 0 dans û.

De plus, îi étant B.P., il existe un potentiel p dans t2,
majorant 1 sur k. Un tel potentiel p étant > Bj,l dans
(Q — /c), on obtient que p ^ U dans i2 et donc, U aussi
est un potentiel dans Q.

Nous allons maintenant démontrer que U == Ê.Ï. Première-
ment, U étant un potentiel égal à 1 dans /c, on obtient
U ^ R^. Soit 9 la famille de fonctions V surharmoniques
> 0 dans û majorant 1 sur k. Alors, pour tout V e 3?,
V ^ Bfcl dans (û — K) et par conséquent V ^ U dans û.
Donc, R Ï = = i n f V > U dans Q.

^
Ainsi, on a démontré que U continue vaut dans û, R^

ftî).(OU

3. Quelques propriétés caractéristiques d'un espace B.P.

On va s'inspirer des propriétés des espaces de Green [9].

PROPOSITION 1.12. — Soit k un compact e.r. dans un espace
ÛB.P.; soit U harmonique dans 0, et valant B&U dans
(Q - /c). Alors U == 0.

Démonstration. — Soit X une constante telle que
— X ^ U ^ À sur /c.

Alors, dans (û — /c), U == B^U implique que

— ABRI ^ U ^ XB^I dans (û — /c).

Par conséquent, d'après la proposition 1.11, on obtient que
pour le potentiel Ê.Ï dans t2, — X R ^ ^ U ^ XÊ^ dans Q,
et donc U = 0.

COROLLAIRE 1.13. — Soient h harmonique > 0 dans un
espace Q B.H. et k un compact e.r. Alors dans (û — /c),
B/cA pau( h ou non selon que 0. est B.S. ou B.P.

En effet, si û est B.P. et h est harmonique > 0, alors,
d'après la proposition 1.12, B^h ^ h dans (û — /c).
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Si û est B.S., toute fonction surharmonique > 0 dans
Q est une constante (voir proposition 1.2.).

Donc, si ti est B.S. et h est harmonique > 0 dans Q,
alors h est une constante. De pluSy dans ce cas, il n'existe
aucun P-domaine correspondant à k (proposition 1.10.).
Par conséquent, dans (û — /c), B^A == A(Bfcl) = A.

PROPOSITION 1.14 [15]. —Soient Q un espace B.S. et U
une fonction sousharmonique bornée supérieurement définie
dans un ouvert <ù ( ̂  t2). Si pour tout XQ e ô<o n t2,
lim sup U(a;) < 0, aZor^ U < 0 rfan^ (û.
XG(JÙ, X->XQ

En effet, soit

V== L 0 dans (û — co)
^sup (U, 0) dans (ù.

Alors, V est une fonction sousharmonique bornée supé-
rieurement dans û. Et, tî étant un espace B.S., V est la
constante 0 (c'est une conséquence de la proposition 1.2.).
Par conséquent, U ^ 0 dans œ.

COROLLAIRE 1.15. — Soient t2 un espace B.S. et k un
compact e.r. Si U est une fonction bornée continue dans (î2 — k)
et harmonique dans (Q —Je), alors U == B^U rfan^ (tî — A*);
CT particulier^ si U e5( harmonique bornée dans (t2 — fc)
e^ ^nrf per^ 0 sur ô/c, aZor^ U == 0.

En effet, si U est bornée continue dans (0. — k) et harmo-
nique dans (Û — /c), alors V = (U — B/cU) est harmonique
bornée dans {0. — k) tendant vers 0 sur ô/c. Donc, dans
(Q — /c), V === 0 (c'est une conséquence de la proposition 1.14).

Dans chaque domaine relativement compact dans un espace
ti B.H., il existe un potentiel p > 0; c'est une conséquence
du lemme 1.4, selon lequel un tel domaine est contenu dans
un domaine régulier. Soit 8 un domaine régulier de û et
XQ e 8. Alors, il existe un potentiel p > 0 dans 8 à support
{xo} [10]. Si œ est un domaine relativement compact
contenant 8, il existe un potentiel unique p^ dans <o,
harmonique hors Xo, et tel que p^ = p + une fonction
harmonique dans 8 (voir, Mme Hervé [14], p. 458). C'est la
plus petite fonction surharmonique ^ 0 dans œ de forme
indiquée dans 8.
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Soit S la famille de domaines relativement compacts
contenant 8. Alors, on voit que p^ est croissant selon 9
et on a :

PROPOSITION 1.16. — û est B.P. si et seulement si
sup p^=l= oo.
fa)€^

En effet, si V = supp^^ oo, alors dans û, V est une
^

fonction surharmonique > 0 qui n'est pas harmonique;
donc, 0, est un B.P.

Inversement, si Q. est un B.P., il existe un potentiel
unique p^ dans Q, à support {xo} tel que [p^ == p + une
fonction harmonique) dans 8. Par conséquent, pour chaque
û) e 9?, p^ ^ p^ dans co et donc sup p^ =1= oo.

4. Un exemple dans le cas classique»

Dans R2, log |o;| est une fonction harmonique dans \x\ > 1
telle que pour toute U harmonique dans R2, (U — log \x\)
n'est pas bornée dans le voisinage du point à l'infini (sinon
U —>- oo en 0L et majore toute constante fixe dans R2,
d'après le principe du minimum).

En revanche, dans R3, il n'existe pas de fonction jouant
le rôle précédent de log | x\ ; cela résulte de la propriété
suivante qui n'a pas d'analogue dans R2.

Soit U harmonique définie dans un ouvert œ > {\x\ ^ r}.
Il existe une fonction harmonique V dans R3 telle que | V — U|
est bornée dans {\x\ ^ r}.

En effet, soient x e D = {z : \z\ > r} et \x\ = p. Rappe-
lons des propriétés données par M. Brelot dans [4]. D'abord,
dans D:

U(^) = k + -^ + i p-Y^e) + ^ I^

où Y^(6) et Y^(6) sont des fonctions de Laplace d'ordre n
du point 6 sur la sphère-unité (6 correspond au vecteur-
unité de x). Pour p < À fini fixé quelconque, les termes du
premier 2 sont toujours majorés en module par les termes
d'une série numérique convergente; pour p > X fixé > r
propriété analogue du second 2.
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Soient y un point quelconque dans R3 et \y\ == pi.
00

Alors, V(y) == K + 2 PÎ^i) (61 correspond à y) esti
harmonique dans R3 et |V — U| est bornée dans
{x : \x\ > r}.

On va voir des extensions de ces propriétés dans un B.S.
ou un B.P.

5. Extension en cas axiomatique.

THÉORÈME 1.17. — Soient Q, un espace B.H. et K un
compact non localement polaire. Soit <ù un S-domaine corres-
pondant à K. Il existe une fonction harmonique h > 0 non
bornée dans o>. Si K est compact e. r., cette fonction h dans co
tend vers 0 sur ôK.

Démonstration, — Soient {îin} une exhaustion régulière
de Q contenant K et XQ e Qi n co. Si V^ est la solution
du problème de Dirichlet dans (û.n — K) avec la donnée-
frontière 1 sur ôûn et 0 sur ôK, soit

IL
^ dans (^-K)
4 dans (tî - ÛJ

Alors U^ > 0 est surhârmonique dans œ et harmonique
U frc)dans (û^ — K) 0 œ. Posons An(^) == nv / dans œ. D'après
L'n^o)

le principe de Harnack [10], on peut extraire une sous-
suite {hn} de {h^} qui converge localement uniformément
dans û) vers une fonction harmonique h ^ 0; A(^o) === 1
implique que h > 0 dans co.

On va démontrer que h est non-bornée dans œ. Suppo-
sons, au contraire, pour une constante À > 0, on a h < X
dans œ.

Soit D un domaine régulier contenant K. La convergence
uniforme locale de {hn} vers h dans <o implique que pour
n ^ no, on a An ^ X dans ôD n œ. (D'après le théorème 10,
p. 85 [7] de M. Brelot) à partir de certain rang de n, h'n est la
solution du problème de Dirichlet dans (D — K) avec la
donnée-frontière hn dans ôD et 0 sur ôK. Par conséquent,
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H1 — (Ri)?) étant harmonique ^ 0 dans (D — K), ten-
dant vers À sur ôD, on a h'n ^ À(l — (R^%) dans
(D — K) n œ ce qui implique que h ^ X(l — (R?)n) dans
(D — K) n œ.

D étant un domaine arbitraire contenant K, on a (comme
dans la démonstration du théorème 1.8) h < X(l — BJ.)
dans (û — K) n œ. Mais, œ étant un S-domaine (c'est-
à-dire BKI == 1 dans œ) on en déduit que h ^ 0; c'est une
contradiction.

Ainsi, on a démontré que h est une fonction harmonique
> 0 non bornée dans œ.

Dans le cas où K est e.r., pour un domaine D fixé conte-
nant K, on a pour n > n^ par le principe de Harnack dans
(ù, sup h'n ^ aAn(rro) == a pour une constante a > 0. Alors,

comme en haut, on démontre que h ^ a(l -- (R?)n) dans
(D — K). K étant e.r., (R^% tend vers 1 sur ôK. Par
conséquent, h —> 0 sur ôK.

THÉORÈME 1.18. — Soit û un espace B.S. Alors dans Q,
tl existe une fonction harmonique U définie en dehors d'un
compact, telle que pour toute V harmonique dans £î, |V -— U|
est non bornée dans v n i2 où p est un voisinage de {<SL}.

Démonstration. — Soit /c un compact e.r. dans û, ti
étant B.S., il n'existe aucun P-domaine composant de
(û — K) (proposition 1.10). Soit œ un S-domaine composant
de (Q — K). (D'après la proposition 1.9, û étant non-
compact, nécessairement il existe au moins un S-domaine
composant de (t2 — K).)

D'après le théorème 1.17, il existe une fonction harmonique
H > 0 dans co, non-bornée et tendant vers 0 sur ôK.

Soit U la fonction dans (û — K) égale à H dans œ,
prolongée par 0 ailleurs. Alors, U ^ 0 est harmonique dans
{CL — K) et limsup V(x) = oo.

a;e(û-K),a-»a
En outre, pour toute V harmonique dans û, |V — U[ est

non-bornée en dehors d'un compact. En effet, supposons au
contraire qu'il existe une fonction harmonique V dans û
telle que | V — U| < À en dehors d'un compact X. On en
déduit que V est bornée intérieurement dans (û — X),
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parce que U ^ 0; par conséquent, V est constante (propo-
sition 1.2.). C'est une contradiction avec le fait que |V — U|
est bornée dans (Q — X) et lim sup V{x) == oo.

x->a,
Voici maintenant, avec une démonstration directe, un théo-

rème de M. Nakai qui généralise un résultat (concernant des
fonctions principales des surfaces de Riemann), dû surtout à
M. Sario.

THÉORÈME 1.19 [16]. — Soient û un espace B.P. et K
un compacte.T. Soit h une fonction finie continue dans ( Q — K )
et harmonique dans (û — K). Alors, il existe une fonction
harmonique H dans 0. telle que H — h = BK(H — h)
dans (û -- K).

Démonstration. — Soit co un domaine régulier contenant K.
Q étant B.P., BKÎ =^ 1 dans (ti — K) (d'après la propo-
sition 1.10). Soit U la fonction dans (ti — K) égale à B&1
dans (û — K) prolongée par 1 sur ôK; alors V === Hiî < 1
sur K (parce que <o est un domaine et U ^/L 1 sur ôœ).
Donc, (U — V) > 0 sur ôK, et par conséquent, on peut
choisir À et pi tels que : À > 0 > pi et sur ôK,

X ( U - V ) ^ W-h) ^ p i (U-V) . (1)

Aussi, sur ôco, (U — V) = 0 == (H^ — h) et donc,

X(U - V) = (H? - h) = pi(U - V) == 0 sur ôco (2)

Dans (û) — K), (U — V) et (H^ — h) étant harmoniques,
on obtient, d'après (1) et (2), que :

X(U - V) ^ (H? - h) ^ (i(U - V) dans (co - K). (3)

Posons
„ (aV + H^ dans œ , / , .
^a = } T T l L /3 /r» ^ OU 0 == À et [Jl. (4)a (aU + ^ dans (îl — œ) * v /

Alors, d'après (3), S^ est une fonction continue surharmo-
nique dans û ; et Su, est une fonction continue sousharmo-
nique dans îi. Aussi, À > 0 > pi implique que S^ > Sy.
dans iî.
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Soit H une fonction harmonique dans iî telle que
S^ > H ^ S .̂ dans Q. Alors :

dans (û — œ) : AU + h > H > piU + h (d'après (4)).

On en déduit que dans (ti — œ), |H — h\ est bornée; en
effet, \ > 0 > [L et dans (12 — <o), U === Bl < 1. De plus,
(H — h) étant continue dans le compact (<o — A-), |H — h\
est bornée dans (co — k) aussi.

Ainsi, on a démontré que la fonction H harmonique dans
Q est telle que [H — h\ est bornée dans (û — K). Soit
sup [H — h\ = M. Alors, dans (û — K) :

|B(H - h)\ ^ M(B1) = MU. (5)

Posons, t == H — h — B(H — h) dans (û — K).
Considérons,

( 0 sur K
^'"" f sup( ( ,0 ) sur (Q — K).

Comme t -> 0 sur ôK, 5 est une fonction sous-harmonique
dans Q. De plus

dans (Q - K) :

< ^ (S^ — A) — B(H — A) (parce que S^ ^ H).
^ AU - B(H - h) (d'après (3))
^ XU + MU (d'après (5))
= (X + M)R? (proposition 1.7).

On en déduit que s ^ (X + M)Ê.^ dans û.
Rappelant que È^ est un potentiel (proposition 1.7) et ^

sous-harmonique dans Î2, on obtient que s < 0 dans û
et donc t < 0 dans (Q — K).

De même façon, on démontre que t ^ 0 dans (t2 — K)
et donc t == 0 dans (Q — K) ; c'est-à-dire dans (î2 — K),
H - h = B(H ~ A).

Comme conséquence, et sans la théorie de M. Nakai :

THÉORÈME 1.20. M. Nakai [16]. — Soient £î un espace B.P.
et U une fonction harmonique définie en dehors Sun compact.
Alors, il existe une fonction V harmonique dans Q telle que
[V — U| est bornée dans p 0 û où P est un voisinage de dt.
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Démonstration. — Soit U la fonction harmonique définie
dans (i2 — X) où X est un compact. Soit K un compact
régulier tel que X c: K (lemme 1.4). Posons, h = (U — BK.U)
dans (û — K). Alors, h est harmonique dans (t2 — K) et
(prolongée par 0 sur ôK) continue dans (t2 — K).

Donc, d'après le théorème 1.19, il existe une fonction V
harmonique dans û telle que V — h == B ( V — h ) dans
(i2 - K).

Alors, dans (t2 — K) :

V - U = (V - h) - {h - U)
== B(V - h} + BU.

(V — h + U) étant continue dans (Q — K), soit
sup|V-/i+U|=X. Alors, dans (Û-K), |B(V-À)+BU| < X

&x.
et donc, |V — U| est bornée dans (û — K).



CHAPITRE II

NOTION DE FLUX. PREMIÈRES CONSÉQUENCES

1. flux dans le cas classique.

Dans R2, il existe une fonction U (== log \x\) harmonique
définie en dehors d'un compact K, telle que pour toute
fonction harmonique V dans R2, [ V — U| est non-bornée
dans (o n R2 où co est un voisinage de (9L. Le développe-
ment en série comme dans [4] montre que h étant donnée
comme harmonique en dehors d'un compact, il existe une
fonction H harmonique dans R2 telle que | H — h\ est
bornée dans co r\ R2 où co est un voisinage de CL si et seule-

/-» ^T

ment si le flux à l'infini de h est nul; c'est-à-dire ( — ds == 0
__ ^u an

où a est la frontière d'un disque Do avec un r grand.

Interprétation du flux à Vin fini.
Selon une suggestion de M. Brelot, on peut interpréter le

flux à l'infini d'une fonction U harmonique dans R2 d'une
manière qui nous amène à la définition abstraite de M. Nakai
comme suit :

Soit U harmonique définie en dehors d'un compact K
dans R2. Soit K ^ Do c: D? avec r < R et soient (TI
et GTg les frontières de Do et Do1. Définissons V > 0
surharmonique dans \x\ > r telle que V soit harmonique
dans r < \x\ < R avec les valeurs 0 sur 01 et 1 sur c^,
prolongée par 1 dans \x\ > R.

V et U étant harmoniques dans r < \x\ < R, on obtient
par la formule de Green :

/- /-, dN ., dV\ , r f.r dN \r dV\ ,( U — —\—\ds= U- . ' -V- -^ ,
J^\ an dn/ J^\ dn dn /
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ce qui implique

C TT^ A C TT^ ^ r ^ U , ,,,( U -j- ds = \ U — ds — — ds (1)
Jo, c^ Ja« an J^ dn v /

Si BU désigne la fonction harmonique bornée dans \x\ > r
f* fl

avec la valeur U sur di, ( — (BU) ds étant nulle, on a
d'après (1) J^dn

r Vd-v.ds= Ç BV^ds (2)
Ja< ^ Ja, ^M

D'après (1) et (2) on a, en prenant la norffîâle extérieure à D^ :

iJRux de U à Finfini == F ^u (fc = f (U - BU) rfv A?.
J ^ d n J^ ' dn

Notons que dans cette dernière expression, — d s est une
dn

mesure de Radon sur 03 indépendante de U. Cela va nous
conduire à une extension àxiomatiqùe du flux.

2. flux à Finfim dans le cas àxiomatiqùe.

Dans un espace û B.H., soit k un compact e.r.; œ est
un domaine régulier tel que k <= o.

Opérateur B. — Pour une fonction f finie continue sur
ô/c, BK/* désigne la fonction harmonique dans (û — K)
définie plus haut. Quand c'est évident, on écrit Bf au lieu deBKA

Opérateur' D . — Si g est finie continue sur ôco, on notera
Dg la solution H^ (du problème de Dirichlet dans œ avec
la donnée g sur ôo).

Opérateur T. — Pour une fonction f finie continue sur ôœ,
on définit T^ == {B^D/'IÔÀ']}]^. T^ est un opérateur
appliquant c (ôœ) dans c (ôco). On écrit brièvement T au
lieu de T\ ̂ .

PROPOSITION 2.1. — 5o^ <p une solution de Tcp = 9,
9 e c (ôœ). Les fonctions D<p dian.9 <o e( BD<p dan^ (û — K)
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sont égales dans ((o — K) et dé finissent dans Q. une fonction ^.
Si £î est B.P., ^ =0; et si û est B.S., ^ est constante.

Démonstration. — D<p et BD<p sont harmoniques bornées
dans (û) — K). Dans (co — K), D<p -> <p (= T<p = BDç) sur
ô(o et BDcp -> D<p sur ôK; par conséquent, dans (o> — K),
( D < p — B D 9 ) - > 0 sur ôK et sur ôco. Donc, D<p == BD<p
dans (co — K).

Ainsi, ^ est bien défini dans û comme une fonction
harmonique telle que B^ = ̂  dans (Q — K). Par consé-
quent,

si Q est B.P., ^ = 0 (proposition 1.12);
si Q, est B.S., ^ = B<{/ dans (iï — K) implique que dans

(û — K), |^[ < sup|4'| < oo; donc, ^ est constante (propo-
sition 1.2). ÔK

COROLLAIRE 2.2. — Soit Q un espace B.H. Alors, il existe
une solution 9 (^E 0) de T<p == y, 9 e c (ôco) si e^ seulement si
t2 es( B.S.

En effet, si D est B.P. et <p est une solution de T<p === <p,
alors <p == 0 d'après la proposition 2.1.

Mais, si û est B.S., alors Bl = 1 dans (îî — K)
implique que Tl =^ B(D1) == Bl = 1. Par conséquent, 1 et
donc toute constante c est une solution de Tç == y. Remar-
quons aussi, d'après la proposition 2.1, que dans ce cas, la
constante c est la seule solution de Tcp === 9, <p e c (ôco).

En utilisant le théorème de Riesz-Schauder (sur les opéra-
teurs), M. Nakai démontre (voir [16]) :

LEMME DE M. NAKAI. — Soit £1 un espace B.S. Alors,
il existe sur ôco une mesure unitaire v ^ 0 (de Radon) unique
telle que j (p dv === j T<p dîv pour toute <p e c (ôo>).

De plus, il démontre :

THÉORÈME 2.3. [16]. — Si 0. est B.P., il existe pour tout
/ ' ec(ô(o) , un g e c ( ô ^ ) tel que (1 — T)g == /*; ^ Q e^
B.S., iZ ̂ s^ un g e c (ôœ) ^ çue (1 — T)g = f si et seule-
ment si f f d^ = 0.
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Flux de U à Vin fini dans un B.S.
Dans un espace Q B.S., si U est une fonction harmonique

dans (t2 — K) et continue dans (iî — K), on peut, comme
M. Nakai, définir le flux de U à l'infini par L (U — BU) d^.
On Vappellera V^^ flux de U. En particulier, si U est
bornée, ce flux de U est nul (corollaire 1.15).

THÉORÈME 2.4. (Théorème fondamental de Nakai [16]). —
Soit U une fonction harmonique définie en dehors d'un compact
dans un espace û B.H. Alors,

i) si 0. est B.P., il existe toujours une fonction harmonique
V dans Q telle que |U — V| est bornée dans v n iî où v
est un voisinage de CL {théorème 1.20)

ii) si û est B.S., une telle fonction V existe si et seulement
si le NK,(O-/ÏU^ de U est nul, ce qui est donc indépendant du
choix de (*> et K. (On dira donc îi-flux nul.)

Démonstration. — Si les conditions du théorème sont satis-
faites, dans les deux cas, pour une paire (K, co) bien choisie,
il existe un ç e c (ôco) tel que (1 — T)cp = (U — BU)|^
(théorème 2.3).

Définissons, comme dans la proposition 2.1, V par Dcp
dans <o et (U — BU + BDcp) dans (û — K). C'est une
fonction harmonique dans îi $ et | V — U[ qui vaut
[BU — BD<p| dans (û — K) y est bornée.

Autre caractérisation du cas du 1^-flux nul.

THÉORÈME 2.5. — Dans un espace 0. B.S., soit U harmo-
nique en dehors (Kun compact K. {tîn}n>i une suite de domaines
réguliers telle que 0^ <= û^+i, K c 0.,, pour tout n, et
Q, = u £î^. Alors^ la suite des U^ = H@" est localement
bornée dans ii, ou de façon équivalente admet une sous-suite
qui converge localement uniformément, si et seulement si le
N-flux de U est nul.

Démonstration. — Soit k un compact e.r. tel que
K <= k <= ûi. Si le flux U est nul, il existe d'après le théo-
rème 2.4 ii), une fonction V harmonique dans f2 telle que
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|U — V| < X dans (Q — /c). On en déduit que

V{x) - X ^ U,(̂ ) ^ V(rc) + X pour n ^ 1

et donc, {U^} est localement uniformément bornée. Par
conséquent, on peut extraire une suite de {U^} qui converge
localement uniformément vers une fonction harmonique
dans û.

Maintenant, supposons qu'il soit possible d'extraire une
suite de {Un} qui converge localement uniformément vers
une fonction harmonique h dans iî. Désignons aussi par
{U^} la suite extraite et donc h{x) == lim U^(;r). Nous allons
démontrer que |U — h\ est bornée dans (û — A*).

Si \V{x) — h{x)\ n'est pas bornée, pour un nombre N,
il existe un XQ e (Q —• k) tel que |U(a?o) — h(xo)\ > N.
Supposons, par exemple, que

V{xo) + N ^ /^o) (1)

Dans û, À(rc) = lim Un(.r) implique que quel que soit
s > 0, nous pourrions trouver un HQ tel que

|U^o) — ^o)| < £ pour n ^ no. (2)

D'après (1) et (2) : U(^o) + N < U^o) + s si n ^ n^
{\^n(x) — V{x)}, qui est harmonique dans (û^ — /c), est telle
qu'au point XQ e (t2^ — /c) on obtient

U»(a;o) — U(a;o) > N — s si n ^ no',

et, par conséquent, max {UJn;) — U(.3?)} > N — £. Mais
(û»-^)

{U^(.r) — U(a;)} s'annule sur ôt^. Il existe donc un X^ e ô/c
tel que

U,(XJ-U(XJ ^ N-- £ Vn ^ ô (3)

Comme {U^} converge uniformément sur les compacts, il
existe un mo tel que

\V^{x) — V^{x)\ < £ si n, m ^ mo et ^ G ô/c (4)

Soit
M == max (mo, no).

D'après (3) :
UM(XM) - U(XM) > N - £.
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D'après (4) :
|UM(XM) - U,(XM)| < s pour n > M.

On obtient, donc, U^Xn) ^ U(XM) + N — 2e pour
n ^ M. Il s'ensuit que si U > [L sur ÔÀ*, A(XM) > N + (JL — 2s
et donc, N étant arbitraire, il y a contradiction.

THÉORÈME 2.6. — Soient û un espace B.P. et U une
fonction harmonique définie en dehors Sun compact X. Alors,
pour toute exhaustion régulière {^n}n-^i de û, lim HQ" existe,

n>ao
Pour ce résultat dans le cas classique, voir M. Brelot [5].

Démonstration. — Soit K un compact e.r. tel que X c K
et on peut supposer K <= û^ c û^ <= îî^+i pour n ^ 1.
Par hypothèse, U est harmonique dans (û — X).

D'après le théorème 1.19, il existe une fonction V harmo-
nique dans û telle que (V — U) == B(V — U) dans (û — K).

Si X = sup |V - U|, B(V - U) et B(U - V) sont majo-
ÔK

rées dans (ii — K) par BÀ; c'est-à-dire |B(V— U)| ^ X
Bl == XR^ où R^ est un potentiel P dans 0. (proposi-
tion 1.11).

Donc, |V - U| ^ P dans (û — K).
En conséquence, dans (0 — K), V — P ^ U ^ V + P;

et P étant potentiel, H^» -> 0 dans û. Donc, dans û,
lim Hg^) = V(^).

n

Remarque. — Dans le théorème 2.5, lim îî^x) n'existe pas
nécessairement. Voici un exemple.

Soient t2 === ]— oo, oo[ et les fonctions harmoniques
définies localement comme affines.

Définissons,
(4 dans ]— oo, — 1[

u = (O dans ]1, oo [.

Alors, U est harmonique dans (ti — K) où K == [— 1,1]$
et, selon la définition dans le cadre axiomatique, le flux de U
à l'infini est nul.

a) si d^ === (— M, n), n ^ 2, alors {d^} est une exhaustion
2de û, et îîMx) = = — — ^ + 2 - > 2 quand n -> oo ;n
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b) si (x), == (— 3n, n), n ^ 2, alors {co^} est aussi une

exhaustion de Q et Hë»(a;) ^-J-^+l-^l quand
n —> oo. n

Par conséquent, à partir de {4} u {œ^} on peut former
une nouvelle exhaustion {QJ pour laquelle lim Hfr(o;)
n'existe pas.



CHAPITRE III

FONCTIONS SURHARMONIQUES
A SUPPORT PONCTUEL

DANS UN ESPACE HARMONIQUE
SANS POTENTIEL > 0

1. Prolongement surharmonique.

LEMME 3.1. (B. Walsh [17]). — Soient K et L deux
compacts e.r. dans un espace Q, B.S. tels que K <= L. Soit Sëg.
(resp. <%L) l^ classe de fonctions harmoniques dans (û — K)
(resp. dans (Q — L)) s'annulant sur ôK {resp. sur ôL).
Si U e Î^L, il existe V e 3^ tel que | V — U| est bornée
dans (il — L).

En effet, soit co un domaine régulier contenant L. Pour
ç e c (ôœ) posons M<p = H^"^ solution du problème de
Dirichlet dans (co — K) avec la donnée-frontière cpo = ?
sur ô(x) et 0 sur ôK.

Soit BL l'opérateur, déjà défini plus haut, sur c (ôL).
Ainsi, BL^ = H^, ^ e c (ôL) avec la donnée ^ == ^ sur
ôL et 0 en (9L.

Delà même façon, on définit l'opérateur B^V dans (û — K)
pour U e c (î>K).

On définit pour U e c (ôco), TU = {BL(MU|ÔL)}|^,
T == BLM est un opérateur linéaire de c (ôco) dans c (ôco).
Ml prolongée par 0 sur K est sousharmonique, donc < 1
dans (o. Ainsi, Ml < 1 dans (co — K) et donc Tl < 1 et
1 n'est pas une valeur propre de T.

Supposons maintenant que T<p == 9 pour un cp e c (ôo>).
Alors, les fonctions définies par M<p dans (co — K) et
BL(MÇ) dans (û — L) sont égales dans (œ — L) (voir la
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démonstration de la proposition 2.1) et donc définissent une
fonction h harmonique bornée dans (î2 — K) tendant vers 0
sur ôK. 0. étant B.S., h et donc 9 sont nécessairement
nulles (corollaire 1.15). Ainsi Tcp = <p implique <p =0 .

Soit U e Î^L- II existe un élément unique (pi e c (ôœ) tel
que (1 — T)<pi = U. Définissons V dans (t2 — K) parles
fonctions M<pi dans (co — K) et B^M^i) + U dans
(0 — L), égales dans (co — L) (comme dans la proposition
2.1). Alors, V G ^ K et dans (Q — L)

|V — U| ^ sup |M<pi| < oo.
ÔL

LEMME 3.2. — Dans un espace îi B.S., soit U harmonique
dans ^ r\ Q. où y est un voisinage de OL. Soit K un compact
non-localement-polaire dans û. Il existe une fonction V
harmonique dans (û — K) telle que [ V — U| est bornée en
dehors (Kun compact.

En effet, soit L un compact e.r. tel que K c L et
(î2 — L) <= ^. Soit œ un domaine régulier contenant L.
Introduisons, comme dans le lemme 3.1, les opérateurs M, BL
et T==BiX (U-B^e^L et | B L U | ^ S U P | U | dans
(û — L). ÔL

Si l'on démontre que 1 n'est pas une valeur propre de T,
le lemme se démontre comme dans le lemme 3.1.

Pour cela, remarquons Ml < 1 dans (co — K); en effet,
soit P un potentiel > 0 continu dans G) tel que P ^ 1
dans œ et P == 1 sur K. Alors, (comme dans le cas 1 de
la démonstration du théorème 1.8) on a dans (œ — K),
Ml - 1 - (R^ = 1 - (R?), = 1 - (R?)^ < 1. Il s'ensuit
que Tl < 1 et 1 n'est pas une valeur propre de T.

Remarque. — Dans (co — K), |Mcp| s$ sup |<p[ où <p e c (ôco).
ôco

Donc, la fonction harmonique V dans le lemme est bornée
dans (œ — K) par construction.

LEMME 3.3. — Soient û un espace B.S. et U une fonction
surharmonique à support compact X, non ^ide, définie dans
un domaine D. Soient K un compact e.r. et œ un domaine
régulier tels que X <= K c K c œ <= co c D. Si T est
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l'opérateur et v la mesure unitaire associée à (K, û>), {voir
chap. il, § 2), on a f^ (U - BU) rfv ^ 0.

En effet, supposons j^ (U — BU) d^ = 0. D'après le
théorème 2.3, il existe un y e c (ôœ) tel que

(I _ T)ç = (U - BU).

Les fonctions (U — D<p) dans <o et BU — B(D<p) dans
(t2 — K) sont égales dans (œ — K) et définissent (comme
dans la proposition 2.1) une fonction 5 surharmonique dans
t2; s est bornée en dehors d'un compact, ce qui implique
(d'après la proposition 1.2) que s et donc U sont harmo-
niques da,ns (o. Cela contredit l'hypothèse que U est sur-
harmonique dans ce à support compact non vide.

THÉORÈME 3.4. (Théorème du prolongement surharmonique).
— Dans un espace û B.S., soit D un ouvert. Si U est une
fonction surharmonique dans D à support compact X, il
existe V surharmonique dans î2, de support X, telle que
(V = U + une fonction harmonique) dans un voisinage de X.

Démonstration. — U est surharmonique définie dans D
de support compact X. Nous pourrions considérer chaque
composante connexe de D qui coupe X et en déduire le
théorème. Ainsi, nous supposons que D est un domaine.

Soient K un compact e.r. et co un domaine régulier, tels
que X ^ K ^ K c o ^ œ c D . D'après le lemme 3.3, on a
^ (U - BU) d. ^ 0.

Diaprés le théorème 1.18, il existe une fonction harmonique
H, définie en dehors d'un compact A <= K telle que pour
toute fonction harmonique s dans Q, \s — H| est non
bornée dans v r\ 0, où v est un voisinage de <ît; c'est-à-dire
NK^-ÛUX de H est non-nul (d'après le théorème 2.4). Ce qui
implique que j (H — BH) dv ^ 0.

Pour un X (— oo < X < oo), donc, on a

f^ {(U + XH) - B(U + ^H)} ̂  = 0.

En conséquence, d'après le théorème 2.3, il existe un
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<p e c (ôco) tel que

(1 - T)<p = (U + ^H) - B(U + ^H) (1)
Considérons les fonctions (U — Dcp) dans G) et

— XH + B(U + XH) — B(D<p) dans (Q — K)$ elles sont
égales dans (co — K). En effet, dans (œ — K), sur ôœ,
(U — Dy) tend vers (U — y) ou — ÀH + B(U + XH) — T<p
d'après (1); et sur ôK, — XH + B(U + XH) — T<p tend vers
— XH + (U + XH) — (D<p) qui vaut (U — D<p).

Par conséquent, les fonctions harmoniques considérées
définissent une fonction V dans û. Comme V est harmo-
nique dans (iî — K), et surharmonique et égale à (U — Dç)
dans û), V est une fonction surharmonique dans û de
support compact X et (V = V + une fonction harmonique)
dans un voisinage de X.

THÉORÈME 3.5. — Dans un espace ti B.S.
a) Soit U surharmonique définie dans un ouvert D. Pour

tout owert <o c= <o <= D, il existe une fonction surharmonique
V, de support compact, dans Q. telle que V égale U à une
fonction harmonique'près dans co.

b) Soit U surharmonique définie en dehors d'un compact X.
Pour tout domaine S => X, il existe une fonction surharmonique
V dans û telle que V égale U à une fonction harmonique-
prés dans v n Q. où v est un voisinage ouvert de (i2 — S).

Démonstration. — a) Soient coi et 0)2 deux ouverts tels que
(o <= coi c (QI <= (Og <= ù)2 c: D. On peut modifier U dans un
voisinage (cog — coi) pour la rendre harmonique dans ce
voisinage sans l'altérer dans œ. Soit s la restriction de cette
nouvelle fonction dans œ^.

Ainsi, s est surharmonique dans cog? de support compact
<= (QI et s = U dans <o. D'après le théorème 3.4, il existe
une fonction V surharmonique de support compact dans 0.
telle que V == {s + une fonction harmonique) dans û)i et
donc V égale U à une fonction harmonique-prés dans co.

b) Soient K un compact e.r. et <o un domaine régulier
tels que X < = K < = K < = < o < = û > c : 8 (lemme 1.4). Soit v la
mesure unitaire associée à (K, œ).
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En changeant la valeur de U dans un voisinage de (o — K)
nous pourrions rendre U harmonique dans ce voisinage, U
n'étant pas changée dans v n û où p est un voisinage de
(û - 8).

lôco (^ — ^^) ^v est fi1116? et comme dans la démonstration
du théorème 3.4, on peut choisir une fonction harmonique H
définie en dehors d'un compact A <= K telle que
/„ (H - BH) d. ^ 0.

On peut donc trouver un X fini tel que

/„ (U - BU) d. + X /„ (H - BH) d. = 0.

Ce qui implique (d'après le théorème 2.3) qu'il existe un
<p e c (ôœ) tel que (1 — T)<p = (U + XH) — B(U + XH).

Définissons V surharmonique dans Q au moyen des deux
fonctions suivantes, égales dans (<o — K), à savoir D<p
dans œ et B(D<p) + (U + XH) — B(U + XH) dans (û — K).

Alors, (V == U + un^ fonction harmonique h) dans
(Q - K).

2. Conséquences du théorème du prolongement.

THÉORÈME 3.6. (Existence de fonctions surharmoniques de
support ponctuel). — Dans un espace 0. B.S., pour chaque
XQ e ti, il existe une fonction surharmonique q^ dans û de
support {xo}. S^il y a la proportionnalité (de potentiel à
support ponctuel) locale, pour toute fonction surharmonique s
de support {xo} dans û, on a {s = \q^ + une fonction
harmonique).

Démonstration. — Soit 8 un domaine régulier dans 0.
contenant XQ. Il existe [10] un potentiel p^ > 0 dans 8
de support {x^}. D'après le théorème 3.4, il existe une fonc-
tion q^ surharmonique dans Q de support {xo}.

Supposons maintenant l'axiome de proportionnalité locale.
Soit s surharmonique dans ti de support XQ, Si h^ (resp. h^)
est la plus grande minorante harmonique de q^ (resp. s) dans
8, l'axiome de proportionnalité locale entraîne que
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{s — h^) = X(ç^ — h^) dans 8. On en déduit que {s = \q^
+ harmonique) dans t2.

THÉORÈME 3.7. (Théorème fondamental). — Dans un espace
il B.S., soit P un potentiel > 0 de support {XQ} défini
dans un voisinage ouvert de Xç et soit H une fonction harmo-
nique définie en dehors d'un compact. Il existe une fonction s
dans û harmonique dans û — {xç} et unique à une constante
additive-près^ telle que

(i) s == XP + une fonction harmonique (X fini convenable)
dans un voisinage de {Xo}, et

(ii) \s — H| est bornée dans un voisinage de <St.

Démonstration. — Supposons que P soit défini dans le
domaine 8 et H en dehors d'un compact X. Soient K
un compact e.r. et co un domaine régulier, tels que
X c: É. c K c: (û. D'après le théorème du prolongement de
Mme Hervé ([14] p. 458) on peut considérer que P est un
potentiel > 0 de support {x^} défini dans un voisinage
de (x).

Existence. — Supposons flux de H à l'infini

= NK..(H) = ̂  (H - BH) d. = 0.

Alors, d'après le théorème 2.4, il existe une fonction U har-
monique dans 0, telle que [U — H| est bornée dans un
voisinage de <9L. Avec À = 0, la fonction s = U satisfait
aux conditions (i) et (ii) du théorème.

Si NK^(H) = L (H -- BH) rfv ^ 0, on obtient (comme
dans la démonstration du théorème 3.4) une fonction V
harmonique de support {^0} dans Q, telle que V == (P +
une fonction harmonique) dans un voisinage de XQ et
V === ((A H + une fonction harmonique bornée) dans un voisi-

1nage de (SI avec (A 1=- 0. Alors, S == — V satisfait aux
conditions du théorème. ^

Unicité, — Soient ^ et s^ deux fonctions dans f2, har-
moniques dans û — {XQ} telles que (pour i === 1,2) ^ == (X^P

8
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+ une fonction harmonique) dans un voisinage de {a;o} et
l^i — H| est bornée dans un voisinage de (St.

On a Xi = À2; en effet, supposons au contraire X^ > Xg.
Alors, (^i — ^2) est surharmonique dans û de support {xo}
et dans un voisinage de (X,

I5! — ^2! ^ |5! — H| + [^ —- H| < 00

et donc (^i — s^) est une constante d'après la proposition 1.2.
C'est une contradiction.

Ainsi, avec Xi == 7^, (^i — ^2) est une fonction harmonique
dans û, bornée dans un voisinage de (9L et donc s^ — 52 =
constante.

Autres notions de flux dans un espace B.S. Fixons dans un
voisinage ouvert de XQ un potentiel P > 0 de support XQ.

Flux à Vin fini.

Soit H une fonction harmonique dans 9 n 0. où v est
un voisinage de (SI.

a) On sait que H admet un N-flux nul à l'infini s'il existe
une fonction harmonique h dans Î2 telle que \h — H| est
bornée dans ?i n Q. où pi est un voisinage de (St.

En particulier, si H est harmonique bornée en dehors d'un
compact, alors N-flux (H) == 0.

&) Si ce N-flux n'est pas nul, d'après le théorème fonda-
mental (théorème 3.7) il existe une fonction s dans ti,
unique à une constante additive-près, telle que

(i) s est harmonique dans Q. — {x^} et \s — H| est
bornée en dehors d'un compact, et

(ii) s = (XP + une fonction harmonique) dans un voisinage
de XQ (X ^ 0).

On définit dans ce cas, le flux à l'infini de H par rapport
à P par l'égalité

Flux? (H) à l'infini = — À ^ 0.

Le fluxp (H) sera défini par 0, si le N-flux est nul.

Remarque. — Dans la théorie classique dans R2, ce flux?
est à un facteur numérique-prés le flux classique élémentaire.

Flux de Nakai et flux? à l^infini.
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LEMME 3.8.—Soient 0, un espace B.S. et U une fonction
harmonique définie dans un domaine 8; K un compact e.r. et
co un domaine régulier tels que K <= <o <= co <= 8. Si v est
la mesure unitaire associée à (K, o>), on a \ (U — BU) d!v == 0.

En effet, si T = BD est l'opérateur défini plus haut en
appliquant c (ôo) dans c (ôco), on sait (d'après le théorème
2.3) qu'il existe une solution y == (po e c (ôœ) pour l'équation
(1 — T)<p == /*, où fe c (ôco), si et seulement si F /'dv = 0
où v est la mesure unitaire associée à K, œ, T.

Dans ce cas, soit f == (U — BU)|()(O. Alors, 9 = U est une
solution de ( l — T ) < p = = ( U — B U ) $ en effet, U étant harmonique
dans 8, DU = U dans œ et donc TU = B(DU) == BU.
Par conséquent, j (U — BU) rfv = 0.

LEMME 3.9. — Dans un espace 0. B.S., soit P un potentiel
de support XQ défini dans un domaine 8. Soit 8^ un domaine
régulier contenant 8 et soit P^ le potentiel dans 8^ (comme
dans le théorème du prolongement de Mme Hervé [16] p. 458) de
support XQ tel que Pi est égal à P à une fonction harmonique-
prés dans un voisinage de XQ. Soit (K, co) une paire comme
dans le lemme 3.8 avec XQ e K. Alors,

f^ (P - BP) d. = f^ (Pi - BPi) rfv.

En effet, par hypothèse Pi = P 4- U dans 8 où U est
harmonique dans 8 et donc j (U — BU) rfv == 0 par le
lemme 3.8. D'où le résultat.

Dans un espace Q. B.S., soit H une fonction harmonique
définie en dehors d'un compact X. Soit K un compact e.r.
et soit <x) un domaine régulier tels que X ^ K ^ K <= œ.
Si v est la mesure unitaire associée à (K, œ) par le lemme de
Nakai, rappelons que flux de H à l'infini =

NK.. (H)=^(H-BH)^.

En général, ce flux NK.O)(H) dépend du choix de (K, œ).
Voici un exemple.

Soit t2 == ]-— oo, oo [ avec les fonctions localement affines
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comme harmoniques. Soit K = = [ — 1,1] et o ^ = = ] — n, n[
avec n > 1.

Soit

H/^ _ ̂ x — 1) dans [^ °°[
rlw ~ ( ( â ( a ; + 1) dans ]- oo, - 1] où a > (î.

Soit v^ la mesure unitaire associée à (K, œj par le lemme

de Nakai. On sait que supp ̂  == ôco^ et donc v^ == ̂  ' £n,
/ 5 . • 1 .( c'est-à-dire une masse — au point — M et une autre masse
\ Â

1 • \-̂ - au point n )•
//

Par conséquent, le flux (H) à l'infini par rapport

(K, (.„) = NK,..(H) = ̂  (H - BH) d^
= F H rfv, (H étant 0 sur &K, BH = 0)

=-^a(n- l )+^- ( î ( -n+ l )

=^(a-P).

Ce qui montre la dépendance annoncée.
Au contraire, on sait que le flux? (H) n'en dépend pas.

THÉORÈME 3.10. — Dans un espace û B.S., le flux? à
Vinfini de H harmonique au voisinage de CL mut NK^(H)
à un facteur près fonction de P, co et K.

Démonstration. — Soit H harmonique définie en dehors
d'un compact X. Soit K un compact e.r. et soit û> un
domaine régulier tels que X c &. c: K <= œ avec la mesure v
associée à (K, û>).

Soit Pi un potentiel > 0 de support XQ défini dans un
domaine régulier §1 =^ û> tel que Pi égale à P une fonction
harmonique près dans un voisinage de XQ. D'après le lemme
3.9, f^ (Pi — BPi) d^ est indépendant du choix de 8^.

Notons

^(P) = f^ (PI - KPi) ^-
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D'après la définition NK,co(H) = f^ (H - BH) rfv.
Comme dans le démonstration du théorème du prolonge-

ment (théorème 3.4) si NK^(H) ^ 0, on peut trouver un
C G C (ôœ) tel que

(1 - T)<p = {NK..(H)P, - ÀK ,(P)H}
-B{NK,.(H)P,-ÀK.,(P)H},

et donc les fonctions définies par {NK ^(H)Pi — D<p} dans œ
et par ÀK.co(P)H + B{NK,,(H)PI - XK,,(P)H} - B(Dq)) dans
(t2 — K) sont égales dans (œ — K) et donc définissent une
fonction V dans t2 qui est harmonique dans Q. — {^}.

Rappelons que Pi est égal à P à une fonction harmonique
près dans un voisinage de XQ. Par conséquent, il existe une

/ 1 \
fonction U^^-——7m v) dans û, harmonique dans û — { ^ }
telle que ^ ÀK. ̂ 1 /

(i) U = ] K l ' ) P + une fonction harmonique^ dans œ,
et ( ^,4^} * }

(n) |U — H[ est bornée dans un voisinage de (St.
Donc, d'après la définition,

fluxp (H) à l'infini = - ̂ joW.

Flux? à Vin fini d'une fonction surharmonique.
Soit s une fonction surharmonique définie en dehors d'un

compact.
Si s n'admet pas de minorantes harmoniques dans ^ n û

(^ un voisinage quelconque de (9L), on dit que fluXp {s) à
l'infini est infini.

Si s admet une minorante harmonique dans v n û,
soit H la plus grande minorante harmonique de s dans
(Q — K) où K est un compact e.r. et (û — K) <= ^. On
définit: fluxp(^) à Vin fini = flux? (H) à Vin fini.

Cek est indépendant de K. En effet, soit Hi (resp. Hg)
la plus grande minorante harmonique de s dans (Q — Ki)
(resp. dans {£î — Kg)). Soit K un compact e.r. tel que
KI u Kg c K et soit H la plus grande minorante harmo-
nique de s dans {Q. — K). En utilisant le lemme 3.1, on
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démontre que | H — H]J et | H — Hg] sont bornées en dehors
d'un compact.

En effet, soit L un compact e.r. tel que

Ri u Kg <= K c K c L.

Par le lemme 3.1, il existe un Vi e ^6^ qui correspond à
( H — B J I ) e 9 S L tel que ^ - ( H — ' B L H ) ! < oo dans
(û — L)$ de plus, dans (iî -- L), s — H ^ 0 (par hypothèse)
et |BLH| ^ sup|H| et donc, dans (û — L), (s — Vi) est

ÔL

bornée intérieurement (1).
Aussi, dans (L — K.i), (s — Vi) est bornée intérieurement,

parce que s est surharmonique dans un voisinage de ( û — K i )
et Vi est continue dans (û — Ki) (2).

D'après (1) et (2), il existe une constante À telle que
s ^ Vi + X dans (Q — Ki) et par conséquent, H^ ^ Vi -}" X
dans (î2 — Ki). On en déduit qu'il existe une constante [A
telle que Hi ^ H 4- [Jl dans (û — L), parce que

|Vi - H| ^ |BLH| + |V - (H - BLH)| < oo dans (Q - L).

Mais, par définition, H ^ Hi dans {Q. — K) ^ (û — L).
Par conséquent, dans (ti — L), H > Hi ^ H + l ^ -

Ainsi, nous avons démontré que [ H — Hi|, et de même
|H — Hg], est bornée en dehors du compact L. Par consé-
quent, on voit que |Hi — Hgl est bornée en dehors d'un
compact; donc, flux? (Hi) à l'infini == flux? (Hg) à l'infini
parce que flux? à l'infini d'une fonction harmonique bornée
est nul.

PROPOSITION 3.11. — Dans un espace 0, B.S., soit s une
fonction surharmonique, s est harmonique dans Q. si et seule-
ment si flux? [s) à Vin fini est nul.

Démonstration. — Si s est harmonique, flux? {s) à l'infini
est nul d'après la définition.

Supposons flux? (s) à l'infini nul. Alors, il existe une mino-
rante harmonique h de s dans (Q. — X) où X est un
compact telle que flux? [h] à l'infini est nul; en conséquence,
il existe une fonction harmonique H dans H telle que
|H — h\ est bornée dans un voisinage de (St.
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On en déduit que {s — H), surharmonique dans Î2, est
bornée intérieurement en dehors d'un compact; ce qui implique,
û étant B.S., que s est harmonique dans 0. (d'après la
proposition 1.2).

Flux? à F intérieur.
Soit û) un domaine relativement compact dans un espace

D B.S. Par définition, si U est harmonique dans G),
flux? (U) = 0.

Si U est surharmonique dans œ, à support compact
X c co, choisissons une fonction harmonique H définie en
dehors d'un compact avec Flux? (H) à l'infini non nul. Soit
Flux? (H) à l'infini = 1.

Il existe (comme dans la démonstration du théorème 3.4)
une fonction s dans ti telle que

(i) s est harmonique dans (û — X) et \s — H| est
bornée en dehors d'un compact, et

(ii) s = ((lU + une fonction harmonique) dans co.

Alors, (JL ^ 0, et on définit :
^

Le flux? (U) dans eu est défini par — —•

Ce flux est indépendant de la fonction H qu'on a choisie.

En effet, soit h une autre fonction harmonique définie en
dehors d'un compact avec le flux? {h) à l'infini = 1 ; et soit
s^ une fonction dans iî telle que : s^ est harmonique dans
(û — X) et |$i — h\ est bornée en dehors d'un compact;
et ^i = ((Ji-iU + une fonction harmonique) dans un voisinage
de X.

Nous démontrons que [A == (J^.
Supposons que (A > (ii. Alors [s — s^) = [(pi — ^i)U 4"

une fonction harmonique] dans un voisinage de X; et, en
dehors d'un compact

|(5 - 5i) - (H - À)| ^ [s - H| -}- k - h\ < oo. (1)

Mais, fluXp (H — h) à l'infini est nul, et donc, il existe une
fonction W harmonique dans û telle que

|W — (H — h)\ est bornée en dehors d'un compact (2)
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D'après (1) et (2), la fonction surharmonique [{s — s^) — W]
est bornée inférieurement en dehors d'un compact dans H.
En conséquence (s — s-^) est harmonique dans û (propo-
sition 1.2); ce qui implique que (JL == p4.

Fonctions harmoniques avec singularités données en deux
points.

THÉORÈME 3.12. -— Soient x^ et x^ deux points distincts
dans un espace û B.S. Soit 91 (resp. 92) une fonction sur-
harmonique définie dans un voisinage de x^ {resp. de x^) de
support x^ (resp. rcg). Si flux? (<pi) — flux? (92) == 0 alors, il
existe une fonction s dans û telle que :

(i) s est harmonique dans Q — {x^^ x^}
(ii) s == (91 + une fonction harmonique} dans un voisinage

de x^
(iii) s = (— 92 + une fonction harmonique) dans un voisinage

de x^
(iv) s est bornée en dehors Sun compact, ce qui implique la

nullité du flux à l'infini de s.

Démonstration. — Fixons une fonction H harmonique
définie en dehors d'un compact telle que flux? (H) à l'infini === 1.

Soit flux? (<pi) == flux? (92) = a ^ 0.
Mors, par définition, pour i = 1, 2, il existe une fonction

Si dans 0. telle que :
(i) Si est harmonique dans Q — {a?J, et |^ — H| est

bornée dans ^ n tî où ^ est un voisinage de (9L, et
/ 1 • • \(ii) s, = ( — — 9i + une fonction harmonique ) dans un
\ a /

voisinage de {^}.

Alors, s == 0(^2 — s^) satisfait les conditions du théorème.

THÉORÈME 3.13. (Théorème de partition). — Dans un espace
0 B.S.5 soient U une fonction surharmonique et cx> un ouvert
relativement compact. Alors, il existe dans û deux fonctions
surharmoniques Ui et V^ telles que U = Ui + U2; Ui est
harmonique dans (Û — œ), et V^ est harmonique dans 00.
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Démonstration. — Ce théorème est une conséquence directe
du théorème 3.4 et du théorème de partition de Mme Hervé ([14],
p. 456) : Soit co un ouvert dans un espace 0. B.P. Soit V
une fonction surharmonique > 0 dans û. Alors, il existe
deux fonctions Vi et Vg surharmoniques > 0 dans 0.
telles que

(i) V = Vi + Vg dans il,

(ii) Vi est harmonique dans co, et
(iii) Vg est harmonique dans 0. n eu).

En effet, supposons que D soit un domaine régulier conte-
nant <o, et que U soit une fonction surharmonique dans
û B.S. Dans D, il existe des potentiels > 0; en conséquence,
d'après le théorème de partition de Mme Hervé, il existe dans
D deux fonctions Vi et Vg surharmoniques telles que
U == Vi + "Va; Vi est harmonique dans (D — co) et Vg est
harmonique dans co.

D'après le théorème 3.4, on obtient une fonction surhar-
monique Ui dans û telle que Ui a le même support que Vi
et (Ui = Vi + une fonction harmonique) dans un voisinage
de œ.

Donc, dans D, Ui -=== Vi + h^ où h^ est harmonique
dans D.

Les fonctions (U — Ui) dans (Q — œ) et (Vg — Ai)
dans D sont égales dans (D — co). En effet, dans (D — œ),
Ui, Vi et Ai sont harmoniques; et, dans D, U == Vi + Vg
et Ui == Vi + Ai. Donc dans (D — œ),

U - U, - (Vi + V,) - (V, + A,) = V, - A,.

Par conséquent, la fonction Ug définie par (U — Ui)
dans (il — <o) et (Vg — Ai) dans D est une fonction sur-
harmonique dans û; harmonique dans œ, puisque Vg
l'est dans (o.

Enfin, U = Ui + Ug dans 0 En effet, dans (û — œ),
Us == U — Ui par définition et Ui est harmonique dans
(t2 — œ); et dans D ==» <x>,

U - Vi + V^ = (Ui - Aï) + V, = Ui + U,.



138 VICTOR ANANDAM

Remarque. — Dans le théorème 3.13, si U est une fonction
surharmonique avec support compact, on peut prendre co
comme ouvert sans qu'il soit nécessairement relativement
compact.

Existence des fonctions surharmoniques à support ponctuel
(démonstration directe).

Avec une restriction sur t2, sans utiliser la notion de flux,
on peut démontrer qu'il existe des fonctions surharmoniques
à support ponctuel dans un espace û B.S. Dans la démons-
tration, on utilise une idée de M. Heins [12] :

Soit, dans un espace û B.S., un voisinage A compact d'un
point a e Q tel que le complémentaire de A dans Î2 soit
connexe. Alors, il existe une fonction surharmonique dans û
à support {a}.

En effet, soit {Q.^}^^ une suite de domaines réguliers,
telle que A <= û^ <= 0^ <= ^n+i pour chaque n, et soit

û == l J Q.^ Soient S et 8^ deux domaines réguliers tels que
A c Si" <= 81 c: 8 c: 8 c: a.

Il existe, [10], un potentiel p^ dans 8 à support {a},
Soient Fo == ôA et I\ = ôD^ {n > 1).

Soit ?„ le potentiel unique, (voir Mme Hervé [14], p. 458)
dans 0,n à support {a}, tel que

(p^ == p8 -[- une fonction harmonique ^) dans §1
et

?„ — 0 sur ôt^. (1)

Supposons que M^ == max pn{^) > 0 (n ^ 1).
Alors, dans (t2^ — A), p^) < M^.
En effet, soit U la fonction dans (tî — A) égale à p^

dans (t2^ — A), prolongée par 0 ailleurs. Parce que pn -> 0
sur I\, U est sousharmonique dans le domaine (i2 — A) et

lim sup V{x) ^ M^. Donc, dans (û — A), U < M^ (voir
a?eû—A,a;->a;oero
proposition 1.14). De plus, U n'étant pas constante dans le
domaine (î2 — A), U < M^ dans (û — A); en particulier,
U = pn < M^ dans (i^ — A).

Posons
U^)==M,-p^), n ^ 1 (2)
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Alors, U^ 0 dans (^ — À) et U^ > 0 dans (û^ — A).
Puisque U^ ^ 0 sur Fo et U^ est nul en un point y^ e Fo,
il s'ensuit que Ui(^) - U^,) ^ 0. De plus, (U^ - UJ est
harmonique dans ûi telle que lim [Ui(y) — U^y)] existe.

y€û<y->-?6t\
Donc, dans Qi, (Ui — UJ ^ max ( lim [Ui(y) — UJy)1 L

I\ ) yeûi t^ (y^^eh )
Far conséquent,

0 = [Ui(î/J - U,(î/J] ^ max ( lim [V,(y) - U,(y)]^
rl ^^h $

ce qui implique que 0 ^ max [Mi — U»(z)] et donc,
Pi

min U,.(z) ^ Mi (3)
ri

Soit X un compact dans le domaine (il — A).
Alors,

max U^(^) ^ (JL (une constante) pour n ^ 1 (4)

En effet, X u F^ est compact dans le domaine (û — A)
et il existe donc, deux constantes > 0, b et c, telles que
pour chaque n,

U ( x ' }c < n x / < fc où '̂, ^" e X u Fi.
Un[X )

II s^nsuit que

max Vn{x) ^ b min UJrc")
a;' e x œ" e Fi

< b Mi (d'après (3)).

Donc, de {U^} qui est localement bornée dans (i2 — A),
on peut extraire une suite {U^} convergeant localement
uniformément dans {0, — A) (5).

Maintenant, considérons la convergence dans A.
Soit §2 un domaine tel que A c §2 ^ 8g c 81.
Dans 81 posons V^ == U» + P8. Alors, V^ est harmonique

dans §1 et sur ô8g,
|Vn| ^ |U,| +|Pi| ^ ^ (une constante), parce que {U,}

est bornée sur 082, d'après (4).
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Par conséquent,

|V»| ^ X dans 83. (6)

De la suite {V^}, donc, on peut extraire une sous-suite
{V^} convergeant localement uniformément dans 8g ==> A.

Posons Vn = U; -4- Pg dans 83. Alors, les fonctions
— lim Vn{x} dans (û — A) et {PJ — lim V^(^)} sont égales
dans (8g — A).

Par conséquent, la fonction U définie par — lim V'n{x)
dans (Q — A), et {P^ — lim V^)} dans 82 est harmonique
dans û — {a}, et dans un voisinage 83 de {a}, (U = P^ +
une fonction harmonique).

3. Approximation.

LEMME 3.14. — Soit œ un domaine dans un espace i2 B.S.
et XQ e £î. Alors, il existe une fonction surharmonique s finie
continue dans Î2, non harmonique dans œ, telle que S[XQ) < oo.

En effet, soit 8 un domaine régulier dans Q tel que
8 <= <*> et XQ f 8. Pour un y e 8, soit g la fonction surhar-
monique de support {y} dans û (voir théorème 3.6.).

Si
_ (H^) dans 8

sw ~ (q{x) dans (û - 8)

Alors, s(x) satisfait les conditions du lemme.

PROPOSITION 3.15. — Dans un espace Q. B.S., soit {œ^}
une famille dénombrable de domaines. Alors, il existe une fonction
surharmonique dans û, qui rCest harmonique dans aucun <o^.

Démonstration. — Soit 0. = L J û^ où pour n ^ 1, 0.^ est
_ n

un domaine régulier et 0,^ c ^n+r Soit a;o e û^. Alors, il
existe une fonction surharmonique V^ dans t2 telle que Vi
n'est pas harmonique dans co^ et V^o) < °° (lemme 3.14).

Si ai est le minimum de V, dans tî,, on peut choisir
une suite X, > 0 telle que ^ ^i(V^o) ^ ^) < oo.<

Définissons U(^) = ^ ^i(Vi(^) — ^i).
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Quel que soit K compact dans Q, \ (V^) -- a,) ^ 0
sur K pour i ^ n^\ en conséquence, U est une fonction
hyperharmonique dans Q. De plus, U(o;o) < oo ; et donc,
U est une fonction surharmonique dans û.

Ainsi, U est une fonction surharmonique dans t2, qui
n'est évidemment pas harmonique dans aucun <o^.

Conséquence. —- Si Q est un espace B.S. à base dénom-
brable, il existe dans iî une fonction surharmonique V qui
n'est harmonique dans aucun ouvert de Q.

LEMME 3.16. — Soient x, y deux points distincts dans un
espace û B.S. Il existe une fonction surharmonique V finie
continue dans û telle que V(a?) ^ V(y).

En effet, soit 8 un domaine régulier contenant x tel que
y f 8. Soit U une fonction surharmonique finie continue
dans t2 qui n'est pas harmonique dans 8.

Si V{x) = U(y), considérons

( H^ dans 8
(U dans (û — 8).

Alors, V est surharmonique finie continue dans Î2 telle
que V(a;) ^ V(z/).

THÉORÈME 3.17. (Théorème d'approximation analogue à un
théorème de Mme Hervé [14] dans un B.P.). — Dans un espace
Q B.S., toute fonction finie continue sur un compact K <= Q
peut être approchée uniformément sur K par des différences de
deux fonctions surharmoniques finies continues dans 0, [non
nécessairement > 0).

Soit C(K) l'ensemble des fonctions finies continues sur K
et soit E le sous-espace vectoriel de C(K) formé des restric-
tions à K des différences (U — V), où U et V sont des
fonctions surharmoniques finies continues dans û.

Alors, E contient les constantes ; U e E entraîne | U| e E ;
et E sépare les points (lemme 3.16). Donc, toute fonction de
C(K) peut être approchée uniformément sur K, par des
fonctions e E.
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4. Ensembles localement polaires.

Dans le cas d'un espace i2 B.P., on dit qu'un ensemble e
dans 0. est polaire s'il existe une fonction surharmonique
s > 0 dans Î2 telle que e c: {x : s{x) = + °0}- Dans le cas
d'un espace B.S., on dit qu'un ensemble e est localement
polaire si pour chaque x e i2, il existe un voisinage ouvert œ
de x tel que co n e soit polaire dans œ. On sait que dans
un espace ii B.P., si e est localement polaire, il est aussi
polaire ([7], p. 127).

Dans un espace il B.S., on a

THÉORÈME 3.18. — Si e est un ensemble localement polaire
dans un espace Î2 B.S., il existe une fonction surharmonique U
dans £î telle que VÇx) = oo sur e.

Nous supposons qu'il existe un XQ e t2 n ce. En effet, on
peut écrire e = <?i U e^ tel que pour i = 1, 2, (û — ^) ne
soit pas vide, et, en considérant séparément <?i et e^ on
déduise la propriété de <°.

Soit 0. = L J Î2» où t2^ est un domaine régulier contenant
_ n

XQ et Qn <= û^+i pour n ^ 1.
Maintenant (e n îîn+i) est localement polaire dans Q^i

qui est un B.P. et, donc, (e n ^n+i} est polaire dans Qn+i.
Il existe, alors, une fonction surharmonique s^+i > 0 dans
^n+i ^iïe que .̂i == oo sur e n t^+i. On en déduit
(théorème 3.4) qu'il existe une fonction surharmonique V^
dans û telle que (V^ == ^4-1 + une fonction harmonique)
dans û^. Parce que XQ e û^ n ce, nous pouvons supposer
que V^(.To) < °o sans changer la valeur de V^ sur e n fin-

Ainsi, pour chaque n ^ 1, il existe une fonction surhar-
monique V^ dans Q telle que Vn{^o) < oo et V^) == oo
sur e n û,.

On achève la démonstration comme dans la proposition 3.15.
Soit On le minimum de ¥„ dans t2n. Alors, on peut choisir
une suite ^ > 0 telle que SÀ^Vn(^o) — aj < oo. Définissons
que U(^) = 2^(V^) - aj.
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Alors, U est une fonction surharmonique dans ii telle
que V(x) = oo sur e.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour
que e soit localement polaire quand t2 a une base dénom-
brable.

PROPOSITION 3.19. — Soit û un espace B.S. à base dénom-
brable. Dans ti, soit e un ensemble qui est polaire dans un
voisinage de chacun de ses points. Alors, il existe une fonction V
surharmonique dans i2 telle que V(rc) == oo sur e et
V(a;o) < °o pour un XQ arbitraire dans (û — e); ce qui
implique que e est localement polaire dans ti.

En effet, pour x e e, soit 8^ un domaine régulier conte-
nant x, où il existe une fonction surharmonique Up > 0
telle que U.p == oo sur e n 8^.

Soit QL^ un domaine régulier tel que a^ <= 8^ et XQ ^ a^.
Comme û a une base dénombrable, il existe une suite de tels
domaines a^p qui couvre e\ notons cette suite par (aj.

Comme dans la proposition précédente, on peut démontrer
qu'il existe une fonction surharmonique V^ dans ii telle que
V^ = oo sur {e C\ aj et Vn(^o) < oo.

On en déduit, comme dans la proposition 3.15, qu'il existe
une fonction V surharmonique dans û telle que V(rc) == oo
sur e, et V(^o) < oo.

Le lemme suivant est démontré par M. Bauer [2], en sup-
posant une base dénombrable. Nous en donnons une démons-
tration modifiée qui ne fait pas cette hypothèse.

LEMME 3.20. — Dans un espace £1 B.P., soit e un ensemble
polaire, fermé. Alors, il existe dans t2, une fonction surhar-
monique s > 0 telle que e = {x : s(x) = oo}.

En effet, soit p un potentiel fini continu dans îl. Alors,
pour x ^ e, R^,(^) ===0; et donc, pour chaque x e ce, il existe
une fonction U > 0 surharmonique telle que U ^ p dans
i2, U == p sur e, U est continue au point x et V[x) < s.
Pa,r conséquent, pour un compact K <= ce, il existe une fonc-
tion UK surharmonique > 0 dans 0. telle que UK ^ p
dans 0., UK = p sur e, et UK < s sur K.

Soit {a^} une suite de constantes > 0, telles que Sa^ < oo.
Parce que e est polaire, fermé, ce est un domaine ([7],
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p. 125) et donc [11], ce = u Kn où {KJ est une suite
croissante de compacts. Soit Un surharmonique > 0 dans û
telle que U^ ^ p, U^ == p sur e, et U^ < ^ sur K^.

Considérons ^ == SU^. ^ est hyperharmonique > 0 dans Q
et s = oo sur 6 ; si x e ce, il existe un m tel que x e K^
et par conséquent,

00

s{x) ^ {m — l)p{x) + S ^n < °°-
m

Ainsi, s est surharmonique > 0 dans û telle que
e == {x : s(x) = oo}.

THÉORÈME 3.21. — Dans un espace 0. B.S., 5oi( e un
ensemble localement polaire et fermé. Alors, il existe dans û
une fonction surharmonique s telle que e = {x : s(x} == oo}.

Démonstration. — Supposons que e soit compact.
Soit œ un domaine régulier contenant e; il existe dans œ,

d'après le lemme 3.20, une fonction surharmonique p > 0
telle que e = {x : p{x) = oo}, et on peut même considérer
que p est harmonique dans œ en dehors d'un voisinage de e.
D'après le théorème 3.4, alors, il existe une fonction s sur-
harmonique dans û telle que e = {x : s{x) = oo}.

Supposons, maintenant, que e soit fermé, non compact,
et localement-polaire dans û. Alors, ce est un domaine.
Soient co un domaine régulier et K, L deux compacts e.r.
tels que L c : ^ c : K < = ( o c < o < = : c e .

Dans chaque composante connexe 8 de (Î2 — L), il
existe (lemme 3.20) une fonction surharmonique s > 0 telle
que e n 8 == {x : s(x) == oo}. Considérant chaque composante
connexe de (Q — L), on voit qu'il existe une fonction U > 0,
surharmonique dans (û — L) telle que e = {x : V{x) == oo}.

Alors, on démontre, comme dans la démonstration du
théorème 3.5 (fc), qu'il existe une fonction V surharmonique
dans û telle que V est égale à U harmonique près dans
(t2 — K) => e; et V est harmonique dans co. Par conséquent,
V est une fonction surharmonique dans i2 telle que
e = {x: V(.r) == -|- oo}.
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5. Fonctions admissibles.

DÉFINITION 3.22. — Dans un espace 0. B.S., une fonction U
surharmonique est dite admissible (1) si elle admet une minorante
harmonique en dehors (Kun compact dans û.

Remarque. — D'une façon équivalente, on peut dire que U
est admissible si et seulement si Flux? (U) à Vinfini est fini (§ 2).

THÉORÈME 3.23. (Balayage dans un B.S.). — Soit 0, un
espace B.S. et soit V une fonction surharmonique dans Î2.
Alors V est admissible si et seulement si pour tout compact
X(X ^ 0), il existe une fonction U surharmonique dans û
telle que

(i) U ^ V dans ii,
(ii) U = V dans X,
(iiï) U est harmonique dans (fi — X), et
(iv) Fluxp (U) à Vinfini est égal à Flux? (V) à Vinfini.

Démonstration, — Étant donné une fonction surharmonique
V, s'il existe pour un compact X (X ^ 0) une fonction U
surharmonique satisfaisant les conditions (i) et (iii), alors V
est admissible.

Supposons maintenant que V soit admissible et X un
compact (X 7^ 0). Par définition, V a une minorante
harmonique h définie dans (t2 — A) où A est un compact.
Soient K un compact e.r. et co un domaine régulier tels que
K c: K c: <o c: X^ et L un compact e.r. tel que A u K c= L.

Il existe alors (lemme 3.1), une fonction H harmonique
dans (û — K) tendant vers 0 sur ôK, telle que
|H — {h — BLÀ)| est bornée dans (û — L). Aussi,
|BL/I| ^ supj/ij dans (t2 — L)$ par conséquent,

ÔL

p | H - A | < oo. (1)SU
û-

(1) Dans R2, on peut démontrer qu'une fonction U est admissible si et seulement
si U est un potentiel (logarithmique) à une fonction harmonique près (voir M. Bre-
lot [4] où il y a aussi un exemple, p. 308, montrant qu'une fonction surharmonique
n*est pas nécessairement admissible).
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Par hypothèse, la fonction surharmonique V ^ h dans
( Û — A ) ; donc, d'après (1), dans (û — K), V ^ H + X
pour une constante X. Ainsi, V a une minorante harmonique
dans (û — K). Soit q la plus grande minorante harmonique
de V dans (Q - K).

Soit 9 la famille de fonctions surharmoniques s dans
(Q — K) telle que

(i) 5 ^ V dans X n (t2 - K),
(ii) s ^ q dans (t2 — K). Alors, 2 n'est pas vide,

parce que V e S.

Définissons SQ =ints', alors, SQ est surharmonique dans
^ ^— ° —^

(Q — K);5o < V dans (D — K);5o == V dans X n (û — K)
et ô est harmonique dans (û — X).

Les fonctions SQ dans (Q — K) et V dans co sont, donc,
égales dans l'ensemble de l'intersection

0

œ n (û -- K) c x n (Q — K).

Par conséquent, la fonction U définie par Sy dans (û — K)
et V dans co est surharmonique dans t2, satisfaisant les
conditions (i), (ii) et (iii) du théorème.

U satisfait la condition (iv) aussi. En effet, soit Ao I81 plus
grande minorante harmonique de V dans (Q — L). Alors,
U ^ Ao dans (0 — L ) , parce que dans (û — L), U est
harmonique ^ V. (2)

De plus, comme dans (1) en utilisant le lemme 3.1, on
obtient qu'il existe une fonction Ai harmonique dans (Q — K)
tendant vers 0 sur ôK telle que \h^ — HQ\ est bornée en
dehors d'un compact E. (3)

En outre, V ^ ho dans (û — E) <= (f2 — L) et dans
(E — K), ( V — Ai) est bornée intérieurement, parce que V
est surharmonique et h^ —> 0 sur ôK. Par conséquent,
d'après (3), pour une constante |JL, V ^ h^ + p. dans {£1 — K);
ce qui implique que dans (t2 — K),

q ^ Ai + [L et donc, U ^ (Ai + [A) (4:)

D'après (2), (3) et (4) on obtient que dans (i2 — E), la
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fonction harmonique (U — Ao) est bornée et donc,
flux? (U — ^o) à l'infini est nul. Par conséquent

flux,, (U) à l'infini = fluXp (Ao) à l'infini
= fluxp (V) à l'infini (par déf. § 2)

Remarque. — Dans le théorème 3.23, désignons la fonction U
par B^. Soient Xi, X2 deux compacts avec l'intérieur non
vide, tels que Xi <= Xg. Alors, de la construction ci-dessus,
on obtient qu'il existe deux fonctions surharmoniques B^
et B^1 dans t2 telles que B^ ^ B^.

COROLLAIRE 3.24. — Une fonction V surharmonique est
admissible si et seulement si V est une limite croissante de
fonctions surharmoniques dans t2 à supports compacts.

En effet, Q == U i^n où îin est un domaine régulier tel
que iin <= iîn+i pour n ^ 1. Soit Un = B^". Alors,
U» < U^+i; Un a le support c t2n; et U^ = V dans û^-
Donc, V == lim Un. Pour l'inverse, on note que si U est
surharmonique majorant une fonction admissible, alors U
est admissible.

COROLLAIRE 3.25. — Dans un espace Q. B.S., soit X un
compact (X 7^ 0). Alors, dans t2, il existe une fonction s
^urharmonique^ nonharmonique, telle que

(i) s ^ 1 dans Q,
(ii) ^ == 1 5ur X, ^

(iii) ^ est harmonique dans (i2 — X).

En effet, soit K un compact e.r. contenant X. On sait
d'après la démonstration du théorème 1.18, qu'il existe une
fonction H ^ 0 harmonique dans (iî — K), tendant vers 0
sur î)K.

Alors,
,, _ ( 0 dans K
^"( -H^) dans (û - K),

est surharmonique dans £î ; et, U est admissible.
Donc, par le théorème 3.23, il existe une fonction surhar-
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monique V dans û telle que
(i) V ^ U ^ 0 dans Q,
(ii) V = U = = 0 dans :X, et
(iii) V est harmonique dans (û — X).

Alors, s = (V + 1) possède toutes les propriétés énoncées
dans le corollaire.

Remarque. — (D'après le lemme 3.2), le théorème 3.23 et le
corollaire 3.25 sont vrais même si l'on suppose seulement que
X est compact non-localement-polaire.

6. Domaines du type B.P.

DÉFINITION 3.26. — Dans un espace û B.S., on dit qu'un
domaine œ est du type B.P. s'il existe un potentiel > 0
dans eu.

THÉORÈME 3.27. [10]. — Dans un espace Q. B.S., un
domaine œ est du type B.P. si et seulement si (ti — œ)
n'est pas localement polaire.

Démonstration. — Voici une démonstration différente de
[10]. Soit o> un domaine du type B.P. dans un espace
û B.S.; si (Q — œ) était localement polaire, alors il y aurait
un potentiel > 0 dans 0.. Par conséquent, si co est un
domaine du type B.P. dans û B.S., alors (û — œ) n'est
pas localement polaire.

Supposons maintenant que œ soit un domaine dans un
espace û B.S. et que (Q — œ) ne soit pas localement
polaire. Soit XQ e co, et soit 9 la famille de domaines
réguliers dans û contenant XQ. (û — œ) n'est pas localement
polaire implique qu'il existe un Q^ e 9 tel que (Cœ n t2i)
n'est pas localement polaire dans û^. Soit K un compact e.r.
tel que K <= co n û,; soit a; = (îî, — K).

Alors, (R^^Oa, ^0.
Soit cr un domaine régulier contenant Q^. Alors, Cco n ̂

est relativement compact dans (<r — k) et donc (R^^Oo-fc
est un potentiel dans ( a — A ' ) . Aussi, on a que (R^001)^-^



ESPACES HARMONIQUES SANS POTENTIEL POSITIF 149

tend vers 0 sur Ô((T — /c). D'après les inégalités

0 ^ (R?^),, < (R?^).-., ^ (ft?")^ (1)

on obtient que V» == (È.^00*)^ est une fonction surharmo-
nique dans (ût — /c), prenant ses valeurs dans [0, l], étant
harmonique ^ 0 dans (<o n tî^) — fr, et tendant vers 0
sur ôK.

Soient O.j e 9 et ûy => iî^. Alors, d'après (1),

(Rî^Oc, ^ (R^Oa,^. ^ (Rî^^a, < (Rî^o-. (2)
c'est-à-dire, si û; <= ^ alors on a V^ < Vy ^ (^î^îû-fe.

Soit 8 un domaine régulier tel que K c S c S c o ) , et
soit dans (8 — K) h la fonction Hy8"^ où 9 = 0 sur ôK
et 9 == 1 sur ô8. Alors, h prolongée par 1 dans (û — 8 )
est une fonction surharmonique dans (Û — K), tendant
vers 0 sur ô/c et ^ (Rî^û-fc (3).

D'après (2) et (3), {V^} est une famille filtrante croissante
où Vj correspond à t2, => û^; Vy tend vers 0 sur ÔÀ";
0 ^ Vy < 1 dans (Î2y — K), mais Vy =^0; et Vy est
harmonique dans (co o û^.) — K.

Par conséquent, si V == sup V/, alors V est harmonique
dans (œ — K); et 0 < V < 1, mais V^O dans (<o — K).
D'après (2) et (3), Vy ^ (RÎ^Q-fc implique que V tend vers 0
sur ôK.

La fonction s définie par V dans (œ — K), prolongée
par 0 dans K, est donc une fonction sousharmonique,
bornée, nonconstante dans co ; ce qui implique qu'il existe un
potentiel > 0 dans co (proposition 1.2).

Voici (Vautres caractérisations (Tun domaine co du type B.P.
Pour un y e û, on désigne par Çy une fonction surharmonique
dans Q. de support {y}.

THÉORÈME 3.28. — Soit <o un domaine dans un espace
û B.S. Alors, les énoncés suivants sont équivalents:

(i) co est un domaine du type B.P.,
(ii) pour chaque y e <o, il existe une fonction surharmonique

> 0 dans œ à support {y} qui est de la forme [qy 4- une
fonction harmonique) dans un voisinage de {y},
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(m) pour chaque y e co, il existe une minorante harmonique
de qy dans co,

(iv) pour tous les domaines <x^ relativement compacts dans co
contenant {y}, supp^E^oo où p^ est le potentiel unique
([14], p. 458) dans co^, de support {y}, qui est de la forme
(qy -j- une fonction harmonique) dans un voisinage de {y}.

Démonstration,

(i)^(ii).
Soit V un potentiel > 0 dans œ. y e œ. Soient a, 8, 8'

des domaines réguliers tels que
î / 6 a < = a c : 8 ' « = 8 ' c : 8 c : ^ c = o ) .

Soit F = 8 — 8 ' .
Alors, U == (Ê^)(O n'est pa.s harmonique dans 8, parce

que U est harmonique dans (œ — a) et U ^ V dans co.
Par conséquent, (U —, H^) > 0 dans 8.

Soit h la plus grande minorante harmonique de qy dans 8.
Alors, il existe un À > 0 tel que

(U — H&) ^ M?j,— A) sur ^/ (1)
(U — HÈ) et {qy — h) sont harmoniques dans F et (1)

est vrai dans ô8 aussi, parce que h ̂ > qy sur ô8. Par consé-
quent, (U — Hfe) ^ X(çy — A) sur F.

Définissons
W = ^H^ + À^ ~ A) dans 8

~ ( U dans (œ — 8)

Alors, W est surharmonique > 0 dans co, et donc ——

est surharmonique > 0 dans œ et de la forme {qy -(- une
fonction harmonique) dans un voisinage de {y}.

(ii)^(iii).
Soit y e û) ; alors, il existe une fonction surharmonique

V > 0 dans œ, de support {y}, telle que (V == qy + une
fonction harmonique) dans un voisinage de {y}. Par consé-
quent, il existe une fonction harmonique H dans co telle que
^ == ?y + H > 0, et donc qy a une minorante harmonique
dans ce.
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(ni) -^ (iv).

Par hypothèse, la plus grande minorante harmonique de qy
existe dans co. Soit 9 la famille de domaines relativement
compacts dans co contenant {y}. Alors, p^i = CL — la plus
grande minorante harmonique de qy dans c^ et donc
P?1 ^ ?y ~ ̂  pl118 grande minorante harmonique de qy
dans co.

Par conséquent, sup p^i• =/E oo.

(iv) ̂  (i).

Soit 9 la famille ordonnée de domaines relativement
compacts dans co, contenant {y}, telle que co == u (x^.
Alors {p^Oo)^ est une famille ordonnée de fonctions sur-
harmoniques > 0, et d'après (iv), V = sup p^i ̂  oo. Donc,
dans û), il existe une fonction surharmonique > 0, qui
n'est pas harmonique; par conséquent, co est un domaine
du type B.P.

7. Harmonicité à Finfini.

PROPOSITION 3.29. — Soit û un espace B.S. et soit U
une fonction harmonique définie en dehors d'un compact X.
Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) pour un compact K e.r. tel que X <= K, U = ByJJ
dans (û — K),

(ii) U est bornée en dehors d'un compacta
(iii) U est bornée dans un sens à V infini et flux» (U) à

Vin fini est nul.

Démonstration. — L'équivalence entre (i) et (iï) est évidente,
d'après le corollaire 1.15. Par définition, si U est bornée,
ûuxp (U) à l'infini est nul et donc (ii) =^ (iii).

Pour montrer (iii) =^ (ii), supposons U bornée intérieure-
ment en dehors d'un compact et flux? (U) à l'infini est nul.
Alors, par définition du flux nul, il existe une fonction V
harmonique dans 0. telle que | V — U| est bornée en dehors
d'un compact, et donc V est bornée intérieurement en dehors
d'un compact; ce qui implique que V est constante (proposi-
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tion 1.2). Par conséquent, U est bornée en dehors d'un
compact.

DÉFINITION 3.30. — Soit û un espace B.S., et soit <o
un ouvert dans û contenant (St. Soit U une fonction harmo-
nique définie dans œ H û. On dit que U est harmonique à
Vinfini (2) si Vune des conditions équivalentes de la proposition
3.29 est satisfaite^ et, une fonction V définie dans œ n û
est dite harmonique relativement à co si V est harmonique dans
œ n 0. au sens habituel et V est harmonique à l9 in fini.

Rapport avec le cas classique.
Voici comment on peut considérer la définition 3.30 plus

haut, comme une généralisation de la notion correspondante
dans R2.

Dans R2, on notera Do et A^ les domaines où \x\ < r
et \x\ > r; A^ = AQ U {01}', M^(0) la moyenne d'une fonction
U sur la circonférence \x\ == r.

Soit œ un ouvert dans R2 contenant {01}. Une fonction
U dans (o est harmonique si elle l'est sur eu — {01} au sens
habituel et en {ÛL} finie continue, égale à M^(0) [pour 0
fixe et r alors assez grand, ou encore quel que soit A^ <= û)].

Cette définition au point {01} revient à supposer, dans le
développement, (comme dans § 4, chap. I), pour \x\ == p,

1 °° Go Y ' fO^
U^) - K + a log— + S ^(6) + S —w

P p i P

que a et le premier S sont nuls, et par conséquent, lim V(x)
•c-xfl

existe. Ainsi, une fonction U définie dans un ouvert œ de
R2, contenant {<St}, est harmonique relativement à co si et
seulement si U est harmonique dans <o — {01} au sens
habituel et U est bornée dans un voisinage de {01}.

Base de voisinages réguliers de 01.
Parce que û est dénombrable à l'infini, on a û = U K^

où {K^} est une suite croissante de compacts e.r. On peut

(2) Dans [4], M. Brelot a introduit les notions de rharmonicité et la sousharmoni-
cité sur les ensembles ouverts de R" [n ^ 2) mêmes, contenant le point à l'infini,
de manière à conserver des propriétés fondamentales comme le principe du maximum.
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donc considérer (Si — IQ, n ^ 1, comme une base d'ouverts
réguliers de CL.

Notation. •— Soient K compact e.r. et U définie sur ôK.
Notons par BJJ la fonction 119̂  où U est U sur ôK
et 0 en (SI. Donc, si f est finie continue sur ôK, BE/= BK/*.

PROPOSITION 3.31. -- Dans un espace QL B.S., soit U
surharmonique définie en dehors d'un compact X. Alors, les
conditons suivantes sont équivalentes

(i) pour un compact K e.r. tel que X <= K, U ^ BRU dans
(û — K),

(n) U est bornée intérieurement en dehors d'un compact.

Démonstration.

(i)=^(n).

Soit U ^ X sr ôK. Alors, BKÛ ^ BRÀ == BKÀ = X
dans (î2 — K); et donc U > B^V dans (f2 — K) implique
que U est bornée intérieurement à l'infini.

(ii) -^ (i).
Soient U ̂  X en dehors d'un compact A et K un compact

e.r. tel que A <= K. Soit V == U — À ^ 0 dans (tî — A).
Alors, V ^BKV dans (f2 — K); c'est-à-dire dans (û — K),
U - ̂  ^ BK(U - À) ^ BKÛ - BKX == BKU - À et donc
U ^ BRU dans (Q — K).

DÉFINITION 3.32. — Soient û 1^1 espace B.S., ^ U 5Mr-
harmonique définie en dehors d'un compact X. On dit que U
est surharmonique à l'infini si l'une des conditions équivalentes
de la proposition 3.31 est vérifiée.

Potentiels de support (St.

Dans un espace Q B.S., soit K un compact e.r. Il existe
alors dans (îî — K) une fonction harmonique H ^ 0,
tendant vers 0 sur ôK telle que îîiiî H{x) = oo (d'après

la démonstration du théorème 1.18)̂  Par définition 3.32,
cette fonction H est surharmonique (et non harmonique) à
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l'infini. De plus, si h ^ 0 est harmonique relativement à
(Q — K) et h < H, alors h == 0; en effet, h est bornée
dans (î2 — K) et tend vers 0 sur ôK, et donc h = 0
(corollaire 1.15). En conséquence, par analogie, on peut appeler
H un potentiel relativement à (û — K) et de support (St.

Voici une conséquence immédiate de cette interprétation.

PROPOSITION 3.33. — Soit i2 un espace B.S. et <po un
potentiel > 0 dans un voisinage de XQ e Q, et de support XQ.
Soit 9 un potentiel ^ 0 relativement à un voisinage de (St
et de support 0L. Alors, il existe une fonction s dans 0. telle
que

(i) s est harmonique dans û — {^o}?
(ii) s = (<po + une fonction harmonique) dans un voisinage de

XQ, et

(iii) s = (X<p 4" une fonction harmonique) relativement à un
voisinage de <9L

En effet, <p est une fonction harmonique > 0 dans
(û — K), K étant compact, telle que lim y(rr) == oo et donc

x-^ei
flux? (<p) à l'infini n'est pas nul (proposition 3.29).

Alors, comme dans la démonstration du théorème 3.4, on
construit une fonction s dans i2 telle que

(a) s est harmonique dans û — { ^ 0 } telle que s == (cpo 4"
une fonction harmonique) dans un voisinage de XQ, et

(6) s === (X<p + une fonction harmonique bornée) en dehors
d'un compact; c'est-à-dire s = (X<p + une fonction harmo-
nique) relativement à un voisinage de (îl.

Sur la proportionnalité des potentiels de support (9L.
Soit K un compact e.r. dans un espace û B.S. Soit

9&Î la classe de fonctions U positives =1= 0 harmonique
dans (û — K) tendant vers 0 sur.ôK. Donc, si ,U e 36^
U est un pote,ntiel .relativement au voisinage (t2 — K) de €L
de support (St. Relativement à ce voisinage, s9 il y a propor-
tionnalité des potentiels de support dt, alors tous les éléments de
3ëî sont proportionnels.

Dans le *eas particulier où ti ==^ R2 et K == {\x\ < r},
il est évident qu'il y a proportionnalité des potentiels de
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support d relatif à R2 — {\x\ ^ r}. Mais, dans le cas
général, il n'y a pas de proportionnalité de tels potentiels,
comme l'exemple suivant le démontre :

Soit û === ]— oo, oo [ avec des fonctions affines continues
comme harmoniques localement, et soit K == [a, b]. Alors,
il existe deux éléments non proportionnels U^ Ug e 9&Î
tels que pour chaque U e 3€~^ on a U === ^iUi + ^Ug; par
conséquent, il n'y a pas de proportionnalité des potentiels de
support <Sl, relatif au voisinage (ii — K) de OL.

Dans la suite, on introduit la notion de dimension harmo-
nique à l'infini (suivant la méthode de M. Heins [19] pour une
surface de Riemann) qui est étroitement liée avec la multi-
plicité des potentiels de support (St.

8. Dimension harmonique à l'infini.

Dans un espace û B.S., si K est un compact e.r., soit
WoÏ qui désigne la famille de fonctions harmoniques ^ 0
dans (û — K), tendant vers 0 sur ôK.

THÉORÈME 3.34. — Dans un espace Û B.S., soient K et L
deux compacts e.r. Alors, il existe des applications additwes et
positivement homogènes R : Wif —> 3f>ï et S : (%K -> ̂ t
telles que RS === 1 et SR == I.

Démonstration. — Nous pouvons supposer K c L; en
effet, étant donné deux compacts Ki et Kg e.r., on peut
toujours trouver un compact Kg e.r. tel que Ki U Kg <= Kg.

Soit (o un domaine régulier tel que L c o. Introduisons
les opérateurs M, BR, BL et T === BiJM comme dans le
lemme 3.1. Alors, pour un U e 3ë^ il existe un élément
unique 9 e c (ôco) tel que (1 -— T)(p = U sur ôco.

Alors les fonctions M<p et BL(M<?) + U sont égales dans
(<o — L) (lemme 3.1) et donc la fonction V définie par M<p
dans (eu — K) et par B^My) + U dans (t2 — L) est
harmonique dans (û — K) et V e 3%. Posons RU = V.

Pour une fonction V e ^K, définissons

SV == V - BI.V e 36?.
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Alors, pour un U e <%Ï, RU est la plus petite fonction de
la classe S î̂ qui majore U sur (û — L). En effet, soit
H e S^K la plus petite fonction de <%SK qui majore U sur
(û — L). Alors, RU ^ H dans (û — K) et donc,
(RU — H) est une fonction harmonique ^ 0 dans (0 — K)
telle que dans (t2 — L),

RU - H = B^M^) + U - H (par définition de RU)
^ BL(MÇ) < oo, dans (tî — L).

En conséquence, (RU — H) est une fonction harmonique
bornée dans (Q — K), tendant vers 0 sur ôK; et donc,
RU - H = 0 (corollaire 1.15).

On en déduit que si V e 36Î alors V ^ SV dans (û — L)
et donc, V ^ R(SV) dans (fi - K).

Aussi, dans (û — L),

V - R(SV) < V - SV
= BLV (par définition de S)
^ sup V dans (û — L).

ÔL

Par conséquent, V — R(SV) est bornée supérieurement
dans (t2 — K) aussi. Ainsi, 0 ^ V — R(SV) est bornée
dans [0. — K) et tend vers 0 sur ôK, parce que V et
R(SV) -^ 0 sur ôK. Donc, V == R(SV) dans (Q - K),
par le corollaire 1.15.

Considérons maintenant une fonction U e 3'êf. Alors,
dans (ii — L),

S(RU) = RU — BL(RU) (par définition de S)
= U ' (p^ définition de R)

et donc, si U e 3^î on a S(RU) = U dans (Q - L).

DÉFINITION 3.35. — On dit que U e 36î est un élément
minimal de S&Î. si pour tout V e 3^î tel que V ^ U, on a
V = xU, (0 ^ x ^ 1).

PROPOSITION 3.36. — Un élément U e 3-6^ est minimal de
ïkf si et seulement si RU est minimal de XK.
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En effet, soit U minimal de 3%-. Si h e ̂  tel que
/^ RU dans (t2 - K) alors RU- h ^ B^RU - h) dans
(û — L); c'est-à-dire, Sh ^ S(RU) == U dans (a — L),
et donc, Sh = AU. Par conséquent, / i = x ( R U ) ; ce qui
implique que RU est minimal de 3ëî.

Réciproquement, supposons U e ̂  et RU un élément
minimal de 9&Î. Soit H e 3ëf tel que H ^ U. Alors,
RH == X(RU) et donc, H = AU; ce qui implique que U
est un élément minimal de 3ëf.

Cette proposition démontre que le nombre d'éléments
minimaux de ^ ne dépend pas du choix du compact K
e.r.

On dit quun élément minimal U e 9&Î est normalisé si le
Flux? (U) d Vinfini = 1. Soit 9 la famille d'éléments
minimaux normalisés et distincts de S^K.

DÉFINITION 3.37. (M. Heins [13]). — Dans un espace û B S.,
pour un compact K e.r., soit 3 la famille d'éléments minimaux
normalisés et distincts dans 3-6 .̂ Si S contient n éléments
on dit que la dimension harmonique à Vin fini de û est n.
{ce qui est indépendant de K).

PROPOSITION 3.38. — Soit Q. un espace B.S. Si la dimen-
sion harmonique à Vin fini de ti est > 1, il existe des fonctions
harmoniques non constantes dans Î2.

En effet, soient Ai, Ag deux éléments distincts de 9
correspondant à un compact K e.r.; c'est-à-dire, pour
i = 1, 2, h, e ^K et Flux^, (^) à l'infini est 1. Donc,
h = h^ — h^ est harmonique dans (û — K), tendant vers 0
sur ôK, et ayant le flux à l'infini nul; aussi, h n'est pas
bornée (autrement h serait == 0 d'après le corollaire 1.15).

D'après la définition de flux nul, donc, il existe une fonction
U harmonique dans Q. telle que | U — h\ est bornée en
dehors d'un compact. Comme h est non bornée dans (û — K),
U n'est pas constante dans û.

Remarque. — Si la dimension harmonique à l'infini de t2
est 1, il n'y a pas toujours de fonctions harmoniques non
constantes dans f2. Voici un exemple :

Soit û = [0, oo [. Si U est une fonction continue dans û,
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on dit que U est harmonique dans ]a, b[ si U est linéaire
dans ]a, &[; on dit que U est harmonique dans [0, b[ si U
est constante dans [0, &[.

Alors, 0. est un espace B.S. avec la dimension harmonique
de û à l'infini 1 ; et les seules fonctions harmoniques dans Q
sont les constantes.

THÉORÈME 3.39. — Soit f2 un espace B.S. et soit K un
compact. Si la dimension harmonique de £î à Vinfini est 1,
il existe un unique composant connexe non relativement compact
de (îî — K) {comme dans R2) et il est du type B.S. ou B.P.
selon que K est localement-polaire ou non.

Démonstration. — Soit L un compact e.r. tel que K <= L.
On va démontrer que (ti — L) contient un seul composant
connexe non relativement compact (qui est nécessairement un
S-domaine correspondant à L) ; d'où le résultat.

Si possible, soient (ù^ et (Og; deux composants connexes non
relativement compacts de (û — L). t2 étant B.S., co^ et cùg
sont nécessairement S-domaines (proposition 1.10). Alors, pour
i = 1, 2, il existe une fonction harmonique ^ > 0 dans o^
tendant vers 0 sur ôL (théorème 1.17). Définissons H
dans (û — K) égale à ^ dans <o; prolongée par 0 ailleurs.
Ui, Ug e 96'L et elles sont non-proportionnelles; c'est une
contradiction, parce que la dimension harmonique de Q à
Finfini est 1 implique que tous les éléments (^ 0) de ^t
sont proportionnels.

Enfin, notons pa.r G) cet unique composant connexe non
relativement compact de (t2 — K). Si K est non localement
polaire, (t2 — œ) est non localement-polaire et donc <o est
du type B.P. (théorème 3.27). Si K est localement-polaire,
(û — K) est connexe et donc o = (Û — K); dans ce cas,
(o est nécessairement du type B.S.

THÉORÈME 3.40. — Soit 0, un espace B.S. et soit XQ e ti.
Il existe une fonction surharmonique q dans Q. de support XQ,
et bornée supérieurement au voisinage de 0L. Dans le cas où la
dimension harmonique de Q. à Vinfini est 1, s il y a la propor-
tionnalité (de potentiel à support ponctuel) locale, alors pour
toute s surharmonique dans t2 de support {xo} et bornée
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supérieurement au voisinage de 0L, on a s = {cq + une cons-
tante) dans 0. où c est une constante > 0.

Démonstration. — Soient K un compact e.r. et eu un do-
maine régulier tels que XQ e K c: K c: co. Soit P > 0 un
potentiel dans œ de support {^}. Soit H >0 une fonction
harmonique non bornée dans (û — K) tendant vers 0 sur
ôK. (Pour l'existence d'une telle fonction H, voir la démons-
tration du théorème 1.18).

Existence.

D'après le théorème 3.7, il existe une fonction U dans t2,
harmonique dans t2 - {x^}, telle que U = ( X P + u n e
fonction harmonique, dans co et U = (H + une fonction
harmonique bornée) dans un voisinage de dL

H étant ^ 0, À est < 0; autrement dans Î2, U serait
une fonction surharmonique non constante et bornée intérieu-
rement dans un voisinage de (9L, ce qui n'est pas possible
(proposition 1.2).

Ainsi, il existe une fonction q(= u ) dans iî satisfaisant
les conditions du théorème. \ À /

Unicité.

Supposons maintenant que la dimension harmonique de 0.
à l'infini est 1; aussi, l'axiome de proportionnalité locale.

Soit s une fonction surharmonique dans D, de support
{xo} et bornée supérieurement dans un voisinage de GL.

(Bs — s) est harmonique, bornée intérieurement et tend
vers 0 sur ôK. Par conséquent, d'après la proposition 1.14,
(Bs — s) ^ 0 dans (f2 - K); et la dimension harmonique
de Q. à l'infini étant 1, on a Bs — s = a H dans (0. — K}
où (JL > 0. /

La proportionnalité locale entraîne (comme dans le théorème
3.6) que s = (<rP + une fonction harmonique) dans œ où
<r > 0.

Ainsi, l'allure de s, comme pour ç, est déterminée par P
(dans un voisinage de Xç) et par H (dans un voisinage de €C).

Par conséquent, comme dans la démonstration du théorème
fondamental (théorème 3.7), il s'ensuit que s == {cq + une
constante) dans Q. où c est nécessairement > 0.



160 VICTOR ANANDAM

BIBLIOGRAPHIE

[1] L. AHLFORS et L. SARIO, Riemann surfaces, Princeton, (1960).
[2] H. BAUER, Propriétés fines des fonctions hyperharmoniques dans une

théorie axiomatique du potentiel, Ann. Inst. F ourler, Grenoble
1.15/1 (1965), 137-154.

[3] M. BRELOT, Fonctions sousharmoniques et balayage, Bull. Ac. royale de
Belgique, t. XXIV (1938), 421-436.

[4] M. BRELOT, Sur le rôle du point à l'infini dans la théorie des fonctions
harmoniques. Ann. Ec. Norm. Sup., t. 61 (1944), 301-332.

[5] M. BRELOT, Étude des fonctions sousharmoniques au voisinage d'un
point singulier. Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 1 (1949), 121-156.

[6] M. BRELOT, Éléments de la théorie classique du potentiel. 4e édition,
C.D.U., Paris (1969).

[7] M. BRELOT, Lectures on potential theory. T.I.F.R., Bombay, 1960
(re-issued 1967).

[8] M. BRELOT, Axiomatique des fonctions harmoniques. Cours d'été 1965,
Montréal, Les Presses de l'Université (1966).

[9] M. BRELOT et G. CHOQUET, Espaces et lignes de Green, Ann. Inst.
Fourier, t. 3 (1951), 199-263.

[10] C. CONSTANTINESCU et A. CORNEA, On thé axiomatic of harmonie
functions I. Ann. Inst. Fourier, t. 13/2 (1963), 377-388.

[11] A. CORNEA, C.R. Acad. Se. Paris, t. 264 A (1970), 190.
[12] M. HEINS, Thé conformai mapping of simply-connected Riemann sur-

faces, Ann. of Math., t. 50 (1949), 686-690.
[13] M. HEINS, Riemann surfaces of infinité genus. Ann. of Math., t. 55 (1952),

296-317.
[14] Mme R. M. HERVÉ, Recherches axiomatiques sur la théorie des fonctions

surharmoniques et du potentiel, Ann. Inst. Fourier, t. 12 (1962),
415-571.

[15] P. A. LOEB, An axiomatic treatment of pairs of elliptic différential
équations, Ann. Inst. Fourier, t. 16/2 (1966), 167-208.

[16] B. RODIN et L. SARIO, Principal functions. Van Nostrand, 1968.
[17] B. WALSH, Flux in axiomatic Potential Theory I. Inventiones Math.

t. 8/3 (1969).

Manuscrit reçu le 1er novembre 1971,
accepté par M. Brelot.

Victor ANANDAM,
Department of Mathematics,

Loyola collège,
Madras-34 (India).


