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STRUCTURE PRESQUE TANGENTE
ET CONNECTIONS — II.®

par Joseph GRIFONE

Introduction .

Dans un article précédent [6] nous avons introduit un nouveau
formalisme qui permet de traiter aisément au point de vue algébrique
la théorie des connexions non linéaires sur une variété M. Ce for-
malisme permet d’établir I’existence et I'unicité d’une connexion,
sur une variété finslerienne, qui généralise la connexion de Levi-
Civita du cas riemannien (connexion canonique).

Dans cet article nous nous proposons d’appliquer ces résultats
a Iétude des connexions de vecteurs et de directions, qui, d’aprés
le point de vue d’E. Cartan, jouent un role important en géométrie
finslerienne.

La notion de connexion de directions n’est pas trés simple, bien
que la dérivée covariante se manie assez bien avec le formalisme de
P. Dazord [3], comme J.G. Diaz I’a montré [4] ; c’est pourquoi
nous nous proposons tout d'abord d’interpréter les connexions de
directions réguliéres comme des connexions linéaires sur le fibré
TTM - TM, C’est-d-dire comme des connexions linéaires sur la va-
riété TM. Ce point de vue a été déja adopté par M. Matsumoto [9],
mais nous donnons ici intrinséquement les conditions qu’une con-
nexion linéaire sur TM doit satisfaire pour qu’elle soit le prolon-
gement d’une connexion de vecteurs ou de directions réguliére. Ainsi
prolongées, les connexions de directions réguliéres sont trés ma-
niables. Le probléme d’associer 3 une connexion de directions une
connexion non linéaire sur M, et, réciproquement, de ‘“‘relever les
connexions non_linéaires sur M en connexions de directions, devient

(') La premiére partie a paru dans|le tome 22,1 de cette méme revue.
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assez facile, avec le formalisme que nous avons introduit. Les con-
nexions finsleriennes de Berwald et de Cartan sont ainsi interprétées
comme des relévements particuliers de la connexion canonique de la
variété finslerienne.

Une connexion de vecteurs sur TM peut étre définie comme une
loi de dérivation D sur le module des sections du fibré vertical tan-
gent 8 TM, V(TM) = TM. Une connexion de vecteurs sur ®M = TM — (0)
est appelée connexion de directions si elle satisfait a certaines condi-
tions d’homogénéité (définition III,1) (cf [3]). On se propose de ré-
soudre le probléme suivant : étant donné une connexion de vec
teurs (resp. de directions), comment trouver une connexion li-
néaire sur le fibré TTM — TM, qui, restreinte au sous-fibré V(TM) - TM,
donne la connexion de vecteurs (resp: de directions) de laquelle on
était parti.

Nous répondrons a cette question dans le cas ou D est réguliére,
c’est-da-dire dans le cas ol la 1-forme vectorielle DC (C étant le champ
canonique) établit un isomorphisme de V(TM). Plus précisément on
montre les résultats suivants :

1) II existe un prolongement canonique d’une connexion de
vecteurs réguliére en une connexion linéaire sur la variété TM (Théo-
reme de prolongement I11,12).

2) Une connexion linéaire D sur la variété TM est le prolon-
gement d’une connexion de vecteurs réguliére si et seulement si :

A. DJ = 0, J étant la structure presque-tangente.

B. Soit ¢ : TTM - V(TM) ; ¢ = $|V(TM) est un isomorphisme
X XC

- D
C.D'=0,oull=1-2¢%0p.

D est dite connexion réductible.

En vertu des axiomes A et B, I' est une connexion sur M, dite
connexion induite par D sur M.

3) Une connexion linéaire D sur la variété M est le prolonge
ment d’une connexion de directions réguliére si et seulement si :
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1. D est réductible.
2. [C,DJX] = D[C,IX]
3. D(,JX = J[C,X] pour tout X € L(EM)

Nous nous intéressons ensuite a un type particulier de connexions
réductibles, les connexions presque-projetables. On dira qu’une con-
nexion réductible est presque-projetable si D, C = JX, pour tout
X € TTM. La connexion induite est alors appelée projection de
D. On peut montrer la propriété suivante (propositions II1,28 et
111,29) :

Une courbe f sur M est une “géodésique‘ de la projection de
D sur M si et seulement si son relevé f' est une géodésique de D.

Il est facile de vérifier qu'une connexion de directions est presque-
projetable si et seulement si T(C,JX) = 0(®), pour tout X € TTM
T étant la torsion classique de D.

La derniére partie du chapitre est consacrée a I’étude des re-
lévements sur TM des connexions I' sur M, c’est-d-dire aux connexions
linéaires réductibles qui se projettent sur une connexion I' donnée.
Nous mettons en évidence deux types particuliers de relévements :
le relévement normal et le relévement métrique. Dans le cas ou I
est une connexion homogéne de degré 1, il existe un relévement
normal canonique, dit reléevement de Berwald.

Le relévement métrique de I' est défini lorsque ’on se donne une
structure semi-finslerienne sur la variété (cf [6]). Si g estla métrique
riemannienne sur TM définie par cette structure et par I (cf. [6]
IL1), le relevement de T' est dit métrique si Dg, = 0.

On montre les théorémes suivants :

1) Une condition nécessaire pour qu’il existe un relévement mé-
trique d’une connexion simple conservative I', est que I’énergie soit
la somme d’une fonction homogéne de degré 2 et d’une fonction
homogene de degré 1.

2) Si I' est la connexion canonique cette condition est aussi suf-
fisante. De plus D est unique si I’on impose des conditions conve-
nables sur la torsion.

(%) Je dois cette remarque, et tant d’autres, a M. Grangier. J. Vilms [11] a dé-

montré récemment cette propriété dans le cas plus général des fibrés vecto-
riels quelconques.

20
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Dans le cas finslerien, en relevant ainsi la connexion canonique on
obtient le prolongement, au sens de (III,12), de la connexion de
Cartan [2] ; dans le cas d’un systéme dynamique homogéne on
obtient le prolongement de la connexion dite ‘“S-finslerienne* de
J. Klein [7]

Enfin, en Appendice comme exemple d’application du formalisme
introduit, nous résumons les résultats les plus importants pour les
connexions qui interviennent en géométrie finslerienne.

Dans tout cet article on utilisera les résultats et les notations de

(6]



STRUCTURE PRESQUE TANGENTE ET CONNECTIONS 295

TABLE DES MATIERES

Pages

CHAPITRE JII. — PROLONGEMENTS, PROJECTIONS ET RELEVEMENTS

DE CONNEXIONS

I. Partiec — PROLONGEMENTS. .. e v ettt ineieennnennenann 296
0. Rappels sur les connexions de vecteurs et de directions 296
1. Connexions linéaires sur TM, réguliéres. . ........... 297

2. Prolongement linéaire d’une connexion de vecteurs
réguliére. (connexions réductibles). ............... 300

3. Prolongement linéaire d’une connexion de directions
réguliére (connexion de directions prolongée). .. .... 303
I1. Partiec — PROJECTIONS ET RELEVEMENTS . . ............. 304
1. Connexions linéaires presque-projetables. ...... .... 304
2. Relévement normal d’une connexion. .............. 309

3. Latorsion et la courbure des relévements normaux de
A 312

4. Relévement métrique d’une connexion simple conser-
ValIVE . . .ttt e 316
APPENDICE. — LES CONNEXIONS DANS LES ESPACES DE FINSLER . ... 326
1. Les connexions associées a la structure finslerienne. .. 326
2. Expression explicite de la connexion de Cartan. .. . .. 327
3. Torsion et courbure de la connexion de Cartan. . . .. . 330

BIBLIOGRAPHIE. . . . ot ittt et et et e e e e e et e e e e e e e 337



296 JOSEPH GRIFONE

CHAPITRE 111

PROLONGEMENTS, PROJECTIONS ET
RELEVEMENTS DE CONNEXIONS

PARTIE 1 — PROLONGEMENTS

0. Rappels sur les connexions de vecteurs et de directions.

D
Une connexion linéaire sur le fibré TTM — TM, c’est-a-dire une

connexion linéairc sur la variét¢ TM, peut étre définic comme une
loi de dérivation D sur lc % (TM)-module &(TM) (définition classique
de J.L. Koszul (cf. [8]). Dans la suite les connexions lin€aires sur la
variété TM seront étudiées toujours sous ce point de vue, tandis que
les connexions sur M seront caractérisées 4 l'aide de la structure
presque-produit I' qui leur est associée (cf. [6] chapitre I). Ceci nous
permettra de nous servir uniquement de l’algébre tensoriclle cons-
truite sur TM.

DueriniTioN I11,1. —- On appelle connexion de vecteurs sur TM

une loi de dérivation D sur le 5i(TM)module TM x TM des sections
pry M

du fibré T™ L); ™ - TM.

Une connexion de vecteurs sur M est dite connexion de directions
si elle satisfait a la condition d’homogénéité :

Dt x.n_y Uty -Y-hyo1) = By DY by
ou A\ : M= R" — (0) est C sh, : TM > TM est I'homothétie dans
les fibres de rapport \, h, = (h, ,1d) ; X EL(®M) et Y € BM x TM.
‘ M

(cf. [3]D). _—

Comme i : TM x TM = V(TM) est un isomorphisme de fibrés vec-
M

toriels au dessus de TM, on identifiera toujours une connexion de

p
vecteurs avec une connexion sur le fibré V(TM) — TM, c’est-a-dire
~ -
on identifiera D avec D définie par :
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D,Y =i D,(i"'Y)
avec X € TBM et Y € V@BM).

Nous nous proposons de prolonger canoniquement une connexion
de vecteurs en une connexion linéaire sur le fibré TTM - TM. On
résoudra ce probléme dans le cas ou D est réguliere (cf. [1], [3]),
C’est-a-dire dans le cas ou DC, C étant le champ canonique, définit
un isomorphisme de V(TM) fibre par fibre.

1. Connexions linéaires sur TM régulieres.

DeriniTION I11,2. — Soit D une connexion linéaire sur la va-
riété TM. On dira que D est réguliere si :

A. DI =0

B. L’application ¢ : V(TM) = V(TM) est un isomorphisme de
U = *pyC
V(TM)

Remarque. — ¢ peut étre considérée comme la restriction 4a
V(TM) d’une application ¢ de TTM dans V(TM). En effet pout tout
X € TTM, on peut poser ¢(X) = D, C et ‘P(X) est vertical en vertu
de 'axiome A ; on a :

Pol=g¢ol
ProposiTION I11,3. — Soit D une connexion linéaire réguliére sur

T™ ; alors
F=1-2¢p'0p

est une connexion sur M, dite connexion induite par D sur M.

La démonstration est immédiate. On a :

IT =) —2Joplop=1
car Joyp~! = 0, ¢ étant un isomorphisme du fibré vertical tangent.
D’autre part :

MNN=J-2¢p'090] =] -2¢plopol =~—1
c.q.f.d.
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ProposiTiON III,4. — La connexion induite sur M par une con-
nexion réguliére D sur M est homogene de degré 1 si et seulement
Si:

[C,DC] =0

Démonstration. — Soit D une connexion réguliére telle que
[C,DC] = 0 et I' la connexion induite sur M par D. On a :

1 ~. ~ ~.
H=3[C,I‘] =—[C,p7top]l = —[C,p7 ]op — ¢ 1o[C,y]

Or [C,9]=[C,DC]=0; donc: H=—[C,p']op

D’autre part :
0=¢"'[C,Ply o @ X=yp"'[C,00 9 0P X]—p'op[C,9™ 9 X]
Or o ¢ v = 9 o Phamy = ldyqy, et comme ‘AX) et
[C,¢ 'y X] sont verticaux, on a :
0 =y' [C,¢ X] = [C,o'op X]

= ¢ ' [C,9X] — [C,¢ '] 9X — ¢! [C,pX] = HX

Donc : H est nul

La réciproque se démontre d’une fagon analogue.

Expression en coordonnées locales.

Soit U un voisinage de TM, de coordonnées locales naturelles
(x%, y%). Posons :

_p 0 70
Poger = lan g ¥ Tan g
9x®
0 0 5 0
D — =1 — + - —
9 8 agp : agp
" oy ox'¥ Y7
0 ¥ 0 ¥ 0
D, — =TIy —
0 5B aB 3y B 5,7
5,8 ox ox oy
0 _ vy 0 ¥y 0
Do 35 =Tas 30 * Tas 3
47
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En appliquant I’'axiome A, on trouve :

Y Y Y ™ _ 7
Tog = Tag =0, Faﬁ_%?’rz‘w—%ﬁ
On posera dans la suite
Y oA
F&ﬁ* = Caﬁ et P&ﬁ C(!ﬁ

o _
D’aprés laxiome B, si X = Xy + Xaa ,ona:

9x® 9y®

o d
— a
D,C = (X¥+ XF )7 C} + XPy7 TR) P

Donc : 5
DJXC = X? (6‘; + y”Cg‘,y ﬁl

Ainsi I'isomorphisme du fibré vertical est défini par :

Pple,y) = &+ Cf (x,)

299

(1L,5)

(11L,6)

Donc une connexion réguliére est donnée en coordonnées locales

par les expressions suivantes :

p, & _ 9 [ o 3
9 =T + T
2 a0 Tas g T Tasys
a.a 0yF % 9y
(I1L,7)
D, @ o D 47 D
5,0 OxF ab axY @B 9y

Pour la connexion I' induite sur M, on a :

DXC = (Xﬂ‘pg'i' X"y” Fg,y 53}—‘!

(111,8)
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et donc les coefficients de I' sont :

IeG,y) = ' Ty (x,9) (0™, ) (I1L9)

La semi-gerbe S sur M associée a I' a les composantes (cf [6] 1,40) :

1 A
GG,y =2y By (6,3 (0D &, 0) (115,10)

2. Prolongement linéaire d’'une connexion de vecteurs réguliére.
(Connexions réductibles)

Il est clair que la restriction au fibré vertical d’'une connexion
linéaire réguliére est une connexion de vecteurs réguliére. Soit main-
tenant D une connexion de vecteurs réguliére, au sens de § O ;
nous nous proposons de construire d’une fagon canonique une
connexion linéaire réguliére D dont la restriction au fibré vertical
coincide avec D, et de caractériser par un systéme d’axiomes de telles
connexions linéaires.

DrriniTioN IIIL11. — Soit D une connexion linéaire réguliére sur
TM et T la connexion induite sur M. D est dite connexion réduc-
tible si

C. Dr=20.

La terminologie que nous employons est justifiée par le théoréme
suivant (cf aussi [9]) :

THEOREME DE PROLONGEMENT (III,12). — Soit D une connexion
de vecteurs réguliere. Il existe une et une seule connexion réductible D
dont la restriction au fibré vertical coincide avec D.

En outre, un champ Y € &Z(TM) est paralléle par rapport a D
si et seulement si JY et vY sont paralléles par rapport a D (v étant
le projecteur vertical de la connexion induite par D sur M).

Démonstration. — Soit ¢ = DC et ¢ I'isomorphisme de V(TM)
défini par la restriction de ¢ & V(TM) ; I'=1- 2¢™! o9 est évi-
demment une connexion sur M. On notera F la structure presque-
complexe associée a I
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Posons :
D,Y = FDXJY + Dy JFY, pour tout X,Y € L(TM) (111,13)

On peut montrer que D est la connexion cherchée.
Il est clair tout d’abord que si Y est vertical, D, Y =D, Y. En
effet, soit Y =JU ;ona:
D,Y =D,JU = D,JFJU = D, JhU = D,JU = D, Y.
Ceci montre que la restriction de D au fibré vertical V(TM) coin-
cide avec D.

D’autre part D est bien une connexion linéaire qui satisfait aux
axiomes A, B et C. La démonstration ne présente pas de difficultés.
Par exemple pour I’'axiome C, on a d’une part :

D,TY = FD,IJTY + D,JFTY = FD,JY + D, »T'Y
= FD,JY — DwY = FD,JY — D, JFY
D’autre part :
DY = FD,JY + D,JFY.
Or FBXJY est horizontal et Bx JFY vertical ; donc :
D,Y = FD,JY — D,JFY = D, TY.

Ceci prouve I'existence du prolongement.

Soit maintenant D’ une autre connexion réductible, dont la res-
triction au fibré vertical coincide avec D ; il s’agit de montrer que
D' = D.

Ona:D,Y=n'D, Y +»'D,Y,oun’et'sont les projecteurs ho-
rizontal et vertical de la connexion induite par D’ sur M. Mais 4’ = & et
v’ = », puisque la connexion induite par D’ sur M coincide avec la
connexion induite par D, donc avec la connexion induite par D.

D’autre part, » = FJ et v = JF ; donc :
D,Y = FID|Y + »D, Y.

Or D'J = 0et DT = 0. D’ou :
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D;Y = FD,JY + D,JFY = D, Y

et ceci montre 'unicité du prolongement.

La deuxiéme partie du théoréme résulte du fait que FBXJ Y
est horizontal par rapport a la connexion I' et D, JFY est vertical.
Donc D,Y = 0 si et seulement si D, JFY = 0 et FD,JY = 0,
c’est-a-dire si et seulement si 5X Y = 0 et Bx JY = 0, car F est
est un isomorphisme de T,TM pour tout z € TM.

C.Q.F.D.

Remarque. — Les connexions réguliéres de vecteurs peuvent donc
¢tre considérées comme des connexions linéaires sur la variété TM,
vérifiant les conditions : A. B. et C. (connexions réductibles). Donc

dans la suite elles seront toujours étudiées en les regardant sous ce
point de vue.

La relation (I1I,13) permet de vérifier facilement :

CoroLLalrRE 11,14, — Soit D une connexion linéaire sur TM,
réductible, et F la structure presque-complexe associée d la connexion
induite sur M. On a

DF = 0.

Expression en coordonnées locales d’une connexion réductible.

Sur un voisinage U de coordonnées locales naturelles (x% , %),
une connexion réguliére a ’expression (III,7). Imposons maintenant
I'axiome C. : DI' = 0, ou, ce qui revient au méme, Dh = 0. On a,
d’une part :

0 0 A 0 0 A 0
hD A A S R = N W S Y
9 'F“ﬁ(axﬂ I ) r r,.r

2 ot > o) ~Tes 5 Tl 3
A apt —1\A
avec F7 =y l',‘ya.(gp 2‘
D’autre part :
d 3 - 8 or 2 3
Dy p-— =10, ——+I) —— 2 = -

I | o
3,0 0xP B 9xY  XBgyY  Px« oyt Bax gy
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9
En imposant 2D ax—" =D 3 h P on trouve :
ax 9x
y or A A
Yo Y R
Lo “5}% + [T, — I, Ty (I11,15)
D & i ant AD S D h 0 Icul
e méme, en imposan aa oxf Do e un calcul ana
dy dya
logue donne :
Y — ar, A by
Y — =__£ Y _ Y
Faa‘ C;’w a2 + Fﬁ N Caﬁ (1L,16)

Les relations (III,15) et (II1,16) permettent de déterminer tous les
coefficients de D en fonction des coefficients I’Jﬂ et C&’ﬁ de la res-
triction D de D au fibré vertical, ce qui fournit une autre démons-
tration de la premiére partie du théoréme.

3. Prolongement linéaire d’'une connexion de directions réguliére.
(Connexions de directions prolongées).

Le but de ce paragraphe est de définir une connexion linéaire

p
sur le fibré TBM $ ®M (c’est-d-dire une connexion linéaire sur la
variété ®M) qui puisse étre considérée comme le prolongement,
au sens de (II1,12), d’une connexion de directions réguliére.

TaroreME 1I1,17. — Une connexion linéaire D sur la variété
BM est le prolongement (au sens de (1Il,12)) d’une connexion de
direction réguliere si et seulement si :

1) D est réductible

2) [C,DIX] = D[C,JX]

3) D.IX = J[C, X] pour tout X € (VM)

Remarque. — Lacondition 3. a un sens En effet, si JX' = JX,
X — X' est vertical et donc J[C, X — X'] = 0, car le crochet de deux
champs verticaux est vertical. D’ou : J[C, X] = J[C, X'].
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La démonstration ne présente pas de difficultés en coordonnées
locales. Il est bien connu (cf. par ex. [1]) qu’une connexion de vec-
teurs est une connexion de directions si et seulement si :

a) les fonctions I’;‘ﬁ (x,y) et Czﬁ (x , y) sont respectivement,
h.(0) et h.(—1).

b) y* Cl,(x,y) = 0.

D’aprés le théoréme de prolongement, puisque D est réductible, elle
est le prolongement d’une connexion de vecteurs réguliére D. Or
D vérifie les relations a) et b) si et seulement si respectivement les
axiomes 2. et 3. sont satisfaits, comme on le vérifie facilement dans
un systéme de coordonnées locales.

DEeFINITION 11L18. — On appellera connexion de directions pro-
longée une connexion linéaire sur WM vérifiant les conditions 1.2.
et 3.

ProposITION 111,19. — La connexion induite sur M par une con-
nexion de directions prolongée est a tension nulle (c’est-a-dire ho-
mogéne de degré 1).

En effet, en vertu de 'axiome 2. ona : [C,DC] = D[C,C] =0
ce qui, d’aprés (I11,4) démontre la propriété.

PARTIE 11 : PROJECTIONS ET RELEVEMENTS

1. Connexions linéaires presque-projetables.

Nous avons vu qu’a toute connexion linéaire réguliére D sur
TM on peut associer canoniquement une connexion I' sur M, dite
connexion induite. Aucune relation n’a encore été établie entre les
géodésiques de D et les chemins de I.

Nous allons maintenant nous intéresser a un type particulier de
connexions réguliéres, qui jouissent de la “propriété faible de la pro-
jection des géodésiques‘ (corollaire 111,48).
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DeriniTioN IIL20. - Ure connexion lindaire D sur TM est dite
presque-projetable si elle satisfait aux conditions suivantes :

A. D} =0

B* D, C = JX pour tout X € TTM.
Elle est dite presque-projetable normale si l'axiome B* est remplacé
par laxiome plus fort

B**D,,JY = [J, JY]X

Remarques. —

1) L’axiome B** a un sens. En effet si JX=JX] X-X' est
vertical et, comme [J ,JY] est une forme semi-basique, on a

B,JY](X-X)=0 dou [J,JY]IX=1[J,JY]X.

2)B** entraine B*. En effet si Y = S est une semi-gerbe, d’apreés,
B**ona:D,,C=[J,C]X = JX

3) Les connexions presque-projetables sont réguliéres. En effet
B* exprime le fait que ¢ = 1d donc I'axiome B, (déf. (I1L,2))
est satisfait.

V(TM)

La connexion I' induite sur M par une connexion presque projetable
sera dite projection de D ; on dira aussi que D se projette (resp : se
projette normalement) sur I'.

Expression en coordonnées locales.

La condition B* s’exprime par :
Y Cay &, ») =0 (111,21)
comme le montre immédiatement (I11,5). Par conséquent :
g = 85 (111,22)
et la connexion induite a I’expression

A _ A
Lo, ) =y Ty (x, ») (111,23)
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Pour ce qui concerne I'axiome B**, on a

B [} AN L dY? D
DJXJY~(X°‘ P +X*Y C‘w)a; et [J’JY]X—X‘IB?ay—v

L’axiome B** s’exprime donc localement par les relations :
v _
Caa x,»)=0 (111,24)

Interprétation géométrique.

Les propositions suivantes, qui peuvent se montrer par un cal-
cul direct, fournissent une caractérisation des notions de connexion
presque-projetable et presque-projetable normale.

ProrosiTiON 111,25. — Soit D une connexion réguliere sur TM,
et D [l'opérateur de dérivation covariante associé a la connexion
induite par D sur M. Alors D est presque-projetable si et seulement
Si

7" Dy X) ¢, = D,r, "X

pour tous X, Y € &(TM), projetables.

ProrosiTiON 1I1,26. — Soit g une courbe différentiable surTM
et X la restriction d'une semi-gerbe de M d g Si D est presque-projetable,
alors

7" (Dg X) = D, (@"X)
dt dat
ProrosITION I11,27. — Une connexion réguliecre D sur TM est
presque-projetable normale si et seulement si
7' (DyX) = 0
pour tout X € & (TM) projetable et tout U € V(TM).

Par exemple, pour montrer (I111,26), considérons la courbe
gt = (x%@), y*()) et le champ X le long de g :

X = ), y*@) , Yy, —2G@)).
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On a :

Da X l DT x@, yey B
= -t X R
d a7 oy YD

d*| o
+ 370 € (), () Eyf] 5t

+...(termes en 37 qui sont appliqués en zéro par w7 ).
y

Si D est presque-projetable, d’aprés (111,21) et (111,23) :

dy* 8 i) )
= | = — 4 ...t —
D,f X [dt + T, (x(@), y(t))] " + ( ermes en ay")

donc :

C.QF.D.

CoRroLLAIRE (II1,28).— Propriété ‘faible‘ de la projection des géo-
désiques.

Soit D une connexion linéaire sur TM presque-projetable et T'
la connexion induite par D sur M. Les géodésiques de D, qui sont
des relevés de courbes de M, se projettent sur des chemins de T'.

En effet, soit f une courbe de M, telle que g = f' soit une
géodésique de D. I faut montrer que mo g = f est un chemin de I'.
g est la restriction d’une semi-gerbe de M 4 g. Eneffet Pog' = g=7f
et TTog = (mog) = f'. Par conséquent

=D, (meg) =D, (1"og’) =1T(Dy g) =0
ar ar at

&l

car g est une géodésique de D.

C.Q.F.D.

Pour les connexions presque-projetables qui sont aussi réductibles
on a une réciproque de ce corollaire.
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ProrosiTioN II1,29. — Propriété du reléevement des chemins.

Soit D une connexion linéaire sur TM, presque-projetable et ré-
ductible, et soit T la connexion induite sur M. Les relevés des
chemins de T' sont des géodésiques de D.

En effet, soit f un chemin de I" et soit g = f' le relevé de
f; g est une courbe horizontale sur TM (cf. [6] 1,26) telleque o g = f.
Comme f est un chemin de I', on a :

0=

&vs

= Ag(”°g)’ = Dg (nTogh=n (Dgg') T
dt dt dt mto

>

4

Mais 7To g’ = (mog)’ = f' = g Donc 7T (D4 g')=0, Cest-d-dire
ar

D, g’ est vertical. D’autre part g’ est horizontal et, comme D est

dr
réductible (Dh = 0), D, g’ est horizontal ; donc D, g =0, c’est-a-dire

ar dr
g est une géodésique de D.

C.Q.F.D.

ProrposiTioN 111,30. — Une connexion de directions prolongée
est presque-projetable si et seulement si T(C,JX) = 0 pour tout
X € TEM.

En effet
T(C,JX) =D JX - D, C—-[C,JX]=]J[C,X] =D, C - [C,JX]
Mais
JIC,X]—[C,IX]=I]X car [C,]]=—1.

Donc T(C,JX) = JX — D,;, C ; par conséquent, D est projetable si
et seulement si T(C,JX) = 0.

C.Q.F.D.
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2. Relévement normal d’une connexion.

DerINITION 1II,31. — Soit ' une connexion sur M. On appelle
relevement de T' une connexion linéaire D sur TM qui se projette
sur I. Le relevement de T' sera dit normal si D est normale.

Le théoréme suivant exprime le fait que I’ensemble des relé-
vements normaux de I' est en correspondance biunivoque avec I’en-
semble des 2-formes vectorielles semi-basiques (non forcément anti-
symétriques)‘‘en équilibre’* avec la tension H de T.

THEOREME DE RELEVEMENT NORMAL I11,32. — Soit I" une connexion
sur M etJe une 2-forme vectorielle sur TM semi-basique (non forcément
antisymétrique), en équilibre avec la tension de H de T, c’est-a-dire
telle que3¢° + H = 0. Il existe une et une seule connexion linéaire
sur TM, réductible, presque-projetable normalement sur I' dont la
torsion (classique) vérifie :

TAX,Y) =8(X,Y) pour tous X,Y € TTM

Remarque. — Si T" est h.(1), sa tension est nulle. Il existe donc
pour les connexions h.(1) un relévement canonique caractérisé par
TAUX,Y) = 0 quels que soient X, Y € T®M. Ce relévement sera dit
relévement de Berwald de la connexion I'.

Démonstration. Existence. — Soient I' une connexion sur Met
I une 2-forme vectorielle semi-basique dont le potentiel est équilibré
par la tension de I', c’est-a-dire une forme e qui vérifie les conditions
suivantes :

3(X,Y) =5(X,]Y)= J#X,Y)=0
P (X) =5e(S, X) = —HX.
Posons

D,Y=xY,Fl+J»Y,F)X - F3€(Y, X) -3 (FY , X) (I1L,33)

ou F est la structure presque-complexe associée a I' et v le projecteur
vertical de I'. Des calculs qui ne présentent pas de difficulté majeure
prouvent que D est une connexion réductible qui se projette norma-
lement sur I' et dont la torsion vérifie TJX, Y) =82(X, Y).

21
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Par exemple pour montrer que la connexion induite par D sur
M est T, il faut montrer que DC = v. On a :

D, C=]J[C, F]IX -&(FC, X) =J[C, F] X-8&(S,X) =J[C,F]IX + HX
Or J[C,F] = v- H. En effet :

JIC,F1IX = J[C, hX] — v[C,JX] = — v[C,J]1hX = vIJhX =]X
et
JIC,F1hX=1J[C, =IX]—v[C, hX] = —V[C, hX] =—V|C,h]X

= —yHX =—HX.
Par conséquent :
JIC,FIX=J[C, FIUJFX + hX) =JFX - HX = (v— H)X.
On a donc:
D,C=v-H+H=v

Ceci prouve ’existence.

Unicité. — Considérons une connexion réductible D' presque-
projetable normalement sur ' et dont la torsion vérifie

TAX,Y) =82(X,Y)
De Paxiome B** (définition II1,20) et du corollaire au théoréme

de prolongement (III,14) on obtient d’une part

D, hX = FD| JX = h[JY, X],
d’autre part
D,,vX = D} JFX = JJY ,FX] ;
d’ou
D, X =h[JY,X] + J(JY,FX].
Or T(X,JY) = —8(Y, X), c’est-a-dire, aprés quelques calculs :
D,JY = JJY,F]X - &(Y, X).
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Or, d’aprés le théoréeme de prolongement, une connexion réductible
est déterminée par sa restriction au fibré vertical. De (IIL,23) on
déduit donc :

D'XY = (hJY,F] +J[vY,FDX - F3(Y , X) -&e(FY , X)=D,Y.
C.QF.D.

Expression en coordonnées locales.
11 suffira de calculer ’expression de I‘; g» car on sait que Czﬁ =0,
(cf. 111,24), D étant normale. On a :
9 d 0 0
D —=J|—>F — — 9 h— > —
ai—a oyh [E)y‘i ox« ( 0xB Ox® )
0 ) A 0
=)J|—,F—|]| -8 —
[ayB ’ axa] P apr

0
si 9€=9€2ﬁ dx® ® dxf ® ay_" Or

0 A 0 A 0 0
F— =T, — I, Iy =~ ==
ox® @ oxr BT gypd gyt
En effectuant les calculs on trouve
) ars
A
Do 5= (5 ~®ha) 57
~a 0y 0y y
c’est-a-dire
A
A or A
- —a
Lo 3yP Hsa
Remarque. — Dans le cas ou I' est h.(1) et ou Pon choisit

¥ = 0, le relévement normal de I' coincide avec le prolongement li-
néaire au sens de (II[,12) de la connexion de Berwald habituelle.
Ceci justifie la terminologie que nous avons employée.
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ProposiTION II1,35. — Le reléevement de Berwald d’une connexion
h.(1) est une connexion de directions prolongée.

En effet 'axiome 1. est trivialement vérifié car le relévement
de Berwald est par définition réductible. D’autre part, puisqu’il est
normal, la condition 3. est aussi vérifiée.

D’apres (111,33)
[C, DIX] = [C,][vX,F]] = [C,]].[vX,F] =JI[C,[vX, F]]
=—=J[X,F]—7J[C, [vX, F]].
D’apreés I'identité de Jacobi :
[C, X, F]] = X, [C,F]] — [F, [C,vX]]
Mais [C,F] =v—-H = v et [C,vX] = »[C, X] car H = 0. Donc :
[C, [vX,F]] = vX,v] — [F,»[C, X]]
c’est-a-dire :

[C, DIX]

—JX,F] = J(»X,v] = [F,v[C, X]])
—J[vX,F] + J[F,»[C, X]]

1

car [vX, v] est semi-basique. D’autre part [C,JX] = J[C, X] — JX
puisque [C,J] =—1], donc :

D [C,)X] =DJ(C,X] —X) =J[v[C,X] —vX,F]
d’ou :
[C,DIX] = DIC,JX]

et Paxiome 2. est satisfait.
C.Q.F.D.

3. La torsion et la courbure des relévements normaux de I'.
Torsion.
Par définition 7(X,Y) = D, Y - D X - [X,Y].On a :
T(X,Y) = T(hX,hY) + T(hX ,JFY) + TUJFX, hY),
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car T(vX,vY) =& (FX,»Y) = 0,3€ étant semi-basique. Or :

ThX,hY) = FAX,JY] + J[AX,]Y] + FIX,AY]+ J[IX, hY]
— [AX,hY] + F@E(X,Y) —8(Y, X)) = F[hX,JY]
+ J[X,JY] + FUUX, AY] + JUIX, Y] — [hX, hY]
+ F(3(X,Y) —8(Y,X)) = F[hX,JY] + F[JX, hY]
+ [UX,JY] = [hX,hY] + F(JeX, Y )— FY , X)).

Mais on a (cf. [6] : démonstration de la proposition 1,65) :
1
3 [F,Fl1(hX,hY)=[IX,JY] = [kX,hY] + FIX, hY] + F[hX,JY]

donc :

T(hX, hY) = ; h*[F,F1(X,Y) + FEX,Y) -F(Y, X))

D’autre part :

T(hX,vY) = —8€(FY ,X) et T@X,hY)=3(FX,Y)

1
Donc, puisque Eh* [F,F]=Fot+ R (cf[6]:1,66)), t et R dé-

signant respectivement la torsion faible et la courbure de I', on dé-
duit :

T(X,Y) = (Fot + R) (X,Y) +FEC(X,Y) —3e(Y, X))
+3e(FX,Y) —9e(X, FY) (1I1,36)

CoroLLAIrE [11,37. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe un relévement normal symétrique d’une connexion ' est
que T soit “fortement plate‘ (c’est-a-dire d courbure et torsion forte
nulle).

Démonstration. — Supposons qu’il existe un relévement normal
de "'telque T = 0. On a :

¥(X,Y)=TAX,Y)=0, d’ou: H=-8°=0; I'est donc h.(1).
D’autre part, puisque ¥ = 0 :
0 = T(hX,hY) = Fot + R
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Or Fot est a valeurs horizontales et R a valeurs verticales, donc :
t = 0et R =0. Enfin, comme H= 0 et t = 0, la torsion forte est
nulle.

Réciproquement, si I' est fortement plate, le relévement de
Berwald de I' est évidemment symétrique.

C.QF.D.

Courbure. — Soit T’ une connexion sur M et D son relévement
normal correspondant 4 la 2-forme vectorielle#€. On a :
D, JY =J[X, Y]
D, JY = v[AX,JY] —8C(Y, X)

La courbure K de D est déterminée par les trois tenseurs semi-
basiques :

R(X,Y)Z = K(&X,hY)Z
P(X,Y)Z = KrX,JY)Z
QX,Y)Z = K(JX,JY)JZ

En effet D est réductible et I'on a : DF = 0, d’ou

FK(X, hY)Z = KX, hY)FIZ = KX, hY)HZ, etc.

ProeosiTioNn II1,38. — Q=0

Cette propriété se montre par un calcul trés simple.

Soit maintenant L une {-forme vectorielle semi-basique. On vé-
rifie facilement que la (¢ + 1)-forme vectorielle 6,L définie par :

6,L) (X, X, ,X, -, Xg) = JIX,FLIX, ,....,Xg) (lI,39)

(ou F est la structure presque-complexe associée a une connexion
[" arbitraire) a bien un caractére tensoriel par rapport a X, ne dépend
pas du choix de I' et est semi-basique. Un calcul facile donne les
propriétés suivantes :

B, LICX, -, X = (= D*' DX, X, .. X,...Xp,,) (1IL40)

6,L)°=L+[C,L]
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En coordonnées locales naturelles, on trouve :

Y
0Lg, .5 )
OJL=—;~iz dx®e dx’1 e ... @ dx*le — (I11,41)
aye ay7

ProvosiTioN II1,42. —

R(X,Y)Z = (6;R) (Z,X,Y) -3(Z,Ft(X,Y)) + (D,,d(Z,X)
- (D,,30) (Z,Y) + H(FIK(Z ,X),Y)-d(FKZ,Y),X)

ou R est la courbure de la projection de D.

Démonstration. —

RX,Y)Z=D,,D,JZ D, D, JZ — D[hX .hY]JZ
= v[hX, v[Y ,JZ]] —H(F[nY ,]Z],X) — D,, #AZ.Y))

v[RY , v [kX,JZ]] + Je(F[hX ,JZ),Y) + D,, %(Z,X)
v[h[hX,hY],JZ) +5€(Z , h [hX , hY))

+ [J.JZ] (FR(X, Y)) = JJZ , FR(X,Y)l+ R(X, [Y . JZ))
~ R(Y,[1X,JZ]) ~3e(D,y Z + F5&(Z,Y),X) — D, 3 (Z , Y))

!

+#(D,,Z +F&(Z,X),Y) + D, #(Z,X))
+52(Z,h [hX,hY).
En imposant : F[J, k] = Ft on déduit facilement
FEZ,h[WX,hY]) = 8&(Z,F[hX,]Y) — 8(Z, F[nY, IX)D
—-¥(Z,Ft(X,Y))
ce qui permet d’obtenir immédiatement la relation a démontrer.

CoroLLAIRE I11,43. — Si D est le relevement de Berwald d’une
connexion h.(1), alors R = 0 si et seulement si R = 0.

En effet dans ce cas : R(X,Y)Z = (6J R) (Z,X,Y) ; donc
si R=0o0onaR =0

Réciproquement, supposons R = 0. On a :

0 = R(X,Y)S = (GJR)O(X,Y) = (R + [C,R]D X, Y).
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Mais [C, R] = 0 (cf. (6) : 1,62), dou R = 0.
C.Q.F.D.

ProrosiTion 111,44. — Expression de P en coordonnées locales

3\ 2 g 32Ty \ @
) =( ay;a oyB 8;:)

0
p( 22y = o
ox®  oxf/ ox oyr
La démonstration est immédiate, en tenant compte de (111,34)

On a ainsi le résultat bien connu :

CoroLLAIRE 111,45, — Soit T une connexion h.(1) et D le relé-
vement de Berwald de T. Alors T est linéaire si et seulement si P = 0.

4. Relévement métrique d’une connexion simple conservative.

Soit (M, E,n) une variété semi-finslerienne (cf [6] : 1L4),
Q = dd E + 7 la 2-forme fondamentale, g la métrique semi-finslerienne
associée a (M, E,m) :

gdX,JY) = QJUX.,Y) pour tous X, Y € TTM

Si T" est une connexion sur M, on notera g, (ou plus simplement g,
s’il N’y a pas de confusion possible) le prolongement riemannian de
g suivant T :

g, (X, Y) = g(JX,JY) + 20X ,»Y) = Q(X, FY)

DerINiTiON 111,46, - Un relévement métrique de T est une
connexion linéaire D sur TM, réductible qui se projette sur T" et

telle que :
Dg,. = 0.

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux relévements métriques
des connexions simples conservatives, c’est-a-dire (cf. [6] : II,11))
des connexions vérifiant :

i2=0 e d,(E+gq)=0 on q=06E - 2E
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Pour ces connexions : (X, Y) = g[,(X,JY) — & (X, Y) et la
semi-gerbe de I' est la semi-gerbe canonique :

i@ = —=d(E + q)

Nous allons démontrer les théorémes suivants :

THrorREME D’ EXISTENCE 111,47, —

a) Une condition nécessaire pour qu’il existe un relévement mé-
trique d’'une connexion simple conservative est que l'énergie soit
“poly-homogéne réduite” (cf. [6] I1 §5), c’est-ag-dire somme dune
fonction h.(2) et d’une fonction h.(1).

b) Si I est la connexion canonique de la variété semi-finslerienne,
cette condition est aussi suffisante.

T HeoREME DEXISTENCE ET UNICITE (I11,48). — Soit (M ,E, 7) une
variété semi-finslerienne dont [’énergie soit poly-homogéne réduite,
et soit I la connexion canonique. Il existe un et un seul relévement
métrique de T' tel que :

d,(E+q)ndd;q

1) g(TJX,JY),JZ) = i, 22C .0 X.,Y)
d,(E + q)e C

2 JThX, hY) = +—""— (X,Y

) ( ) 2(C.0) ( )

ou T(X,Y) = DY — DX — [X,Y] est la torsion (classique)
de D et ¢ la torsion faible de TI.

On en déduit les corollaires suivants :

CoroLLAIRES 111,49, —
1) THeoREME DE E. CARTAN. — (g =0, 7= 0).

Il existe un et un seul reléevement métrique de la connexion
canonique d’une variété finslerienne, tel que :

1. TAX,JY) = 0
2. JThX ,hY) = 0.
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On peut vérifier que cette connexion est le prolongement, au sens
de (III,12) de la connexion de E. Cartan (cf. [2]).
2) THEOREME DE J. KLEIN. — (g =0 , 7h(l))

1l existe un et un seul reléevement métrique de la connexion
dynamique tel que :

1. TdX,JY) =0

m®C
2. JT(hX ,hY) = — ———— X, Y).
g(C,C)
On peut vérifier qu’il s’agit du prolongement au sens de (III,12)
de la connexion ‘“S-finslerienne* de J. Klein (cf. [7]).

Démonstration. — On démontrera les deux théorémes a la fois
par un raisonnement qui comporte les étapes suivantes :

LEMME 1. — Soit T" une connexion simple et conservative sur
M. Il existe une connexion linéaire D sur GM telle que

a) Dg. = 0
b) DI = 0
¢) DI = 0

et elle est parfaitement déterminée lorsqu’on se donne T(JX,JY)
et JT(hX,nY) pour tout X,Y € TTM. C’est-a-dire qu’elle est par-
faitement déterminée par les conditions supplémentaires

TOX,JY) = LKX,Y) e JTAX,hY)=MX,Y)

ol L et M sont deux 2-formes vectorielles semi-basiques arbitraire-
ment prefixées.

Il s’agit ensuite de voir dans quelles conditions D est presque-
projetable et la condition induite sur M est I'. Nous avons :

LEMME 2. — D est presque-projetable et la connexion induite
sur M est T si et seulement si L et M vérifient le systéeme suivant :
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" A. g(L(X,Y),0) =0
B. dd;q(JX,Y) = 2g(L(X,S),JY) + 2g(L(Y,S),JX)
*) \C g(TX, JY) = —igdn(JX,Y) + gM(S,X),JY)
+ gM(S,Y), IX)
D. gM(X,Y),C) = d,(E+ q) (X,Y)
ou T est la torsion forte de T" et t la torsion faible.

Le lemme 3 prouve la premiére partie du théoréme d’existence :

Lemme 3. — Une condition nécessaire pour que les équations
A. et B. puissent étre satisfaites est que E soit poly-homogéne ré-
duite. |

Enfin le lemme 4 compléte la démonstration des deux théorémes :

L¥MME 4. — Soit E poly-homogéne réduite et T' la connexion
canonique. Alors L et M définies par :

M = d,(E + q)®C
g(C,0)

d,(E + q) anddyq
4g(C,0)

(X,Y)

g(L(X,Y),JZ) =i,

sont une solution du systéme (*).

La démonstration des lemmes 1 et 4 présente beaucoup de cal-
culs. Nous nous limitons a donner quelques indications, en renvoyant
pour les détails a [Z].

Démonstration du lemme 1.
Existence. — On pose
g(D,Y,Z) = g(DyJY,JZ) +g(DyvY ,vZ)

et
2g(DyJY ,JZ) = X.g(JY,JZ) + g(UX,J[Y,Z) +0,, *g)(X,Z)
-0,,d *2)(X,Y) + 2g(L(Y, FX), JZ) + 2g(L(FX, Z), 1Y)
+ 2g(L(Y,Z),vX) + gM(X,Y),JZ)+ gM(Z, X),JY)
+ gM(Z,Y), IX).
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On vérifie que D ainsi définie satisfait bien aux conditions du lemme.

Unicité. — Soit D une connexion linéaire sur M satisfaisant aux
conditions du lemme. Puisque DJ = 0, on a :

() gJT(X,Y),JZ) = g(D,,IY,JZ) - gD, JX,]Z)
- g I[X,vY],JZ) - gd[vX, Y],JZ) + gM(X,Y),]Z),
Or Dg(JX,JY,JZ) = 0 ; on en déduit :

JZ . g(JX,JY) — JY .g(JX,JZ) + JX.g(Y,JZ)= g(D,,JY
~ D JZ,IX) + g(JZ,D,,JY — D JX) + g(JY,D,, X + D, J2)

d’ou, en tenant compte du fait que d,2(Z,Y,JX) = 0, car Q
est semi-basique, on déduit facilement :

(ii) g(DJxJZ,JY)-g(DJXJY,JZ)=g(J[JX,Z],JY)
— g IX,Y1,JZ) + 2g(L(X,Z),JY) + 2g(L(Y, X),JZ)
+ 2g(L(Y,Z),]X)
Or Dg(wX,JY,JZ) = 0 ; on en tire :
*
6,3 & ((Y,Z)=gD,JY, JZ) +gdY, D, JZ)
- g(JpX,Y1,1Z) — gdY,I[vX,Z)])
et, en utilisant (ii) :
0,,0%8)(Y,Z) = 2g(D,, JY,JZ) — 2g(J[vX, Y],]Z)
— 2g(L(Y,FX),JZ) — 2g(L(Y,Z),vX) — 2g(L(FX,Z),]Y)

d’ou, en remplagant dans (i) on obtient :

1
(iiiy gJT(X, Y),JZ) = 5 0,x3*) (Y,2) - 0,,d *&)(X,Z))

+ g(L(Y, FX),JZ) + g(L(Y, Z),vX) + g(L(FX,Z),JY)
- g(L(X, FY),JZ) - g(L(X,Z),vY) — g(L(FY, Z),JX)
+ gM(X,Y),JZ)
Il s’agit maintenant de calculer g(D,JY , JZ).

En imposant Dg(X,JY, JZ) = O et les relations analogues obte-

nues par permutation cyclique de X, Y et Z, un calcul classique
donne :
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X.g(Y,JZ) + Y.g(X,JZ) - Z.g(X,IY) = g(D, JY + D, JX, JZ)
+ g(D,JZ — D, JX, JY) + g(D,JZ — D,JY,JX)

et, en utilisant pour T P'expression trouvée, on obtient, aprés quelques
calculs :

2g(D,JY ,JZ) = X.g(JY ,JZ) + g(JX ., J[Y,Z) + 0,, (J *&)(X,2)
-6,,J%e)(X,Y) + 2g(L(Y,FX),JZ) + 2g(L(FX, Z), JY)
+ 2g(L(Y,Z),vX) + g(M(X,Y),JZ) + gM(Z,X).JY) +gM(Z,Y),IX)

Or cette expression détermine bien la connexion. En effet, en impo-
sant les axiomes DJ = 0 et DI' = 0, et en utilisant le fait que g
est le prolongement riemannien de g suivant I, on trouve :

(iv) g(D,JY ,JZ) + g(DJFY ,JFZ) = g(JD,Y ,JZ)
+ gDy Y ,vZ) = g(DxY,Z)
C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 2.

En posant Y = S dans I’expression (iv) et en utilisant les rela-
tions

0, = igdm et QX,Y) =g(X,JY) - gdX,Y)
on peut montrer que :

2¢(D,C,1Z) = g(Z,[S,IX]-J[S, XD + C.g0ZyX) +g([X,C],)Z)
+g((C, hZ].IX) - g(J[C, hZ], vX) + igdn(JX , Z) + dr (X.C, hZ)

En employant maintenant la propriété 6 .82 = § + dd q + m*(cf.[6]),
(I1,22), on peut établir, aprés quelques calculs que :

2g(D,C.JZ) = 2g(vX.,JZ) + g(TX,JZ) - iy (X, Z) + dd;q(vX , Z)
+ igdn(JX,Z) — 0.m(X,Z)+2g(L(S,FX),JZ)+ 2¢(L(FX,Z),C)
+ 2g(L(S.2),vX) + g(M(X,S),JZ) + g(M(Z,X),C) + g(M(Z,S) , 1X)

Or, par définition, D est presque-projetable et la connexion induite
sur M est T si et seulement si D, C = vX, c’est-d-dire D;, C = JX
et D,,C=0.
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La condition DJXC = JX donne :

dd,q(JX,Z) = 2g(L(X,S),JZ) + 2g(L(Z,X),C) + 2g(L(Z,5), JX)

Comme i,dd,q = 0, Cest-a-dire ; dd;q(JX,Z) = dd,q(JZ, X), on
en déduit, par des raisons de symétrie :

A g(L(Z,X),0) =0

B. dd,q(JX,Z) = 2g(L(X,S),JZ) + 2g(L(Z,S),]X)
La condition thC = 0 donne :

C. g(TX,JZ) = — isdﬂ'(JX ,L) + g(M(S, X),JZ)

+ gM(S, Z2),IX)
et : iHQ(X,Z) + (0C1r)(X,Z) = —-gM(X,2),0)
c’est-a-dire, d’aprés ([5], 1V,34),

D.d,(E + q)(X,Z) = gMX,Z2),0)
C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 3.
Il faut montrer que dg* = 0, ou g* = 0.9 — q
De B, avec X = S, on tire :
dd;q(C,Z) = 2g(L(Z,5),C)
et, grice a A : dd,q(C,Z) = 0, c’est-d-dire :  i.dd,q = 0.
Or d;q est semi-basique ; On en déduit 0.d,q = 0

Mais 0.d,q = d,0.q — d,q = d,q*. Les conditions A et B imposent
donc :

dg*=0
D’autre part, de C, en faisant X = Z = S, on tire :
g=s*, c)=0
Or g(8™*,C) = — 64q* (cf. [6] 11,26) ; on a donc :

b9 =0
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Mais, puisque d,q* = 0, ¢* est une fonction constante sur les fibres ;
par conséquent qu* = 0 équivaut a 6,q* = 0 pour tout z € €M ;
c’est-a-dire dg*(z) = O pour tout z € M et donc dg* = 0
C.Q.F.D.
Démonstration du lemme 4.
On a:

1 ) — i
UK. 1)IZ) = g(JY,0).dd,q(JX,2)—g(X,C) .dd,q(JY,Z)
4 g(C,0)

puisque d,(E + q) = iCQ.
Donc : |
2g(L(X,9),12) + 2g(L(Z,S),)X) = > dd,q(3X,Z)

1
+ 5 ddyq0Z, X) = ddyq(X,Z)

ce qui montre que B est satisfaite.

D’autre part :

g(Y,0).dd,q(JX,C) - g(JX, C).dd,;qUX,0)

L(X,Y),O =
g(LX,Y),0 42(C. O)

car i.dd,q = 0 ; A est donc satisfaite.
Considérons C et D. On a :

d,(E + q) (X,72).8(C,0)

,C) =
gM(X,Z),C) 2(C. O)

=d,(E +9)(X,Z)

ce qui montre que D est vérifiée.
Enfin :

g(C,0)
_[@.m) (S,2)+ i, Q(8,Z)]. g(C,IX)
g(C,0)
_ligdm(C, X) — g(S*,JX) + g(C, HX)]g(C, JZ)
- £(C,0)
N lisdn (C,Z) — g(S*,JZ) + g(C, HZ)] g(C, XX)
g(C,0)
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Mais g(C, HX) = 0 (cf. [5] : 1V,34) ; donc :

ligdn(C,X) -- g(5%,JX)]. g(C, JZ)

M(S, X),JZ)+gM(S,Z2),JX) =
gM(S, X),JZ) + g(M(S,Z),JX) 2(C.0)

j Z) — * ]
+ ligdn(C,Z) — g( S*,JZ)] g(C’JX)=g(TX,JZ,)+ i dn(X., )
g(C,0)

(cf. (6) : 11,37), ce qui montre que C est vérifiée.
C.Q.F.D.
1.DJ =0
2. DC=vouvestle projecteur vertical de la connexion canonique I'.
3.Dr =0
4. D,,JY = [J,JY]X
5. TUX,Y) = 0
Expression explicite de 13 (cf. 1I1,33).

En vertu des axiomes 1 et 3, D est parfiatement définie par :
( By Y = 11, 3Y]X

(A.5) o

2 D, JY = [J,JY]X

ou aussi par :

(o]

D,JY = JJY, FIX

Tosion de D. D’aprés (1IL,36), . puisque la torsion faible de I' est
nulle, on a :

(A.6) T =R
R étant la courbure de la connexion canonique.

Courbure de B

O, ° ’ . ’ . .
La courbure K de D est déterminée par les trois tenseurs semi-
basiques :

R(X,Y)Z = KX, hY)IZ

lg(X » Y)Z l%(hX >, IY)IZ

&X,Y)Z = KUX, IY)IZ



STRUCTURE PRESQUE TANGENTE ET CONNECTIONS

On a (cf. 111,38 4 40) :

(A.7) \ R =0,R

z P2, 2y 2 2Ty 2
ox® ’ oxB/ oxv oyB dyY dyr

22
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APPENDICE

LES CONNEXIONS DANS LES ESPACES DE FINSLER

On transcrit dans le formalisme précédemment introduit les résul-
tats principaux sur les connexions en géométrie finslerienne.

1. Les connexions associées a la structure finslerienne.

A. LA CONNEXION CANONIQUE.

Rappelons d’abord les résultats et les définitions suivants :

DrrINITION (A,1) (cf. {6] 11,4). — On appelle variété finslerienne
un couple (M, E), ou M est une variété différentiable et E une
application de BM dans R*, avec E(0) = 0,C~ sur 6M, €' sur Ia
section nulle, telle que :

1) 0.E = 2E

2) La forme Q = dd,E définit une structure symplectique sur TM.

La variété est dite riemannienne si E est de classe @ (et donc
quadratique).

DEFINITION(A,2) (cf. [6] : I1,31). — Une connexion I" sur (M, E)
est dite conservative si d, E = 0, h étant le projecteur horizontal de T'.
Cette définition exprime le fait que I’énergie d’un vecteur de

M se conserve par transport paralléle. On a le théoréme suivant :

THroREME (A,3) (cf. [6] 11,33). — Sur une variété finslerienne
il existe une et une seule connexion conservative d torsion forte
nulle.

Elle est donnée par
r=1J,8]
ou S est la gerbe canonique, définie par

iiQ = —dE.
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La connexion de Berwald est une connexion de directions (propo-
sition (I11,35), c’est-a-dire on a :

[C, DIX] = D[C, JX]
et o
D.JX =J[C,X]
On a enfin :
DF = 0

F étant la structure presque-complexe associée a I' (cf. (1I1,14)
C. LA CONNEXION DE CARTAN

THEOREME (A.8) (cf. 111,49, 1). — Il existe un et un seul rele-
vement métrique de la connexion canonique, tel que

a) JT(hX,hY) = 0
b) TJX,JY).= 0 pour tous X,Y € TTM.

En d’autres termes il existe une et une seule connexion linéaire
D surgM, telle que : '

DI =0
2) DC =0
3) Dr =0
4) Dg = 0

et vérifiant les axiomes a) et b).

Il s’agit du prolongement (au sens de II1,12) de la connexion
de Cartan.

De méme que la connexion de Berwald, D est une connexion
de directions et satisfait a la relation : DF = 0
2. Expression explicite de la connexion de Cartan. (¥)

PROPOSITION (A.9). — La connexion de Cartan est déterminée
par les relations suivantes :

(*) Cf aussi [4] qu'utilise le formalisme de Dazord.
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En coordonnées locales on trouve :

8 — LN B 1 TR P v
Ty = Yoo — 3V 7 Co Vr
ou
3
y = Lo (98, O2a % ) ot CF = m _OE
w2 oxH ox? ax av 0y%ayvayr

Le tenseur de courbure R de T' est donné par
R =— L[h h]
2 b

et satisfait aux identités de Bianchi :
[J,R]=0 et [n,R] =0

Les principales propriétés de S, I', et de la métrique riemannienne
g sur TM associée a la structure finslerienne, sont résumées dans le
tableau suivant :

[C.,S]= S |igQ=—dE|6,2=0]g(X,Y) = Q(X,FY)
r (1,8]]i.Q=d,E |6.02=0|Q(X,Y)=g(X,JY)—g(X,Y)

1
B.rp=0 |iQ=0 |6E=0|E="¢(C,0)

[C,T]=0 [i.2=0

B. L A CONNEXION DE BERWALD.

THEORI«:MI:‘5 (A.4) (cf. 111,32). — Il existe un et un seul relevement
normal (noté D) de la connexion canonique, tel que :

TAX,Y)=0 pour tous X,Y€ETTM
ou 'f‘ est la torsion (classique) de la connexion ]5
13 est dite connexion de Berwald

o En d’autres termes, il existe une et une seule connexion linéaire
D sur®M, telle que :
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1. D, JY = [J,JY]X + e(X,Y)
2. D, JY = [1,JY]X + €' (X,Y)
3. DF =0
ou € et @ sont deux 2-formes vectorielles définies par :

Q(CX,Y),2)
2C€(X,Y),2)

1/2 0, A*g)(Y, Z)
12 (6,42 (Y ,1Z)

Il

En effet il est facile de vérifier que les conditions précédentes
définissent bien une connexion linéaire sur ®M, qui satisfait aux
axiomes : DJ = 0, DC =, DI' = 0, TUJX,JY) = 0, JThX,kY) =0
et Dg = 0. Par exemple, montrons que Dg = 0. On a :

Dx8)(Y,Z2)=X.g(Y,Z)-g(DyY,Z) - g(Y,D,Z)=X.g(JY,JZ)
X.g(0wY,vZ) — g(DIY,JZ) — g(DyvY,vZ) — g(JY,D,JZ)
— gwY,DyvZ) = (Dyg) Y ,JZ)+ (D, g) (Y ,vZ).
Donc, pour montrer que Dg = 0, il suffira de montrer que
(D,g)AJY,JZ) = 0 pourtous X,Y,Z € TTM,
C’est-a-dire que :
DoAY ,JZ) =0 et D,,8)AJY,JZ) = 0.
On a :
D) AY,JIZ) = 1X.gAY,JZ) - g(J,IY]X,IZ)
- 8@C(X,Y),JZ) = g([J,JZ}X,]Y) — g((X,2),IY)

En se servant de la relation : (d,2) (X,JY,Z) = 0, on trouve que
la forme

e (X,Y,Z)=¢gE(X,Y),]Z)
est symétrique en X, Y et Z ; d’ou :
(D,,8)AY,JZ) = JX.g(Y,IZ) - gQIX.YLIZ) — g(Y,I[IX, Z)])
- 2g(C(X,Y),JZ) =2g(C(X,Y),JZ) - 2g@(X,Y),IZ)=0
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— Q(&(S,hX],Y),Z) — UC(X,[S,hY]),Z) = %03(0,,( J*¢) (hY , hZ)
— Q(e(S,4X],Y),2) =%oJx O41*g) (hY , hZ)

+ %els’,x] (*g) (1Y , hZ) — QE(S, hX],Y), Z)

= % (0, ©) (hY ,hZ) — % (0, 3*8)(hY , hZ)

= -;—[JX. OX.hZ) - ©(JX,hY],hZ) - OhY , [JX,RHZ))

- hX.g(QY,)Z) + gQrX,hYLIZ) + gAY, [hX, hZ))
Enfin en utilisant le fait que [J, 2] (X, #Y) = 0 on trouve :
gIX,nY] - JWX ,RY]),)Z) = g(1hX,]Y],)Z) pour tous X, Y, Z.

On en déduit facilement :

1
QD 9(X,Y),Z)= —7(0,,)( 2 0Y,12) = Q-C¢'(X,Y), 2)
C.Q.F.D.

COROLLAIRE (A.13). — Les connexions de Berwald et de Cartan
coincident si et seulement si la variété M est riemannienne.

En effet si la variété est riemannienne, on K @ = 0 et donc
aussi €'°=' 0. De (A.6) et (A.9) on déduit : D = D. Réciproquement
siD= D, on a € = 0 et donc la variété est riemannienne.

3. Torsion et courbure de la connexion de Cartan.

Torsion.
On a :

T(hX,hY) = R(X,Y)
(A.14) T(hX ,1Y) = (€' - Fe)(X,Y)
TOX,JY) =0
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Analoguement, (d, 2)(X,JY,Z) = O entraine que la forme

X, Y,Z) =gE@'(X,Y),JZ)
est symétrique, On en déduit, par un calcul trés simple que :
(D, 8) Y ,JZ) =

D’aprés le théoréme d’unicité, la connexion ainsi définie coincide
avec la connexion de Cartan.

PROPRIETES DE € et &',

PROPOSITION (A.10). — Les tenseurs @ et @' vérifient les pro-
priétés suivantes :

1) @ et @' sont semi-basiques

e (X,Y,2) = g@KX,Y),JZ) et & (X,Y,2)
= g(@'(X,Y), JZ) sont symétriques

3)e°=0 et C°'=0.

Pour la propriété 2., cf la démonstration de la proposition (A.9).
Pour 1 et 3 on se sert des axiomes de définition de D. Par exemple,
pour montrer la propriété 3 on utilise 'axiome DC = v, c’est-a-dire :
DC =X et D,yC = 0. On a :

D,,C = [J,CIX + €(X,S) = JX + €°(X)
dot &(X) =0

D,,C = [1,CIX + €°(X,8) = C°(X),
car [C,h] = 0, dou C°X) =0

Expression de @ en coordonnées locales naturelles.

g(@ axa axp)’a—ya_y)_ioa (J*g)(aa’aaa)

_1_ ®E
ay® 587 T 3 3ya ays oy

| =

on a ainsi le résultat bien connu :
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PrROPOSITION (A.11). — La variété est riemannienne si et seule-
ment si @ = 0

La propriété suivante montre aue & s’exprime en fonction de
@ et ainsi il est nul si la variété est riemannienne.

ProposITION (A.12). — e'=—Dg¢

ou S est la semi-gerbe canonique de la variété finslerienne.
Lemme. — Soit ©(X,Y) =g(X,JY)+g(JX,Y); ona

0, J*g) (X, Y)=0(X,Y)
En effet, un simple calcul donne :
0, J*g)(X,Y) = (648) JX,JY) + ©(X,Y)
D’autre part, on vérifie immédiatement que
(658)(IX,JY) = (Dgg) IX, JY)
et donc, puisque Dg = 0, on en déduit le lemme.

Démonstration de la proposition.

On a tout d’abord : (DgC) (X, Y) = v(6,C) (hX ,hY), comme
on le vérifie immédiatement. Donc :

QUDse) (X, Y) ,Z) = Q0 (bgC)(hX, hY), Z)

= Q(04C) (WX, hY),hZ) = Q([S , C(hX, hY)] —C (IS, EX])), 1Y)
— e(X,[S,hYD , hZ)

Or : (0,2) (€(hX , hY),hZ) = 0 ; on en déduit :

QUS, €hX,hY),hZ) = S.QCX,Y),Z2) - Q(CX,Y),[S,hnz)).

On a ainsi :

QUDg(X,Y),Z)=85.2(CX,Y),Z) - QC(X,Y),I[S,rZ).

- Q(C(S,nX1.Y),Z) - QCX,[S,hYD,Z)

= % [00,,1*2) (hY , hZ) + (6, V*2) (IS , kY], hZ)

+ (0, I*8) (WY, [S,hZ])] ~ Q(e(X,Y), S, hZ])
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En effet
TX,hY) = D,yhY — D, X — [kX, kY] = FD,, JY — FD,, JX
~[hX,hY] = FD,,JY + F€ (X, Y) — FD, JX — F & (Y, X)
— [hX, hY] = T(X, hY) = R(X,Y)
Un calcul analogue donne : .
TMHX,JY) =" —F&®X,Y)
Enfin, on a T(JX,JY) = 0 d’aprés les axiomes de définition.

Courbure.

Le tenseur de courbure a été étudié par plusieurs auteurs.
J.G. Diaz [4], en suivant le point de vue de Dazord, en a fait une
étude globale trés compléte. Entre autre chose, il a établi intrinsé-
quement les formules les plus importantes, que nous allons donner
ici, en suivant le point de vue que nous avons adopté.

La courbure K est déterminée par les trois tenseurs semi-
basiques :

R(X,Y)Z = KhX,hY)IZ
P(X,Y)Z = K(hX,JY)IZ
QX,Y)Z = K(JX,IY)JZ

ProPOSITION (A.15). — Expression de K en fonction de IZ

1) R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + (D, €)(Y,Z) - (D,y &) (X, Z)
+ &Fe'(X,2),Y) -¢C'(X,FC'(Y, 7)) +C(FR(X, Y),2)

2) PX,Y)Z = P(X,Y)Z + (D,, ©) (Y, Z) — (D,y€") (X,Z)
+e(Fe'(X,Y),Z) - €(X,Fe(Y,Z) +&(Y,Fe'(X,2)

3)QX,Y)Z = e(Fe(X,2),Y) - ¢eX,FeY, )

Démonstration

1) R(X,Y)Z = D,, D, JZ + &(X,D,,2) - ,,D,, IZ

hX T hY hY T hX

~ &(Y,DyxZ) ~ Dy iy /2 — ©'(11X , Y], Z)
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~ &(F[hX,hY],2) = R(X, Y)Z + D, (&(Y,Z))
- &(X, Fe'(Y,2)) +&'(X,D,, Z) - D, (C'(X, Z))
+ @(Y,F &'(X,2)) -€'(Y,D,, Z) — & (h[hX,hY],Z)
+ (FR(X,Y),2)
Or F[J,hn] (WX ,hY) = 0 ; on en déduit
e'(ilhX, Y], 2) = & (F[hX,IY],Z) — €' (F[nY,JX], Z)
= €' (D, Y - D,yX,2) = €D, Y - D,,X,Z)
d’oui I’expression de R.

D’une fagon analogue on démontre les relations 2 et 3.

Remarque. — Pour démontrer la relation 3 on a besoin de I'iden-
tité suivante :

(A.16) (D,,©) (Y, Z) = (D,,®) (X, Z)

Démonstration. — Puisque Dg = 0, on a :
gDy @) (Y,2),IW) = (D &) (Y,Z, W) = (D, &) (Y,Z,W)
— ¢, (FeX,Y),Z,W) — & (Y,Fe(X,Z),W) — &(Y,Z,Fe(X,W)
doir :

(D ® (Y. 2) — (D, O(X,2),IW)= B, &) (Y, Z,W)
- D, ) X,Z,W) - &, (Y,F&X,2),W)
+ @, (X,Fe(Y,Z),W) — €, (X,Z,FE(Y,W) — &Y, Z,F €(X,W)

Or (lo)Jx €,) (Y,Z,W) est symétrique en X, Y, Z et W, comme on

le voit immédiatement en coordonnées locales, par exemple. Ainsi :

8((D)y O (Y, Z) - (D, ©) (X,2),IW) =g(CX,W), &Y, Z))

- geY,W),e(X,2) +geY,2),eX,W)-g(C(X,Z2),C(Y,W)=0
C.Q.F.D.

De ces relations et des définitions de R, P et Q, on tire les
propriétés suivantes :
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PROPRIETES (A.17). —

1) RX,Y)S = R(X,Y)

2) PX,Y)S = G’(X,Y)

3) P(S,X)Y = PX,9)Y =0

4) QS,X)Y = QX,9Y = Q(X,Y)S = 0.
Démonstration.

D RX,Y)S = D,D,,C - DD, C - D[hX,hY]C
or DC = v, donc :
R(X,Y)S = — v[6X,hY] = R(X, Y).
2) s’obtient d’une fagcon analogue.

3) s’obtient immédiatement en exprimant que D est une con-
nexion de directions, c’est-d-dire en utilisant les relations :

D[C,]X] = [C,DJX] et- D.IX =J[C,X]
4) De (A.15), en posant X = S, on tire :
P(S,Y)Z = (D;®)(Y,Z) + €'(X,Y) =0
d’aprés (A.12).
5) Ces relations s’obtiennent immédiatement de I’expression de

Q (A.15,3).

PROPRIETES (A.19). —
1) Dcé = —C
2) D.¢'= 0

1) s’obtient de (A.16) en posant X = S

2) s’obtient de (A.15,2) pour Y = S, en tenant compte du fait
que P(X, S)Y = 0.

IDENTITES DE BIANCHL
Comme pour toutes les connexions linéaires, les identités de
Bianchi s’écrivent :
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L. € KX,Y)Z= YG[("I(T(X,Y),Z)+(Dx1r)(Y,Z))]

PR} PR

oL € [K(TX,Y)Z + (DyK)(Y,;Z)]=0
X,Y,Z

ou ©  désigne la somme effectuée sur une permutation cyclique
X.Y,Z

de X,Y,Z

En écrivant la premiére identité de Bianchi pour 2X,hY et hZ,
on trouve, en identifiant respectivement les parties horizontales et
verticales :

RX,Y)Z + R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y =

=C(FR(X,Y),Z) + C(FR(Y,?2),X) +C(FR(Z,X),Y) (A.20)
et

D,R)(Y,Z)+D,,R)(Z,X)+ (D,,R(X,Y)

= @(FR(X,Y),Z) + €' (FR(Y,Z),X) + €(FR(Z,X), Y) (A.21)

En effectuant le calcul pour 2X, hY et JZ, I'identification des par-
ties verticales donne :

C(FR(X,Y),Z) = R(FE(X,2),Y) - RX,Fe(Y, z2)) (A.22)

L’identification des parties horizontales, donne une conséquence tri-
viale de (A.15), de méme que le calcul analogue pour 2X,JY , JZ.
Enfin pour JX,JY, JZ on trouve

QX,Y)Z + Q(Y,2) X+ QZ,X)Y=0 (A.23)
La seconde identité de Bianchi donne, pour #X, hY , hZ :
O,R)(Y,Z)+ (D, RX,Z) + (D,R)(X,Y)
=P(X,FR(Y,Z)) + P(Y,FR(Z,X)) + P(Z,FR(X,Y)) (A24)
Pour AX, kY, JZ on obtient :
D, P (Y,Z2)-(D,,P)(X,Z)+([D,,R) (X, Y)=PX,F&(Y, 2)

-P(Y,F&(X,Z)-R(X,F&(Y,Z)) + R(Y,FC(X,2))
- Q(FR(X,Y),Z) (A.25)
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En effectuant le calcul pour hX ,JY ,JZ on a :
D,V (Y,Z) - O,P(X,Z) + (D,P)(X,Y)=PFe(X,Y),Z)
- P(FC(Z,X),Y) - QFC'(X,Y),Z) + Q(FC'(Z,X),Y) (A.26)
Enfin pour JX,JY,JZ on obtient :
(D Q (Y,Z) + D, Q(Z,X) + (D, QX,Y) =0 (A27)

De ces relations on tire :

PROPRIETES (A.28). — D(LR =0,D.,P=-P,D.Q=— 2Q.

La premigre s’obtient de (A.25), en posant Z = S ; la seconde de (A.26)
en posant Y = S ; enfin la troisiéme s’obtient de (A.27) pour X = S.

Remarque. — Classiquement (A.21), (A.24), (A.27), (A.25) et
(A.26) sont dites respectivement 1, 11, III, 1V, et V identité de Bianchi
(cf. par exemple [1]).
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