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OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES
ET OPERATEURS D’ORDRE INFINI

par Louis BOUTET DE MONVEL

Le but de cet article est de présenter une théorie des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques plus compléte que celle de [1], et
de la généraliser de fagon & englober certains opérateurs d’ordre
infini.

Les propriétés qu'on attend des opérateurs pseudo-différentiels
(d’ordre fini) analytiques sont en gros les suivantes :

1) Un tel opérateur P est un opérateur pseudo-différentiel (au
sens de [3], [6]). En outre il naugmente pas le support singulier
analytique, autrement dit Pf est analytique dans tout ouvert ou f I’est.

2) Si P et Q sont deux tels opérateurs, on peut définir de fagon
raisonnable un composé P o Q, qui est lui méme un opérateur pseudo-
différentiel analytique.

3) Si P est un opérateur pseudo-différentiel analytique elliptique,
il posséde une parametrix analytique (i.e. il existe un opérateur pseudo-
différentiel analytique Q tel Po Q— 1 et Qo P — 1 soient des opé-
rateurs a noyau analytique). P a alors la propriété suivante : f est
analytique dans tout ouvert ou Pf I'est (c’est le cas en particulier
si P est un opérateur différentiel elliptique a coefficients analytiques).

On constate alors que P opére aussi sur les fonctionnelles ana-
lytiques réelles (& support compact) : si f est une telle fonctionnelle,
Pf est une hyperfonction (au sens de M. Sato) analytique en dehors
du support de f. Les résultats 1 et 3 valent encore dans ce cas.

Suivant les idées de |5], il est commode de définir ces opé-
rateurs au moyen d’une intégrale oscillante :

<Pu,v>=(Q2m™" fjfei"“y"’ px,y,§ v(x) u() dx dy dt
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ol le symbole p (x, y, &) est une fonction analytique qui se prolonge
analytiquement dans un voisinage conique de I'espace réel ol varic &.
I1 est alors commode de déplacer le cycle d’intégration dans le
domaine complexe et de le remplacer par un autre, le long duquel
Iexponentielle décroit rapidement. Ceci permet d’utiliser des sym-
boles p(x,y, £) qui croissent plus rapidement que les symboles
usuels, et d’étudier ainsi une classe d’opérateurs ““pseudo-différentiels”
d’ordre infini. On dispose pour ces opérateurs d’ordre infini du méme
calcul symbolique que pour les opérateurs d’ordre fini, et plusieurs
des constructions faites pour les opérateurs d’ordre fini marchent
encore pour ces nouveaux opérateurs. Nous ne connaissons cependant
pas pour le moment de condition satisfaisante ‘“‘d’ellipticité” assurant
dans un cas suffisamment général qu’un opérateur posséde une para-
metrix.

La méthode utilisée permet encore (§ 2.2), sans modifications,
de remplacer 'exposant < x — y, £ > dans la formule ci-dessus par
des fonctions phase plus générales, telles que celles qu’on trouve
dans [5].

On trouvera aussi une théorie des opérateurs pseudo-differentiels
d’ordre infini dans un travail de T. Kawai (a paraitre dans Lecture
Notes, Springer).
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Notations

Symboles analytiques
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Notations.

On a utilisé les notations usuelles pour les espaces numériques
R”, en particulier pour les multi-indices de dérivation.

@(2) est I'espace des fonctions C™ A support compact dans
F(2) est ’espace des fonctions analytiques sur 2

I (2) est 'espace des fonctionnelles analytiques réelles a support
compact sur §2

Je'(Q2) est espace des hyperfonctions sur §2

K, CK), K,(2, K) sont les espaces d’hyperfonctions définis
en (2.1), (2.2)

S(R™) est I'espace de Schwartz des fonctions C™ & décroissance
rapide SH, SH? , SH° sont les espaces de symboles définis en (1.5) ,
1.15).

1. Symboles analytiques.

1. Fonctions poids.
Dans toute la suite, A(r) désigne une fonction vérifiant

(1.1) A(r) est définie pour r = 0, positive, monotone, continue
et pour tout € > 0 on a :

lim e " A@r)=0 , lim "A@)= + o

r—>oo r—>oo
Si A est croissante, il sera parfois commode de la remplacer par :

A(r) = inf M, e" avec M, = sup e " A(r)

€S>0 r>0
Si A(O)=1 , donc M, =1 pour tout e, A vérifie
7\(r +5) < K(r) X(s)
(1.2) ~ ~
Apr) < A@)°
= ~ _dt o . . .
[Cependant, [ Log A(1) —t—z- peut étre infinie, méme si

= dt
f: Log A(t)—t; < oo,
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.

Aussi, pour certaines questions, on n’a pas intérét 3 remplacer A
par A].

2. Notations.

(1.3) On notera CM louvert de C" des vecteurs ¢ = ¢ + in tels
quen* —€ £ +a<0.

On notera C_ = C_ __ l'ouvert de C" des vecteurs § = § + in
tels que n* —e (& + 1) < 0.

Soit £ un ouvert de R” (plus généralement une variété analy-
tique réelle). Si K est un compact de 2, K¢ C C” désigne ’ensemble
des x € C” tels que d(x, K) <& (plus généralement, K¢ désigne une
suite décroissant vers K de voisinages complexes de K).

(1.4) On notera K (€) = K x C, C C” x C" I’ensemble des couples
x,$ €C” x C" tels que :

dx,K)<e , n*<e@#E +1

On notera encore K(e,a) =K x C,.
a2

[La matrice de Levy ——— de la fonction Y (§) = n® —€§* est
o§; a%;

1—¢€

fois la matrice identité. De sorte que C. , est pseudo-convexe
si €<1. KE€),KE,a) le sont aussi si K¢ est pseudo-convexe].

[Pour tout a,C,, contient les points asscz grands d’un voisinage
conique de R"” dans C". En outre, pour a < 0, c’est aussi un voisinage
de 0 dans C". Cest ecssentiellement cette propriété qui scrviral.

3. Symboles analytiques.

(1.5) DEFINITION. — On note SH*& , R") et on appelle espace
des symboles analytiques d’ordre A (cf. (1.1)) sur S l'espace des
fonctions a(x , §) analytiques sur S x R", qui vérifient la condi-
tion suivante : pour tout compact K CQ, il existe des constantes
e,c> 0 telles que a(x ,§) soit holomorphe dans K(g) (cf. (1.4))
et que

(1.6) lalx, &) < ¢ A(l&)) dans KE).
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On note SH(, R™") = U SH” (2, R") la réunion : ses éléments
sont les symboles analytiques.

Si A= (1 +r), on dira aussi que a est de degré d.

Par abus de langage, nous dirons qu’une fonction a(x , §) est
un symbole analytique pour | grand si elle est définie et vérifie
(1.6) pour [£] > a(x), o « est une fonction continue positive sur
€ : alors pour tout compact K C £, il existe des constantes posi-
tives €,a,c, telles que a(x, &) soit holomorphe dans K(€ ,a) et
y vérifie

laCx, I < ¢ AgD.

4. Symboles formels analytiques.

Soit a, (x , §£) une suite de symboles analytiques.

On suppose que pour tout compact K C £, il existe € > 0, tel
que les a, soient tous holomorphes dans K(g). Soit enfin A une
fonction comme dans (1.1).

(1.7) DEFINITION. — On dit que la série formelle 2 a, (x , §) est
un symbole analytique formel d’ordre A si pour tout compact
K CQ, il existe des constantes € ,c, A, telles que les a, soient
holomorphes dans K(€) (cf. (1.4)) et y vérifient :

(1.8)  lap(x, ©)I < c A k! (1 + [E)7* A

La série formelle £ a, sera appelée symbole analytique formel
si c’est un symbole analytique formel d’ordre A pour une fonction
A convenable. On dira (par abus de langage) que c’est un symbole
analytique formel (d’ordre A) pour & grand si les a, sont définis et
vérifient (1.6) pour |§] = a(x) (ol « est une fonction continue sur £2).

(1.9) Exemple. — A un symbole analytique a, on associe le
symbole analytique formel T a, défini par a, = a, a, = 0 pourk > 0.

Dans la suite, nous identifions le symbole a et le symbole formel
qu’il définit.

(1.10) Exemple. — (on suppose n = v). Soit a(x , &) un sym-
bole analytique. Posons

~ i—k a a
a(x ,§) = 'a}lz_k i—' (f)‘c) %) alx,§)
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Alors T a, est un symbole analytique formel,

Preuve. — Le nombre de termes dans la somme qui définit g,
est un polynome de k. Il suffit donc de majorer chacun des termes.
On utilise la formule de Cauchy :

("“) (dg) alx,§) =a!” Qilly ]f i1~ alx +z,§+%)
I$1= c(HIzI)

—a,—1 —-a,—1 -a;—1 -a,—1

ALENS ¢ dz, ...dt

qui montre qu’'on a (avec |a| =k, donc a! <k!)

. L

n

() Go (a%) alx, 5" Sce®rra T AgD

pourvu que € soit assez petit, ¢ et A assez grands pour que
alx +z ,E+ 0
soit holomorphe et majoré par ¢ A(|§]) sur le domaine d’intégration.

(1.11) Nous dirons que deux symboles analytiques formels sont
équivalents et nous noterons X a, ~ X b, si pour tout compact
K C Q il existe des constantes €, A et une fonction A (comme dans
(1.1)) telles que les a, , b, soient tous holomorphes dans K(g) et
qu’on y ait pour tout N

2. (@ — by)

(1.12) < A kD + E)7F AQED

Exemples. — (1.13) Soit a un symbole analytique. Alors a ~ 0
si et seulement si pour tout compact K C £, il existe des constantes
€, ¢ telles que a soit holomorphe dans K(g) et y vérifie :

la(x , &)l < c exp — £§].
1+ |¢|
A

Preuve. — On fait k = [ ] (partie entiére) dans (1.11),

la formule de Stirling montre alors qu'on a :

1+
la] < C, exp (— —A‘—El) ACED - (1 + |&D
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1
si C, est assez grand, dans K(g). Si ¢ <K » comme

— ) 1e - AdED
exp e N (&

est bornée, on a, avec une nouvelle constante ¢
lal < ¢ exp — € |§].

(1.14) Soit a un symbole analytique. On suppose a ~ Z b,,
ou X b, est un symbole analytique formel d’ordre A,. Alors A
est d'ordre A,.

s

Preuve. — Quitte a remplacer a par a — b,, on peut supposcr
b, = 0. Puis quitte a décaler les b, et a modifier les constantes
¢, A de (1.8), (1.12), on peut supposer quon a dans K(€), pour
tous k, N :

bl < ¢ A KD+ DT A UED

Nl
a— 2 b,

—
0

<c¢ AN N A+ DN AQED

(la fonction A peut étrc beaucoup plus grande que A, — sans quoi
il N’y a pas de probléme).

1+ &l

Faisons alors N = [
A

] (partie entiere) : il vient :

+ —N- N—§ 1 + —k-
ar<e Nt (S Ay + e Y e (BB A e

0

Dans le second membre de cette inégalité, le premier terme est
a décroissance exponenticlle (d’aprés la formule de Stirling) ; il

— CF

e
est donc majoré par un multiple de A, (l¢]) car lim

= 0 pour
Ay () P
€ > 0.

1+ |§
Quant au deuxiéme terme, il est somme de N = [ AE

1 + -1 c A
termes, tous inféricurs a ¢ A, (I&]) (——A‘—El) < %ﬂ 1l
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est donc majoré par ¢ A,(l¢]). (En poussant le calcul ci-dessus, on
vérifie en fait sans trop de peine qu’on peut remplacer A par A,
dans Tinégalité (1.12) qui définit 'équivalence a ~ Z b,).

5. Les espaces SH*, SH = U SH”, SH®° = N SH" sont munis
de topologies localement complexes évidentes, pour lesquelles ils
sont complets. (SH et SH® sont nucléaires, SH” ne Pest pas).

(1.15) ProrosITION. — SH® est dense dans SH.

Preuve. — Si a € SH* et si lim AW =

+ oo, on voit immédia-
r—>oo A(r)

tement que

exp —€ § - a
tend vers a dans SHY quand € > + 0. (On a posé £ = £24+---+8)
6. Norme formelle(!).

On suppose ici v = n. Soita = X a, un symbole formel. Notons

v = |G G a0

Soit A(r) une fonction poids comme dans (1.1). On pose
(1'16) NA(Z ak ’T)=
: B .
Z Ceap (14 ED B AED" layofd T7 +lal+ gl

avec

1.17 C = Gk '
(1.17) ka8 T (k4 lal)! (k + 18])!

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (en utilisant la for-
mule de Cauchy comme dans (1.10)) que Z g, est un symbole
formel analytique si et seulement si pour tout compact K C £, il
existe une fonction A et des constantes c, € telles que la séric
N, (Za,,T) converge pour x€K , T<Eg, et que pour x €K
(¢ € R" quelconque) la somme soit inférieure 2 c.

(") Ceci est repris sans modification de [1].
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Pour A = 1, on omettra A dans la notation :
NEZ py , T) =N, (Z py).

Si Zp,, Zq, sont deux symboles formels, on définit le sym-
bole composé £ r, = Z p, o Z g, par

i-"Yl 11 (Sa_)',
£ Dx x qe

(1.18) r, = Z

" k484 |'y|:'m 7!
(1.19) THEOREME. — On a
Napr @ po2qp, DNy, Cp,, ... Ny (2 g9, T

(le signe < signifie que le coefficient de T* dans le membre de
droite majore celui de T* dans le membre de gauche).

Preuve. — On a

lr’"-“yﬁ' < 0 " 7’ (_) (ﬁ") lpk,a',ﬁ'i'yl |q2,a"»l‘y,5"l
k4X4 Fryl=m

a'ta'"=a

g+p"= B
d’ou

Nan D= X Cpag (1+ ED™ AN ) I,y g ol T2 10l 161

m,a,p
a _ 2k +lay |+
< X WEE o (L IR AGED | Py T
kay By
26262
' ren— 28lay |+ 182
Coaysy (1 + 1ENT L A'(EN 1gggy )l T 2 12
avece
kay By \ 1 /«a B 4
(120) poisd = L — () (o) Smes
v<gy.a; Y "% B, Ckaypy Loz,

(Dans la derni¢rec somme, on a posé

m=k+82+ |y, a=a to, — |yl , B=86, + 6, — .
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Apres simplification on trouve :

kayBy _ 1 _hl m! a\ B\ m+la\-1 m+ Bl
Hay 0, VQE_B' 2 Gm Q!y!(oz|> 52) (k+ozl) (Q+ﬁ )

Comme on a :
+ o o + 1Bl

() D <Gran) - 6@ <G

et oo GV )=

il vient finalement

y Rl 1 1 1
< - T = — —_— .. — =
=7 M AT ) =1

kay By
a28,

ce qui démontre le théoréme.

(1.21) COROLLAIRE. — Soit h un symbole (ou un symbole formel)
analytique de degré — 1 (i.e. dordre A = (1 + IEI)"). Alors la
série géométrique T h" est un symbole formel analytique de degré 0
(i.e. d’ordre A = 1), (les puissances A" sont prises au sens du produit
de composition (1.15)).

Preuve. — OnaNE A", T)ZI NG, "
Or la série N(h,T) converge et n’a pas de terme constant.

En d’autres termes, le symbole formel 1 — A posséde un inverse
qui est encore un symbole formel analytique.

(1.22) Remarque. — Si h est un symbole (formel) analytique
de degré — € avec €>0 (ie. dordre A = (1 + |§))™°), comme
A—h) (AO+h+h>+---H")y=1 et comme K est de degré
— 1 dés que ke = 1, le symbole formel analytique (1 — A) est encore
inversible.

7. Construction d’un symbole a partir d’'un symbole formel.

(1.23) THEOREME. — Soit Z a, (x , §) un symbole analytique for-
mel, défini pour & assez grand, sur S Pour tout compact K de 2,
il existe un symbole analytique a(x , &) défini pour & grand et tel
que a ~ X a, au voisinage de K.
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La preuve repose sur un théoréme de moments de Carleson [2].
Elle figure dans [1] § 2, n® 4, dans un cas un peu moins général.

Notons S, Pespace des suites S = (Sp)p:o.l,... telles que
S 2
Isi> =2 ‘,—-”—, < oo,
AP p !l

Notons H I’espace des fonctions f(\) holomorphes dans I'angle
|[Im A] < |e Re A|, telles que e/ f soit bomée.

(1.24) LeMME. — Pour tout A il existe une constante € > 0 et
une application linéaire continue V. = S, = H, telle que avec f = V(8),
on ait :

;P 4} o0
— [ N foyan=s,
ptYa

sup eI < sl
lima| <el|Real
Preuve, — (Nous reprenons les notations de [2]).

Posons w(X) = exp — 2By, IA[.

m
Soit P, () = Z ., N la suite de polyndmes uniquement déter-
0
minés par les conditions :

P est réel ; a >0

m mm

poo
fm w) P, (A) P,(A)dA=0 si m#*+n
1 si m=n
posons u(z) =B re / — 2z, pour Im z =2 0 (on choisit la déter-

mination de </ — 2iz qui est réelle positive sur I'axe imaginaire).
u est harmonique, et u(\) = w(\) pour A réel.

Posons enfin u(r) = B+/2r = sup u(z).
lz|<r
Imz 20

D’aprés Carleson [2], si Q est un polyndme et

[ Tieoiwe <1
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on a

Q@) < €27 |y|7'? e*® . (y =imz ,r=z]).

La formule de Cauchy implique donc :

Q(P)(O) _1_ Q(reio)dol - el/2 me

p! 2adm P

D’oli, avec

P r>0 Be\/_f
1 n dé
k = el/21re L — 7
27 ‘[" |sin 6]'/?
(p)
Q ___'_4,0)’ Lk
p! M,
Il en résulte qu’on a
o p) 2 i 2 2
o | P! m=0 | P’ M,

2w vm

M, = sup 7?12 g HO = (2p+1

et

rp-f 1/2

)2p+l

2"

On cherche f sous la forme f=w-Z b, P,

Posons b,, = Z «a,, i Pp! §,.

On a alors

Yol < T (Lip!? A%, P) (B
m " p »

Si on a choisi B assez petit, la somme

kK = AP !2)2

14

est finie.

2

<itisi ¥ (

p=0

do

|l/2

|sin 6
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Remarquons enfin que si p(z) =2 b, P, (z) = Za, zP on a :

AN kk' ISl
a, = 2, b, Qpp s donc Iapl < Y, .
m P

11 en résulte, avec ¢ = kk' IS

1 & |z|P 1 Iz N Mp
@I < C(—+VT21 2 <C(— +R[e*tED Y "ot
(3 VA Zo)<c(y + VRSO TS
= M
Comme ‘\_, —Mt‘ est fini, et comme u(z) = By/2[z] < 2B+/1Z],
1 p

la fonction f = e 2BV ,(\) se prolonge bien en une fonction

holomorphe dans Pangle |imA| <€E€|reA| et y vérifie Iinégalité
[FfQ) < C ISl exp[—e+/TAl]

ou C est une constante convenable, pourvu qu’on ait choisi € assez

petit.

Soit maintenant V, I'espace des fonctions holomorphes bornées
dans Pangle |im t| < E re t.

(1.25) LEMME. — Pour tout A, il existe des constantes €,c,B
et une application linéaire continue U : S, =V, telle que si g = U(s),
ona:

<CBV | N N!

N-1
,g(r) - XS, r?

0

Preuve. — Posons

gr=[ M roayan=r [ & fandn

ou f = V(s) est la fonction fournie par le lemme (1.21). On a alors

N-1 o N—-1
g — 2 S, 177 = t[ (e”‘ - P )\") () dn
0 e 0
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L’intégrale converge si |[imt| < ere t et on a

N1 AN pre "
g~ 2 g, 17| <Clsl 'N" [17 0 e g
0 . — o0

N 2N+ 1)!
- C usu" 4 ¢ ! CISIBYN T Y.
2N + 1

Fin de la démonstration du théoréme.

Dans ce qui suit, je pose 7, = (Z £)'/? (je choisis la détermination
positive pour & réel # 0) ; C’est une fonction holomorphe pour

lim £ < |re & , etona—lgl—>(l+€2) pour |im & < € | re £]).

Pour A assez grand, 'application qui & (x , §) associe la suite
S(x,® = (f a,(x,8)) p=01,.
est holomorphe de K(€, R), a valeur dans S, et on a IS(x , £)ll, < A(J&l.
Posons alors, (V est ’opération du lemme 1.22)
a(x,§ = VESKx, 8, )

c’est une fonction holomorphe dans K(¢, R) et on a

N--1

ax, 6 — Y a(x, 8| < CAUE) BN N g™

0

qui exprime ((1.12))qu’'on a a ~ Z aq,.

8. Transformée de Fourier des symboles analytiques.

[Dans ce qui suit, on fait » = 0 i.e. il n’y a plus de variable x].

Soit a(§) un symbole analytique, défini pour ¢ grand, de degré
—m (on a donc la(¥) <c |& ™™ pour |§| =R, |imz| <E |reél, si€
est assez petit).

Définissons @ par 'E(E) ‘ si |§l <R
(a) si 181>R
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Soit T, la transformée de Fourier inverse de @ : c’est une
fonction continue et on a pour ¢ € D (R")

(1.26)f T,x) p(x)dx = Qn)™" fj et a(§) p(x) dx d§
|EI>R
(1.27) THEOREME. — On suppose que ¢ est analytique au voisi-
nage de 0. Alors la forme linéaire a > | T, ¢ se prolonge conti-
niiment a l'espace de tous les symboles analytiques.

Pour tout symbole a, T, est ainsi défini comme hyperfonction.
T, coincide dans R" — {0} wec une fonction analytique dans le cone
lim x| < e |Re x| pour € assez petit.

Preuve. — Dans la deuxiéme intégrale (1.26), on va considérer
é* fa(t) p(x) dx dt comme une forme différentielle holomorphe
et déplacer le domaine d’intégration.

Soit r un nombre assez petit pour que ¢ coincide pour |x|<r
avec une fonction holomorphe dans la boule complexe de rayon r.

oo 2r
Soit x(x) une fonction C positive, nulle pour |x| 2*{, égale
, R
a 1 pour |x| <—§-

Pour ¢t = 0, posons :

x'=x+it x(x)—s—

|&
X
bef?

g =g+t (&l — R (I — x(x)

On a alors pour ¢ assez petit (en notant
dx' AdE =dx{ A...dx, A ...dE)
(128) j,. Tagp = (271)_" ff eix'- 3’ a(gt) ¢(xt) dxl A dét .
lEI>R

Dans lintégrale (1.28), on a dx’ A d&' = y(x, §) dx A d§, ou
y(x , §) est une fonction C~, bornée pour £ > R.
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La partie réelle de I'exposant ix'- & est — r|§] + R(1 — x(x)).
On obtient donc, avec

lall, = sup a(&) A (ED7'
lElSR
t <e

lol, = sup [ lo(x")l dx
t Se ™

129 | [T, 0| <clal,, ol f, o o™ R AGED di:

Comme pour tout symbole a, analytique pour |§| > R, on peut
trouver A comme dans (1.1) telle que (cf. (1.15))

AN [exp (— A - &) aE) — a(g")
tende vers 0 quand A - + 0, uniformément pour |§| < R, 1 <¢g (si
€ est asscz petit), x € R", la premiére partiec du théoréme est démontrée.

En changeant encore le domaine d’intégration dans la formule
(1.18), on voit en outre que si ¢ est nulle au voisinage de 0, on a

fTawp = fT,,(x) p(x) dx

avece

(1.30) T,(x) = (2 ")_"fugpx e*¥a(t) daf

x
oll on a posé maintenant ¢ = ¢ + i& (|§]| — R) ﬁ
X

dt' = dg, A dE, A ---dE,

on a alors aussi pour |Z| < € |x]

T,e+2) = emn™ [

o €07 Al g

ce qui montre que T, sc prolongec en une fonction holomorphe dans
e cone |im x| <& |re x|, ou elle vérifie

(X
IT,ON<C Jiy>r € A (1g) d¢
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(on a supposé
la(¢) dE'I<@2m)" CA(lE]) dt
pour €1 >R, lim & <glre &]).
Le théoréme est démontré.
(1.31) Si a ~ 0, T, est une fonction analytique aussi au voisi-
nage de 0.

On a alors en effet a(¥) < C ecltl pour |§] = R si ¢ est assez
grand, € asscz petit. Comme a est intégrable, T, est la fonction défi-
nie par la formule

T,c)=Qmy " [

>R a*t a(k) dt.

[’intégrale converge encore pour |im x| < €.

Nous allons prouver maintenant une réciproque du théoréme
(1.27) :

(1.32) THEOREME. — Soit f (x) wune fonction holomorphe dans
le domaine lim x| <€ Jre x|, Ix| < € il existe un symbole analytique
a(§) (qui est en fait une fonction entiére de §), telle que T, — f soit
analytique au voisinage de 0.

Preuve. — On montrera dans ’appendice de ce numéro qu’il existe
unc fonction g ho%omorphe dans un cone complexe |im x| < €' |re x|
et telle que ¢° Ire x| g soit bornée dans tous les domaines :

lim x| <¢g'lrex|] , |x| >R (R>0)

si on a choisi €' assez petit.

Soit alors g une hyperfonction (cf. [ 8 ]) sur R", égale a g hors
de lorigine ; et soit a(¥) la transformée de Fourier de g (c’est une
fonction entiére) :

a(¥) =f e™ t g (x) dx.

Il s’agit de prouver que a est un symbole analytique (g est la
transformée de Fourier inversc de a). Pour cela, puisque de toute
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facon a est holomorphe au voisinage de 0, il suffit de prouver que
dans le cone |im §| <€’ |re &|, la fonction e Ml a(§) est bornée pour
tout A > 0.

Or, pour tout A > 0, on peut décomposer g en une somme :
Z2=T, +8,

ol T, est une fonctionnelle analytique portée par la boule de rayon
M-2. (donc puisque N> N2, [T, (®)I<c ISlllg e E| = ¢ oMl
x A

— cf. le théoréme de Paley et Witner —),

et S, est la fonction nulle pour |x| < \/2, égale a g pour |x| > A/2
donc (pour £, n réels)

e—i(§+in.x) g(x) dx = f e_i(pi,,.x')g(xl)dxr

SA & +in)= f 1>z

b >r/2

dans la deuxiéme intégrale, on pose

x'=x — i€ (le—%)‘%~

L’intégrale converge pour toutes les valeurs de & et n. Pour
Inl < €'|¢], la partie réelle de Iexposant — i(¢ + in) - x' ést

A H e g Ix| + < A &l
- - X - x N
2 =5

de sorte qu'on a

A

. 2 =gl
IS + in)| < €

] a2
et ax'] < ¢ e?

t/L.v|>R

Ceci achéve la démonstration.

Soit ¢ un symbole analytique défini pour £ grand.

Soit T, I’hyperfonction définie par (1.27). Soit g comme ci-
dessus, telle que la fonction ¢ = T, — g soit analytique au voisinage
de 0.

Soit alors a’ la transformée de Fourier de T, — ¢, de sorte que
a' est un symbole analytique (¢’ est méme une fonction entiére).
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On a a ~a', car a —d est la transformée de Fourier de ¢ qui
est holomorphe et bornée dans un domaine complexe C,

(limx|* < glrex]* +¢)
et on a

(1.33) LemMme. — Si ¢ est holomorphe, bornée, dans C,, la trans-
formée de Fourier de ¢ est holomorphe, a décroissance exponentielle,
dans un voisinage conique de R" —{0}.

Preuve. — En déplagant le domaine d’intégration, comme ci-dessus,
on voit qu’on a pour £, téels, £ # 0, |n|> <&’ |

e+ im) = [ = ED (') ax’

ol on a posé cette fois x' = x — €' (Ix] + w) £ (en supposant €' | u

13

assez petits) ; d’oll
o + i) < e [ el o gy

la derniére intégrale converge, et reste bornée, dans le domaine
complexe |n| < €"1& , 1§ > €". (i €” <€)

Combinant ceci avec le théoréme (1.23), on obtient
(1.34) Soit Z a,(x,§) un symbole analytique formel, défini
pour ¥ assez grand. Pour tout compact K C 2, il existe un voisi-

nage complexe V de K et une fonction a(x,§) holomorphe sur
V x C", telle que a soit un symbole analytique, et a ~ Z a, (sur V)

(on utilise ici en fait la version ‘“‘avec paramétre” du théoréme 1.32).

9. Appendice.

Soit U un ouvert de C", ¢ une fonction C” sur U telle qu’il
existe une suite g, € @(U), avec 0 < g, < 1, e¥|d" n, > < constante
et pour tout compact K C U, on a n, = 1 sur K pour k assez grand.

Soit ¢ une autre fonction C~ sur . Soit H, I'espace de Hilbert
des fonctions (mesurables) f telles que

IFR = [ 1f? e <+ o,

Yu
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n
Soit H, T'espace de Hilbert des formes w = w; ‘Ei telles

1
que

ol = [ @iy e¥Y< + e

Soit enfin T I'opérateur non bomé : H, > H,, défini par d"
(son domaine est I'espace des f €H, telles que la dérivée au sens

9
des distributions d"'f = £ é‘ dz, soit dans H,).
k

D’aprés Hormander ([3], inégalité (4.2.9), page 84) on a

(135) [ (Lo@) = 21d"y- wP) ¥ < 21T+l

si w est dans lc domaine de T* et d'w = 0. On a posé

L) = 2 2 0, B @'y -w=2 2 -
w 52, 97y wy Wy, w %, Wy

Supposons alors qu’on a pour tout vecteur §

Le§) — 21d"y - £ > 2c g

ou ¢ est une fonction strictement positive sur U.
On alors (comparer au théoréme (4.4.1) de [3)).
(1.36) Pour toute forme S =3 S, dz, telle que d"'S =0, et

—¢12y

Isw = ju ISP < + oo

. ,
IS = f (Z IS, ) e¥'¥ < oo
il existe g € H,, telle que d''g = S et
el = [ 1gF ' < ISE

(on a en effet f(S ‘@) eV = (Slw),, < ISl, IT*wl, : on peut
donc trouver g € H, avec ligh, < [SH,, tellc que
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J-@ e = (@Trwy,

pour toute w telle que d”"w = 0, dans le domaine de T*. Comme
d"'S = 0, ceci implique d''f = S).

On applique ceci dans le cas suivant : U = C.. est l'ouvert
des z =x + iy tels que ex? — y* + a < 0.

ex? —y* +a+1
=2LO'( )
4 & E:xz-y2+a

(de sorte que ¢ ¥ s’annule A I'ordre 2 au bord de U, et on est bien

dans les conditions de I’inégalité (4.2.9) de [3]).
Onad'yv-§=20z.-8)Ex* =y +a+ 1y €x> —y* +a)™!

(ol on désigne par z, le vecteur de coordonnées (z,), = Ex; + iy,).
On choisit alors

oz)=—x*+y* +2 Log(m) x=rez , y=imz).
De sorte qu’on a :

Lo()) =4(1 —e) ex” —»* +a)" g7 + 81Z, - & €x* —y +a)’

et L)) —21d"y - P =clEl? , c=4(1—¢g)(ex®—» +a)".

Soit alors f holomorphe pour |im z| <eg |re z|, lz] < r.

On peut trouver €,a,r, ,r, tels que f soit holomorphe au
voisinage de I'ensemble fermé

r,<lzgl <r, , ex2—3y? +a <0

(avec a <0, de petite valeur absolue, de sorte que U=C_, est
voisinage de 0).

Soit x une fonction C”, égale & 1 pour |z| =r, et nulle pour
lz]l <r,
et soit S=d"(xf)=rd"x.

La restriction de S 3 U = C,, est bien définie, vérific d"'s = 0
et on a
IS = [ (Z 15, ¥ <C su 1f)l .
2eCe g
r<kl<r,
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Soit alors g la fonction fournie par (1.36) : la formule de Cauchy
montre que g décroit comme exp — Alz|> A Pinfini ; la fonction
f, =& (1 — ) f est holomorphe pour ZecC,,, lim z| <g' |re z| et

décroit comme g a linfini. Elle différe de f par f, =g — Yf qui
est holomorphe au voisinage de O.

Remarquons que si on choisit pour g l'unique solution de
d"g =S =d"(Uf) qui est orthogonale 3 Ker d"' (ie. 2 I’espace des
fonctions holomorphes de H,), g dépend linéairement et continament
de f. En particulier, si f dépend analytiquement d’un paramétre, il
en est de méme de g (donc aussi de f;) : c’est ce résultat qu’on utilise
dans (1.34).

10. Construction de fonctions poids holomorphes.

Le résultat suivant peut étre utile pour ramener Pétude d’un
symbole d’ordre trés grand a celle d’un symbole d’ordre fini

(AN < c (1 +r)).

(1.37) LeMME. — Soit A(r) une fonction croissante, comme dans
(1.1) (e. lim e™ A(@) = 0 si € > 0). Il existe une fonction entiére

r-»o

p(z) telle que
1. e—<kl p(z) est bornée pour touts > 0
2. lp(@)] 2 A(lz]) pour |im z| < |re z]|.

Preuve. — Choisissons (c’est possible) une fonctione (r) qui décroit
et tend vers O 4 I'infini, et une constante ¢, de sorte que

sh 2 we(r?) e™4r)|2

1) An=c 2ae@?) e ™Ay

. 2 4 41 1

ii) ts(t)% ;<E pour t=0

n-t
posons alors

o0 e? 2

(1.37) p@=ce i (1 +ﬂ).
1 n?
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On a :

n e2(k)z? - £ (n) |z|?
< I\l +——— I1 l+—) =
"P(Z)I k-1 ( k2 > k=ntl ( k2 )

sh 2we(n) |z|
2we (n) |z|

= |P,,(2)]

ou P,, est un polyndme de degré 2n. Comme £(n) tend vers 0 quand
n tend vers 'infini, ceci prouve la premiére partic du lemme.

Par ailleurs, pour |imz| < |rez|, on a :

~4 4
> gl

2 1’14

2 2
!1 N €2(n)z
n

Comme on a par hypothése

¥ et (1z?) le|*

4 < 1/2
n>|z? n
donc
84 Z2 24
n (i +<_l4!l_u) < o
n>[zf? n
on a finalement (pour |im z| < |re z|)
et (Jz]?) lz|* o et (1212) Iz1*
@I =>ce? T (1+—“|T)—I*I)>cn(1+-(—"‘-‘)_'L)

n<lz|2 n n

2

in|4
sh@m e 2D\ o o (12n

27 e |z|

2. Intégrales oscillantes analytiques et opérateurs pseudo-différentiels.

1. Espaces d’hyperfonctions,

Comme au § 1, © est un ouvert de Pespace numérique R”".
Soit K un compact de £2.
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(2.1) Nous notons K ,CK)= %'(Q) N %(CK) I'espace des
hyperfonctions(*) qui coincident avec une fonction analytique en
dehors de K.

(2.2) Nous notons I (2 ,K) = Je,(82) N ¥e(K) lespace des
fonctionnelles analytiques réelles a support compact (dans ) qui
coincident avec une fonction analytique au voisinage de K.

~ Ces deux espaces sont en dualité, de fagon naturelle(®) par la
forme bilinéaire js‘z f g définie comme suit : si g€ «’ICO(SZ , K) est

analytique dans Pouvert U DK (U C §2), choisissons ¢ € D(U) égale
a 1 au voisinage de K. On a alors pg€®@U), et (1 —p)g =g — ¢g
est une fonctionnelle analytique & support compact dans U — K .

Soit maintenant VC U un voisinage de K dans lequel on ait
¢ = 1, et choisissons ¢y €ED(V) égale 3 1 au voisinage de K. (1 —y)f
est alors C” dans £, nulle au voisinage de K, si f€ ¥ (Q,CK).
Posons Yyf=f— (1 — ) f ; c’est une fonctionnelle analytique a
support dans V. On pose alors par définition

@3, re=f r-0—pg+f, vrog+ [, a-wr e

ou la premiére intégrale représente la dualité entre fonctions ana-
lytiques et fonctionnelles analytiques a support compact sur CK, la
deuxiéme représente la dualité entre fonctionnelles analytiques et
fonctions analytiques sur V, et la troisiéme est I'intégrale ordinaire.

On vérifie sans peine que le résultat ne dépend pas du choix de ¢
et Y.

Ces deux espaces sont munis de topologies localement convexes
qui en font des espaces nucléaires complets, et pour lesquelles ils
sont dual 'un de Plautre. La topologie de K (2,CK) est la moins
fine des topologies localement convexes qui rende continue les appli-
cations suivantes :

i) application de restriction f > f/ CK € ¥(CK)

(%) Pour la définition des fonctionnelles analytiques réclles et des hyperfonctions
nous renvoyons A Particle de M. Sato [9] et & celui de A. Martincau [7], ou
au livre de P. Schapira [10].

(*) Quitte 2 choisir une fois pour toutes une mesure de densité analytique et
positive : ici, la mesure de Lebesgue.
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ii) pour toute Y € @D(), égale & 1 au voisinage de K, I'appli-
cation f—> ¢ f€ 88" (supp ¢) (espace des fonctionnelles analytiques
réelles portées par le compact supp ).

La topologie de ﬂco(ﬂ, K) est la plus fine des topologies loca-
lement convexes qui rende continues :
iii) Papplication naturelle d’inclusion 5€(')( CK) > K (2, K) (o

5'6(')(CK) est Pespace des fonctionnelles analytiques réelles 3 support
compact dans C K)

iv) pour tout voisinage U de K et toute ¢ € @(U) égale A 1
au voisinage de K, I'application g € #(U) > pg € I (2, K).

Comme nous n’aurons pas besoin de ces résultats, nous laissons
au lecteur le soin de les vérifier. Elles résultent des théorémes géné-
raux de stabilité des espaces nucléaires et ne présentent pas de diffi-
cultés.

2. Intégrales oscillantes.

€ est toujours un ouvert de R”. Soit p(x , £) un symbole ana-
lytique : p € SH(Q , R"). Soit ¢(x, £) une fonction numérique sur
£ x R", vérifiant les conditions suivantes :

(2.4) ¢ est analytique pour & # 0, a valeurs réelles, homogéne
de degré 1 en § (p(x ,A\§) = Np(x, &) si A\>0), et n'a pas de point
critique pour £ ¥ 0.

On notera S (ou S,) lensemble des points x € tels qu’il

n
existe un ¢ # 0 avec Z |0/0&, @(x, &)l = 0 (la différentielle partielle

|
par rapport a ¢ s’annule). Cest un ensemble fermé (et en fait semi-

analytique, c’est-a-dire défini localement par une famille finie d’iné-
galités portant sur des fonctions analytiques) ; il scra parfois commode
de le supposer compact.

Nous nous proposons de donner un sens i I’intégrale

2.5 1, ,@ =/];HR,, e D px, &) ux) dx dt

quand u € MD(2) est analytique au voisinage de S.
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L’intégrale converge bien sip est de degré assez petit (par exemple
p(x, &) <c@x) (1 + &) avec d <— n, oh c¢(x) est une fonction
localement bornée de x). Dans [S] L. Hormander lui donne un sens
quand p est un symbole C”, en effectuant un certain nombre d’inté-
grations par parties. Ici, profitant de [I'analyticité, nous allons lui
donner un sens en déplacant le domaine d’intégration dans le complexe
comme au § 1.8.

Supposons d’abord p ~ 0 au sens de (1.11). Alors Pintégrale
(2.5) converge bien. Comme dyp # 0 pour tout & # 0, et dip #0
au voisinage du support singulier analytique de u (puisque par hypo-
thése u est analytique au voisinage de S), il existe deux champs de
vecteurs C” pour § # 0 ,

y(x,§) : Qx R" >R et nx,§ :Q2x R"=> R",

satisfaisant aux conditions suivantes :

(2.6) i) y(x, &) est nul au voisinage du support singulier ana-
lytique de u, et borné.

ii) n(x , &) est homogeéne de degré 1 en &.

iii) on a im ¢(x +tiy , ¢ + ti ) > 0 au voiginage du support
de u, pour ¢ assez petit.

Posons comme au § 1.8
xt=x+ity(x,¥§)
Eo=t+itnx,§
dx'dgf =dx} A---dx' ndE} A---dEL.

On a alors pour ¢ assez petit

Q7N 1, ,w= ./.‘/;lxR" YD b E)u(x) dx dt
=fjmn e b EYuxh) dx' dEt

Or le choix des champs de vecteurs y ,n est tel que dans la
deuxiéme intégrale I’exponentielle exp (i p(x’, £')) décroit exponen-
tiellement quand £ tend vers linfini. Il s’ensuit que Iapplication
lindaire p > 1, (1) (p et u étant fixés) est continue quand on munit
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l'espace SH® des symboles a décroissance rapide de la topologie de
’espace SH de tous les symboles. Comme I'ensemble SH® des sym-
boles p ~ 0 est partout dense dans I’espace de tous les symboles
d’aprés (1.15), nous avons prouvé

(2.8) THEOREME. — Si ¢ vérifie les conditions (2.4) et si u € D(K2)
est analytique au voisinage de S, il existe une forme linéaire continue
sur l'espace de symboles SH(2, R"), et une seule : ph 1 . p(u),
telle que pour p ~ 0 on ait

I, = ]kan e px,§ ux) dx dt

Bien suir I%p(u) est I'intégrale ordinaire quand celle-ci converge,
et Cest l'intégrale oscillante de L. Hormander [4], [S] quand celle-ci
a un sens.

Si u est nulle au voisinage de S, on peut choisir y = 0 dans
Iintégrale (2.7) (et la condition (2.6)), et on obtient

L, = [ fe) utx) dr

avec
(2.9) f(x) = /;{n e?®D p(x k) dt =An e Opee £ d*

La fonction f est analytique dans §2 — S, car au voisinage d’un
point x, de £ — S, on peut choisir £ indépendant de x de sorte
que l'intégrale converge encore dans un voisinage complexe de x,,.

On obtient finalement (en supposant S compact), au sens de
la dualité (2.3)

(2.10) 1,,(w=[ fu
ol f est élément de I'espace I (2, CK) (définition (2.1)). En parti-

culier pour ¢ et p fixés la forme linéaire u > I, (u) se prolonge
continument a K (2, K).

‘P.P(

(2.11) Remarquons que si p ~ 0 l'intégrale (2.9) converge pour
tout x, et f est une fonction analytique.
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Dans le cas général, I'’hyperfonction f définie par (2.10) est
donc une fonction analytique hors de S et dans tout ouvert ol on a
p~0.

Soient maintenant £, ' deux ouverts d’espaces numériques.
Soit p € SH(2 x ', R") un symbole analytique. Soit enfin ¢ une
fonction analytique pour £ # 0 sur  x ' x R”, vérifiant les condi-
tions (2.4), et en outre (en notant x la variable de £, y celle de ',
et £ celle de R™):

(2.12) ld ol + ld ol et ld,pll + lIld.oll ne s"annulent jamais pour
¢ # 0 (autrement dit pour y (resp. ou x) fixé ¢ n’a pas de point
critique par rapport aux autres variables).

(2.13) Sw désignant comme ci-dessus I’ensemble (fermé) des
couples (x,y) de £ x Q' tels qu’il existe un §ER", £ # 0, avec
dep(x,y, ) = 0, les deux projections S, =~ Q,S, > Q' sont propres.

En séparant le champ y de (2.6) en deux morceaux, I’'un paraliéle
a et nul prés du support singulier analytique de v, I’autre paralléle
a Q' et nul prés du support singulier analytique de u, la méthode
ci-dessus donne un sens a lintégrale

@14) [ff 0 pec,y, 8 ue) vx) dx dy dt

siueRR) , vEDQ) , et v est analytique au voisinage de
S, - supp sing u (supp sing désignant ici le support singulier analytique ;
et si Y est une partic de Q', S, - Y est 'ensemble des x tels que
(x,y) € Sw pour un y € Y).

Lintégrale (2.14) définit ainsi un opérateur linéaire
L,, : Q') > K, =)

(espace des hyperfonctions qui sont analytiques hors d’un compact),
qui a les propriétés suivantes :

(2.15) pour tout compact K’ et tout ouvert U' de Q', L, , se
prolonge continiiment : K (K',U") > K ,CK) oa KK',U")
désigne I'espace des fonctionnclles analytiques réelles portées par K,
analytiques dans U’, et ol on a pos¢ K = §_- (K'N Cu")
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Autrement dit L\p‘ p(u) est bien défini si u est une fonctionnelle
analytique réelle & support compact sur £'. C’est une hyperfonction
sur £, qui est analytique en dehors de S ' (supp sing u).

3. Opérateurs pseudo-différentiels.

On suppose désormais = ' C R”, et on pose

px,y, ) =<x—y,t>

(de sorte que ¢ vérifie (2.6), (2.12), (2.13) : S, est la diagonale
de 2 x £2). Dans ce cas on appelle opérateurs pscudo-différentiels
analytiques les opérateurs L, = L, , définis par

@216) [ Lw v =™ [ <7 puy p v

u(y) dx dy dg

a

ol pESH(Q x £, R") est un symbole analytique, u et v sont a
support compact, et v est analytique prés du support singulier (ana-
lytique) de u ; I'intégrale est intégrale oscillante du n° 2.

Comme au n° 2,Lp jouit des propriétés suivantes : siu € 36;(&'2)

s

est une fonctionnelle analytique réelle a support compact, L,(u) est
bien défini ; c’est une hyperfonction analytique hors de supp sing u.

Si p ~ 0, L, est un opérateur a noyau analytique (continu de
¥, () dans F(Q)).

Les assertions suivantes sont immédiates :

(2.17) Le transposé * L, est 'opérateur pseudo-différentiel défini
par le symbole p’ = p(y, x ,— §)

0
(2.18) Les symboles % et — i(x, — y,) p définissent le méme
K
opérateur.

Les autres propriétés du calcul des opérateurs pscudo-différentiels
analytiques résulteront assez simplement du théoré¢me suivant :

(2.19) THEOREME. — Soit p = p(x , vy, §) un symbole analytique.
On désigne par a le symbole formel (analytique d'aprés (1.10)):

a=Y iy @eey Gy pix,y, 9 ly = x
Y
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On suppose a ~ 0O (au sens des symboles formels sur & x R" (1.11)).
Alors L, est un opérateur a noyau analytique.

Preuve, — Supposons d’abord que p est d’ordre “assez petit”,
et a ~ 0 au sens des symboles d’ordre assez petit ; c’est-d-dire pour
tout compact K de £ il existe des constantes positives € ,¢ et A
telles que

(220) | X a,

vI<N

<c (+EH™N Nt AN

pour (x , §) € K()
Ip(x,y,8l <c(l+I[E)™ pour (x,y,§EK x K(©)

ol m est un nombre positif plus grand que n . (K(€) est le domaine
complexe défini en (1.4)),

Le noyau de L, est alors la fonction continue
T, =@Qm" [ <2 px,y b dt

On sait que T est analytique pour x # y, et il s’agit de prouver
qu’elle I’est encore au voisinage de x = y. De facon équivalente, la
fonction

f&x,2) =T, x —2) =(27r)‘"f e p(x,x —z,§) dk

(qui est analytique pour z # 0) est analytique au voisinage de z = 0.

Pour cela écrivons le développement de Taylor de p(x ,x — z, &)
i partir du point (x , x, §) :

pix,x—z,8 = N D"l 2 p,(x, §)

ol on a posé¢ p, (x, &) = (3/3y)" p(x,y, &), = x-

Ce développement converge uniformément pour (x , &) € K(g),
Iz] <€, si € est assez petit ; plus précisément, si ¢ est assez grand et
€ assez petit, on a pour (x , &) € KE), Iz| <&

22yt p L B <+ DT



G’

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES 259
Posons

ry = 2 e, = 2..27 r,(x,z,§

lyI=N lvI=N

ou les r, sont obtenus en combinant certains termes de la série,
et vérifient I'inégalité

> Ir,(x,z, 8 < ¢ AN (1 + gy

pour (x,§) €K() , |z] < €, si A est assez grand.

De cette fagcon on a

fe,ay= Y [ é it pyx, B d

JyI<wn

+ f et (x,z,8) dt

lyl=N

Majorons les dérivées d’ordre N de f en utilisant cette décompo-
sition. En intégrant par parties on voit que la premiére somme égale

/- pit-E h%—;N i_y/,y! 6_2)7<éa;)7 p(x,y,i’)/y =x =M

et pour x EK®, |al = N, on obtient

=S ap e”ft('f‘-‘< My ) (a ) Pl ,x,6) dsl
Y N

<Sclg™ a+ 1N AN N dE<c, N1AN

ou ¢, est une nouvelle constante (indépendante de N).
Pour la deuxi¢éme somme py = }.. feiz't z7 r,(x,z, £) d§
fyl=n *
on obtient, toujours en intégrant par parties, pour x € K¢

|(%)“pN = [Jet aer (2 () ez 0) ]

Iy] N ‘0%
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Or pour (x,§) €K(E) , Izl <€, ona Z |r | <c AN (1 + )™
On en déduit par la formule de Cauchy (cf. (1.10)), quitte au besoin
a diminuer €, et augmenter c et A :

J\
) ‘(—) rGc,z, B <c ANNU (1 + g™
lyl-n | 0§

G:) e

Il existe donc deux constantes ¢, A telles que pour x €KF,

qui donne comme ci-dessus I’inégalité cherchée <c ANN!

a a
0< |zl <g, on ait (6_) fix, z)| <c Al || !. Ceci implique
z

que f est encore analytique au voisinage de z = 0 (et comme dans
tout ce calcul x varie dans un ouvert complexe, f est analytique en
les deux variables x et z).

Cas général. — Choisissons pour commencer une fonction entiére
&(£) comme dans (1.37) et posons ¥ = 7!,

Soit p,(x,y,£) un symbole analytique équivalent au symbole
formel

Yop=2ihly (5%)7 v () pey.p
Y

(les § 1.7, 1.9, (1.34) assurent I’existence d’un tel symbole, au moins
dans un ouvert relativement compact w C £ x ).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si on a choisi ®
assez grande (donc W assez petite) on a

z:i—"'/y! (5%)7 (;—y)v pilx,x, B~ 0

au sens des symboles formels de degré assez petit ((2.20)). Donc LP1
est un opérateur a noyau analytique.

Soit alors ®(D) l'opérateur différentiel d’ordre infini défini par
P:P(D)o Lp1 est encore un opérateur a noyau analytique. Or on

a ®(D) o LPn = Lp- avec
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Q22D p'(x,y, 8 =e™ d(D,) (™ p,(x,y,¥)

=y bl (2 2y
-gz Yy ! ag) ¢ (&) - (ax) Py, 8)

La série converge bien au sens des symboles : écrivons en effet
le développement de &

() = Y a1

avec
¥ la | r* < AP

ou A vérifie (1.2) (A(r) = igf M, €, avec M, > 1).
€0

On a alors par la formule de Cauchy

(£ e

Comme A(s + [&]) < A(s) A(J€]), et comme

» < inf y! AGs+ gD s
>0

inf ees gl = (i)"' shl
s>0 \|7l

on obtient

hi
< AGED 7! (i)7 inf MM

2
07 >0

oy %
(ag ) ak'él
Comme par ailleurs pour tout compact K C w, il existe € > 0,
c et A tels que pour (x,y, £ €K(€) on ait (d’apres (2.20))

1
7!

9 \7 B% -m
Q;)puxa,9|<cA*<1+wn

on voit que la série (2.21) converge absolument :

~ il /0 \Y J \7
x 17, \35) (a, 1E1**) - ( »-) p(x,v,§)
!

v ox

N,

QCAGW(1+WW”O:meMAMy

£ 7/
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On a aussi, au sens des symboles formels (parce que la série
(2.21) converge bien)

i~
'~ o = ' 3 l———-— -6—-7 Y . _é. Y
p~®®eop (x,y,8=2 M%.k " (a&,) (%) (ax) px,y, 8

~®(E)o [W(E)o plx,y, O]

Comme la loi de composition des (classes d’équivalence de)
symboles est associative, et comme le composé (au sens des sym-
boles) de ® et ¥ est 1 (symbole de 'identité), on a en fin de compte
p ~ p'. Et puisque L, est un opérateur a noyau analytique, il en est
de méme de p (on a p — p' ~ 0, donc L, ,. est un opérateur a noyau
analytique). Ceci achéve la démonstration de (2.19).

(2.22) CoROLLAIRE. — Pour tout opérateur pseudo-différentiel ana
lytique L, sur S, et pour tout ouvert w relativement compact dans
Q, il existe un symbole analytique p,(x , ¥) € SH(w x R") (indé-
pendant de y) (resp. et un symbole p,(y , %) € SH(w x R™) indé-
pendant de x) tel que L, — L, ~0 (resp. L, — L, ~ 0), ie. L,

et L, . différent par un opérateur a noyau analytique sur w.

Nous allons maintenant composer les opérateurs pseudo-diffé-
rentiels analytiques. Il peut y avoir une difficulté pour faire converger
I'intégrale qui définit le composé, et il est commode de tronquer.
On obtient

(2.23) THEOREME. — Soient P et Q deux opérateurs pseudo-
différentiels cnalvtiques sur S2..Soit w C S un ouvert relativement
compact de . Soit ¢ €MD () égale d 1 dans w. Alors l'opérateur
P Q/w est un opérateur pseudo-différentiel analytique sur w.

L’opérateur P Q/w est défini comme suit : soit u € ye;(w)
une fonctionnelle analytique réelle a support compact dans w. Q(u)
est alors analytique hors d’un compact de w, et le produit ¢ Q(u)
est bien défini ; c’est une fonctionnelle analytique & support compact
dans £, et on a supp sing (p Q(u)) C (supp sing ¥) U (supp dy). On
définit alors P ¢ Q/w par

Py Qw () =Pl Qu))/w
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P(p Q(u))/w est une hyperfonction sur w qui est analytique hors
de supp sing u (puisque P(p Q(u)) est analytique hors de

(supp sing u) U (supp dy),
et que supp dy est contenu dans le complémentaire de w).

Preuve du théoréme (2.23)

Remarquons d’abord que le résultat est évident si P ~ O ou si
Q~0 ; Py Q/w est alors un opérateur a4 noyau analytique. Le
corollaire (2.22) nous permet (quitte au besoin a diminuer £2) de
supposer que P (resp. Q) est de la forme Lp(x,g) (resp. Lq(y,z) ), i.e. P
est défini par un symbole indépendant de y (resp. de x).

Nous supposerons tout d’abord que P et Q sont de degré assez
petit pour que les intégrales ci-dessous convergent. Q se prolonge
alors “‘canoniquement” en un opérateur continu 6 : D(w) = SR
défini par transformation de Fourier :

224) Q@ =[ e¥tuw) qu,Hdy

donc Qu (x) =ffe"'<"_y’5> u®) q(y, %) dy dk

De méme P se prolonge canoniquement en un opérateur continu
P: S(R") = C7(R2), défini par

2.25) Pu@)=m™ [ px, b u®) df

=o [[ < p i, u ) dy dt

(si f est une fonction ou une distribution, nous avons noté f sa
transformée de Fourier).

~

Nous pouvons maintenant définir opérateur composé Po Q:
dans w il coincide avec l'opérateur de symbole p(x ,~£) q(y, ¥ ;
et il différe de Py Q/w par 'opérateur R = F(l — ¢) Q, qui a pour
noyau la fonction

(2.26) r(x,y) =

@mn [[f << 0 (1 - 0@) g0, m) dt dz dn,
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(cette derniére intégrale doit étre interpretée comme une transfor-
mation de Fourier ou comme une intégrale oscillante au sens de [5]
par rapport a z).

Dans lintégrale (2.26) déplacons le domaine d’intégration dans
le complexe comme en (2.7), en posant

X — 2
E=f+it 2| V1+IEP
r_ L 2T 2
n——n+tt|z__y' 1+ Inl

on obtient alors

(2.27) r(x ’y) — (2 ")_2"./“/:/;5}{" ei<x—z,£'>+i<z-—y,n'>

zelbw
neRn

p(x, &) U —9() q(,n") d§ dz dn'

(on a repris les notations de (2.7) pour la densité d§* dn'). La formule
a un sens et vaut pour ¢ assez petit (p et ¢ sont alors holomorphes
au voisinage du nouveau domaine d’intégration), car x et y sont
des points de w, et comme z parcourt Cw(l — ¢ est nul dans w),
x — z et y — z ne s’annulent pas sur le nouveau domaine d’intégration.
La partie réelle de 'exposant est

—tlx—zI/1+[EP =t ly—zl /1 + 0P <—ct(zl + & + ]

ol ¢ est une constante (qui dépend de la distance de x et y aCw) ;
de sorte que I'’exponentielle décroit exponentiellement par rapport
a I'ensemble des trois variables sur le nouveau domaine d’intégration,
et lintégrale converge parfaitement, méme si p et g sont des symboles
analytiques arbitrairement grands.

Dans la formule (2.27) on peut permettre a x et y de varier
dans un petit voisinage complexe d’un point de w x w.r(x,y) est
donc une fonction analytique dans w X w, et en tant que telle
dépend continiiment des symboles analytiques p et q.

Par passage a la limite, ceci prouve que dans tous les cas P Q/w
est un opérateur pseudo-différentiel analytique dans w, qui différe
par un opérateur & noyau analytique de lopérateur de symbole
p(x, € q(,¥). Le théoréme est démontré, et on a prouvé en
méme temps
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(2.28) Si R est un opérateur pseudo-différentiel analytique sur w,
dont le symbole est équivalent (au sens des symboles formels (1.11))
au composé des symboles de P et de Q, il différe par un opérateur da
noyau analytique de Py Q/w (les notations sont celles de (2.23)).

Terminons cette section en remarquant (cf. [S]) qu’on peut
modifier dans la formule de définition (2.16) la fonction phase
<x —y,§>, sans pour autant changer la classe d’opérateurs ainsi
définie. Ainsi si p est linéaire en &, non nulle pour x # y, égale pour
X voisin de y a

ox,y)=<Ax,y)-x—y,E>

s

ou A(x,y) est une matrice réguliere a coefficients analytiques, le
changement de variable £ = 'A(x , y) - £ montre immédiatement que
Yopérateur L o.p défini par

<L, u,v>=2n" [[[ ¥ px, v, £ vx) u() dx dy d

est un opérateur pseudo-différentiel analytique.

Il en résulte immédiatement (comme dans [5]) que la classe
des opérateurs pseudo-différentiels analytiques ne dépend pas du sys-
tétme de coordonnées qu’on choisit pour les définir. Ceci permet de
définir les opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur une variété
analytique réelle : ce sont des opérateurs dont le “noyau” est une
fonction analytique en dehors de la diagonale, et dont la restriction a
tout ouvert isomorphe a4 un ouvert d’un espace numérique R” admet
une représentation intégrale telle que (2.16) (cette propriété ne dépend
pas du systéme de coordonnées choisi).

4. Applications et exemples.

a) Soit X une variété analytique réelle. Les classes d’équivalence
d’opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur X apparaissent comme
des endomorphismes du faisceau Sing(X) = #€'(X)/ e(X) des hyper-
fonctions modulo les fonctions analytiques (deux opérateurs sont
équivalents s’il différent par un opérateur 3 noyau analytique). Si
P et Q sont deux opérateurs pseudo-différentiels analytiques, et R
un opérateur de symbole équivalent (au sens des symboles formels)
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au composé des symboles de P et de Q, ’endomorphisme du faisceau
Sing(X) défini par R est composé de ceux définis par P et Q (grace
a (2.23) et (2.28)). Les constructions des numéros précédents four-
nissent ainsi pour chaque endomorphisme pseudo-différentiel du
faisceau Sing un représentant qui opére effectivement sur les hyper-
fonctions (3 support compact), défini par des formules intégrales
relativement maniables.

Rappelons pour mémoire le résultat de [1] (qui est un peu géné-
ralisé ici), qui devient trés simple quand on le repense en termes
d’endomorphismes du faisceau Sing(X) :

(2.29) Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique (resp.
ou un opérateur différentiel d’ordre infini a coefficients analytiques),
elliptique au sens que son symbole est inversible (pour la loi de compo-
sition des classes d’équivalence de symboles formels). Si f est une
hyperfonction a support compact (resp. pas de condition de support),
f est analytique dans tout ouvert ou P (f) lest.

(En effet en tant qu’endomorphisme du faisceau Sing, P posséde
un inverse défini (au moins localement) par un opérateur pseudo-
différentiel analytique). Ce résultat s’applique en particulier quand

P est un opérateur différentiel elliptique d’ordre fini & coefficients
analytiques (cf. [1]).

Y

b) Opérateurs a coefficients constants.
Les résultats suivants sont faciles :

(2.30) Soit p(¢) un symbole analytique. L’opérateur pseudo-
différentiel P(D) transforme une fonctionnelle analytique réelle d
support compact en une hyperfonction analytique en dehors d’un
compact. Il n'‘augmente pas le support singulier analytique

(2.31) Si de plus 1/p(§) est aussi un symbole analytique pour
& assez grand, P(D) est elliptique, et f est analytique dans tout ouvert
ou P(D) f lest.

En particulier si P(D) est un opérateur différentiel d’ordre
infini, elliptique au sens de (2.31), si f est une hyperfonction sur R"

(sans condition sur le support), f est analytique dans tout ouvert ol
P(D) f lest.
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by

c) Opérateurs a coefficients variables.

Pour les opérateurs d’ordre fini, la condition habituelle donne
un critére simple d’ellipticité : si p(x, £) est un symbole d’ordre
m (ie. p(x,§) <c(l+ |§))" dans un cone complexe), elliptique
au sens des opérateurs d’ordre m, i.e. p~' (x , £) <c(1 + |£])™™ dans
un cdne complexe, pour § assez grand, alors I'opérateur p(x ,D)
poss¢de une parametrix. En effet d’aprés le § 1.7, il suffit de prouver
que le symbole de p est inversible (au sens des symboles analytiques
formels). Pour cela on remarque qu’on a

px,Eep (x,H=1—h(x,¥,

ol h(x, ) est un symbole formel de degré — 1, donc 1 — A est inver-
sible (en tant que symbole formel) d’aprés (1.21).

Dans le cas général, je ne connais pas pour le moment de cri-
tére simple ou convaincant d’ellipticité. Je me contenterai de ’exemple
suivant : soitp = p (¥, §) le symbole

p(y,H=exp<y, o>

ou ® est un symbole a valeurs dans C", de degré 1 — O
(ie. [E17" @) > 0 pour £ > o).

L’opérateur pseudo-différentiel correspondant a p(y , &) est défini
par la formule

PN l"‘la' aaf

Lu=Y— o@®°

a! o&°

Il a une parametrix, qui est définie par une formule analogue (avec
par exemple la fonction W (§) telle que les applications £ = & — i ®(§)
et £ £ — i V(§) soient inverses 'une de l'autre : ¥ est un symbole
de degré 1 — O pour § assez grand). 1l est donc hypoelliptique ana-
lytique. Si la partie réelle de ® est non nulle, cet opérateur est d’ordre
+ oo dans certaines parties de R"”, d’ordre — oo dans d’autres, ou méme
peut étre partout d’ordre + oo ainsi que son inverse.

= f( — i ®(}).



268 LOUIS BOUTET DE MONVEL

BIBLIOGRAPHIE

[1] L. BoutkT de MoNVEL et P. KrEE, Pseudo-differential operators
and Gevrey classes, Ann, Inst. Fourier, Grenoble 17,1(1967),
295 - 323.

[2] L. CARLESON, On universal moments problems, Math. Scand. 9
(1961) 197-206.

[3] L. HOrRMANDER, Pseudo-differential operators and hypoelliptic
equations, Amer. Math. Soc. Proc. Symp. Pure Appl. Math,
10 (1968) 138-183.

[4] L. HORMANDER, The spectral function of an elliptic operator
Acta Math. 121 (1968) 193-218.

[S] L. HORMANDER, Fourier integral operators, Acta Math. 127
(1971) 79-183. ‘

[6] J.J. KouN et L. NIRENBERG, An algebra of pseudo-differential
operators, Comm. Pure Appl. Math. 18 (1965) 269-305 .

[7] A. MARTINEAU, Les hyperfonctions de M. Sato, Séminaire Bourbaki
214 (1960/61).

[8] A. MARTINEAU, Equations différentielles d’ordre infini, Bull
Soc. Math. France 95 (1967) 109-154.

[9] M. Sato, Theory of hyperfunctions 1 et 11, J. Fac. Sc. Univ.
Tokyo 8 (1959-60), 139-193 et 387-437.

[10] P. ScHAPIRA, Théorie des hyperfonctions, Lecture Notes in Mathe-
matics 126, Springer-Verlag (1970).

[11] F. Treves, Hyper-differential operators in complex space, Bull.
Soc. Math. France 97 (1969) 193-223,

Manuscrit recu le 11 octobre 1971
accepté par J.L. KoszuL

Louis BouTkT de MONVEL
Université de Paris VII
2 place Jussieu, Paris 5°



