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Introduction.
Soit A = ()\,.)j>l une suite de Hadamard de nombres réels
A\ >0, >‘i+1/7\i >q > 1, j > 1). Il est connu depuis fort longtemps
que si une série trigonomeétrique
S: 2 ¢ e™* )

i>1

a de ““bonnes’ propriétés au voisinage d’un point, alors S a de “bonnes”
propriétés sur toute la droite réelle. L’exemple le plus frappant est
peut-étre celui-ci :
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(A) Si les sommes partielles de S sont simplement bornées au
voisinage d’un point, alors 2 lejl < e [20].
i>1

Ce résultat, comme beaucoup d’autres résultats analogues ([8],
[12]), est une conséquence du fait qu’une suite de Hadamard est
un ensemble de Sidon associé a tout intervalle :

Une suite A = O‘i)i > de nombres réels est un ensemble de
Sidon s’il existe un intervalle I et une constante C, tels que pour

injx

tout polyndme trigonométrique P(x) = 2. G e on ait
1<j<N
2 gl < € sup [P(x)L. )
1<j<N xel

Tout intervalle 1 pour lequel (2) est vérifiée sera dit associé a I’en-
semble de Sidon A.

On peut dés lors se demander si la propriété remarquable sui-
vante est vérifiée : si A est un ensemble de Sidon, c’est-a-dire, s’il
existe un intervalle associé a A, alors tout intervalle est-il associé a A ?
La réponse est affirmative, et nous le démontrons, dans un cadre plus
général, au paragraphe 6.

La propriété (A) des séries lacunaires est donc vérifiée par
toute série a spectre dans un ensemble de Sidon. Une autre fagon
de formuler ce résultat est de dire que la C-pseudo-période attachée
a une suite de Sidon est nulle ([8], [14]).

Le cas particulier des ensembles de Sidon qui sont des réunions
finies de suites de Hadamard ou des suites satisfaisant 4 une condition
de lacunarité plus large avait déja été examiné par V.F. Gapdskin
(6]

Dans notre exposé nous nous plagons dans le cas d’un groupe
abélien localement compact G et nous notons I' son dual. Dans le
premier paragraphe nous énoncons des définitions et propriétés con-
nues concernant des ensembles de Sidon. Comme ces ensembles sont
usuellement considérés comme des parties d’un groupe discret, nous
utiliserons souvent le terme ensemble de Sidon topologique pour pré-
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ciser que nous considérons le cas ou I' est un groupe abélien localement
compact général.

Dans le paragraphe 2 nous étendons aux ensembles de Sidon
topologiques le résultat de S. Drury : la réunion de deux ensembles
de Sidon est un ensemble de Sidon [5]. Une adaptation de la méthode
permet d’obtenir une propriété d’*‘élargissement” des ensembles de
Sidon (§ 3) qui compléte celle de [15].

Dans le paragraphe 4 nous donnons une caractérisation facile,
en termes de “‘stabilité”, des ensembles de Sidon parmi les ensembles
qui ont un compact associé, lorsque I' est métrisable et non compact.

Les paragraphes 5 et 6 détaillent le résultat fondamental de ce
travail : lorsque G est connexe, toute partie compacte d’intérieur non
vide de G est associée a tout ensemble de Sidon de I'. L’étape princi-
pale est fournie par le théoréme 6.1. Dans les lemmes qui le précédent
nous établissons des résultats essentiels sur la structure des ensembles
de Sidon. La question se pose naturellement, & propos du théoréme
6.1., de savoir si, lorsqu’un compact d’intérieur non vide de G est
associé a '’ensemble de Sidon A et A est une partie finie de I, K est
encore associé & A U A, . Nous montrons que la réponse est affir-
mative (théoréme 6.1. bis).

Ce travail trouve son origine dans des problémes que m’a pro-
posés Monsieur J.F. Méla. Je tiens a le remercier tout particuliére-
ment pour sa collaboration efficace et continue. Je tiens encore a
exprimer ma reconnaissance a Madame A. Bonami pour I'intérét avec
lequel elle a suivi cette étude et pour ses suggestions, souvent pré-
cieuses.

1. Rappels sur les ensembles de Sidon.

Les ensembles de Sidon ont ét¢ généralement définis comme
des sous-ensembles d’un groupe abélien discret ([7], [8], [18], [19D.
Dans [13], J.F. Méla définit la notion d’ensemble de Sidon dans
un groupe abélien localement compact I' et montre qu’un tel ensemble
posseéde toujours un compact associé si I est métrisable. Y. Meyer
démontre ensuite une propriété d’élargissement des ensembles de Sidon
de nombres réels [15].
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Dans toute la suite, G désigne un groupe abélien localement
compact, I' son dual et A un sous-ensemble de I'. Les notations
qui ne seraient pas définies sont celles de [18].

DerINITION 1.1, — T est un ensemble de Sidon discret s’il existe
une constance C telle que pour tout polynéme trigonométrique

P(x) = 2 a,(x,N

AeA

on ait

2 lg,] < C sup [P(x)]. (1.1
AeA xeG

DEFINITION 1.2. — A est un ensemble de Sidon topologique si
pour toute fonction bornée b définie sur A, il existe une mesure
u dans M(G) telle que f(\) = b(N) pour tout N\ dans A.

Autrement dit, A est un ensemble de Sidon topologique si A
est un ensemble d’interpolation pour I'algébre B(I') des transformées
de Fourier des mesures de Radon bornées sur G.

Remarquons que si A est un ensemble de Sidon discret ou topo-
logique, pour toute partie finie A" de I', A U A’ I’est aussi.

Lorsque G est compact, les notions d’ensemble de Sidon dis-
cret et topologique coincident ([18], p. 121). Lorsque G n’est pas
compact, on vérifie que tout ensemble de Sidon topologique est
un ensemble de Sidon discret et que la réciproque est fausse [15].
Pour caractériser parmi les ensembles de Sidon discrets ceux qui sont to-
pologiques, on introduit la notion suivante :

DeriNiTioN 1.3. — Le compact K C G est associé a I’ensemble
A C T s’il existe une constante A telle que pour tout polynome

Al
trigonométrique P (x) = 2. a, (x,N),
A€eA

Sup IP(x)| < A Sup IP(x)

xe€G xeK
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Si K est associé a A et si de plus A est un ensemble de Sidon discret,
il existe une constante C telle que pour tout polyndme trigonomé-

trique P(x) = z a, (x, M),
A€eA

Y. la,| < C Sup [P(x)| (1.2))

A€EA xeK

On dira dans ce cas que le couple (K, C) est associé a A.

Remarquons que si le couple (K, C) est associé a A, alors pour
tout x dans G et v dans I', ({x} + K, C) est associé¢ a {y} + A.

Une condition nécessaire immédiate pour qu’il existe un com-
pact K associé a A est celle-ci ([16], p. 10) :

ProposITION 1.1. — Si le compact K de G est associé a I'ensemble
A C T, il existe un voisinage V de 0 dans T tel que pour tous \ et \'
distincts dans A, A — \' ¢ V.

Nous utiliserons souvent la caractérisation suivante des compacts
associés a un ensemble de Sidon ([12], p. 44) :

ProrosITION 1.2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’'un compact K syvmétrique (—K = K) de G soit associé a un
ensemble de Sidon A est qu’il existe D = D(A,K) > 0,8 = 6(A, K),
0 < 6 < 1, tels que pour toute fonction b définie sur A et a valeurs
dans {—1, 1}, il existe une mesure p dans M(G), d support dans K,
telle que

llull <D, sup [GQA) — bM< 8

AeA

Le couple (K ,2D(1 — &)™) est alors associé d A.

TurorkMi 1.1, — Supposons T métrisable. Pour tout -sous-
ensemble A de T, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est un ensemble de Sidon discret et posséde un compact
associé.

ii)) A est un ensemble de Sidon topologique ([13], [15]).
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Si I' n’est pas métrisable, ce résultat ne subsiste pas : un ensemble
d’interpolation (pour P'algébre des fonctions presque-périodiques sur
R) infini de nombres réels est un ensemble de Sidon topologique du
compactifié de Bohr de R qui n’a pas de compact associ¢ dans R ,
le groupe R avec la topologie discréte ([13], p. 35).

Dans toute la suite nous supposons I' métrisable, notons d une
distance invariante sur I' et d(0, ¥ — 7') = |y — 7’| pour tous 7 et
7" dans I'. D’autre part, sauf mention explicite du contraire, expres-
sion ensemble de Sidon désignera un ensemble de Sidon topologique.

DerINITION 1.4, — Pour tout sous-ensemble A de T, le pas de
A est le nombre

p(A) = inf{A =N, NEA, N EA N#N\"}

Il découle du théoréme 1.1. et de la proposition 1.1. que tout
ensemble de Sidon a un pas strictement positif. Une deuxiéme con-
séquence immédiate du théoréme 1.1. s'exprime en termes de sta-
bilité [13] :

DEFINITION 1.5. — Soit  un voisinage de l'origine dans I'. Un
sous-ensemble A' de T est dit Q-voisin d’un sous-ensemble A de T’
s’il existe une bijection X > N de A sur A' telle que A — \' € Q.

DEFINITION 1.6.— Soit P une propriété relative a un sous-ensemble
de I. On dit que A est stable (par rapport a la propriété P) s’il existe
un voisinage S de lorigine dans T' tel que tout ensemble Sl-voisin
de A a la propriété P.

PROPOSITION 1.3. — Tout ensemble de Sidon d’un groupe I" mé-
trisable est stable par rapport aux propriétés suivantes :

(Pl) : A est un ensemble de Sidon
(P,) : A a un compact associe.

Soit E une partie fermée de I'. Rappelons que B(E) (resp. A(E))
désigne l'algébre de Banach des restrictions & E des fonctions de
lalgébre B(I') des transformées de Fourier des mesures de Radon
bornées sur G (resp. de l'algébre A(I') des transformées de Fourier
des fonctions de 1!(G)), munie de la norme quotient
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1 gy = inf LIkl 5 & € M(G), ikl = f)

resp. I fll,, = inf{llgll ; g € LXG), Iy = £}

Dans [15], Y. Meyer démontre que si A est un ensemble de
Sidon de nombres réels, il existe € > O tel que le prolongement d’un
¢lément de £°(A) & un élément de B(A + [~ &E€]) peut-étre réalisé
par une application linéaire et continue de £°(A) dans B(A + [—E,€)),

Dans un groupe I' métrisable, ce résultat s'exprime de la facon
suivante ([15], [16]) :

THEOREME 1.2, — (Théoréme d’élargissement). Soit A un ensemble
de Sidon associé au couple (K , C), ot K est un.compact de G. Pour
tout C' > C il existe 8 = 8(K,C') > 0 tel que pour toute fonction
complexe bornée b définie sur A et tout élément f de A(B;), ou
B, ={y €T, hl < 8} la fonction ¢ définie sur A + B, par

oM =bN) Sy —N (YET,AEA,|IYy-AILI)
appartient a B(A + B,) et

1P lgen s 5,y < C 1S N,y 101

Pour conclure, citons une condition arithmétique nécessaire pour
que A soit un ensemble de Sidon [10] :

THrorREME 1.3. — (condition des mailles) Soit A CI' un ensemble
de Sidon discret qui vérifie (1.1). Etant donnés v, ..., v, dans T',

soit E ’ensemble de points de " de la forme Z o, Y, ol oy > O
1<i<n

sont des entiers tels que >.. lo, | < 2°. Alors
1<i<n

card(E N A) < (16 C)? ns

2. La réunion d’ensembles de Sidon topologiques.

G et I' désignent toujours deux groupes abéliens localement
compacts en dualité, I' étant métrisable.
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Nous allons employer la méthode introduite par S. Drury dans
[5]. Soit p un entier positif, considérons le groupe fini = {—1, 1}?
muni de la mesure de Haar dw. Le dual 2 de peut-étre identifié
4 {0,1}7, la dualité entre §2 et §2 s'exprimant alors de la facon suivante:

si w =(wl.)1</<p e etx=(€/.)1<l.<p € Q,

(@, )= M o (2.1)
1<jle

Lemme 2.1. — Soit X ={}¥, ..., )\p} un ensemble de Sidor fini
associé¢ au couple (K,C), ou K est un compact de G. Pour tout
w = (wi)ISiSP € 2, il existe g, € M(G), a support compact K + K,
telle que

D e I <C?

6,0 =w, 1<ji<p

3) sup ||g7|lA(m < C2, ou g, est la fonction définie sur SX  par
w > a, ()

Démonstration. — Pour tout w = (wl.)1 SiSPe @, soit u , € M(G)

a support dans K telle que [lu I < Cet i (N) = w (1 <j<p).
Posons

’
O, = f #w'*#ww'—l dw
Q

Alors 0, € M(G), o est a support dans K + K et llo_ Il < C2.
Pour tout v dans T,

6, = [ (=x,mdo,(x)= [ (/ (—x,'y)d(#w:*uwl_,)(x))dw
G G

Q

= [ By By, () dor
Q

Pour vy = )\j € X, on obtient o, O‘,-) = w; (1<j<p)Poury€Tm,la
fonction g,: w — G (y) est le produit de convolution sur §2 de la
fonction w — i (7y) avec elle-méme, donc g, € A2) et
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g, Ny = [z i, (P dw < C2.

THEOREME 2.1. — Soit X ={\ ,..., 7\p} une partie finie de I'
associée au couple (K, C), ou K est un compact de G. Soient § et
& des constantes positives. 1l existe une fonction g dans L'(G), a
support compact K', K' = K'(8,8,K,C), telle que

1) llgl, < 2y/2C* g7

2) g(\) =1 pour 1 <j<p

3) |g(y)l < B pour tout y dans I" tel que d(y,X) = 6.
Démonstration. — Considérons d’abord le cas ou pour tout A € X,

—NEXet 2x # 0. Soit 0 < €< 1. Pour tout w = (W), ;< ,€ X

considérons la mesure ¢ donnée par le lemme 2.1. et le produit de
Riesz

R (x)= TII R(x)
1<ige !
ou

R =1+ [(A)+(=x,\)] (1<j<p)
j 2 i i j
Remarquons que R | > 0et

R x)dw= 1 R.(x) dw; = 1.
J Rowaw= WL R e

Il existe & dans L'(G), a support compact K, = K0(€,5),b >0,
lell, =1 et |b(y)] <€2 pour y¥ €T tel que |yl > 8. Posons

R=J (o, *®R, b)) dw.
Q

Pour tout w dans £2, o, * (Rw b) € L'(G) et a son support dans
K'=K + K + K, donc il en est de méme pour R et

uRu,=fG IRGO)| dx < fnlww*(Rw b)ll, dw< C? ‘/5; IR, bll,dew =

= fG b(x) (/:; R, () dw) dx = C? fcb(x)d)c=c2.
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Pour tout v dans T,
R = [ cx.mr@a= [ [/G (M, * R p0ds |de
- fn o (1R B Mdw
o) Siy=7,€X 6, (= w, et 'on obtient
RO\) = /n w,R D) dw = fG (—x, \) b(x) ([l W R,, (x) do)dx

or

[ w R x)dw =
\Q ] w

Il

R Uew |5 @+ xpfaes)-

k#j

€

d’ou
ROy =2 (1 + 5@N)) (1<i<p
B) Pour vy quelconque dans I', utilisons la condition (3) du lemme
2.1.:
6, = Zar, 0w, X > X laty,0|<C.
Xe XeN
Alors

RI=1Xa0,n [ @, 0R.E) Mdol < Cmax b,

Xes2 X €82
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ou

b= [ @ 0Rpmdo= [ xmbe ([ @0R,0)dw)dx
Tout X dans Q sécrit sous la forme (2.1)) ; notons n, I’ensemble
d’indices j, 1 < j < n, tels que g, = 1. Alors

- ) £ _ =
[ @, 0R, @ do= 1 \/{‘“}(wj+2[(x,7\i)+( x, N de,

= £ _
_ffI'Ex2 ((x ’)‘i) +(-x,N))
On en déduit que si card(nx) > 2, bel < €% Si card(nx) = 1, alors
(w,x) = w, et

by =5 by =N + b +A) (1 </ <p)

X

Enfin, si X = 1, b= b(y). Finalement,
€ . . .

max |b | <max {£? , max Elb(’)’ = N) + by + NI bMWD

xe 8 1<i<r
On en déduit que pour tout y dansT tel qued(y , X U (—X) U {0}) >34,
IR(y)| < C? €2, Pour éviter les restrictions imposées 4 X et pour
obtenir une majoration de |R(y)| pour tout v tel que d(y, X) > 8,
nous utiliserons le procédé suivant [19]. Considérons le groupe pro-
duit G' = G x T et le sous-ensemble X' = X x {1} de I" x Z. Alors
X' est associé au couple (K x {0}, C) et X' est tel que pour tout
N e X, - N é&X et 2\ # 0. Par le raisonnement antérieur, en
remplacant b par b’ € L'(G’) telle que b'(x , t) = b(x), pour (x ., t)
€ G x T, on obtient une fonction R’ € L'(G x T), a support dans
K' x T, IR'll, <2, et telle que

RO, D =5 (1<ji<p)

| m

IR'(y, DI < C*e*  (d(y,X) > b).
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Pour vérifier la derniére inégalité il suffit de remarquer que
(v, =N £ €T x {0},

quels que soient A’ et A" dans X' et v dans I', et que b’ a son spectre
dans T’ x {0). Pour conclure la démonstration, il suffit de choisir
€ assez petit et de poser

g(x) :'53 [ e R(x,ndt x€ Q.
T

Remarque. — C’est le support, et non la norme de la fonction g
que nous venons de construire, qui dépend de la constante §.

COROLLAIRE 2.1. — Soit A un ensemble de Sidon dans T" associé
au couple (K, C), ou K est un compact de G. Soient § et & des
constantes positives. 1l existe une mesure p € M(G), a support com-
pact, telle que

() lull < 2vV2 €2 g7
(2) a\) = 1 pour tout N\ dans A
3) la(y)l < B pour tout y dans T tel que d(y , A) > 6.

Démonstration. — Considérons I'ensemble filtrant & des parties
finies de A. D’aprés le théoréme 2.1., il existe un compact K' de G
tel que, pour tout X € &, il existe une fonction gy € L' (G), a support
dans K', satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3). La famille (g )Xe’
possede alors une valeur d’adhérence u € M(G), pour la topologie
faible de M(G) ([7], p. 458) qui satisfait aux conditions (1), (2) et
3).

COROLLAIRE 2.2. — Soient A, et A, deux ensembles de Sidon dans
I' tels que A, U A, ait un pas positif. Alors A U A, est un ensemble
de Sidon.

Démonstration. — Soit § tel que 0 < § < p(A, U A,). Suppo-
sons que A, est associé a (K, ,C,), d’apres le corollaire 2.1. il existe
un compact K,'. dans G et une mesure p; € M(G), a support dans K:,
telle que :
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el <4 €%, ) =1 pour NEA,

(M1 <@C)™" pour yET,d(y,A)>8. (i=1,2).

Nous utiliserons la proposition 1.2. pour montrer que Ay UA, est
un ensemble de Sidon. Soit b une fonction définie sur A, UA,
et a valeurs dans {—1, 1}. Alors il existe v, € M(G) telle que IIV,. < C,.
et »,(A\) = b(A) pour X dans A; (i = 1, 2). La mesure

Bo=pteg oty
a son support dans le compact K = (K, + K{) U (K, + K)) et

la) - b <12 (AE A, UA,).

On en déduit que A| U A, est associé a (K,C) dés que

C > 16(C3* + C).

3. Une propriété d’élargissement. (1)

Reprenons les notations du théoréme 1.2. d’élargissement. Lorsque
la fonction f de A(I') a son support dans B;, nous montrerons que
la fonction ¢ correspondante admet des extensions a B(I') dont le
module, en dehors de A + B, est arbitrairement petit.

Lemme 3.1, — Soit X ={A,..., ?\p} un ensemble de Sidon fini
associé au couple (K , C), ou K est un compact de G. Pour tout C'> C
il existe 8 = 8(K,C")> 0 tel que pour tout w = €8,

(wi)lgigp
il existe 0 € M(G) telle que

D llg Il < C?
o,M=w (YEDL, Ivy-NI<8,1</7<p)
3) :1:!1)‘ g,y < C'?, ou g, est la fonction définie sur Q

par w = a_ (7).

(1) Une propriété d’élargissement plus forte est établie par 'auteur dans un article
ultérieur : “Interpolation linéaire approchée des fonctions bornées sur un
ensemble de Sidon”, Colloquium Mathematicum, XXVIII 2, (1973).
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La démonstration est analogue a celle du lemme 2.1., quitte
a remplacer les mesures d’interpolation k,, par des mesures u; sa-
tisfaisant aux conditions suivantes :

W, EMG), K, I<C i, () = w, Iy =N 1< 8, 1<j <p).

Ces mesures ":,; sont fournies par le théoréme 1.2. lorsqu’on prend

f € A(B;) telle que f(y) = 1, pour v dans B . Dans ce cas, I|f|lA(Bs) =1
(18], p. 53).
THEOREME 3.1. — Soit X = {Xl,...,Ap} une partie finie de I'

associée au couple (K , C), ot K est un compact de G. Pour tout C' > C
il existe 8 = 8(K,C") > 0 tel que pour tout B> 0 et toute fonction
fde A(T") d support dans By, il existe g, € L'(G) telle que

13 -
D llgyll, < 2vV2 ClIfIRG, 677

2) g = & fr-\) (v E€X + By
1<i<p

3) 1gxMI <8 (€T, dr,X) >3

La démonstration suit celle du théoréeme 2.1., la fonction b

étant remplacée par x — f x,v) f(v) dv.
I

COROLLAIRE 3.1. — Soit A un ensemble de Sidon de T’ associé au
couple (K, C). Pour tout C' > C il existe & > 0 tel que pour tout
B > 0, toute fonction f de A(T') a support dans By et toute fonction
b d valeurs complexes et bornée sur A, il existe une mesure pu € M(G)
telle que :

D lull < 2C% QC I, 1615 674)7

D =2 b f(y - N (¥ €A+ By

A€eA

3) laml< B (yer,dx,A > 9)
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Démonstration. — Considérons d’abord le cas ou b(A) = 1, pour
A € A. Le corollaire 3.1. s’obtient alors du théoréme antérieur par
un passage a la limite, comme dans le corollaire 2.1. Remarquons
que les fonctions g, fournies par le théoréme 3.1. n'ayant pas un
support compact, pour montrer que la valeur d’adhérence u corres-
pondante satisfait aux conditions (2) et (3), ’on teste a sur des fonc-
tions de L!(I") a support compact, de la facon suivante.

Pour tout # dans L' (I') 4 support compact contenu dans A + B,.

4 h(y) (y) dy fol(X) du(x) = lim,ffz(x) 8y (x)dx =

tim, [ hn g ay= % [ nenfer-n ay

AeA

(on suppose, pour simplifier les notations, que u = lim,gx ). On en

déduit que pour presque tout y dans A + B, iu(y) = Z fiy—=N).
AeA

La fonction g étant continue, I'égalité a lieu pour tout v dans

A+ B, et la condition (2) est vérifiée.

Pour tout 4 dans L'(I') & support compact contenu dans le
complémentaire de A + B,

|f hen) ey @yl = llim, S nen g avi < g ani,.
b .
La continuité de u alliée a cette inégalité montre que |a(y)| < 8

pour tout vy dans I' tel que d(y,A) > 6.

Dans le cas ou b est un élément quelconque de I™(A), il suffit
de considérer la mesure u * u', ou m' est une mesure telle que
'l < C' bl et @'(y) = bQA) si YET, NEA, |y — N <8
(théoreme 1.2.).

4. Stabilité des ensembles de Sidon topologiques.

Nous avons déja signalé (proposition 1.3.) que tout ensemble
de Sidon est stable par rapport aux propriétés (P ) et (P,). Par
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contre, un ensemble qui a la propriété (P,) est en général loin d’étre
stable. L’exemple le plus frappant est celui de I'ensemble Z des
entiers relatifs : aucune suite O\n )n2 . de nombres réels telle que
lim (n— 7)) = 0etA # n pour une infinité de valeurs de 'entier n

n-—»> oo

ne posséde de compact associé [17].

On démontre facilement que le fait d’étre stable par rapport
a la propriété (P,) est caractéristique des ensembles de Sidon d’un
groupe non discret :

PrROPOSITION 4.1. — Soit A un sous-ensemble d’un groupe I' mé-
trisable et non discret qui est stable par rapport a la propriété (P,).
Alors A est un ensemble de Sidon.

Démonstration. — 11 nous suffit de montrer que A est un ensemble
de Sidon discret, donc que toute partie dénombrable A’ de A est un
ensemble de Sidon discret [18]. Considérons une telle partie A’ et
soit £ un voisinage de I’origine dans " tel que tout ensemble £2 - voisin
de A’ ait un compact associé. Nous pouvons alors construire un
ensemble A’ indépendant ([18], p. 97) 2 - voisin de A’ et tel que
nlew A" — N = 0 ou N\ = \' est une bijection de A’ sur A".

L’ensemble A’ est un ensemble de Sidon discret ([18], p. 126) et
posséde un compact associé, donc A" est un ensemble de Sidon
topologique. A'' est alors stable par rapport a la propriété P,) et
par conséquent il existe une partie finie A; de A’ telle que A'\A]
soit un ensemble de Sidon topologique. On en déduit que A’ lui-
méme est un ensemble de Sidon topologique et a fortiori un en-
semble de Sidon discret.

5. Compacts associés a un ensemble de Sidon dont le
pas tend vers linfini.

G et T' désignent deux groupes abéliens localement compacts
en dualité, I' étant métrisable.

DerINITION 5.1. — On dit que le pas du sous-ensemble A de
I tend vers linfini si
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IimA - AN)=0 A, NEA,X#N,A, N > )

Autrement dit, pour tout voisinage compact F de l'origine dans I',
il existe une partie compacte A, de A telle que pour tous A et A
distincts dans A\A,, A — X' € F.

DEeFINITION 5.2. — Le compact K C G est associé a I'ensemble
A C T au sens large s’il existe une partie finie Ay de A telle que
K soit associé a A\AK. Analoguement, le couple (K, C) est associé
a lensemble de Sidon A au sens large s’il existe une partie finie
Ay de A telle que (K, C) soit associé d A\A,.

Dans le cas d’un ensemble de Sidon dont le pas tend vers I'infini,
Pexistence de la mesure d’interpolation fournie par le corollaire 3.1.
permet d’obtenir assez simplement le résultat suivant :

THEOREME 5.1. — Soit A un ensemble de Sidon d’un groupe T’
métrisable dont le pas tend vers Uinfini. Tout compact K de G d’inté-
rieur non vide est associé a A au sens large.

Démonstration. — D’aprés la remarque qui suit la définition 1.3.,
il suffit de considérer le cas ou K est un voisinage compact et symé-
trique de Porigine. Soit alors V un voisinage compact et symétrique
de lorigine tel que V + V C K, et

a=|v|! Xy * Xy (5.1)
ol Xy est la fonction caractéristique de V et |V| note la mesure de
Haar de V. Alorsa € L' (G),a>0,a>0, llall, =a(0)= 1 eta€ L' (I).

Nous allons montrer que les conditions de la proposition 1.2.
sont vérifiées par A\A,, ou A, est une partie finie de A. Soit b
une fonction définie sur A a valeurs dans {—1, 1}, nous déterminerons
une mesure ¥ de la forme au, 4 € M(G), et telle que

P\ — bM< 1/2 , NEA\A,. (5.2)

Choisissons u. Soient C' et 8 les constantes qu’interviennent dans
le corollaire 3.1., nous supposons § assez petit pour que la condition
suivante soit vérifiée :

sup  |(x,7) - 1<« (5.3)

'yeBb,xeK
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ou « est une constante que nous préciserons ensuite, 0 < a < 1.

Posons :

. -2 s A1 -1
f=1By,l x%/zasxnw2 ,8=min {1, allall;", IB,I} (5.4.)

D’aprés le corollaire 3.1., il existe une mesure u € M(G) satisfaisant
aux conditions (1), (2) et (3).

Choisissons Ay . Soit F une partie compacte et symétrique de
I', By CF, telle que
S a ay <alb,, (5.5)
C\F
Ay sera une partie finie de A telle que pour tous A et N\’ distincts
dans A\A, A — NéEF + B,.

Posons v = a u. Alors |lv|l < llall, llull = D(A, K). Evaluons
P(\) pour X\ dans A\A

s = [ G at -y dy = () 3O — ) dy +
r {A}+8;
+ (1 i - iy 7 ——
/{‘A}HF\B&) A(y) dA — v)dy + [\({A}w)#(ﬂ a\— ) dy

D’aprés le choix de Ay ,d({A}+ (F\B,), A\A,)>6,dou |a(y)I< B
pour v € {A} + (F\By) et

opan,y ED A= dr1<6 [Limdr <o 56)

D’aprés le choix de F,

|.(\({x}+ " p(y) aA = v dyl <a (5.7)

car |jull, <IB ! d’apres les conditions (2) et (3) du corollaire 3.1.

zs/zI
La derniére intégrale a évaluer s écrit

J

i) G\ — 7) dy = f{wB b f(y — N) dy +
)

A}+ By

+ f{WB B f(y — N) (@A—7) - Ddy=bQ) +L, (5.8)
[
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D’aprés la condition 5.3.,
L |= b(A —N@A-y)—-1)dy|l< su 1(y) - 1<
1=V, b0/@ - NGO -1 - DayI< sp lim - 11

< sup lx,ym-1<a (59)

- v€Bg, xeK

D ’aprés les conditions (5.6.), (5.7.), (5.8.) et (5.9.),
PQ) —bMN)I <3 a< 1/2

si « = 1/6, ce qui conclut la démonstration.

Lorsque G n’est pas connexe, nous ne pouvons pas espérer étendre
le théoréme 5.1. & tout ensemble de Sidon de I'. En effet, si A a une
infinité d’éléments dans I'orthogonal de la composante connexe de
'origine dans G, alors aucun voisinage compact et connexe de I'ori-
gine de G ne peut-étre associé a A au sens large. Cette remarque
sera illustrée par le théoréme 5.2.

DEFINITION 5.3. — Le sous-ensemble A d’un groupe abélien loca-
lement compact T' est un ensemble de Sidon de premiére espéce s’il
existe une constante C, ne dépendant que de A, telle que pour tout
compact K d’intérieur non vide du dual G de T" le couple (K, C)
soit associé a A au sens large.

Si A est un ensemble de Sidon de premiére espéce le pas de
A tend vers linfini.

THEOREME 5.2. — Supposons que G est un groupe compact mé-
trisable dont tous les éléments sont de méme ordre p, p premier.
Soit A un ensemble de Sidon de I. Tout compact d’intérieur non vide
de G est associé d A au sens large si et seulement si le pas de A tend
vers l'infini, et dans ce cas A est un ensemble de Sidon de premiere
espéce.

Démonstration. — La condition sur le pas de A est suffisante
d’apres le théoréme 5.1. Le fait que A soit alors un ensemble de Sidon
de premiere espece découle de ([3], théoréme 2), et du résultat suivant :
tout ensemble de Sidon de I' est une réunion finie d’ensembles indé-
pendants ([7], p. 576).
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Supposons maintenant que le pas de A ne tend pas vers l'infini.
Il existe alors deux suites infinies ()\j)j2 , et (7\]'.)1.2 , de points de A
telles que )‘i — 7\; = A, € I'. Si K est un voisinage compact de I'ori-
gine dans G contenu dans le noyau de A, alors K n’est associé a
aucune partie de A dont le complémentaire est fini, car
sup |(x, ) = (¢, M)l =0, sup |(x,)) — x,\)I>V2 (G>1)

xe K xeG

6. Compacts associés a un ensemble de Sidon.

Nous rappelons que G et I' désignent deux groupes abéliens
localement compacts en dualité, I' étant métrisable. Nous allons éta-
blir, sous ’hypothése que G est connexe, que tout compact d’inté-

\

rieur non vide de G est associé a tout ensemble de Sidon de T.

Les deux lemmes qui suivent établissent, pour tout ensemble
de Sidon de I', une ‘“décomposition par blocs” d’un nombre fini
d’éléments. Cette décomposition était connue dans certains cas par-
ticuliers d’ensembles de Sidon de nombres réels ([21], [6]).

LeMME 6.1. — Soit A un ensemble de Sidon dans T'. Il existe
un entier positif m (ne dépendant que de N) tel que, pour tout com-
pact F de T, il existe une partie finie A' de A telle que (v + F) N (A\ A")
ait au plus m éléments, pour tout vy dans T.

Démonstration. — Supposons que pour tout entier positif m,
il existe un compact F dans I' tel que, pour toute partie finie A’
de A, il existe v' € T tel que lensemble E = (' + F) N (A\A)
ait au moins m éléments. Remarquons que I’ensemble E est fini,
car A a un pas positif (définition 1.4.). Nous pouvons alors défi-
nir par récurrence une suite (71‘)i> , de points de I' et une suite
(E’.)j21 de parties finies de A deux a deux disjointes qui sont de
la forme

E ={y, +'y;,...,'y’. +7}’.";'yl’f€F , 1<i<m}
Pour tout i tel que 1 < i < m, la suite (7;)j>1 de points du compact

F posséde une sous-suite convergente dont la limite 7' appartient
a F. Pour tout 6 > 0 on peut donc par un procédé diagonal déter-



ENSEMBLES DE SIDON TOPOLOGIQUES 71

miner une suite croissante (js)s> , et Y',...,y¥™ dans F tels que
I')r]".s — 71 < 8 pour s > 1 et 1 < i< m Remarquons que le pas
de A étant positif, les points y!,..., ¥" sont deux a deux dis-
tincts. Considérons I’ensemble :

At =(_u o, vl s> 1}) U (A\A,),

1<iKm

N — i
ol A, 1<%}gm{’ylg+7is , 8> 1},
L’ensemble A" est B, -voisin de A (définition 1.5.) donc A, est un
ensemble de Sidon avec constante 2C, si A est un ensemble de Sidon
avec constante C et si § est choisi assez petit (proposition 1.2.). Or
A" contient m? éléments de la maille

L oeyt X e, XoIgl+ X olen<2l.

1<i<m ' i<i<m 1<i<m 1<i<m

D’aprés le théoréme 1.3., on doit alors avoir m? < 2(32 C)’m, ce
qui est impossible pour tout entier m > 2(32 C)?

LeMME 6.2. — Soit A un ensemble de Sidon et m un entier
positif satisfaisant au lemme 6.1. Soit F une partic compacte et symé-
trigue (—F = F) de T telle que 0 € F. On peut écrire A sous la forme
Ao V) (iLEJ[ Ai), ou Ao est un ensemble fini ; chaque Ai est un ensemble

fini ayant au maximum m éléments ; pouriet i dansl,i#i, A\— N¢F
siNE A, et N €A,

Démonstration. — Considérons la partie finie Aj de A telle que
la propriété énoncée dans le lemme 6.1. soit vérifiée, F étant remplacé
par mF. Appelons F-chaine toute suite finie A , ..., ?\p de points
de I' deux a deux distincts tels que )\].H — )\j € Fpourl jgp—1
Toute F-chaine de points de A \AO a au maximum m éléments. En
effet, soit A ..., 7\p une telle F-chaine, si p > m alors

card {A, + mF) N (A\A})}>m,

ce qui contredit le lemme 6.1. Définissons la relation R suivante

entre €éléments de ANA; : A R A\’ %l existe une F-chaine Ao )\p
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d’éléments de A\/\0 telle que )\] = X et )\p = A’. On vérifie facile-
ment que (R est une relation d’équivalence et que chaque classe
d’équivalence suivant R est finie et a au maximum m éléments. On
en déduit aisément le lemme 6.2.

COROLLAIRE.— Tout ensemble de Sidon de T" est une réunion finie
d’ensembles de Sidon dont le pas tend vers linfini, lorsque G est
métrisable.

Le lemme 6.3. est la généralisation, pour un groupe G connexe
et dénombrable & l'infini, d’un résultat de A. Zygmund établi pour
G = T ou R [21]. L’hypothese de connexité est essentielle, on l'uti-
lisera a travers le résultat suivant : tout polyndme sur un groupe
connexe s’annule sur un ensemble qui est de mesure nulle ([1], p. 79).
La démonstration du lemme 6.3. suit celle de [21].

LEMME 6.3. — Supposons G connexe. Soit m un entier positif,
K C G un ensemble de mesure de Haar positive et a une fonction
de L'(G), a support dans K, positive et non nulle. Pour tout § >0
il existe ¢ =¢€(K,a,m,d) tel que pour tout polvnome trigono-

métrique 2 c,(x,,) tel que |y, — 'yl.l = 6 pour 1 i, j<m, i #],

1<i<m
I X qe,yPamdeze X g (6.1)
K .lSiSm 1<i<m

LEMME 6.4. — Soient G, m, K,a et 8§ comme dans le lemme 6.3.
Soit E I'ensemble de matrices carrées de la forme

H=[a(v; = 1)), ¢ j<i (6.2)

ou2 <k<my,...,%, sontdesélémentsdel telsque |y, — / |I>6
pour | < i,j <k, i#j Alors il existe M = MK,a,m,8)>0
tel que det H > M pour tout H dans E.

Démonstration. — La fonction g étant définie positive toute ma-
trice H donnée par (6.2.) est hermitienne. H a donc k valeurs propres
réelles A ,..., A, etdet H= XA ,..., A, . Le lemme 6.3. permet de
déterminer une minoration uniforme de ces valeurs propres. En effet,
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soit Y = (¢,,...,¢,) € C*, posons P(x) = Y ¢(x,7) Alors
1Li<m
Y H'Y= ¥ ©¢caty,-7)=Y¢Piy,) =
L <7< Jj i j i i

- S P awarze N ke
G 1 <i<k

En particulier si A est une valeur propre de H et Y un vecteur propre

non nul associé, Y H 'Y = 2, lc,I*, ot X >€. Si onpose
1<i<k

M = minfe? ,e™}, on a det H > M.

THrOREME 6.1. — Supposons G connexe. Soit A un ensemble
de Sidon dans T. Alors tout compact K d’intérieur non vide de G
est associé a A au sens large.

Démonstration. — Nous reprenons les notations du théoréme 5.1.
La preuve du théoréme 6.1. différe de celle du théoréme 5.1. dans le
choix de A et de la mesure u € M(G) telle que v = ap satisfasse 5.2.

Déterminons A . Soit A, U (UI A,) la décomposition de A
1€

fournie par le lemme 6.2., relative & m et a la partie compacte et

symétrique F + B, de I', ou F satisfait (5.5.). On pose A, = A _.
& K V]

Soit » une fonction définie sur A \ Ao et 4 valeurs dans {—1, 1}
Pour déterminer u, nous allons d’abord construire une fonction bor-
née ¢ sur A de la facon suivante. Soit i € I tel que A, n’a qu'un
élément A, on pose alors c(A) = b(A). Soit i € I tel que

A={N L. N}, 2<k<m;
1 k

on considére le systéme linéaire

x,a\, — N) =b0,) (1<r<k).

2
l_ssk
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D’apres le lemme 6.4. le déterminant de ce systéme linéaire est su-
périeur ou égal a M, donc il y a une solution unique (x,,..05x;)
satisfaisant a

xl<m! M (1 <s<k)
On pose alors ¢(; ) = x, pour 1 < s< k. La fonction ¢ ainsi définie
s

sur A satisfait a

sup leV) < max {1 ,m ' M7} = A.
AeA .

D’aprés le corollaire 3.1., il existe une mesure u € M(G) telle que :

llull < 2C* 2C'1B, , 172 A® g7
A = c)fr= N (v € A+ B) (6.3.)
lael < 6 (YET, d(y,A)>8)  (64)

ou 6 satisfait (5.3.), f et B satisfont (5.4.).

Posons v = au, alors [lv]] < D(A,K). Evaluons »(\) pour
A € A\A,, par exemple

A=A €A=L A<k m)

ik
pN)) = [ py)a, —vdy=1 +1, +1,

ou
L= X A)a —y)d
1 ISS’<“k ./{‘}‘,'s}+B5 Iy Y Y

Il

) fj Ay aQy, — 1) dy
avecJ = {y e {)\fr} +F,d(y,A)> 6} et

L= amao, - vy

r

1< s<k

avec I = F\%Jr (U @+ Bs));.
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Les intégrales I, et I s’évaluent comme dans (5.6.) et (5.7.), d’ou

3

LiI<a , ILl<aA
L’intégrale I, s’écrit I} + I, ot

= ¥ [

p(y)ay = N)dy , V=1 -T
13:‘31( A} +Bg N s ! ! !

D’aprés la condition (6.3.) et le choix de c,
I’ = C )\,‘ a(\;, — )\,‘ —N,) dy = b\
! 1<2s:gk () 2, 2 ‘/{IA,-S}+36 o i) 47 )

D’aprés les conditions (6.3.) et (5.3.),

n<a X sup  laQy — v) — a@\, — \M)I<
1 <s<k ve{r;}+Bs r " §

<k A sup (sup |(x,y) — 1D <amA
YeBg xeK

Finalement,
PA) = bQA)I<IL, = b))+ L+ | <a(l+@m+1) A) <1/2
si on choisit o < (2 +2(m + 1) A)™}, ce qui conclut la démonstration.

Montrons qu’il est superflu d’exclure une partie finie de I'en-
semble de Sidon A pour qu’un compact d’intérieur non vide lui soit
associé.

THEOREME 6.1. bis. — Supposons G connexe. Tout compact de
G d’intérieur non vide est associé a tout ensemble de Sidon de T.

Nous utiliserons le lemme suivant, dont la démonstration s’ins-
pire d’'une étude analogue faite dans ([1], p. 77) :

LemME 6.5. — Supposons G connexe. Si le sous-ensemble A
de T’ est associé a un compact K de G, pour tout voisinage de l'ori-
gine W dans G et pour tout X\, dans ', A U {\ } est associé a K + W.
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Démonstration. — Pour toute partie X de I', notons Cy (G)
(resp. C, (K)) l'adhérence pour la topologie de la convergence uni-
forme sur G (resp. sur le compact K de G) de I’espace vectoriel des
polyndmes trigonométriques a spectre dans X. On démontre faci-
lement d’apres le théoréme de Banach ([18], p. 258) que I'applica-
tion restriction de C,(G) dans C,(K) est un isomorphisme si et
seulement si X est associé a K.

Si A est associé a K, a fortiori A est associé a K + W et I'appli-
cation restriction de C A (G) dans C A (K + W) est un isomorphisme.
Excluons le cas trivial ou A appartient a A. Alors C, , {» }(G)

1

est somme directe topologique de ses sous-espaces fermés C, (G) et
C{;\ }(G). Pour montrer que A U {A,} est associé 8 K + W, il suffit
1

donc de vérifier que C, , i }(K + W) est somme directe topologique
1
de ses sous-espaces fermés C. (K+W)et C{;\ }(K + W). Ceci est réalisé
1
si le caractére A, n’appartient pas a C, (K + W). Supposons, par

absurde, que A, € C, (K + W). Vu que A est associ¢ a K + W, il

existe g dans C, (G), g ~ z ¢, (x, N), telle que pour tout x dans
AEA

K+ W,

gx) = (x, ), 6.5.)

Or, pour tout & fixé dans W,
8,(x) =gkx + h) — (h,\)g(x)

appartient a C, (G) et est nulle sur K ; comme A est associ¢ 2K, g, = 0.
Par conséquent, pour tout A dans A et 4 dans W,

ey [, ) — (2, A )] =0

G étant connexe, un caractére non nul ne peut pas étre égal a 1 sur
un ouvert non vide. Alors ¢, = 0 pour tout A dans A et g =0, ce
qui contredit (6.5.).

Démonstration du théoréme 6.1. bis. Soit A un ensemble de
Sidon de I' et K un compact d’intérieur non vide de G. On peut
supposer que K est un voisinage de l'origine dans G ; soit alors V
un voisinage compact de lorigine tel que V + V C K. D’aprés
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le théoréme 6.1. il existe une partie finie A,, de A telle que V soit
associ¢é @ A\A,,. Soit W un voisinage de l'origine dans G tel que
p W C V, ol p est le nombre d’éléments de A,,. D’aprés le lemme
6.5., V + pW est associé a A.

Remarque 6.1. — On pourrait se demander si le fait d’étre asso-
cié a tout compact d’intérieur non vide de G est caractéristique des
ensembles de Sidon. La réponse est négative et I’ensemble

P= U [(A9)" n! {1,...,n}]
n_>l

de P. Rosenthal fournit un contre-exemple ([7], p. 442).

Remarque 6.2. — A. Bonami démontre [2] que si G est
connexe, tout compact K de mesure positive de G est associé a tout
ensemble de Sidon A de I' au sens de L%(G), c’est-a-dire : il existe
une constante n telle que pour tout polyndme trigonométrique

P(x) = Y c(x,N

AeA
on ait

Y e P <n [ PP ax

AeA E
Mais le théoréme 6.1. (resp. 6.1. bis) ne peut pas s’étendre a tout

compact K de mesure positive ou a tout compact K de mesure suf-
fisamment grande. En effet, soit A = O‘i)i>l une suite de Sidon

d’entiers et (a].)].>l une suite de nombres complexes telle que

X lal? <e E la,| = oo. (6.6.)
i>1 i21

Alors la fonction f(x) = 3} g, e'Nx appartient & L2(T) et les sommes
ji>1

de Fejer de f convergent presque partout vers f.

D’aprés le théoréme d’Egoroff pour tout € > 0 il existe un
sous-ensemble compact K_ du cercle, de mesure supérieure a 1 — e,
et tel que les sommes de Fejer de f convergent uniformément vers
fsur K . Si K_ était associé a A, alors f aurait une série de Fourier
absolument convergente, ce qui contredit (6.6).
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D’autre part, on peut trouver des exemples de sous-ensembles
compacts de R, d’intérieur vide et de mesure de Lebesgue nulle, qui
sont associés a une suite de Hadamard de nombres réels [9].
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