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PROLONGEMENT ANALYTIQUE
EN DIMENSION INFINIE

par André HIRSCHOWITZ

0. Introduction.

Ce travail développe les idées annoncées dans [10].

Dans le paragraphe 1, on construit ’enveloppe d’holo-
morphie d’un ouvert étalé au-dessus d’un espace de Banach.
On donne ensuite des théorémes du type Cartan-Thullen,
mais on n’obtient pas tous les résultats attendus dans la mesure
ou on est contraint d’envisager les domaines infinis. L’enve-
loppe obtenue a cependant des propriétés propres a la variété
sous-jacente : on montre au paragraphe 2 qu’elle ne dépend
pas de I’étalement choisi pour le domaine initial et au para-
graphe 5 qu’elle est pseudoconvexe en un certain sens.

Dans le paragraphe 2, on cherche a prolonger des applica-
tions analytiques & valeurs vectorielles. On démontre que si
on peut prolonger de Q, a Q, les applications analytiques
a valeurs scalaires, on peut aussi prolonger les applications
analytiques a valeurs banachiques. Mais, lorsqu’on veut
généraliser au cas des applications analytiques & valeurs dans
un espace localement convexe complet, on doit supposer Q,
séparable.

Dans le paragraphe 3, on étudie le prolongement des appli-
cations hypoanalytiques, c’est-a-dire G-analytiques et bornées
sur les compacts. L’introduction des applications hypoanaly-
tiques répond au besoin de représenter une fonction analy-
tique sur un produit par une application de 'un des facteurs
dans un espace de fonctions sur I'autre. On obtient dans ce
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cadre un théoréeme de prolongement des applications hypo-
analytiques & valeurs dans les espaces localement convexes
complets. On en déduit un théoréme de prolongement des
applications analytiques & valeurs dans les « bons » domaines
d’holomorphie, parmi lesquels les domaines d’existence.

Dans le paragraphe 4, on étudie plus en détail le prolonge-
ment des applications analytiques & valeurs dans les espaces
normés. On montre que cette question est liée au probléme,
soulevé dans [8], du prolongement d’une fonction analytique
définie sur un sous-espace vectoriel dense d’un espace de
Banach. Ces deux problémes apparaissent comme des cas
particuliers du probléme de la caractérisation géométrique
des domaines d’holomorphie.

Enfin, dans le paragraphe 5, on aborde diverses questions
comme I’étude de la pseudoconvexité et la construction d’une
topologie naturelle sur I'espace des fonctions analytiques sur
une variété banachique. On montre, en particulier, que cette
topologie est adaptée aux problémes de prolongement et on
apporte une illustration a ce résultat.

A aucun moment, on n’a voulu cacher la pauvreté de la
théorie en regard des espoirs qu’on peut placer en elle. Le
lecteur ne s’étonnera donc pas de constater qu’a certains
endroits les questions sont plus nombreuses que les réponses.

Je tiens & remercier vivement le Professeur L. Nachbin,
sans les encouragements duquel je n’aurais pas entrepris ce
travail.

Tous les espaces vectoriels envisagés sont localement
convexes et complexes Pour les mots non définis, on renvoie a
[12] en ce qui concerne I’analyse complexe, a [16] en ce qu1
concerne les fonctions analytiques en dimension infinie et a
[19] en ce qui concerne la théorie des espaces vectoriels topo-
logiques.

1. Enveloppe d’holomorphie.

La recherche d’une enveloppe d’holomorphie pour un
domaine étalé au-dessus d’un espace de Banach a déja été
entreprise, notamment par Alexander [1] et par Cceuré [2].
On peut raisonnablement attribuer leurs difficultés a leur
volonté de présenter ’enveloppe d’holomorphie comme une
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partie du spectre de I'algébre des fonctions analytiques sur le
domaine envisagé, munie d’une topologie naturelle. Nous
reviendrons au § b sur ce genre de problémes. Ici, nous renon-
¢ons au point de vue spectral pour constater que ’enveloppe
d’holomorphie peut é&tre construite sans difficulté par le
procédé que décrit Malgrange [15]. Avant d’énoncer et de
démontrer le théoréme d’existence, donnons les définitions
suivantes :

DériviTion 1.1, — Soit E un espace normé, F un espace
localement convexe, Q un domaine étalé au-dessus de E, et f
une application de Q dans F. Nous dirons que [ est G-ana-
lytique st sa restriction aux droites est analytique. Nous dirons
que [ est hypoanalytique su elle est G-analytique et bornée sur
les compacts. Nous dirons que [ est analytique su elle est hypo-
analytique et localement bornée.

I1 est facile de voir que si F est normé, toute application
hypoanalytique de Q dans F est analytique.

Soit maintenant Q un espace étalé sur E, et w un mor-
phisme d’espaces étalés de source Q. Nous dirons que u
est une extension analytique de Q si toute fonction analy-
tique sur Q se factorise de fagon unique a travers u. L’exten-
sion sera dite triviale si u est un isomorphisme.

DeériNiTion 1.2. — On dit que Q est un domaine d holo-
morphie st toute extension analytique de Q est triviale.

DerintTion 1.3. — On appelle enveloppe d’holomorphie de Q
tout couple (Q, u) ol u est une extension analytique de Q

de but Q, mazimale en ce sens qu'elle se factorise analytique-
ment @ travers toute extension analytique de Q.

Tukorime 1.4. — Tout ouvert étalé au-dessus d’un espace
de Banach admet une enveloppe d’holomorphie.

Démonstration. — Soit Q le domaine étalé au-dessus du
Banach A.

Notons I 1’ensemble des fonctions analytiques sur Q
et F le faisceau d’ensembles sur A des applications hypo-
analytiques a valeurs dans GC!. Remarquons qu’une appli-
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cation hypoanalytique & valeurs dans GC' est une collection
(f)iex quelconque de fonctions analytiques. Le faisceau
d’ensembles & s’identifie au faisceau des sections d’un espace
F étalé au-dessus de A de la facon habituelle: rappelons
que F est 'espace des germes de sections de #. Nous allons
définir une application u’ de Q dans F.

Soit @ un point de Q, soit U un voisinage de o tel que
la restriction de = a U soit un isomorphisme, et soit o
Pisomorphisme inverse défini sur =(U). Soit s =/{(s),
Papplication hypoanalytique de =(U) dans C! définie par
s; =10 . Par définition u'(w) est le germe de s en =(w).
Il est évident que le germe de s ne dépend pas de J et que
les germes de s en tous les points de =(U) se recollent, ce
qui permet d’affirmer que u’ est continue de Q dans F.
La définition de u’ permet aussi de constater que u’ est
un morphisme d’espaces étalés. Comme Q est connexe,
u'(Q) est connexe. Notons Q la composante connexe de
u'(Q) dans F et u le morphisme de Q dans & défini
par u’. Nous allons voir que (&, u) est une enveloppe d’holo-
morphie de Q.

Soit # dans Q et i dans I. Comme z est le germe en
n(z) d’une application hypoanalytique & valeurs dans CI,
on peut noter i(z) la valeur en =(z) dela composante d’indice
it de ce germe. Il est clair que i est une fonction analytique
sur Q et il résulte de la construction de u que i=71o u.
Soit alors f analytique sur Q vérifiant i = fou. Sur
u(Q), f et i coincident, et comme u(Q) est ouvert et O
est connexe [ et I sont égales en vertu du théoréme du
prolongement analytique. Il nous reste & voir que u est
maximale. Soit ¢ une extension analytique de Q de but Q.
Si I désigne I'ensemble des fonctions analytiques sur £, {
est canoniquement isomorphe a I; désignons par ¢ 1’élément
correspondant & un élément ¢ de I par cet isomorphisme.
Nous allons définir une application &' de  dans F de
la méme maniére que précédemment: si « est un point de
Q et U unvoisinage de o tel que mjy soit un isomorphisme
sur n(U) et si ¢ désigne 'isomorphisme inverse défini sur

n(U), définissons une section s = (s);; de F au-dessus
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de m(U) par s;,=100. Le germe de s en =(w) définit
un point de F qui ne dépend pas de U et on le note #'(w).

Comme précédemment, on vérifie que @’ est continu et que
c’est un morphisme d’espaces étalés. On vérifie aussi sur les

définitions que u’' = @i’ o 9. Comme € est connexe, ©'(Q)
est connexe et Dégalité précédente implique alors que

4'(Q) = Q. Si on note @ le morphisme de Q dans Q
défim1 par @’ on obtient u =@ o¢, ce qui prouve que u

est maximal et que (Q, u) est une enveloppe d’holomorphie
de Q. C.Q.F.D.
Nous verrons plus loin (théoréme 2.15.) que l’enveloppe
d’holomorphie ainsi construite ne dépend pas de I’étalement
choisi. Pour le moment nous nous contentons de donner deux
propriétés attendues des domaines d’holomorphie.

Prorosition 1.5. — Si Q est un domaine d’holomorphie,
les fonctions analytiques séparent les points de Q.

Démonstration. — 11 résulte des définitions que Q est égal
a son enveloppe d’holomorphie telle qu’elle est construite
dans la démonstration précédente. Soient alors =z, et =,
deux points de Q. Si leurs projections différent, il est facile
de trouver une fonction les séparant.

Supposons maintenant que =(z;) = =(x,) et que pour toute
fonction f sur Q, on ait f(z;) = f(2;). Comme les dériva-
tions opérent globalement sur Q, on obtient, en écrivant la
formule de Taylor, que les germes de f en =z, et en z,
définissent le méme germe en =(z,;). Il en résulte, au vu de la
construction méme de ’enveloppe d’holomorphie, que z; = z,.

C.Q.F.D.

La norme sur A permet de définir sur Q une distance

frontiére dg. On a alors le

TutoriME 1.6. — Soit Q wun domaine d’holomorphie étalé
au-dessus de A. Si pour tout compact K de Q on pose:

K= {zeQVfe 0(Q)f (2)] < If Ix}

on a Uégalité
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Démonstration. — Soient e, et e, deux vecteurs indépen-
dants de A. Notons

P(ey, e3) = {Mer + Mea|y] <1 et |2y] < 1}

La boule ouverte B de centre O et de rayon dg(K) est
évidemment la réunion des ensembles de la forme

P'ley, €;) = {Mey + Maepl M| < 1 et Ay < 1},

qui sont tels que B contienne P(e;, e,). Convenons d’appeler
bidisque fermé tout ensemble de la forme P(e,, e;) et bidisque
ouvert tout ensemble de la forme P’(e;, ;). Soit donc P
un bidisque fermé contenu dans B. Pour z dans K et y
dans P, on peut définir, vu la définition de dg un point
z+y dans Q dont il est facile de vérifier qu’il dépend
continiiment du couple (z, y) dans K X P. L’image de
Papplication ainsi définie est donc un compact L de Q.
Pour toute fonction f dans O(Q), et pour tout point z de
Q, posons fp (A1, Ag) = [ (3 4 Mey + Ae3). On définit ainsi
un germe de fonction analytique de deux variables.
Définissons alors 3" =f(z) = <i>a‘ <—q—>a’ fe. (0, 0).
or, ) \on, -
La fonction 2% *f est analytique dans Q. Posons alors
M = |f|. Les inégalités de Cauchy donnent pour z dans
L les inégalités [df *f (z)| < «,lay!M. Par définition de K,
ces inégalités sont encore vraies pour z dans K. Cette

remarque permet de définir pour tout z dans K une fonction
analytique dans z -4 P’. Il est clair que les fonctions ainsi
construites se recollent pour définir une fonction f dans
z + B. _

La fonction f a, en z, la méme série de Taylor que f
et elle est analytique sur les droites puisque les droites sont
localement contenues dans un bidisque. La fonction f pro-
longe donc f a z 4 B analytiquement d’aprés un théoréme
de Zorn (cf. [18]). Il résulte maintenant du fait que Q est
un domaine d’holomorphie, que z 4+ B est contenu dans Q
et par conséquent que

do(z) > do(K). CQFD

On trouvera dans [4] des résultats voisins du précédent.
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Cororraire 1.7. — Soit (Q, =) un domaine d’holomorphie
au-dessus de A tel que les fibres de = soient finies. Alors Q
est holomorphiquement convexe.

Démonstration. — Soit K un compact de Q et U un
ultrafiltre sur K. Il est facile de voir que enveloppe convexe

de =(K) contient =(K) si bien que =(il) converge vers
un point a de A. Il nous reste & voir que U ne « concerne »
qu’un nombre fini de feuillets. Posons r = —%- dgo(K) et notons
B la boule de centre a et de rayon r. Soit x un point de K
au-dessus de B. Il résulte du théoréme précédent qu’on peut
trouver une section o de Q au-dessus de B telle que
¢ o () = .

Considérons alors I’ensemble des sections de Q au-dessus
de. B. Cet ensemble est évidemment fini. Il en résulte que A
converge. C.Q.F.D.

Nous verrons au dernier paragraphe les propriétés de pseudo-
convexité des domaines d’holomorphie.

Remarque 1.8. — Comme dans [15], nous aurions pu cons-
truire ’enveloppe d’un domaine Q par rapport 4 une famille
de fonctions sur Q qui ne soit pas la famille 9(Q). En parti-
culier, il est tentant de faire les deux constructions qui suivent.

Soit Q un domaine étalé au-dessus de A et o un point
de Q. Notons 3, la fonction qui & tout point de Q associe
sa distance géodésique & . Nous dirons qu’une partie B
de Q est Q-bornée si:

inf dg(z) > 0 et sup 8,(z) < + 0.

Z€B ' z€ B
Appelons fonction de type borné (resp. faiblement borné)
sur Q toute fonction analytique bornée sur les parties (resp.
les boules) Q-bornées de Q. Si on construit I’enveloppe de Q
par rapport & la famille des fonctions de type borné (resp.
faiblement borné), on obtient un domaine QP (resp. 0°).
1 est facile de voir que ’extension f d’une fonction de type
faiblement borné sur Q n’est pas en général une fonction
de type faiblement borné sur {%. Par contre, nous ne savons
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pas répondre a la question suivante:
L’extension d’une fonction de type borné sur Q est-elle

une fonction de type borné sur QP?
Nous considérerons plus loin la question soulevée ici sous
un angle voisin: celui des types d’holomorphie.

by

2. Applications a valeurs vectorielles.

Nous allons maintenant nous préoccuper de prolonger non
plus des fonctions analytiques mais des applications ana-
lytiques quelconques. Nous nous placerons toute de suite
dans un contexte légérement plus général:

Dérinttion 2.1. — Nous appellerons couple de prolongement
tout triplet (Qq, p, Q;) ot Q, et Q, sont deux variétés ana-
lytiques banachiques connexes, p une application analytique
ouverte de Q, dans Q, telle que toute fonction analytique sur
Q, se factorise analytiquement & travers p.

Ezemple 2.2. — A tout domaine Q étalé au-dessus de A
est associé canoniquement le couple de prolongement (Q, u, Q)

décrit dans le Th. 1.4.

Le théoréme qui suit a d’abord été démontré par Alexander
pour les couples de prolongement « normal » (cf. [1]) puis dans
le cas séparable par Cceeuré (cf. [2]).

TratoriME 2.3. — Soit (Q,, p, Q;) un couple de prolonge-
ment e¢ E un espace de Banach. Alors toute application f
analytique sur Q, a valeurs dans E se factorise a travers p.

Démonstration. — L’idée essentielle de la démonstration

est contenue dans le théoréme 2 de [11]. Soit E le produit
de droites obtenu en complétant E pour sa topologie faible.

Soient i Iinjection de E dans B et f=iof. Comme
(Q;, p, Q;) est un couple de prolongement, on peut écrire
f=1fop, { désignant une application hypoanalytique de
Q, dans E. Désignons par Q Ulintérieur de 'ensemble des
points de Q, dont I'image par f appartient & i(E). Remar-
quons d’abord que Q contient p(Q,): en effet, soit z dans
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Q,: on a alors f (p(z)) = i(f (). Comme i est injective,
on peut écrire flg=1 of ou f est une application de Q
dans E. Nous allons voir que f est analytique. Dire que
i o f est hypoanalytique, c’est exactement dire que pour toute
forme linéaire continue I sur E,lof est analytique. Ceci
prouve que f est G-analytique. Maintenant, comme § o p
est analytique, fop est localement bornée, et comme p
est ouverte, il s’ensuit que f est localement bornée dans

p(Q,). L’application f est donc G-analytique dans Q et
localement bornée dans 'ouvert p(Q,). Elle est alors analy-
tique dans Q d’aprés un théoréme de Zorn (cf. [18]).

Nous allons maintenant voir que Q est fermé dans Q,
ce qui prouvera le théoréme: soit donc u un point de Q.
Choisissons une carte locale au voisinage de u. Soit U le
voisinage de u concerné et choisissons une suite u, de points
de U tendant vers u. On peut parler grice a la carte du
rayon de convergence de f en u,

Nous allons montrer qu’on peut trouver une forme linéaire
continue ! sur E telle que pour tout n, lof aiten u, le
méme rayon de convergence que f. La construction de I
résultera du lemme qui suit. Supposons pour linstant [
construit. Le fait que lof se prolonge au voisinage de u
implique que le rayon de convergence de lof en u, ne tend
pas vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Inversement, le
rayon de convergence de f en wu, ne tendant pas vers zéro
lorsque n tend vers I'infini, il en résulte que f se prolonge
au voisinage de u. Il nous reste donc a prouver le

Lemme 2.4. — Sotent V un ouvert d’'un banach B, (¢,),ex
une suite de points de V et f une application analytique de
V dans Uespace de Banach C. L’ensemble des formes linéaires
continues 1 sur C telles que 1o f ait un rayon de convergence
strictement supérieur a celur de [ en Uun des points ¢, est
maigre dans C'.

Démonstration. — Comme une réunion dénombrable
d’ensembles maigres est maigre, nous pouvons supposer que
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V contient zéro et que ¢, est identique & zéro. Soit donc
R le rayon de convergence de f en zéro. Soit R’ strictement
supérieur & R et soit A D’ensemble des éléments ! de C’
tels que lo f ait un rayon de convergence plus grand que R’
en zéro. Nous allons montrer que A est maigre.

Ecrivons f= 3 f, ou les f, sont des applications poly-

n
nomiales homogénes de degré n et soit I dans A.
On a donc

m I« " < 57 < & = Im I
. . - n 2
Soit f, une sous-suite de f, vérifiant |f, [*™% > AT R

on voit facilement qu’on peut trouver ¢ > 0 tel qu’a partir
d’un certain rang,

1o fol < (1 — e)*™f,,l.
Sionpose F,={leC'lk > p==|lof,| < (1———;) 17,0}
on peut écrire A = |J F,. Il nous suffit donc de montrer que

P
F, est rare. F, est évidemment fermé, montrons qu’il est
d’intérieur vide. Soit le F, et [, € C' vérifiant

e fd > (1= =) I8
pour une infinité de valeurs de k. Soit A dans C — {O}.

[C+24) o fol = MG e fil — 1o fi]

d’ou pour une infinité de valeurs de k,

1+« £l > (01 (1= 3)"

— (1= )Wt > 2(1= ) "IA.

Il ne nous reste qu’a prouver I’existence de [,. Choisissons

%, dans B véifant lo,0 =1, If,@)] > 5 Iful et

k

posons y, = f,(2,). Raisonnons maintenant par P'absurde
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et supposons que pour toute forme linéaire continue ! sur
C, on ait

ILefl < (1 — %)2% If. | pour k suffisamment grand.
Il en découle que

1Uya)| < 2 <1 — %)2"" ly. | pour k suffisamment grand.
On pose

Yn
3, = k

" (1 - %)""uyn,j

On obtient alors |l(z,)| < 2 <1 — —%—)nk a partir d’un certain

rang. Donc 1z, converge faiblement vers zéro, donc reste
borné, ce qui est absurbe puisque

I, ] = —<~1—_11—>— C.QF.D.
p

On est en droit d’espérer que les applications analytiques
a valeurs dans les espaces, disons complets, se prolongent
aussi. Pour le moment, dans ce qui suit, nous devons supposer
I’espace de départ séparable.

Prorosition 2.5. — Soit (Q,, p, Q;) un couple de prolonge-
ment séparable. Les applications analytiques de Q, dans un

Y

produit de droites se factorisent analytiquement & travers p.

Démonstration. — 11 nous suffit de montrer que si (f),,
est une famille de fonctions sur Q, dont, en tout point de Q,,
les rayons de convergence sont minorés par un nombre stricte-
ment positif, alors la famille (f),., définie par fiop =f,
a la méme propriété sur Q,. Il est clair alors qu’on peut
supposer que I = N et remplacer f; par Af; ou A, désigne
une constante non nulle. Nous allons précisément remplacer
la suite (f;) par une suite (Af;) de facon que (Af;) définisse
une application analytique de Q; dans [®, aprés quol nous
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appliquerons le théoréme 2.3. Soit (z,) une suite partout dense
dans Q,, p, un rayon de convergence commun aux f; en

z, et B, la boule de centre z, et de rayon 5 P Soit M}

le sup de f; sur B,. Il est classique qu’on peut choisir la
suite (A),ex de fagon que chacune des suites (Mir)y soit
bornée, sans gu’aucun des A; ne soit nul. La suite (Af)ex
définit alors une application analytique de Q, dans [
puisque, les B, recouvrant Q,, elle est localement bornée
(cf. [9]).

D’aprés le théoreme 2.3, I'application A, de Q, dans [®
ainsi définie se factorise & travers p. Soit 7, tel que
Ay=7%0p. On a évidemment 3, = (Af)x et le fait que
% soit analytique implique entre autres que les f; ont, en
tout point de Q,, leur rayon de convergence minoré par un
nombre strictement positif. C.Q.F.D.

La proposition précédente se généralise aisément :

TatoriME 2.6. — Soit (Q,, p, Q;) un couple de prolonge-
ment séparable et E un espace localement convexe semi-complet.
Alors les applications analytiques de Q, dans E se factorisent
a travers p.

Démonstration. — Le lemme 2.4. permet de passer du cas
du produit de droites au cas du produit d’espaces de Banach.
Maintenant tout espace localement convexe E est sous-espace

topologique d’un produit d’espaces de Banach E (cf. [19]).
Donc si f est une application analytique de Q; dans E

et si i désigne l'injection de E dans E, il existe f de Q,
dans B vérifiant iof=fop. Il nous reste & voir que f
prend en fait ses valeurs dans E s1 E est semi-complet.

Soit Q Ulintérieur de ’ensemble des points 2z de Q, dont

I'image par f appartienne & E. Il est clair que Q contient
p(Q,). Soit u un point adhérent & Q, et prenons une carte
locale, c’est-a-dire identifions un voisinage U de u a un
ouvert de A. Soit z dans U N Q. Les polyndmes dérivés
successifs de f en z se calculent a I'aide de la formule de
Cauchy. Comme Pintégrale sur un cercle peut s’approcher
par une suite de sommes de Riemann, le fait que E est semi-
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complet nous assure que les polyndmes en question prennent
leurs valeurs dans E. Le fait que E est semi-complet nous

permet alors d’affirmer que f prend ses valeurs dans E en
tout point ou la série de Taylor en z converge. Soit donc
B,, une boule de centre u et de rayon 2p contenue dans
U et soit 2 un point de Q contenu dans la boule de centre
u et de rayon p. Alors la boule de centre z et de rayon
est contenue dans U et contient u. Il s’ensuit que la série

de Taylor de f en x converge dans cette boule et par suite
que Q contient cette boule. Comme Q; est connexe et Q
non vide, on conclut Q = Q,. C.Q.F.D.

Pour certains espaces, je pense en particulier & des espaces
de fonctions et de fonctionnelles, on peut supprimer I’hypo-
thése de séparabilité. Mais dans le cas général, il faut pour
Iinstant s’accommoder d’un énoncé de prolongement hypo-
analytique (voir ci-dessous th. 3.10.). Toutefois cet énoncé
sera suffisant dans beaucoup d’applications.

Nous allons maintenant dire quelques mots sur ce qu’il
advient lorsque E n’est pas semi-complet. Pour pouvoir
énoncer un certain nombre de résultats, nous serons amenés
a faire des hypothéses supplémentaires sur les couples de
prolongement.

Nous appellerons marmite vide ’ensemble M, de C2
défini par

M, = {(z1, z)|72a =0 et |z] < 1}
U {(z1, 2)||z] =1 et 2z €0, 1]}.

Nous appellerons marmite pleine l’ensemble M; de C2
défimi par

M, = {(z, B)lla|l <1 et ze[0,1]}.

DériniTioN 2.7. — Soit Q une variété analytique banachique,
Q' une partie de Q. Nous dirons que Q' est pseudoconvexe
dans Q si pour toute application analytique f d’un voisinage
de M, dans Q telle que Q' contienne f(M,), Q' contient

f (My).

D&riniTioN 2.8. — Nous dirons qu’un couple de prolongement
(Q, p, Q,) est pseudoconvexe s’il existe un couple de prolonge-
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ment (Qg, q, Q) tel que st Q est une partie pseudoconvexe
dans Qg contenant q o p(Q,), alors Q = Q,.

Ezemple2.9. — Si (Q, p, Q,) est un couple de prolongement
de dimension finie et tel que Q, soit un ouvert d’une variété
de Stein, (Q,, p, Q,) est pseudoconvexe (cf. [6]).

On peut conjecturer que tout couple de prolongement est
pseudoconvexe.

" En ce qui concerne les couples de prolongement pseudo-
convexes, nous allons exploiter I’étude faite en [9]. Adaptons
une définition donnée la.

DEriniTioN 2.10. — Soit E un espace localement convexe,
E son complété. Nous dirons que E est intégre si pour toute
application [ analytique d’un voisinage du disque fermé D
de C dans E telle que B contienne f(d3D), E contient
f (D).

Ezemple 2.11. — 12 = () I* muni de la norme uniforme

pP>p
‘est intégre. Par contre [» muni de la norme uniforme ne I’est

pas (cf. [9]).
On a alors le

TutoriME 2.12. — Soit (Q,, p, Q;) un couple de prolonge-
ment pseudoconvexe et séparable. Soit E un espace intégre.
Alors toute application analytique f de Q, dans E se factorise
analytiquement a travers p.

Démonstration. — Soit i Pinjection de E dans E et soit
(Q,, ¢, Q) comme dans la définition 2.8. Alors d’aprés le

théoréme 2.6., il existe f analytique de Q, dans E telle que
f o q o p = l o f,

Soit alors Q Iimage réciproque de E par f. 1l résulte
des hypothéses que Q contient ¢ o p(Q,). Nous allons
maintenant voir que Q est pseudoconvexe dans Q,; Soit g
une application analytique d’'un voisinage de M; dans Q,
telle que Q contienne g(M,). Soit (z, z) un point de
M,; Papplication g, d’un voisinage du disque fermé de C
dans B définie par g, (z) = g(z, z,) est telle que E contient
g, (0D). Comme E est intégre, E contient g, (D) et en
particulier g, (z) = g(z, z).
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Il s’ensuit que Q = Q; et que f prend ses valeurs dans

E. On peut donc considérer fo'q comme une application
analytique de Q, dans E qui vérifie

(feq)ep=H C.Q.F.D.

Remarque 2.13. — L’hypothése de séparabilité peut étre
remplacée par une hypothése d’étalement de Q, au-dessus
d’un espace de Banach: en effet, on peut alors montrer que
les applications analytiques de Q; dans un espace complet
se factorisent analytiquement a travers p. Nous n’insistons
pas sur ce genre de choses dans la mesure ou c’est seulement
en dimension finie qu'on dispose de théorémes permettant
d’affirmer qu’un couple de prolongement est pseudoconvexe.

Les techniques qui nous ont permis dans [9] de montrer
que ! muni de la norme uniforme n’est pas intégre nous
permettraient de montrer que, si (Q;, p, Q,) est un couple
de prolongement, les applications analytiques de Q, dans
! muni de la norme uniforme ne se factorisent pas nécessaire-
ment & travers p. Nous donnerons ici un autre exemple
bien plus simple, dit & Douady :

Ezemple 2.14. — Soit V un espace vectoriel complexe de
dimension deux, soit ¢ le point courant de V; soit V’
le dual de V et z le point courant de V. Soit K un
compact d’intérieur non vide de V et E ID’espace des fonc-

n
tions sur V de la forme ¢+ 3 2e%? ou z, ..., z,

i=1

sont des éléments non nuls de V' et munissons E de la
topologie de la convergence uniforme sur K. Considérons
maintenant le couple de prolongement (V' — {0}, ¢, V'), ou
i désigne l'injection canonique. Soit f D’application analy-
tique de V' — {0} dans E qui & z associe la fonction:
t— Y Les propriétés d’'indépendance des exponentielles
permettent d’affirmer que E ne contient pas les fonctions
constantes, ce qui empéche f de se factoriser & travers 1.

En guise d’application, nous pouvons maintenant montrer le

TatoriME 2.15. — Soient Q, et Q, deux domaines étalés
au-dessus d’un espace de Banach et | wun isomorphisme de

variétés analytiques entre Q, et Q. Si Q, et Q, désignent
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les enveloppes d’holomorphies de Q, et Qg, il existe un iso-

morphisme | de variétés analytiques entre Q, et Q, rendant
le diagramme

-~

Q, B Q

\"1/

A.'nl

commutatif.

Démonstration. — Remarquons d’abord que o ] se
factorise analythuement a travers p; d’aprés le théoréme
2.3; soit donc n, de ;, dans A vérifiant =)o p, = 7 o j.
Nous allons montrer que =, est un étalement. Le fibré tangent
a Q, peut &treidentifié, au moyen de %, au produit &, X A.
Cette identification permet de considérer I'application linéaire
tangente 3 7, comme une application analytique p de &
dans I'espace de Banach L(A, A) des applications linéaires
continues de A dans A. Mais comme =, 0] est un étale-
ment, p o p,(z) est une application linéaire inversible pour
tout z. Son inverse définit une application (p o p;)™ ana-
lytique de Q; dans L(A, A) qui se factorise & travers p

) b r \ ot N_l r_*
d’aprés le théoreme 2.3. Soit donc (p o p;) vérifiant

m‘l o p1 = (p ° p1)~'. Maintenant, il suffit de remarquer
que la composition est une application bilinéaire continue
donc analytique de L(A, A) X L(A, A) dans L(A, A):

11 en résulte puisque

(o o PO (pa(@))] » [o(pa())] = ida

et
[o(pa(2))] = [(p = po)2(ps())] = ida

et par prolongement analytique, que p(y) est inversible
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dans L(A, A) pour tout y et que, d’aprés le théoréme des
fonctions implicites (cf. [7]), =, est un étalement.

Maintenant, p, o j~! est une extension analytique de Q,
au-dessus de A. La propriété universelle de Q, nous assure
qu’il existe j de Q; dans Q, vérifiant jo p, o j = p,.
Notons que j est unique en vertu du principe du prolonge-
ment analytique, et du fait que p, est ouverte et que Q,
est connexe. En faisant la méme construction a partir de
j’ =771, on obtient une application j’ de Q, dans Q,.
Il nous reste 4 montrer que j' et j sont inverses I'un de I’autre.
Cela résulte, par prolongement analytique, des égalités sui-
vantes :

(7 e Np(@) = pa(@), (7o [')(p2(®) = pa(2)-
C.Q.F.D.

3. Applications hypoanalytiques.

Avant d’étudier le prolongement des applications hypo-
analytiques, 1l nous faut rappeler quelques résultats énoncés

dans [9] et [8]. Tout d’abord on a la

Prorosition 3.1. — Soit Q une variété analytique bana-
chique, E un espace vectoriel et <, et =, deux topologies
localement convexes sur E, définissant la méme famille de
parties bornées. Pour qu’'une application de Q dans E soit
analytique pour la topologie <5, il faut et il suffit qu’elle le soit
pour la topologie ~,.

Soit maintenant X un espace topologique et F un sous-
espace de ©(X). On note

F* = {feC¥|vge F, 3 |f(2)g(2)] < + o}

z€X

Les espaces F et F* sont mis en dualité par la formule
{f, &> = 2 f(z)g(z). On appelle bornologie de la croissance

sur F la bornologle définie par cette dualité. On dit qu’un
sous-espace de %(X), muni d’une topologie est un espace de
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croissance si sa bornologie est la bornologie de la croissance.
On a alors les:

Prorosition 3.2. — Soit Q wune variété analytique bana-
chique L’espace H(Q) des fonctions analytiques sur Q,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts
est un espace de croissance.

Prorosition 3.3. — Soit Q wune variété analytique bana-
chique et soit E un espace de croissance. Pour qu’une applica-
tionde Q dans E soit analytique, il faut et il suffit qu’elle soit
simplement analytique et localement bornée.

Dans [8], en introduisant des espaces de germes de fonctions
analytiques nous contournions la difficulté résultant du fait
qu'une fonction analytique de deux variables banachiques
ne correspond pas nécessairement a une application de l'un
des espaces dans I’espace des fonctions analytiques sur I'autre.

En fait, dans certains cas, nous aurions pu éviter le recours
aux espaces de germes en utilisant la notion d’application
hypoanalytique. En effet, si on note H—(Q, E) D'espace des
applications hypoanalytiques de Q dans E muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, on
ala

Prorosition 3.4. — Sotent Q, et Q, deux variétés analy-
tiques banachiques. La correspondance naturelle entre

H~(Q, X Q,, C) et H™(Q,, H(Q,, C))
est bijective.

Démonstration. — Soit f: z+—>f,, un ¢élément de
H-(Q,, H=(Q,, C)). Alorssi f est définie par f(z, y) = f.(y),
il est facile de voir que f est analytique en = et analytique
en y. Elle est alors analythue (cf. [18]).

Réciproquement, soit g fonction analytique du couple
(z, y) et posons g(z) = g(x, .). Il nous faut montrer que g
est hypoanalytique. D’aprés les propositions 3.2 et 3.3, g
est G-analytique, Aprés quoi il est clair que g est bornée
sur les compacts. C.Q.F.D.

En écho aux propositions 3.1 et 3.3, nous avons maintenant
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ProrosiTion 3.5. — Soit Q wune variété analytique bana-
chique, sotent E un espace vectoriel et =, et v, deux topologies
localement convexes sur E, définissant la méme famille de
parties bornées. Pour qu’une application de Q dans E soit
hypoanalytique pour la topologie <y, il faut et il suffit qu’elle
le soit pour la topologie =,.

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 3.1 que les
applications G-analytiques sont les mémes pour =, et pour
75. 11 est clair, d’autre part, que les applications bornées
sur les compacts sont les mémes pour =, et ;. C.Q.F.D.

Prorosition 3.6. — Soit Q wune variété analytique bana-
chique et soit E un espace de croissance. Pour qu’une applica-
tionde Q dans E soit hypoanalytique, il faut et il suffit qu’elle
sott suimplement analytique et bornée sur les compacts.

Démonstration. — Soit [ une application de Q dans E
simplement analytique et bornée sur les compacts. Il résulte
de la proposition 3.3. que [ est G-analytique. C.Q.F.D.

Prorosition 3.7. — St E admet une suite fondamentale
de bornés, toute application hypoanalytique de Q dans E
st analytique.

Démonstration. — Soit z dans Q et choisissons un domaine
de carte U contenant z. En identifiant U & un ouvert
d’un espace de Banach, on peut définir des boules B, de centre

x et de rayon 1 Notons D, une suite fondamentale de
n

bornés de E et soit f une application de Q dans E. Sup-
posons f non bornée au voisinage de z. Alors pour tout n,
il existe un point z, dans B, dont I'tmage n’appartient pas
4 D,. Lasuite z, converge vers z, ce qui définit un compact
sur lequel f n’est pas bornée. Par conséquent, pour que f
soit localement bornée, il faut et il suffit que f soit bornée
sur les compacts. C.Q.F.D.

Prorosition 3.8. — Soit [ une application hypoanalytique
de Q dans E. Alors [ est continue.
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Démonstration. — Si p est une semi-norme sur E, notons
E, le séparé complété de E muni de la seule semi-norme p,
et notons i l’application canonique de E dans E, L’appli-
cation iof est hypoanalytique, donc analytique d’aprés
la proposition 3.7 et continue. C.Q.F.D.

Prorosition 3.9. — Soit (Qy, p, Q;) un couple de prolonge-
ment. Toute application hypoanalytique de Q, dans un produt
de droites se factorise hypoanalytiquement & travers p.

Démonstration. — Elle est évidente dés qu’on remarque
que toute famille (f)),c; de fonctions analytiques définit
une application hypoanalytique a valeurs dans CX

TréoriMmE 3.10. — Soit (Q;, p, Q;) un couple de prolonge-
ment. Toute application hypoanalytique de Q, dans un espace
semi-complet E se factorise hypoanalytiquement a travers p.

Démonstration. — S1 E est complet, on utilise la méme
méthode que pour le théoréme 2.6 a partir de la proposition
3.9. Pour en déduire le cas o E est semi-complet, il faut treés
légérement raffiner; montrons d’abord le

Lemwme 3.11. — Soit Q un ouvert connexe de G, E un espace
semi-complet, £ son complété. Soit f une application analy-
tiguede Q dans B. Si f(E) contient un ouvert, f *(E) = Q.

Démonstration du lemme. — Soit Q' I'intérieur de f1(E).
Nous montrerons que Q' contient avec tout point z le plus
grand disque centré en ce point et contenu dans Q. En effet,

on peut écrire f(z + h) = ) f,(x).h". Les coefficients f,(z)
>0

se calculent 4 I’aide d’une in/tégrale de Cauchy sur un cercle
qu’on peut choisir suffisamment petit pour qu’il soit contenu
dans Q’. En approchant l'intégrale par des sommes de
Riemann, et du fait que E est semi-complet, on voit que
fa(x) est dans E pour tout n. Mais dans le disque de conver-

gence, la série Y, f,(z)h* converge vers f(z 4 h). A nouveau,
n=0
parce que E est semi-complet, on conclut que f(z -+ h)

est dans E. C.Q.F.D.
Si f estlapplication de Q, dans B telle que,si i désigne
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I'injection canonique de E dans K, on ait io.f=fop,
notons U lintérieur de f-2(E). Il nous faut montrer que
U= Q,; or, nous savons que U est non vide puisqu’il
contient p(Q,). Montrons donc que U est fermé. Soit =z
dans U et choisissons un voisinage V de z qu’on puisse
identifier & une boule d’un espace de Banach. Soit y un
point de U NV, et soit W une boule de I’espace de Banach
telle que y + W soit contenu dans U n'V. Pour h dans
W, notons A, la droite joignant y 4+ h & z -+ h.

En appliquant le lemme 3.11. a f |a,nv on obtient que

f(x + k) appartient & E pour tout 2 dans W ce qui
prouve que z appartient a U. C.Q.F.D.

CororraIre 3.12. — Soit (Q,, p, Q,;) un couple de prolonge-
ment et E un espace semi-complet admettant une suite fonda-
mentale de parties bornées. Alors toute application analytique
de Q, dans E se factorise analytiquement a travers p.

Démonstration. — Elle résulte trivialement de la proposition
3.7. et du théoréme précédent. C.Q.F.D.
Ezxemples 3.13. — Le corollaire précédent concerne d’une

part les duals forts d’espaces de Fréchet et d’autre part les
espaces H(K, F) des germes d’applications analytiques au
voisinage d’un compact K d’un espace de Banach & valeurs

dans un espace de Banach F (cf. [17]).

Remarque 3.14. — Soit (Q,, p, Q,) un couple de prolonge-
ment, et E un espace localement convexe tel que toute appli-
cation analytique de Q, dans le complété £ de E se
factorise analytiquement & travers p. Si toutes les applica-
tions hypoanalytiques de Q,; dans E se factorisent hypo-
analytiquement a travers p, alors toute application analy-
tique de Q,; dans E se factorise analytiquement & travers p.
On peut se demander si la réciproque est vraie:

Conjecture. — Si toutes les applications analytiques de Q,
dans E se factorisent analytiquement & travers p, alors
toutes les applications hypoanalytiques de Q, dans E se
factorisent hypoanalytiquement & travers p.

Nous allons utiliser ce qui précéde pour obtenir un résultat
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concernant le prolongement des applications & valeurs dans
les variétés analytiques banachiques.

Nous ne sommes pas en mesure de démontrer, méme dans le
cas séparable, la

Conjecture. — Soit (Q;, p, Q,) un couple de prolongement
et Q un domaine d’holomorphie au-dessus d’un espace de
Banach. Toute application analytique de Q, dans Q se
factorise analytiquement a travers p.

Cela nous prive du plaisir de dire que I’enveloppe d’holo-
morphie définit un foncteur sur la catégorie dont les objets
sont les domaines étalés au-dessus d’un espace de Banach
et les fleches les applications analytiques; et du plaisir de dire

que Penveloppe d’holomorphie & de Q représente le fonc-
teur sur la catégorie dont les objets sont les domaines d’holo-
morphie étalés au-dessus d’un espace de Banach et les fléches
les applications analytiques, foncteur qui & un domaine d’holo-
morphie S associe I’ensemble des applications analytiques
de Q dans S. _

A titre de consolation, le lecteur friand de belles phrases
aura, au paragraphe 4, deux foncteurs représentables a se
mettre sous la dent.

Nous sommes, pour I'instant, réduits & considérer la

Dérinition 3.15. — Soit Q une variété analytique bana-
chique. Nous dirons que Q est un bon domaine d’holomorphie
s’il existe un étalement n de Q sur A pour lequel Q soit
un domaine d’holomorphie et tel que st d, désigne la distance
frontiére associée & = sur Q, pour toute suite z, de points
de Q telle que d.(z,) tende vers zéro et que =(x,) converge,
il existe une fonction analytique [ sur Q non bornée sur la
suite . {z,}.

Remarques 3.16. — On peut conjecturer que tout domaine
d’holomorphie est un bon domaine d’holomorphie.

— La définition ci-dessus est d’autant plus antipathique
qu’on ne sait pas si on peut y remplacer « il existe un étalement
7 » par « pour tout étalement = ».

Toutefois on a la

Prorosition 3.17. — Soit f un germe en zéro de fonction
analytique sur A. Le domaine d’existence Q de f, c’est-a-dire
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la composante connexe du point f dans le faisceau des fonctions
analytiques sur A, est un bon domaine d’holomorphie.

Démonstration. — Notons f I’application de Q dans
Pespace H, des germes de fonctions analytiques a l’origine
de A qui, a tout point z de Q, associe le germe obtenu en
transportant en w(z) le germe de f en z parl'isomorphisme,
puis en transplantant en zéro le germe obtenu. On peut
démontrer (cf. [8], Prop. 5) que f est analytique. Mainte-
nant, si la suite (z,) est telle que d(z,) tende vers zéro, le
rayon de convergence de f en z,, Cclest-a-dire de f(z,),
tend vers zéro. Il en résulte (cf. [8], Prop. 4) que f(z,) est
non borné dans H,. On peut alors trouver une forme linéaire
continue ! sur H, de facon que la fonction analytique
Lo f soit non bornée sur la suite (z,). C.Q.F.D.

Tatorime 3.18. — Soit (Q,, p, Q;) un couple de prolonge-
ment e¢ Q un bon domaine d’holomorphie. Toute application
analytique f de Q, dans Q se factorise analytiquement a
travers p.

Démonstration. — Soit = la projection de Q sur A ayant
les propriétés de la définition 3.15. Nous allons utiliser le fait
que Penveloppe O de Q, qui est égale & Q peut étre consi-
dérée comme une composante connexe du faisceau introduit
dans la démonstration du théoréme 1.4. Nous allons définir

une application f de Q, dans O de la facon suivante:
Papplication = o f se factorise & travers p d’aprés le théo-

réme 2.3. Soit ;c-\o/f tel que ;c\o/fo p=m=nof. A z dans Q,,

associons d’abord = o f(z). Si ¢ est un élément de -I = O(Q),
considérons I'application i de Q dans H, introduite dans
la démonstration précédente. D’aprés I'exemple 3.13., I’appli-
cation 7o f se factorise & travers p. Soit s; de Q, dans
H, et vénfiant s;o p =170 f. Nous allons maintenant expri-
mer I'idée intuityve que si on transporte s, (z) en 7:?7' (x),
on obtient des germes qui se recollent.

Soient U un ouvert d’un espace de Banach E et F un
autre espace de Banach. Soit H, I’espace des germes de
fonctions analytiques & I'origine de F et donnons-nous deux
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applications analytiques f et s respectivement de U dans
F et H,. Notons K [Iespace des germes d’applications
analytiques définies au voisinage du zéro de E & valeurs
dans H,. Au couple (f, s) nous allons associer deux appli-
cations analytiques de U dans K. La premiére est celle
qui & z associe le germe de s en z. La seconde est celle
quia z associe le germe de ’application quia y suffisamment
voisin de z associe le germe en f(y) — f(z) d’un représen-
tant de s(z). Ces deux applications sont analytiques et nous
disons que f et s sont compatibles en tous les points ou
elles prennent la méme valeur. Cette définition ne dépendant
manifestement pas de la facon dont U est réalisé comme
ouvert de E, on peut la généraliser au cas ou U est une
variété. On voit alors que I’ensemble des points ou f et s
sont compatibles est analytique dans tout domaine de carte.

S1 nous appliquons cela a s; et ;r\o/f, on voit que I’ensemble
des points ou elles sont compatibles contient p(Q,), donc
est égal 3 Q,. Considérons alors ’ensemble V des points =z
de Q, tels qu’il existe ¢ de fagon que chaque s(z) admette
un représentant défini dans la boule de rayon . Il résulte

de la compatibilité de ;r\o—? avec les s; que V est ouvert.
Si V' désigne la composante connexe de V contenant p(Q,),
o f et la famille (s), e1 définissent une application f de
V'’ dans Q qui est continue (et donc analytique) du fait de
la compatibilité.

Il nous reste & montrer que V' est fermé. Remarquons
d’abord que pour x dans V', s(x) estlegermede i en f(z):
cela résulte par prolongement analytique du fait analogue
dans le cas ou z appartient 4 p(Q,). Soit z adhérent a
V' dans ' Q, et soit z, une suite de points de V'’ tendant
vers z. S51on pose f( ) = y,, il résulte de I’hypothése sur Q
que d(y,) reste minoré par un nombre strictement positif
2e. On peut alors choisir un voisinage V de z dans Q,

L — .
dans lequel l'oscillation de = o f soit inférieure a e. Soit
z, dans U. Les inégalités obtenues nous assurent qu’on peut
choisir y dans le méme feuillet que y, et tel que

=(y) —’n\o/f (z). Par prolongement analytique s,(z) est le
germe de ¢ en y ce qui prouve que z estdans V. CG.Q.F.D.
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Cororraire 3.19. — St Q est le domaine d’existence d’une
fonction analytique sur un Banach A et si (Q,, p, Q;) est un
couple de prolongement, toute application analytique de Q,
dans Q se factorise analytiquement & travers p.

Démonstration. — Elle résulte du fait que tout domaine
d’existence est un bon domaine d’holomorphie. C.Q.F.D.

4. Espaces normeés.

Nous étudierons ici plus en détail le prolongement des
applications analytiques & valeurs dans les espaces normés
en haison avec le probléme suivant soulevé dans [8]: s1 E
est un espace de Banach et F un sous-espace dense du précé-
dent, est-ce que les fonctions analytiques au voisinage de F
se prolongent & E tout entier? Avant d’établir le rapport
entre ces deux questions, nous donnerons un exemple:

TutorEME 4.1. — Notons 12 la réunion des sous-espaces
P de 1* munie de la norme uniforme. Soit (Q, p, Q;) un couple
de prolongement. Alors toute application analytique [ de €,
dans 1> se factorise analytiquement & travers p.

Démonstration. — Soit t l'injection canonique de [=
dans C,. D’apreés le théoréme 2.3., il existe une application
analytique f de Q, dans C, telle que iof=fop. 1l
nous faut voir que f prend ses valeurs dans [=. C’est le cas
pour les points de p(Q,). Soit donc Q Dintérieur de’ensemble
des points de Q, ou f prend ses valeurs dans !®. Nous
allons montrer que Q est fermé. Nous aurons pour cela
besoin des lemmes qui suivent.

LemmE 4.2. — Soit T' le tore de dimension 1, muni de la
mesure de Haar p de masse totale 1. Sotent [ continue réelle
sur T et p appartenant @ 10, 1[. Alors il existe une partie
A de T, mesurable, telle que:

w(A) =p et inf f (z) = sup f ().
TEA TEA

Démonstration. — Notons r le plus petit des nombres s

tels que w(f (s, + o)) soit inférieur ou égal & p. Posons
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A'=f2r, + ) et A”"=f"r). Vu la propriété de
définition de r, on a p(A') 4+ p(A") > p et p(A') <.
Posons pour 6 dans [0, 2n], A{=A"n [0, 6] et
g(0) =u(A" UAJ. Ona g(0) < p et g(2n) > p. Comme g

. s 1 .
est lipschitzienne de rapport ——, elle est continue, et on peut

2n .
trouver 6, tel que g(6,) =p. On peut alors poser
A=A"UAL. C.Q.F.D.

Lemme 4.3. — Soient E une partie mesurable de T', et A, une

sutte de parties mesurables de T' telles qu’il existe € strictement
positif tel que pour tout n, p(E) 4+ w(A,) soit supérieur a
1+ e. Soit u, une suite de nombres réels positifs telle que la
série X u,xa,, ou Y, est la fonction caractéristique de A,,
converge en, tout point de E. Alors la série T u, converge.

Démonstration. — Posons E, = {z € E| T u,y, (®) < u}.
On peut choisir ¢ de fagcon que pour tout n on ait

w(A,) +e(E) > 1+ —;- Maintenant posons

h(z) = B u,xa,(®)xn,(2) = 2 wixa,ne,(2),
et

h(z) = X umXA,,.nEq(x)-
m<n
La fonction & est intégrable et comme h, tend vers h en
croissant, on peut appliquer le théoréme de la convergence
croissante pour trouver que f h=32 uunA, nE). Mais
on peut écrire

w(A, N E) = u(A,) + »(E) —u(A, VE) > —;—

€

1l en résulte que = 5

u, converge, donc que X u, converge.

C.Q.F.D.

Lemume 4.4. — Soit D le disque unité de C, et f, une suite
bornée de fonctions analytiques au voisinage de D. Soit E
Pensemble des points x de T = 3D tels que la suite (f,(z))
appartienne & 1=. St E n’est pas négligeable, la suite (f,(0))
appartient a 1=.
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Démonstration. — Nous supposons pour simplifier que:
If.lo < 1. Posons E, = {z € E|(f,)z)) € I’}. 1l est clair que
E, est mesurable et que, si E n’est pas négligeable, on peut
choisir ¢ et ¢ de fagon que I'on ait p(E,) > 2¢. Posons
alors p =1 — ¢ et choisissons, & I’aide du lemme 4.2., des
ensembles A, de facon que: p(A,) =p et

inf |f5] = sup |ff] = u,.
a:eAn :ceA"

On a les inégalités: u,xa, < |ff] < X, + UaXe, - Comme la
série X |f| converge sur E,, la série T u,x,, converge aussi
sur E,. Il en résulte d’aprés le lemme 3.3. que la série X u,
converge. Maintenant f? est analytique et on peut lu1 appli-
quer la formule de Jensen:

log |f4(0)] < [ log |fs(x)] < [ log (xa, + maxe, ) = ¢ logu,.

On en déduit |f?/¢(0)] < u, ce qui prouve que (f,(0)) appar-
tient & [=. C.Q.F.D.
Fin de la démonstration du théoréme 4.1. — Soit z dans Q.
Soit U un voisinage de z dans Q,; qui soit isomorphe a
une boule B d’un espace de Banach A de centre z =0
et de rayon 3. Soit B’ la boule unité de A. Soit y dans
Q N B’ et z dans la boule de centre y et de rayon 1. Nous
allons voir que f(z) est dans l®, ce qui prouvera que z
est dans Q. Posons g,(A) = fi(z + Ay — z)), A décrivant
un voisinage de D dans C. Nous sommes dans les conditions
d’application du lemme 4.4. d’aprés lequel (g,(0)) = (fi(z))
est dans [>. C.Q.F.D.
Avant de donner des définitions, montrons la

ProrosiTioN 4.5. — Soit E un espace normé et soit f une
fonction analytique sur E. Soit B le complété de E. Alors f

se prolonge analytiquement & un voisinage ouvert de E dans E
et le domaine d’existence de ce prolongement est univalent.

Démonstration. — Soit z un point de E et supposons que
f(z+ h)= 3 fi(h), o f, est un polyndme homogéne de

n
degré n sur E. Il résulte du fait que f est bornée au voisi-
nage de z et des formules de Cauchy qu’on a des inégalités
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de la forme |f,(h)] S”M[[h[[". Mais f, se prolonge par
” p ge p

continuité & £ en un polyndme homogéne de degré n, soit
f.. Par passage & la limite, on obtient pour h dans E:

Fl < X phln T en résulie que f(s B =3 Ak

converge dans la boule de rayon r. Notons R(z) le rayon

de la plus grande boule f, de centre z dans laquelle f se
prolonge analytiquement. Notons Q la réunion pour z dans
E des boules de centre z et de rayon R(z). Les diverses

définitions de f se recollent puisqu’elles sont continues et
qu’'elles coincident sur E qu est partout dense dans Q.

Nous allons montrer que Q est le domaine d’existence de f.
Soit O un espace étalé connexe au-dessus de E contenant
Q et dans lequel f se prolonge. Soit z un point adhérent
a Q dans Q. Soit B une boule de centre z et de rayon
2¢ contenue dans . La boule de centre z et de rayon p
rencontre un ouvert de Q et contient donc un point y de E.

La fonction f se prolonge alors analytiquement dans la boule
de centre y et de rayon p. Par conséquent, R(y) est

supérieur & ¢ et z appartient 3 Q. Comme Q est connexe,
Q qui est ouvert, fermé et non vide, est égala Q.  C.Q.F.D.

Derinition 4.6. — Nous dirons que E est O-complet s1 E

est, dans B, Uintersection des domaines d’existence des fonctions
analytiques sur E.

DériNviTion 4.7. — Nous dirons que E est paracomplet
st pour tout couple de prolongement (Q, p, Q,), toute application
analytique de Q; dans E se factorise analytiquement a
travers p.

Exemples 4.8. — Les espaces normés complets sont O-com-
plets et paracomplets. Nous ne connaissons pas d’autre exemple
d’espace O-complet. Par contre, d’aprés le théoréme 4.1, I
est paracomplet.

Prorosition 4.9. — Toute intersection de sous-espaces para-
complets d’un espace de Banach est un espace paracomplet.
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Toute intersection de sous-espaces O-complets d’un espace de
Banach est un espace O-complet.

Démonstration. — Elle résulte sans difficulté des définitions.

DErintTioN 4.10. — Nous appellerons enveloppe paracompléte
E de E Ulintersection des sous-espaces paracomplets de E
contenant E et enveloppe O-compléte K de E [Pintersection

des sous-espaces O-complets de K contenant E.
Remarquons que cette définition est consistante puisque

E est paracomplet et O-complet.

Tatorime 4.11. — Tout espace O-complet est paracomplet.
L’enveloppe O-compléte d’un espace normé contient son enveloppe
paracompléte.

Démonstration. — Soit E un espace O-complet, E son
complété et (Q,, p, Q;) un couple de prolongement. Soit f
une application analytique de Q, dans E. Soient U un
domaine d’existence univalent contenant E dans £, et @
I'injection de E dans U. D’apres le corollaire 3.19., il existe

f de Q, dans U analytique telle que p o f=foi. Ilrésulte

de la définition 4.6. que f prend en fait ses valeurs dans E
et par conséquent, que E est paracomplet. C.Q.F.D.

Remarque 4.12. — Nous savons donc que tout espace complet
est O-complet et que tout espace O-complet est paracomplet
mais que tout espace paracomplet n’est pas complet. On est
donc amené a envisager deux conjectures contradictoires :

Conjecture 1. — Tout espace paracomplet est O-complet.

Conjecture 2. — Tout espace O-complet est complet.
Nous allons voir maintenant quelques-uns des théorémes

de prolongement que ’on peut donner pour les couples (E, E)
et (E, E).

TuatoriMmE 4.13. — Soient A un espace de Banach, E un
espace normé et i Uinjection de E dans son enveloppe O-com-
pléte. Toute application analytique f de E dans A se factorise
analytiquement & travers 1.
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Démonstration. — En raisonnant exactement comme pour la
Proposition 4.5. on peut montrer que le domaine d’existence Q
de f est univalent. Soit z hors de Q dans E et soit z,
dans E tendant vers z. En utilisant le lemme 2.4., on montre
qu’il existe une forme linéaire I sur A telle que lof ait le
méme rayon de convergence que f en z,. Il en résulte
que le domaine d’existence de lof ne contient pas z. Par

suite, Q contient K. C.Q.F.D.

TutortMme 4.14. — Soient E et F deux espaces normés,
et u une application analytique de E dans F. Si F est

O-complet, u se factorise analytiquement a travers E.

Démonstration. — Soit j I'injectionde F dans son complété
F. L’application analytique jou se prolonge & E d’aprés
le théoréme 4.13. Soit @ le prolongement et soit Q un domaine
d’existence contenant E. Il nous suffit de montrer que
prend ses valeurs dans Q. Posons U = 71(Q). C’est un
ouvert non vide de K. Pour montrer que U est fermé,
choisissons un point z adhérent & U et une suite z, de
points de E tendant vers z. La suite u(z,) converge dans
F vers a(x). De plus si g est analytique sur Q, g(u(z,))
est bornée puisque go u se prolonge en z. Il s’ensuit que
u(xz) n’est pas un point frontiére de Q, et par conséquent,

que z est dans U. C.Q.F.D.

TutortmE 4.15. — Sotent E et F deux espaces normés,
et u une application analytique de E dans F. St F est

paracomplet, u se factorise analytiquement a travers E.

Démonstration. — Soit G un espace compris entre E et

E et notons G! Despace (vectoriel) des points y de E tels
qu’il existe un couple de prolongement (Q,, p, Q,), une

application f de Q, dans E, et un point # de Q de fagon
que G contienne fo p(Q,) et que f(z)=y.

Notons ¢ l'injection de E dans E et j l'injection de F
dans son complété K. D’aprés les théorémes 4.13. et 4.11.,

il existe une application # de E dans F vérifiant
@o1=7]ou. Il nous faut montrer que @ prend ses valeurs
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dans F. Soit G le plus grand sous-espace vectoriel de E
contenu dans % }(F). Soit y dans G!. Avec les notations
ci-dessus, %o fo p(Q;) est contenu dans F. Il en résulte
que @ o f(z) = u(y) estdans F'. Mais F étant paracomplet,
F est égal & F'. Par conséquent, pour tout y dans G,
u(y) est dans F. G' est donc égal & G qui est donc para-
complet et par suite égal & E. C.Q.F.D.

Les deux théoréemes précédents se traduisent en langage
savant de la facon suivante:

Notons C la catégorie des espaces normés et des applica-
tions analytiques, C la sous-catégorie pleine des espaces
O-complets, C la sous-catégorie pleine des espaces paracom-

plets, I et T les foncteurs d’inclusion correspondants. Si E
est un objet de C, posons

Ey = Homg(E, .)o I et E = Homg(E, .)o 1.

On a alors les

CororLAaIRE 4.16. — Le passage a Uenveloppe O-compléte
définit un foncteur de C dans C, adjoint du foncteur I. Si
E est un objet de C, K représente le foncteur Ey.

CororLraIRE 4.17. — Le passage a Uenveloppe paracompléte
définit un foncteur de C dans C, adjoint du foncteur 1. Si
E est un objet de C, E représente le foncteur E.

5. Questions diverses.

Pour commencer, disons quelques mots de la pseudoconve-
xité. L’étude de la pseudoconvexité pour les domaines étalés
a déja été abordée, par exemple, par Cceuré. Mais la définition
introduite dans [2] dépendait, en apparence, de 1’étalement.
Nous allons voir que la notion en question correspond, en fait,
a4 une propriété intrinséque de la variété analytique banachique
concernée. Donnons pour cela les définitions: soit Q une
variété banachique :

Derinttion 5.1. — Nous dirons que Q est fonctionnellement
pseudoconvexe siv Uenveloppe par les fonctions plurisousharmo-
16
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niques continues (cf. [13] et [14]) d’un compact de Q est un
compact de Q.

DeriniTioN 5.2. — Nous dirons que Q est géométriquement
pseudoconvexe st toute application analytique d’un voisinage
de la marmite vide (cf. Définition 2.7.) dans Q se prolonge
analytiquement & la marmaite pleine.

Derinition 5.3. ([2]). — Nous dirons qu’'un domaine étalé
Q est pseudoconyexe s’il posséde 'une des propriétés équivalentes
sutvantes :

(1) —log dg est plurisousharmonique dans Q.
(11) Pour tout compact K dans Q, si on pose

Kr= {zeQVueQ),u plurisousharmonique
= u(z) < Sup u%
K
alors d(KP) est non nul.
Nous pouvons maintenant démontrer le

TrtoriME b.4. — Pour qu’'un domaine étalé soit pseudo-
convexe, il faut et il suffit qu’il soit géométriquement pseudo-
conveze et il suffit qu’il soit fonctionnellement pseudoconsvexe.

Démonstration. — 11 est clair que si Q est fonctionnelle-
ment pseudoconvexe, 1l vérifie la condition (ii) de la définition
5.3.

Montrons maintenant que si Q est géométriquement
pseudoconvexe, il est pseudoconvexe.

Mais si Q est géométriquement pseudoconvexe, sa restric-
tion Qg au-dessus de chaque espace vectoriel de dimension
finie E est pseudoconvexe et si dg désigne la distance
frontiére dans la direction de E, la fonction — log dg est
plurisousharmonique dans Q. Il ne reste qu'a constater que
— log dg est le sup de la famille des — log dx pour conclure.
Il nous reste & montrer que si Q est pseudoconvexe et s1 [
est une application analytique d’un voisinage de M, dans
Q, f se prolonge & M; tout entier. Remarquons d’abord que
f(M,) est un compact de Q et qu'on peut donc choisir ¢
vérifiant 0 < ¢ < d(f(M,)). Remarquons ensuite que = o f

se prolonge & M, d’aprés le théoréme 2.3. Soit ;\o_’f le prolon-
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—~—~—
gement en question. L’application = of est uniformément
continue sur le compact M;. On peut donc choisir » > 0
de fagon que

lt —y| < 2= 7o f(2) —m o f (Yl < e

Maintenant notons M, la marmite remplie jusqu’au niveau
t inclus, et supposons que f se prolonge & valeurs dans Q
au voisinage de M, et soit f, le prolongement en question.
La fonction log dg o f; étant plurisousharmonique, on a
Pinégalité 0 < ¢ < d(fi(M,)). S1 z est dans M, il résulte
de ce qui précéde et de la définition de n que f, se prolonge
analytiquement dans la boule de centre z et de rayon 7
et que ces prolongements se recollent. Si bien que f, se pro-

longe analytiquement & M,,,. C.Q.F.D.

Cororraire b.5. — Tout domaine d’holomorphie est géométri-
quement pseudoconvexe.

Démonstration. — Elle résulte du théoréme précédent par
comparaison du théoréme 1.6. et de la condition (i) de la
définition 5.3. C.Q.F.D.

Remarque 5.6. — Lorsque la norme est suffisamment régu-

liére, en particulier dans le cas hilbertien, on peut montrer,
par la méthode classique en dimension finie, que tout domaine
étalé pseudoconvexe est fonctionnellement pseudoconvexe.
Nous ne démontrons pas ce résultat puisque le Corollaire 5.5.

nous assure une propriété intrinséque des domaines d’holo-
morphie.

*

x x

Soit Q une variété analytique banachique. Le probléme
posé par Ceeuré dans [2] est le suivant : trouver une topologie
naturelle sur 'espace O(Q) des fonctions analytiques sur Q,
de fagon que si (Q,, p, Q;) est un couple de prolongement,
p* soit un isomorphisme topologique de O(Q;) sur O(Q,).
On peut préciser ce qu'on entend par topologie naturelle en
employant le langage des foncteurs: on peut considérer
0: Q+——0(Q), comme un foncteur de la catégorie V des
variétés analytiques banachiques dans la catégorie des espaces
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vectoriels E. Sion note E, la catégorie des espaces vecto-
riels topologiques et applications linéaires, et ¢ le foncteur
d’oubli de EtOP dans E, on cherche un foncteur 0, 6 de V
dans E, =~ vérifiant O=1i00,, et transformant toute
fleche de prolongement en un isomorphisme. Dans la suite,
nous noterons 0,(Q) l'espace localement convexe obtenu
de la fagon suivante: si on note O,Q) l’espace obtenu en
munissant O(Q) de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts, 0,(Q) s’obtient en munissant O(Q) de la
topologie localement convexe la plus fine admettant les mémes
bornés que 0,(Q). Cette topologie, signalée par Dineen [3],
a fait I'objet d’une surveillance discréte dans [8]. Nous allons
voir que 0O, fournit une solution au probléme posé:

Prorosition 5.7. — O, définit un foncteur de V dans E, .

Démonstration. — Soit u: Q; — Q, un morphisme dans V.
Il nous faut montrer que u*: 0,(Q,;) — 0,(Q;) est continu.
Comme 0,(Q;) est bornologique, il nous suffit de montrer
que u* est borné.

Soit donc (f});c; une famille bornée de fonctions sur Q,.
Cela signifie que pour tout compact K dans Q,, 1l existe
une constante M(K) telle que pour tout ¢, on ait
Ifile <€ M(K). Si maintenant L est un compact de Q,,
posons N(L) = M(w(L)). On a alors [u*(f;)]|. < N(L) ce
qui prouve que la famille (u*(f)));c, est bornée dans 0,(Q,).

C.Q.F.D.

TatoriME 5.8. — St (Qy, p, Q;) est un couple de prolonge-
ment, Uapplication p* de 0,(Q,;) dans 0,(Q,) est un isomor-
phisme topologique.

Démonstration. — 11 nous suffit, d’aprés ce qui précéde, de
montrer que 'image réciproque par p* d’un borné de 0,(Q,)
est un borné de 0,(Q;), ou encore que I'image réciproque
par p* d’une suite bornée de 0,(Q,;) est une suite bornée de
0,(Qz). Soit donc (f,),ex une suite bornée dans 0,(Q;). En
posant = (f.),ex, on définit une application analytique de
Q, dans [I® puisque [I” est un espace de croissance (cf. [9]).

D’apreés le théoréme 2.3., f se factorise a travers p et si
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f estle prolongement vérifiant fo p ={, on a, bien entendu,
f=(f)uex ot f, vérifie f,op={f Lapplication f est
analytique, donc bornée sur les compacts, ce qui prouve que
la suite (f.),ex est bornée dans 0,(Q,). C.Q.F.D.

Nous allons utiliser ce résultat pour montrer le

Tutortme 5.9. — Soient (Q,, p, Q;) et (Qy, p’, Q;) deuz
couples de prolongement. Alors (Q; X Q,, (p, p'), Qp X Q)
est un couple de prolongement.

Démonstration. — Soit f une fonction analytique sur
Q, X Q;. D’aprés la proposition 3.4., f s’identifie 4 une
application hypoanalytique de Q, dans O(Q;) muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, ou,
ce quli revient au méme d’aprés la proposition 3.5., dans
0,(Q,). La fonction [ s’identifie donc d’aprés le théoréme
5.8. 4 une application hypoanalytique de Q, dans 0,(Q,).
Mais d’apres le théoréme 3.10., cette application se factorise
hypoanalytiquement & travers p. On obtient ainsi une appli-
cation hypoanalytique de Q; dans 0,(Q,) qui définit d’apres

la proposition 3.4. une fonction analytique f sur Q, X Q

et on vérifie sans difficulté que fo (p, p’) =f. C.Q.F.D.

L’union faisant la force, cette topologie rendrait des services
bien plus grands si elle coincidait avec la topologie de Nachbin
(cf. [16]); en particulier, il serait alors facile de reconstruire
I'enveloppe d’holomorphie comme spectre de Ob( ) et de
résoudre plusieurs des problémes que nous laissons ici ouverts.
Pour P'instant, on dispose seulement des résultats partiels
de Dineen (cf. [5]) qui sont d’ailleurs tantdt positifs tantdt
négatifs.

Pour terminer, nous allons dire quelques mots de I’enveloppe
d’holomorphie envisagée sous ’angle des types d’holomorphie
(cf. [16] et [3]).

Soient E et F deux espaces de Banach et © un type
d’holomorphie d’applications de E dans F. 5i Q est un
espace étalé au-dessus de E, on peut construire le domaine
Q¢ d’existence simultané des applications analytiques de Q
dans F qui sont du type =. La question qui se pose alors
est la suivante: les applications ainsi obtenues par prolonge-



290 - ANDRE HIRSCHOWITZ

ment analytique a partir d’applications de type = dans Q
sont-elles de type © dans Q°? Une réponse est donnée dans
[20] dans un cas trés particulier. Nous nous contenterons ici
de démontrer le

Tutorime 5.10. — Soit Q un domaine étalé au-dessus

d’un espace de Banach E, soit (Q, p) son enveloppe d’ holo-
morphie et soit F un autre espace de Banach. Soit © un type
d’holomorphie de E dans F et soit f une application analy-

tique de Q dans F. Pour que f soit de type =t il faut et il
suffit que fop le soit.

Démonstration. — Soit €7 1’espace des applications poly-
nomiales homogeénes de degré m de type v de E dans F.
Le m® coefficient de la série de Taylor de fop en x est
un élément de €7 qui dépend analytiquement de z (cf. [16]).
Notons o™ cette application analytique de Q dans 47
D’aprés le théoréme 2.3., elle se factorise a travers p. Soit
donc d™ tel que ™ = d™o p. Il est clair que d™ associe &
tout z dans Q le meme coefficient de la série de Taylor de
f en z. Il nous reste & prouver que pour tout z dans Q,

la suite [d™(z)|. est dans ’espace h des germes de fonctions
holomorphes a l’origine de C. Introduisons alors le sous-

espace Q:.E, F) de g™(E, F) des suites A, vérifiant
SP .

(I2all<)ren € A° et munissons 43(E, F) de la topologie locale-
ment convexe la moins fine rendant continue ’application
A= N)wen — (IMa]l0)sen = 12]l. On a les

Lemume 5.11. — ZXE, F) est semi-complet et admet une suite
fondamentale de parties bornées.

 Démonstration. — Soit u® une suite dans %£I(E, F), de
Cauchy. Alors u" converge dans || 47(E, F) vers un élément u.

0
Mais la suite ||u"||| est de Cauchy dans A d’ou il résulte
que u estdans 93(E, F) et que u® converge vers u. D’autre
part, 4i(E, F) admet une suite fondamentale de bornés,
obtenue en prenant I'image réciproque par 'application || |
d’une suite fondamentale de bornés de h. C.Q.F.D.
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Remarquons qu’on aurait pu montrer que %X E, F) est
complet, mais nous n’en avons pas besoin.

Lemme 5.12. — L’application de Q dans $3(E, F) qui a
x assocte Of (x) = (3"f (z))nen> €St analytique.

Démonstration. — D’aprés Nachbin ([16], § 9 Lemme 1),
Papplication df est localement bornée. Toujours d’apres
Nachbin ([16], § 10 Prop. 2), chaque composante de df est
analytique.

Remarquons maintenant que si u=(u,),5 est dans h
et si uP = (uf),en est défini par w2 =wu, pour n<p et
u? =0 pour n > p, alors w? converge vers.u dans h.
Il résulte de cette remarque et du théoréme de Hahn-Banach

®©

que le dual de EXE, F) est le sous-espace de [] (f’{‘(E, F))’

0 .
formé des suites w = (w,),n telles que la suite (|w,l)nen
soit dans h'. Cette caractérisation du dual permet de montrer
sans difficulté que df est analytique. C.Q.F.D.

Fin de la démonstration du théoréme 5.10. — D’apreés le
corollaire 3.12. I'application df se factorise analytiquement

a travers p. Il en résulte que la suite [d™(z)|. est dans h
pour tout point z de Q. C.Q.F.D.
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