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BASES DE SCHAUDER
DANS CERTAINS ESPACES
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

- par NGUYEN THANH VAN

Introduction.

La théorie des bases (de Schauder) dans les espaces de
fonctions holomorphes joue un réle important dans la théorie
générale des bases (dans les e.v.t.), beaucoup de résultats de
cette derniére ont été établis auparavant pour certains espaces
de fonctions holomorphes, le théoréme de Dragilev-Dynin-
Mityagin qui affirme que toute base d’un espace de Fréchet
nucléaire est absolue est un exemple important parmi bien
d’autres. Cependant la théorie des bases dans les espaces de
fonctions holomorphes ne se réduit pas a ce role de modele
particulier, elle a son propre intérét et ses résultats les plus
fins ne semblent pas susceptibles d’étre généralisés sans
grande difficulté aux e.v.t. généraux; d’autre part des bases
assez « bonnes » peuvent &tre utiles pour I'étude de certains
problémes d’approximation des fonctions holomorphes. C’est
a cet aspect qu’est consacré le présent travail.

Chapttre 1.

Avant d’aborder les bases de Schauder, nous croyons utile
de donner quelques propriétés générales des systémes biortho-
gonaux dans I’espace des fonctions holomorphes sur un ensem-
ble fortement linéellement convexe au sens de M. Martineau.
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Ces propriétés résultent de la proposition suivante: E étant

un ensemble flc. = C F < C™, T e 4(H(E), H(F)), {ox}

*

une suite < H.,(l:E), {Fx} une suite < H(F), les propriétés

suivantes sont équivalentes :

— Vfe H(E), i {f, ex)> Fx converge (resp. converge abso-

lument) dans H(OF) et a pour somme T(f).

o

— ) ¢x.Fx converge (resp. converge absolument) dans
0
H([: E x F> vers le noyau de T.

Chapitre 2.

Soit E wune partie de C. Une base {F,} de E est dite
simple de 1r® espéce lorsque chaque F, est un polyndéme
vérifiant F{P0) =n! et F8®0) =0 VK > 1, elle est
dite simple de seconde espéce lorsqu’il existe un point a € E
tel qu'on ait pour tout n:

F®(a) = n!, F,(a) = Fja)= ... = F*(a) = 0.

Ces bases possedent de remarquables propriétés, en voici
une relative aux bases simples de 1T¢ espéce: si {F,} est
une base de H(w) ol « est un domaine de Carathéordory,
alors {F,} est une base commune des espaces H(X,} avec

K, = 3ze[:m: G(z,[:m, oo><log p% Us, ¢ 1.

Nous appliquons ces propriétés a I’étude asymptotique de
certaines suites de valeurs extrémales de la théorie d’approxi-
mation quadratique.

Enfin nous généralisons la notion de base simple aux espaces
de fonctions holomorphes de plusieurs variables, nous déter-
minons toutes les bases simples de I’espace des fonctions
holomorphes sur un polydisque et calculons I'ordre et le type
d’une fonction entiére de plusieurs variables [ en fonction

des coefficients Ax du développement Y AgFx de [ suivant
KeN®

{Fx}, en supposant que {Fx} soit une base d’un certain

espace de fonctions entiéres.
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Chapitre 3.

Nous étudions le probléme suivant: soit Q un domaine
de H etsoit y une partiede Q telle que Q\y soit connexe,
existe-t-11 une base commune pour les epsaces H(Q) et
H(y)-

La réponse est positive dans le cas ou Q\y est un domaine
régulier pour le probléme de Dirichlet, y étant supposé
compact. Plus précisément nous montrons que si U est une
mesure finie positive sur y absolument continue par rapport
a la mesure harmonique de x (ou plus généralement U
est une mesure admissible au sens de Widom) et s1 Ly, U)
désigne le sous-espace fermé de L2(y, U) engendré par les
polyndmes, alors il existe une base orthonormale {e,} de
L3(x, U) qui est une base commune des espaces H(Q) et
H(x) et qui en plus posséde la propriété suivante:

lim [Max |ea(2)] ]1"‘ = R* Vae ]0,1]

n>o L z€[,

ou T'y,={ze€Q\y: h(z) =a}, R=exp—%—, ¢ = Flux de

h(z) a travers tout contour séparant x et (:Q, h(z) désigne
la mesure harmonique de Fr. Q par rapport a Q\y.

Nous précisons notre résultat dans quelques cas particuliers.
Enfin nous présentons un cas ou la réponse est négative.

Chapitre 4.

Nous donnons quelques applications de la base {ex}.

Soit {f,} une base commune des espaces H(Q) et H(y),
nous déterminons tous les ouverts E de Q non contenus
dans x, et tous les compacts E de Q rencontrant
(ON\yx) U Fr. x avec Q\E connexe et régulier pour le pro-
bléme de Dirichlet, tels que {f,} soit une base de I'espace
H(E). Une généralisation d’un théoréme d’interpolation di
4 Zerner, Lions et Peetre est donnée; et enfin nous établissons

2

la formule asymptotique E (%) ~ (—}gg—ff% ou E(B) est
I'c-entropie de I’ensemble $® des fonctions holomorphes et
bornées en module par 1 dans H(Q), calculée dans la métrique
uniforme de (y).
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Chapitre 5.

Ce chapitre est de caractere bien classique, il s’agit du pro-
bléme d’interpolation d’Abel-Gontcharoff. Nous I’étudions par
la méthode des bases voisines au sens de Paley et Wiener;
cette méthode a déja été utilisée en 1940 par Boas, mais nous
trouvons qu’une nouvelle adaptation peut donner des résul-
tats beaucoup plus précis, d’autre part I’économie de calculs
que présente cette méthode nous permet de donner notre
résultat dans le cadre de plusieurs variables aussi aisément
que dans le cadre d’une variable. Nous considérons aussi
des problémes connexes et montrons en particulier que,
pour tout p > 0, si [ est une fonction entiére de croissance

/ .
< Kordre p, type %> (W = constante de Whittaker)
e
et si chaque f® n’est pas univalente dans le disque
{z:]2] < nt7lf}

sauf pour un nombre fini d’entiers n, alors f est un poly-
nome.

Les résultats de ce travail ont été annoncés tres partielle-
ment dans trois notes aux Comptes Rendus de ’Académie des
Sciences [19].

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude a M. Hervé dont
les conseils et les encouragements m’ont été précieux. De
multiples améliorations de ce travail lui sont dues.

Ma gratitude va également & M. Combes qui m’a tant aidé
pendant mes premiéres années de recherche.

Je suis heureux de remercier M. Martineau pour l'intérét
qu’il a bien voulu accorder & mon travail, et pour le soin avec
lequel 11 a lu cette thése, en tant que Délégué du Département
de Mathématiques.

Je désire remercier également M. Lazard pour le trés inté-
ressant sujet de deuxiéme thése qu’il a bien voulu me proposer.



CHAPITRE 1

DEVELOPPEMENT EN SERIE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES
SUR UN ENSEMBLE
FORTEMENT LINEELLEMENT CONVEXE

Préliminaires (Rappels sur les ensembles fortement linéelle-
ment convexes).

{2, uy = Y, zwu, désigne la forme bilinéaire usuelle mettant
en dualité C* avec lui-méme, P(C") 1’espace projectif
obtenu en adjoignant & C"® ses points infinis. A tout hyper-
plan ¢ de P(C"), T = {(z, z1): 2% + <z, &> =0} on
associe le point de coordonnées projectives (Lo, ;) avec
%L eC et ¢ eCn x

S1 A est une partie de P(C") nous notons par ':A
I’ensemble des hyperplans qui ne rencontrent pas A. L’ensem-

ble [:A étant identifié & une partie de P(C") nous pouvons

prendre E EA.

DeriniTioNn (Martineau [16a]). — A ouvert (ou compact)

dans G est linéellement conveze si et seulement s t [:A = A.
Soit Q = C* ouvert. Dire qu'un hyperplan { de coor-
données projectives (%o, &) (b€ €C, ¢, € C") appartient a

Q revient a dire que la fonction <z -—>—4———->
[ ! ! 1 ' ! %o + <21, 81>

qui ne dépend que de g, est holomorphe sur Q. Donc si
12
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T € Hon(Q) (Hen(Q) est le dual vectoriel topologique de
Pespace He(Q) des fonctions de n variables complexes
holomorphes sur Q muni de sa topologie £ — F usuelle,
quand il n’y a pas de confusion on écrit H(Q) au lieu de
He(Q)), T <z1 — ﬁl—)> = @1({) est définie. On voit

aisément que ¢r({) est une fonction holomorphe au voisinage
*

de [:Q et nulle a I'infini, c’est-a-dire un élément de I'espace
HP(c"),o( ( Q) = 3f€ HP«:")( [ Q) i fleo) = Og.

DeriNiTiON [16a]. — Q est fortement linéellement convexe
st et seulement si Q est linéellement convexe et lapplication

T — @1 est une bijection linéaire de Hen(Q) sur Hp(c..),o< [: Q).
Par le théoréme du graphe fermé, T — ¢r est alors un
isomorphisme vectoriel topologique de He(Q) muni de sa

topologie de dual fort de He(Q), sur Hp(cn)'o(cg>.
Dans la suite on suppose toujours que Q soit un ensemble
ouvert (ou compact) fortement linéellement convexe de C"

On met en dualité He(Q) et Hp(cn)")(tg) par la forme
bilinéaire : {f, > = Ty(f), ou T, est I'élément de He(Q)
dont I'image par l'application T — ¢r est o.

Pour simplifier on pose: y = CQ.

1. Représentation d’une application linéaire continue.

Soit E un sous-ensemble de C™ On désigne par
Hemxpomo(E X x) Tespace des fonctions des variables
(z, {) e G™ X P(C") holomorphes au voisinage de E X yx
et nulles aux points (z, o). Cet espace est muni de sa topologie
inductive 4-F usuelle.

Soit  H(z, ¥) € Hemxpemo (E X %), on pose pour toute
fe Ha(Q):

Tf(z) = <f, € —%(s, 0)).
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Tf est un élément de Hem(E) et 1l est facile de voir que T
est une application linéaire continue de He(Q) dans. Hen(E).
On dit que la fonction X(z, ) représente 'application T.
On constate aisément que deux éléments de Hgmxpm o (E X x)
qui représentent une méme application linéaire continue de
He(Q) dans Hen(E) sont 1dentiques.

Soit {F,, ¢,} une suite dans Hen(E) X Hpem o (x). On
dit que {F,, ¢,} représente une application linéaire continue
T de Hen(Q) dans Hem(E) lorsque pour toute fe Hen(Q)
la série Y <f, ¢.> F, converge dans Hg(E) et y a pour

[
somme la fonction Tf. Lorsque pour toute fe Hea(Q),
Y Lfy 9> F. converge absolument dans Hem(E) et y a
(1]

pour somme Tf alors on dit que {F,, ¢,} représente absolu-
ment Papplication T.

Tutorime 1. — Si {F,, ¢.} représente (resp. représente
absolument) T alors la série Y, F,(z)e,({) converge (resp.
1]

converge absolument) dans Hemxpemo (E X x) et y a pour
somme la fonction %(z, {) qui représente T. .
Ingersement si T est représentée par R(z, {) et si la série

Y Fu(z)ei({) converge (resp. converge absolument) dans
0
Hermxpem,o (E X x) et y a pour somme la fonction X(z, T)
alors {F,, ¢,} représente (resp. représente absolument)
Démonstration. — On se borne au cas ou Q est ouvert
(raisonnement analogue pour le cas Q compact).
a) Supposons que {F,, 9.} représente T: Montrons que
P
la suite gﬂi(z, )= Fk(z)<pk(C)§ est bornée dans
/]

Hemxpem,o (E X x). On raisonne par I’absurde. Supposons le
contraire, alors il existe

— une suite {z,} dont les points d’accumulation appar-
tiennent & E (1);

() Cela veut dire que pour tout voisinage U de E, zke‘D pour K assez
grand.
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— une suite {U,} de voisinages fermés de yx avec
U,> Uy, et n.Upzx; .

— une suite croissante d’entiers {K,}, K, 7o telles que
Pon ait pour tout p:

Kpi1

X Fk(zp)q)k(c)

Kp

(1) Max

{eu,

> 1.

D’autre part, pour toute fe€ Hx(Q) on a, par le fait que
{F., 9} représente T:
lim <{f, Ry %)) =0
ou l'on pose:
Epi1

R, (%) = ; Fi(z5)0.(%).
4

{R,} converge faiblement, donc fortement, vers 0 dans
Hecy,o (x)- On en déduit que {R,} converge uniformément
vers 0 sur un certain U, : c’est en contradiction avec (1).

Donc {.’R,,(.z, {)} est bornée dans Hemxpem,o (E X x);
montrons maintenant que {JE,,} converge dans cet espace,
puisque I’espace en question est de Montel il nous suffit de
montrer que toute sous-suite convergente {fx,} a la méme
limite :

Soit g, > K dans Hemxren,o (E X 1), alors pour tout
ze U, ou U est un certain voisinage de E (dans G"),
et toute fe Hx(Q) ona:

f €Kiz 0 =lim (f, T x5 U)).

Puisque {F,, ¢,} représente T on a pour toute fe Hmn(Q):
K
Tf(x) = lim 3 <f, 04> Fyfz) = lim (f; € = gz, )

pour tout ze€ U, ou U, est un voisinage de E dépendant
de f. Donc pour ze U N U, on a:

Tf(z) =<f, ¢ —> %(z, )>

Donc X(z, ¥) représente T, c’est I'unique élément de
Hemxpem o (E X x) qui représente T. Donc toutes les sous-
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suites convergentes {Jix,} convergent versla méme fonction A.
La suite {},} converge donc vers K. C.Q.F.D.

b) Supposons que {F,, .} représente absolument T: On
constate aisément que pour toute permutation II de N la

suite  {Fry), ¢mnw} représente T. Donc % Frigo(z)e (%)
converge vers J(z, {) dans Hemxpem o (E X x).
La série ), F,(z).9,(¢) est commutativement convergente,
[}

donc absolument convergente dans Hemipgem o (E X %), car
cet espace est nucléaire.

¢) Supposons que T est représentée par %(z, {) et que
i Fi(z).9,({) converge et a pour somme X}(z, {) dans

[
Hemxpemo (E X x). Pour 2z appartenant a un certain
voisinage U de E on a:

Tf(z) = <fa g 93{(2, C)> = 1::2 <f3 ¢ "’J{p(Z, c))
Tf(2) = 3 <f, o> Fula).

Montrons que la série Y, {f, ;> F,(z) converge uniformément
[}

sur tout compact d’un voisinage ouvert de E. Par suite de

la convergence de Y F,p, dans Hgmxpemo (E X x) 1l
0

existe un voisinage ouvert ® de E tel que: pour tout
compact K < o, il existe un voisinage ouvert U de

tel que i Fi(2)@x(X) converge uniformément sur K X U.
0

A

Cela entraine:

9
Sup | X Fu(z).9x(8)] =0 lorsque petqg— .

(z)€EKXU| p

Sur I'espace Hpen(U) la fonctionnelle f:

f(‘?) = <fa ®)

peut étre représentée par une mesure Jb portée par un com-

pact L de U: .
flo) = [ fdav.
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On a:
RIARSACEL (AT B AORNC)
= [ (3 Fula-ou(t) )i
|3 <00 Fula)| < 100 Sup| 3 Futa).ou(0)
Donc:
Sup| 3 <f, 9 Fula| < 101 sup |3 Fufa).0u0)

la derniére quantité tend vers O lorsque p et g — co. .
La suite 3 i {fy o F,‘(z)g est donc une suite de Cauchy
[) PEN

dans Hegm(w). Elle est donc convergente dans cet espace,
on en déduit que {F,, ¢,} représente ’application T.

d) Sidans c) on suppose en plus que- f‘, Fi(2).9.({) converge
[}
absolument dans Hemxpem,o (E X x), alors il est facile de
voir que pour toute fe Hx(Q) la série X <f, ¢,> F, est
[

commutativement convergente, donc absolument conver-
gente, dans Hen(E); donc {F,, ¢,} représente absolument T.
2. Suite biorthogonale.

1) Une suite (ou un systéme) ({F,, ¢,} dans
Her(Q) X Hpem,o (%)
est dite biorthogonale lorsque:

<Fi’ ‘Pj> = 8iJ'
On pose:
%o
°G 0=

oeC et ¢ e€C" sont les coordonnées projectives de ¥.

Soit E une partie de Q. On désigne par Iz P'application
canonique de He(Q) dans He(E), il est évident que
o(z, {) représente Ig. :
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TutorkME 2. — St {F,, ¢,} est biorthogonale et si {F,}
est totale dans Hea(Q), alors {F,, ¢,} représente Iy si et

seulement si la suite 3§ Fk(z).cp,,(C)z est bornée dans
chxp(c"),o (E X x). o PeN

Démonstration. — « Seulement si » est évident d’apres le
)

théoréme 1. Supposons que gJEp(z, 8) = Y Fuz).0,(%)} soit
0

bornée dans Heweemo (E X x). Soit {X,} wune suite
extraite convergente et soit H(z, {) sa limite, HR(z, {) repré-
sente une application linéaire continue T de He(Q) dans
He(E) et on a, par suite de la biorthogonalité de {F,, ¢,}:

T(F,) = Ig(F,) = F, pour tout p,

T est donc identique & I, car {F,} est totale dans He(Q).
Il en résulte que RA(z, ¥) = w(z, {). Donc toutes les suites
extraites convergentes {%,} ont la méme limite o(z, ¥).
Puisque Henxpiemo (E X x) est un espace de Montel, ce

fait implique la convergence de i Fi(z).94(%).
]

Remarque 0. — Avec les mémes hypothéses, on peut
montrer que {F, ¢,} représente absolument I¢ si et seule-
ment si la famille 32 Fk(z).cpk(t)g (5 désigne la famille

kec ceF
des parties finies ¢ de N) est bornée dans Hgr iy piem, ol E X %)
2) Soit {F,, ¢,} une suite biorthogonale dans

Hen(Q) X Hpem, o(2),

{F,} est dite une base (au sens de Schauder) de Hx(Q) st et
seulement si {F,, ¢,} représente 'application identique de
He(Q) sur lui-méme.

TutoriMeE 3. — {F,} est une base de Hx(Q) st {F,}
est totale dans He(Q) et {F(z).9,(0)}xen est bornée dans
Henxpem, o(Q X X)-

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du
théoréme suivant d & Dynin et Mitjagin (voir [17]).
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TuEorEME — St X est un espace nucléaire et st {z,, =}
est une suite biorthogonale dans X X X' satisfaisant les condi-
tions :

[ — {x,} est totale dans X.
— Pour toute seminorme p de X il existe une seminorme
q=>p telle que:
Sup g(ai)p(@) = Kpy <
avec
\ q(zk) = Sup {|zi(a)| : ¢(z) < 1, z € X}.
Alors {z,} est une base absolue de X.

3) On suppose que {F,} soit une base de He(Q). Soit
T une application de {F,} dans Heg(E), E étant une partie
de C™: TFk = Gk'

TutoriME 4. — T peut étre prolongée en une application
linéaire continue de He(Q) dans Hem(E) su et seulement su

P

? Gi(2) . 94(%) oy O ‘bornée dans  Hemxpm, o E X x).

Démonstration. — S1 T peut étre prolongée en une applica-
tion linéaire continue de He(Q) dans Hen(E) que on note
encore par T, alors pour toute fe He(Q) on a:

Tf=3 < o0 TR = 3 <f, o G

la série étant convergente dans Hen(E). Donc {G,, ¢,}

P
représente T et, d’aprés le théoréme 1, %Z G,‘(z).cp,,(C)%
est bornée dans Hemxpem ol E X %). ¢ » 0 -
Réciproquement supposons que ? G,,(z).q;,,(ﬁ)g soit

0
bornée dans Hemxpem, o E X x). Posons

p
Rz, §) = % Gi(2) - @i(8)-
Soient {H#,} et {H,} deux suites extraites convergentes
quelconques et soient R’ et R” leurs limites respectlves
A’ et R” représentent deux applications linéaires continues

T et T” de Hw(Q) dans Hen(E). Ona: T'F, =T"F, = G,
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pour tout k. Donc T'=T" car {F,} est une base de
Heo(Q). 11 en résulte que R = R" =XR. Donc la série

Y Gy.9, converge (dans Hemxpemy ofE X x)) et a pour
0

somme la fonction X. Il est évident que I’application repré-
sentée par X est un prolongement de T.

Remarque 1. — D’apres le théoréeme de Dynin et Mitjagin
cité, toute base de Hex(Q) est absolue.

Remarque 2. — Dans le théoréme 4 on peut renforcer la
condition nécessaire :

Si T est une application linéaire continue de He(Q)

dans Hen(E), alors la série i Gi(2).9,(%) converge absolu-
0

ment dans Hgmxpem o (E X x) et sa somme X(z, {) repré-
sente T.

Démonstration. — Puisque la base {F,} est absolue, pour

toute fe Ha(Q) lasérie X <f, ;> G, est commutativement
(1}

convergente, donc absolument convergente, dans Hen(E).
Donc la suite {G,, ¢,} représente absolument I’application
T. Il ne reste qu’a appliquer le théoréme 1 pour avoir la con-
clusion.

Remarque 3. — Puisque toute base de He(Q) est absolue,
il résulte du théoréme 1 D’assertion suivante qui sera utile
dans la suite:

S1 Q est ouvert et si {F,} est une base de Hex(Q), alors
pour tout compact K < Q 1l existe un compact L < Q

et une constante finie Jb tels que pour toute série Z AFy
convergente dans He(Q) on a:

S MF ().

0

g [l (L}ealzile(z)l) < JMb. Max

z€L

Cette assertion peut é&tre considérée comme un cas parti-
culier d’un théoréme de Newns [18].



CHAPITRE 2

BASES SIMPLES

Une suite {F,} de fonctions holomorphes sur une partie
X de C est dite:

— simple de 1r¢ espéce lorsque chaque F, est un poly-
néme vérifiant : v

FP(0) = n!, F8+H(0) =0, vk > 1.
— simple de seconde espéce en un point a € X lorsque:
F.(a) = Fya) = --- =F{(a) =0, F{Pa)=n!

Ce chapitre est consacré a 1’étude des bases (de Schauder)
simples. De telles bases ont été étudiées par Whittaker [31],
Evgrafov [9] et Falgas [11].

Nos résultats sont essentiellement d’une variable complexe,
quelques-uns sont donnés sous forme de plusieurs variables
complexes, mais dans le cadre trivial des fonctions holo-
morphes sur un polydisque (le cas des domaines de Reinhart
s’y rameéne).

1. Bases simples de certains espaces de fonctions
d’une variable complexe.

Remarque préliminaire. — a) Pour toute partie X de
C=C U {o}, HX) désigne 'espace des fonctions holo-
morphes au voisinage de X muni de sa topologie limite
inductive. Soit E une partie de C, il est bien connu qu’on
peut mettre en dualité vectorielle topologique les espaces
H(E) et Hy(E) par le produit scalaire:

9> = [ f@e) dz, [feHE), ocH([E)]
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vy étant un cycle convenablement choisi dépendant de f
et ¢ (voir par exemple [16 b]).

b) Soit {F,; ¢,} un systéme biorthogonal dans

H(E) x Hy([E):
Fp o> =80

— Supposons que  E soit un compact 4 complémentaire
connexe et que {F,} soit une suite simple de 1T® espéce
(respectivement de 2¢ espéce en un point a € E). Pour tout
nombre R tel que le disque D(a, R) = {z: |z — a] < R}
contienne E on a (%):

fC(a R) F"(z)q"'(z) dz = <Fp: P
' =3,, (Cla, R) = {z: |z — a| = R}).

On en déduit par un petit calcul :
n—+ 1)!
?;ﬂ+l)(w) —_ ﬁ_;—i_‘n), ?n(w) — <p,I,(CO) _— e =— ?s:l)(w) —_— 0
(vespectivement ¢I'"*¥(w0) =0, Vk > 2).
— Maintenant supposons que E soit un domaine, alors
avec les mémes hypothéses on a les mémes conclusions, car
pour tout r tel que D(a, r) < E on a:

F(2)9,(z) dz = 3§, ,.

Cla, r)

¢) Dans la suite pour ne pas compliquer le langage nous ne

considérons que les bases simples de 2¢ espéce a l'origine 0

(on les appellera tout simplement bases simples de 2¢ espéce)

et, bien siir, les bases simples de 1re espéce. Cela ne restreint

nullement la portée de nos résultats concernant les bases
simples de 2€ espéce.

1. Soit yx un compact du plan C tel que [:x soit

un domaine régulier pour le probléme de Dirichlet, Leja [13]
a établi 'existence d’une suite de points {«,} de yx telle que:

.1
lim — log |Ly(z)] = G (5, [[x, ®) 4 log (Cap 1)

(%) Respectivement pour tout R inférieur au rayon d’holomorphie en a de F P
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uniformément sur tout compact de [:x, avec:
Lo(z) =1, L,(2) =(z—a)(z—a3) ... (2 — a,)
G(z, x, ©)=Fonction de Green de [X avec pdle au point o,
Cap y = Capacité logarithmique de .

D’aprés un résultat classique de Walsh (voir [28 a], Théoréme
2 du chapitre 7; Walsh a démontré ce théoréme pour le cas
ou x et [:x sont connexes, mais sa démonstration s’étend

facilement au cas général) toute fonction f holomorphe
sur K,:

J’ip:gze[:x:G(z,[:x,oo) <logpgux

peut étre développée en série Y C,L,(z) convergeant uni-
(1]

formément vers f sur tout compact de X,, et ceci pour tout

p€]l, c[. Dans la série %‘, C,L.(z) les coeflicients C,

sont déterminés formellement en posant successivement
Z=ay, 2=03 ..., 2=2a, ...; les C, sont des formes
linéaires continues de f sur H(X.), donc {L,} est une base
commune des espaces H(X,)(1 < p < ).

Ainsi a-t-on prouvé le

TutortMeE 1 (Lesa). — Il existe une base simple de 1re
espéce {L,} des espaces H(X,) telle que:
lim (Lt = ¢.Cap x (Ve € 11, )
| L, = Sup |La(2)]
zek,
2. Soit Q un domaine de C contenant 'origine 0 et

régulier pour le probléme de Dirichlet, on pose pour tout
re]o, 1[:
I, ={z€Q: G(z Q, 0) > —log r}
A désigne le complémentaire de Q et, pour tout ensemble
E = C, £ désigne I'image de E par linversion z—>—1—.

¥4
Soit {L,} la base de Leja de H(X) (voir Th. 1), soit
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{$.} la suite dans Ho( [:.’f{) formant avec {L,} un systéme
biorthogonal (on I'appelle aussi, bri¢vement, la base duale de

{L.}), c’est une base commune des espaces Hy({) (ﬁ = Cji)
et Ho(i,), au voisinage de I'infini on a:

-~ - __1__ d —k . 1 Si k =n + 1
Talz) = 2im % Tk T BVEC k= 30 sik < n.
En posant:
eo(2) =1, o@.(z) = % %y, 22"
onale
TutorikME 2. — Il existe une base stmple de 2¢ espéce {p,}

des espaces H(l,) telle que:

r

li A =—T— (vre 0, 1]).
im  (|e,1,) Cap. (vre ]0,1[)

R>0

3. Soit Q un ouvert du plan G & complémentaire connexe.
On ne sait pas si H(Q) posséde une base simple de 1€ espéce,
méme lorsque Q est l'intérieur d’un contour de Jordan.
Cependant on a la '

Prorosition 3. — St {P,} est une base sumple de 1€ espéce
de Uespace H(Q), alors pour toute suite complexe {a,} la
série Za,P, converge dans H(Q) si et seulement su :

. 1
i/n .
lim sup |a,|** < Cap O
Démonstration. — Posons p = Cap Q.

. 1
a) Supposons que lim sup |a,|'" < —, montrons que la
e

série  Xa,P,(z) converge normalement sur tout compact
K de Q.

Puisque {P,} est une base absolue de H(Q) 1l existe,
d’apreés la remarque 3 du chapitre 1, une constante A <
et un compact K’ = Q tels que:

| Za;Pjlx < A|ZajP)|x (1)
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pour toutes suites finies {«;} et {a;} telles que o; =«
ou 0. Soit ® un ouvert & complémentaire connexe limité
par un nombre fin1 de Contours de Jordan analytiques dis-
joints tel que:

KcowcaoucQ Capo =17 < p.

Soit {F,} la base de H(w) formée par la suite des polyndmes
de Faber-Walsh [28b], {F,} est une base simple de 1r® espéce
telle que pour toute suite complexe {b,} la série Zb,F,
converge dans H(w) s1 et seulement si

lim sup |,|'"* < }— (2)

T

‘Puisque {P,} est simple de 1re espéce on a:
n—1
F,=P,= Y A, P,
Jj=0
Donc (1) donne:
|Plx < A|F,|x.

1

Puisque lim sup o' < = < -1— la série  Z|a|F.x
converge d’aprés (2). Donc la série Z|a,||P,/x converge.
b) Supposons maintenant que Xa,P, converge dans H(Q),
donc normalement sur tout compact de Q (car {P,} est

une base absolue de H(Q)), montrons que lim sup |a,|*" < —

Soit © la réunion des intérieurs d’un nombre fini de Con-
tours de Jordan analytiques disjoints dans Q, soit {F,}
la base de Faber-Walsh de H(w). En raisonnant comme dans
a) on voit que la série Z|q,||F,|x converge pour tout compact
K < o, donc:

. 1
Iim sup |a, | <
n>® p I n' = Cap.m

On peut choisir » tel que Cap w soit arbitrairement voi-
sine de Cap Q, donc:

im sup o™ < g
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4. Prolongement des bases sumples.
Soit «© un domaine de Carathéodory, c’est-a-dire tel que

® et la composante connexe non bornée de [:;’ aient la
méme frontiére.

Prorosition 4. — St {P,} est une base sumple de 1re espéce
de H(w), alors {P,} est une base commune des espaces H(X,)
avec : ,

K= {z¢€ [:5: G(z, 0, ©) < log:p} Uo(l <p < o)

Démonstration. — Soit {{,} la base duale de {P,}. D’aprés
le théoréme 2 du chapitre 1 on a:

Pour tout contour (de Jordan) C dans o, il existe un
contour I' dans ® et-une constante M < oo tels que:

~|Picldulr < M Vn (1)
Posons : '
ve = {z€ Ext C: G(z, Ext C, ©) = log p}
yF = {ze ExtI': G(3, Ext T, c0) = log ¢}

Puisque ¢,(0) = ¢p(0) = .-+ = ¢{’(0) = 0 une géné-
ralisation du Lemme de Schwarz (voir [29], Lemme 1) donne :

[4alyg < [dalro™ (2)

D’autre part une généralisation du lemme de Bernstem
([26a], Lemme 2.1) donne:

|Palyg < [Pulc.e™ @)

Puisque o est un domaine de Caratheodory on peut choisir
les contours C et T de telle maniére que G(z, Ext C, ) et

G(z, ExtT, o) soient arbitrairement proches de G(z, Cm, )
Ce fait entraine, avec (1), (2) et (3): '

Pour tout contour y dans X, il existe un contour <y’
dans X, et une constante M < oo tels que:

IPn‘Y'I¢n|Y' < M vn
Donc {P,} est une base de H(%,) d’apres le théoréme 3



188 NGUYEN THANH VAN

du Chapitre 1, car {P,} est totale dans H(X,) (théoréme
de Runge).

Remarque. — En gardant les notations des paragraphes
1 et 2, et en utilisant ]a méme méthode, on peut prouver que

— s1 {P,} est une base simple de 1r¢ espéce de H(y),
alors elle est une base commune des espaces H(X,)
(1 <p < ),

— s1 {¢,} est une base simple de 2¢€ espéce de H(Q), alors
elle est une base commune des espaces H(I) (0 < r < 1).

5. Equivalence des bases simples.

Deux suites {z,} et {y,} d’un e.v.t. X sont dites équi-
valentes lorsqu’il existe un automorphisme vectoriel topolo-
gique & de X tel que ©(z,) =y, pour tout n.

Prorosition 5. — St {z,} et {y,} sont des bases absolues

d’un espace tonnelé quasi complet X (sur C) et si pour tout
n assez grand on a:
Ty = 3 %Y avec w, , =1

Bi.n T avec B..=1

o8 o8

Yo =
Alors {z,} et {y,} sont équivalentes.

Démonstration. — Par le théoréme de Banach-Steinhaus
on voit qu’il suffit de montrer que pour toute suite complexe

{a,} la convergence (dans X) de la série i a,y, équivaut
1]

@

a celle de Y a,z,.
1]

LemMme ([22]). — St {z,} est une base d’un espace tonnelé
X et st {N;}ie:r est une famille de semi normes continues
engendrant la topologie de X, alors pour tout 1 el il existe
une constante finie A et un indice jel tels que pour toute

o0
série Y, a,r, convergente dans X on ait:
[}

N,-(i a,‘:z:,,) < AN.,(i a,‘x,‘) Vm, n.
m 0
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Maintenant supposons que Y, a,z, converge dans X, puisque
0

{z,} est une base absolue de X on a:
i |@,|Ny(z,) < © pour tout jel.
[}

D’aprés le lemme pour tout i€l 1l existe A < o et
jel tels que:

P
N3 knw) < ANf@) vm, p,
en particulier:

Ni(“n,n yn) = Ni(yn) < ANj(xn)?
donc:

2 a|Ni(y,) < A 3 Ja|Ny(z,) < o,

cela entraine, X étant quasi-complet, la convergence (dans
X) de la série 2, @Y,
De la méme fa(;on on montre que la convergence de Z .Y,

entraine la convergence de Z a,r,.

Conséquences :

a) Soit E un sous-ensemble de C, deux bases simples
de 1re espéce quelconques de H(E) sont équivalentes.

En effet s1 {P,} et {Q,} sont deux telles bases on a évi-
demment :

Pn = Qn + an-—l.n Qn—l + ot + “0,»
Qn = Pn + Bn—l,u Pn—l + + Bo,n-

On se trouve donc dans la situation de la proposition 5.

b) Si Q est un ouvert contenant 0 et si {p} et {¢}
sont deux bases simples de 2¢ espéce de H(Q), alors elles
sont équivalentes.

En effet par substitution des séries on trouve:

Pn = q’n + an+1,n ‘pn+l + e + an—l—k,n ‘pn+k +
¢n = @, + Bn+1,n <Pn+1 + e + Bn-}»k,n q)n+k +

c) Si y est un compact régulier et si {P,} est une base
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simple de 1re espéce de H(y), alors:
lim (|P,[5,)!/" = ¢ Cap x Vp > 1.

En effet d’aprés la proposition 5 et la remarque qui suit
la proposition 4 {P,} est une base de H(H,;) équivalente
a la base de Leja {L,}, pour tout p > 1. L’équivalence
simultanée des bases {P,} et {L,} sur les espaces H(%,)
(p > 1) entraine:

lim ([P,]5,)! /" = lim (| L[, )" In = o Cap x.
d) S1 Q est un domaine régulier contenant 0 et si {¢,}

est une base simple de 2¢ espéce de H(Q) alors par un rai-
sonnement analogue & celul de ¢) on a:

r

lim (|4, )/ = vre 10, 1[.
n>w C

ap &
6. ‘Complément & un théoréme de Widom.

Dans ce qui suit (paragraphes 6 et 7) Jb désigne toujours
une mesure positive sur .

Soit x un compact régulier, b est dite admissible (au
sens de Widom [32]) lorsqu’il existe une famille {z},.,
de sous-compacts de yx telle que

— lim Cap yx, = Cap .

t>0

— Pour tout sous-ensemble A de y tel que Jb(A) =0
on ait:
lim inf ot (A N %) =0.

t>0
! désigne la mesure harmonique de y,.
Pour chaque n il existe un polynéme
P(z) = 2"+ 0, p-1 2" + -+ + a,, unique
tel que:
Moz = [ [Py(z)]* dib,
= o 2 “_I,Iif_l)ecn f |2" 4 otpeg 2%+ ooo - agl? dilb,.

Posons :

IPnI)(_ = MaX IPn(Z)l‘
zey
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Widom a montré que:

lim (|P,|,)t" = lim (M)t = Cap . (1)

ProrosiTion 6. — {P,} est une base commune des espaces

H(X,) (1 < ¢ < ).

Démonstration. — Soit A = Ly, ) le sous-espace formé
de L3(x, w) engendré par les polyndmes, on a:

H(x) ¢ A (2)

le signe ¢ signifie I'inclusion continue. Il en résulte que
toute forme linéaire continue ! sur A est une fl.c. sur H(y),
donc d’aprés le théoréme de dualité de Kothe il existe une
fonction unique ¢ € Hy(x) telle que:

U = <o, D = f ¢(2)f(z) dz pour toute fe H(x)

s

Par Papplication ! — ¢ on peut identifier le dual A’ de A
a4 un espace hilbertien A* de fonctions holomorphes sur

[:X et nulles au point c avec la norme:

lolas = [lla-

La suite {P,} est une base orthogonale de A, soit {¢,}
la suite dans A* qui forme avec {P,} un systéme biortho-
gonal, c’est-a-dire:

Wp P = [ 4,()Py(2) dz = 3, ,.
On a:

— ¢¥(0) =0 pour k < n, ¢*V(0) = (rn+1)! ;;ni)!
= Wl = = (b0 = IPL),
— {P,, 4, est un systéme biorthogonal dans
H(X,) X Ho(K,) (1 < p < o0).
(2) imphque :
A ¢ Hy( [x).
Donc siI'on pose I'p, = gze[:x: G(z, (:x, oo) = log pi ona:
[9alr, < Meldalae = Mepa? Vo 3)
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En appliquant les lemmes de Schwarz et Bernstein généralisés
et en tenant compte de (1) et (3) on trouve:

[alr, < M(p, €)(1 + )"(py)™
IPalr, < M(p, €)(1 + €)*(ey)"

avec y = Cap y, pour ¢ arbitrairement petit et p € ]1, of.
Il en résulte que pour tout = < p, 1l existe un o < p tel
que

[Palr.-|dalr, < M(r, 6) < 0 Vn.

{P,} est donc une base de H(X;), d’aprés le théoréeme 3
du chapitre 1.

Remarque. — Cette proposition peut &tre considérée comme
une généralisation des résultats du méme genre dus & Walsh

(voir [28a], chapitre 6).

7. Un résultat analogue au théoréme de Widom.

Nous gardons les notations du paragraphe 6 et supposons
que la frontiére de y soit composée d’un nombre fini de
contours de Jordan disjoints. « désigne l'intérieur de .
Soit p une mesure finie positive sur yx.

TutoriME 7. — Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) lim ()" = lim ([Pl <

(i) lim (u,)* = lim (|P,J, )" = Cap ¥

G) O Litw ¢ He).

Démonstration :
(t) = (wt) : Posons

lim ()" = lim ([P, )" =& < @ (1)

V(z) = lim sup % log | P, ()
V*(z) = Régularisée supérieure de V(z).

On voit facilement que V*(z) est une fonction sous-
harmonique non constante et:

V¥(z) < log: Vzeo.
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Donc en appliquant le lemme de Hartogs on a:
Pour tout compact K < w, il existe ¢, € ]0, A[ tel que

| Pl < M(K’ co)(A — €)™ (2)

D’autre part (1) donne : pour tout ¢ € ]0, A[ il existe M, < oo
tel que
B = “Pn"A = Ms()\ - e)n Vn. (3)

Si nous posons pour toute f= Za,P,eA =Ly, u):

I1fla = (Z |a,|*ud)'?
Hf“K =X |an||Pn|x

alors les inégalités (2) et (3) donnent:
Iflx < Mlfla VfeA.
Donc pour tout compact K < o il existe Mg < o tel que:
Iflx < Ifle < Mk[fla VfeA.

Il en résulte: Li(x, ©) ¢ H(w).

(tit) = (12) : On garde les notations de la démonstration
de la proposition 6. On a:

H(x) ¢ A ¢ H(w). (4)
Hy( () cA* ¢ H([ 2). (5)
Posons :
Pn = 'I;)l’ ;!.;n = p'nq"n'

n

{P,} est une base orthonormale de A et {P,; J,} est un
systéme biorthogonal dans H(X,) X HO(CJ{p) pour tout
p€]l, o[. (5) implique pour tout p e ]1, oof:
[%alr, < Meldalae =M, Vn
Il en résulte, par le lemme de Schwarz généralisé :
Pour tout <€ ]0, p[, il existe M(p, €) < © tel que

1%lr, < M(e, <)(e — &)™ (6)

Désignons par €, €, ... €, les contours de Jordan compo-
sant la frontiére de y; soit, pour chaque ¢, C; un contour
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de Jordan dans I'intérieur de C; (i =1, 2, ..., l) et posons

!
C =U C;; on a d’apres (4):
1

|Pc < Mc|P,sa =M Vn
Si I'on pose:

Ext C = Domaine non borné limité par C

vf = {z€ Ext C: G(z, Ext C, o) = log p}
alors le lemme de Bernstein généralisé donne :
Ipn"rs < MCPn'

Puisque pour tout p fixé on peut choisir C de maniére
que y§ soit arbitrairement proche de T, on voit facilement
que:

Pour tout & > 0 1l existe M(p, ¢) < o tel que

IP.Ir, < M(p, €)(p + )" Vn (7
D’autre part on a:
1= ﬁe P.(2)0a(2) dz < Ly|Pilr,- |31, (8)

6) + (7) + (8) donnent, pour tout pe€]l, o[ et tout
e€]0, p[:

Clp, €)(p — €)" < |Pylr, < C'lp, e)(p +€)* n
Cles e)(p + &)™ < |dulr, < C'(p, e)(p — )™ n

Il en résulte que pour tout pe i, of:

— {P,} est une base de H(X,)
= lim B,/ = . ©)

{P,} est donc une base simple de 1r® espéce des espaces
H(%,). D’aprés la conséquence ¢ de la proposition 5 on a:

lim (|P,jp)" = p Cap x Ve > 1. (10)
Cette formule entraine avec (9):

lim (p,)'* = Cap .

n>w
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Il résulte immédiatement de (10):

lim sup (|P,|,)%" < Cap .

Si lim inf (|P,|,)¥" < Cap x, alors on a aussi

n>x

Iim inf (p,)'» < Cap x, car p2= ‘/; |Pol? dis.

Donc lim inf (|P,[,)¥* > Cap x et finalement:

lim (|PJ,)"* = Cap x.

Fin de la démonstration.
Dans cette démonstration nous avons implicitement prouvé
la proposition suivante :

Prorosition 8. — Si #6 est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(y) CQ #6 C H(w) et st {P,} est une
suite stmple de 1T® espéce formant une base orthogonale de 36,
alors {P,} estune base commune des espaces H(R,) (p > 1) et
ona: '

lim (1P, l5)!" = Cap 2.

n>w

Remarque.

— Le théoréme 7 et la proposition 8 restent valables quand
o =y est un domaine de Carathéodory. _

— D’aprés le théoréme 7 et le théoréme de Widom, si p
est une mesure admissible sur y alors:

Li(x, #) ¢ H(w).

On ne sait pas si la réciproque est vraie.

8. Soit Q un domaine contenant 0, on suppose que la
frontiéere de Q est composée d’'un nombre fini de contours
de Jordan disjoints dont I'un contient tous les autres dans
son intérieur. Par la méthode du paragraphe précédent on
obtient la:

Prorosrrion 9. — Si #6_est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(Q) ¢ # ¢ H(Q) et st {{,} est

une suite stmple de 2¢ espéce formant une base orthogonale de
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%, alors {{,} est une base commune des espaces H(l,) avec
L={z€Q:G(z,Q,0) > —logr} (0<r<1)
et on a: .
lim (14l = (Cap &),

ou R désigne U'image de R = (:Q par Uinversion z —>—1—

Un exemple. — Prenons # = Lj(Q) (espace de Bergman).
Pour tout entier n posons:
E, = {f e L¥(Q): f(0) = f'(0)
= ... = f("‘l)(()) = 0, f(")(O) = n‘}

Soit f, T'unique élément de E, vérifiant:

ut = [Jo\fe + i)t do dy = Inf [fL|f(z + iy)l* do dy.

Il est connu (Bergman) que {f,} est une base orthogonale
de L3(Q). Donc on a d’aprés la proposition 9:

lim (g,)!/* = (Cap &)-1.

Un résultat analogue a été trouvé par Schiffer et Siciak par
une méthode différente (voir [25], théoreme 5).

2. Bases simples dans P’espace des fonctions holomorphes
sur un polydisque et dans certains espaces
de fonctions entiéres.

1. Notations.

Pour tout z=(z, 25, ..., 3,) € C* et
K= (K, K, ..., K,) eN"

on pose:

K=K gk g K= (K (K, ... (K,
2 =lal +lal + - +1al, lsl. = Max |3,

Soit m = (my, my, ... m,) un élément de N", on écrit
K < m lorsque K, <my, K, <my ... et K, <m,; on
éerit K < m lorsque K < m et K # m. L'ordre < ainsi
défini n’est pas total sur N* (n > 2).
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On peut définir plusieurs ordres totaux sur N de la
facon suivante :

supposons que < soit un ordre total sur N1 soit j
un entier compris entre 1 et n, pour deux éléments
K=(K, ... K,) e¢ m=(m ... m,) de N" on écrit
K <€ m lorsque

— ou bien K; < my,

— ou bien K;=m; et

(K13 Kz e Kj—-l’ Kj+1 e Kn) << (ml, my ... mj_l, mj+1 cee m,,).

On définit ainsi un ordre total sur N*. En commencant
par N avec son ordre naturel, on définit de proche en proche
plusieurs ordres totaux sur N”; un tel ordre sera noté <.
H,(R) (0 < R < o) désigne I'espace des fonctions de n
variables complexes holomorphes dans la boule

{zeC": |z]. < R}).

H,(R) désigne I'espace des fonctions de n variables com-
plexes holomorphes au voisinage de la boule compacte
{ze C"): |z|., < R}

Ces espaces sont munis de leurs topologies usuelles. Les
bases de ces espaces sont absolues, c’est pourquoi on peut
indexer les bases relativement a N" La suite {z%}gcn
constitue une base commune a tous les espaces H,(R) et

H,(R). On peut mettre en dualité vectorielle topologique les
espaces H,(R) et H,(1/R) a l'aide de la forme bilinéaire :

o= 3 B

eN® K! ' K! '

Relativement a cette dualité le systéme {z%, w¥} _n est
biorthogonal.

2. Bases simples.

Une suite {¢,}nmexr de fonctions holomorphes (de n
variables) au voisinage de lorigine est dite simple de 1re
espéce lorsque I’on a pour tout m:

a1

— K ™
Pm(z) = KEENR Ax 2% avec Axn=0 si K & m.
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Lorsque I’on a pour tout m:

on(z) = Y Agxn.z* avec 3§
KeN" ) K, m
Alors {¢,} est dite simple de 2¢ espéce.
Une matrice n-infinie est par définition une application
de N* X N* dans C. Le produit de deux matrices n-infinies
se définit de fagon usuelle:

(Ax.n)- Brn] = [Cxn] avec Cxn= 20 Ac,B, .

[Cx,n] existe lorsque la série X Ag ; B;, est sommable pour
tout couple (K, m)e N® X N™. Dans le cas ou:

[Ak,m]- [Bx,m] = [Bg,n]-[Ax n] = [3%, n]

[Bk, .] est appelée matrice inverse de [Ag ,] (cette inverse
est unique).

Une matrice n-infinie [Ag ,] est dite simple de 1re espéce
(resp. de 28 espéce) lorsque ’on a pour tout m:

Apn=1Ax,=0 pour K & m (resp. K < m).

Prorosition 1:

a) Une matrice n-infinie est simple de 1re espéce (resp. de
2¢ espéce) st et seulement su elle devient une matrice 1-infinie
simple de 17 espéce (resp. 2¢ espéce) lorsqu’on arrange les indices
sutvant n’importe quel ordre < défini sur N* (voir 1).

b) Toute matrice n-infinie de 1Te espéce (resp. 2¢ espéce)
est inversible et son inverse est aussi de 1ve espéce (resp. 2¢
espéce).

Maintenant soit ¢,(z) =X Ag ,z* une suite simple (de
1re¢ ou seconde espéce) de fonctions holomorphes au voisi-
nage de 0 et soit [Bx ,] la matrice inverse de [Ag ,].

TutorEME 2:

a) {Pntmenn est une base de H,(R) st et seulement su:

lim su Ag .| + |Bx | )rEn\umi < R
<ca>§ (3 (Al + IBea)r) |

Imil>e" \ geNn
pour tout r < R
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b) {Pmimenr est une base de H,(R) si et seulement si :
o Pout tout R’ > R, il existe r > R tel que
(Cy) lim sup (Kezm (IAx.n| + |Bx, o )FI%ipmi < R,

[Im]] > o

Démonstration. — En raisonnant comme dans la démons-
tration du théoréme 4 du Chapitre 1 on a:

LEMME :

a) Une suite {F,},can d'éléments de H,(R) est l'image de
{z"}nenr par une application lLinéaire continue de H,(R)
dans lui-méme st et seulement si:

_ 1 '
Pour tout r < R, il existe v > = tel que:

R

(CJ) |
3 IFal A < oo,

ou | |, désigne la norme |Zaxz®|, = Z|ag|rl*!
b) Une suite {F,}nenn @'éléments de H,(R) est Pimage de

{z" },,,eN. par une applwatwn linéaire continue de H,(R) dans
lui-méme si et seulement su: :

Pour tout + > %, il existe r > R tel que

3 Il < o,

(Cy)

Fin de Pénoncé du lemme.
I1 est clair que:

(C;) <= limsup (|F.l,)* < R pourtout r < R.
Pour tout R’ > R, il existe r > R tel que
(Cp) ==

lim sup (|F,[ )l < R'.

Maintenant supposons que {¢,} soit une base de H,(R)
(resp. H,(R)), alors d’aprés la Proposition 1.5 et la Propo-
sition 1 {¢,} est équivalente & {z"}, c’est-a-dire {¢,}
est 'image de {z"} par un automorphisme de H,(R) (resp.
H,(R)) quel’on note par A. Il est clair que {{,(z) = = Bg ,z*}
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est 'image de {z"} par I'inverse de A. Donc, en appliquant
le Lemme 1 on trouve immédiatement (C,) (resp. (C,)).

Réciproquement si (C,) (resp. (C,)) est vérifiée alors
d’aprés le Lemme 1 les applications :

A:z" >, =3 Ag,2*
B:z" >, =2 Bg,z*

se prolongent en deux applications linéaires continues de

H,(R) (resp. H,(R)) dans lui-méme, ces prolongements
seront notés A et B.

Puisque [Ax ,] et [Bg ,] sont inverses 'une de I’autre
on a:

A o B =B o A = Application identique.

Donc A est un automorphisme de H,(R) (resp. H,(R))
et {9,} est une base de cet espace. C.Q.F.D.

CoroLrLaIRE. — St {9,} est une base simple de 1T€ espéce
(resp. 2¢ espéce) de H,(R) ou H,(R), alors elle est une base
de H,(p) pour tout p > R (resp. p < R).

Démonstration. — Nous allons démontrer le Corollaire dans
le cas ou {¢,} est une base simple de 1r® espéce de H,(R)
(les autres cas se démontrent de la méme fagon).

(C,) est équivalent a la condition suivante: pour tout
r<R il existe A, < o et A, e[0, 1[ tels que

AS, (A al + [By AR < AR

Soit C une constante > 1, il résulte de 'inégalité précédente :

(CEYI™N[ 3 (A al + By, ¥IHImI] < A, (2, CRYIm

Puisque A, ,=B,,=0 pour k£ m on a:

S (|Ag nl + 1By o)A < S (JA, L 4 | By ol (Cr)li*iHImIL

k k

Donc:

(Cr)"[ 2 (Awnl + B, nl ) CrtHIEIT < A (2 CRYIm
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Cela montre que {¢,} est une base de H,(CR) pour toute
C>1 C.Q.F.D.

Remarque. — Ce corollaire peut étre établi par la méthode
utilisée dans L.4.

3. Application : Ordre et type d’une fonction entiére.

Soit A un domaine de Reinhart complet et borné de centre
0 de I’espace C", soit p unentier > 2,log,z désigne I'itérée
d’ordre p de logz et on pose par pure convention log, z = z.
Soit f une fonction entiére de n variables complexes, on
pose :

M(r, f) = Sup |f(z)], e = lim sup log, M(r, f)

zIr€A r>wo IOg r

p s’appelle le p-ordre de f, lorsque p est fin1iet > 0 alors
le (A, p)-type de f est par définition:
log,, M(r, f)

ré

¢ = lim sup

Soient p et v deux nombres > 0, on désigne par Bf(u, v)
I’espace de Banach des fonctions entiéres [ telles que:

If1 = Sup M f)__ ¢ oo,

r exp,_y (vrt)

EA(w, v) désigne I'espace des fonctions entiéres de croissance
(p-ordre, (A, p)-type) < (w, v), ER(r, v) désigne 'espace des
fonctions entiéres de croissance (p-ordre, (A, p)-type) < (@, v).

Pour deux couples (a, b) et (a’, b’) de nombres réels on
écrit (a, b) < (a/, b') lorsque: ou bien a < a/, ou bien
a=ada e b<b. On écrit (a, b) < (a/, b') lorsque
(a, b) < (a', b') et (a, b) # (d, b').

On munit Ef(w, v) de la topologie limite projective de
Bi(e, 7) avec 7 > v, et ER(s, v) de la topologie limite
inductive des B{(w, ) avec © < v.

TrtoriME 3. — a) St {¢,} est une base simple de 17€ espéce
de ER(w, v) ou ER(w, v), alors pour tout entier qe€ [2, p[
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et toute fonction f= Z A\, de cet espace

g-ordre de f = a = lim su I%[ log, s [ %
e —_ log I)\kl

lorsque « > 0 et fintona:

lim sup log,o[k|(|Nd d.(A))t¥
(9) st q > 2

(& @-type de =1 Lpim sup A1 (nd dy(a))oies
st q=2

(di(A) = Sup |24).
z€A

b) Si {e,} est une base simple de 2° espéce de ER(u, v)
ou Ei(w, v), alors {9,} est une base de 'espace des fonctions
entiécres H(C") et pour toute fonction entiére f¢ Ej(w, v) et
tout entier q > p le g-ordre et le (A, q)-type de f sont donnés
par les formules précédentes (formules (F)).

La démonstration du théoréme se base sur plusieurs lemmes.

Lemme 1. — Le g-ordre et le (A, q)-type d’une fonction entiére
f = ZN\z, sont donnés par les formules ().

Ce lemme a été trouvé par Lindelsff dans le cas d’une variable
(n =1) et retrouvé par D. Sato. Le cas n > 1 et ¢ =2
a été établi par A. A. Gol’dberg. Le cas général présenté ici
se démontre sans difficulté par une combinaison des démons-

trations de Sato [24] et Gol’dberg [12].

LemME 2. — {9,} est une basede Ef(u,v) (resp. E}(u,v))
st et seulement st la suite :

c g du(d) (log, ,[k]) e
Pm = ; dm(A) (logp_zumll)urf.u/p k,m %

k

est une base de Uespace H,(R) (resp. H,(R)) ou:
0
(ev)—1le st p>2.

R = R(p, u, v) =
. st p=2.
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Démonstration. — 1l résulte du Lemme 2 que la transforma-
tion
f=Zaz" - T(f) = Zdy(A) (log,—,|k])"*V¢a,z*

est un isomorphisme de Ej(n, v) (resp. E}(w,v)) sur H,(R)
(resp. H,(R)). On a:

* __ Pm
=T <dm(A) (log,—olm| )"’"”"‘)

d’ou le lemme.

LemMme 3. — a) Si {p,} est une base simple de 17€ espéce de
Ei(w, v) ou ER(w,v), alors elle est une base de E(p, o) pour
tout triplet (q, p, ) vérifiant la condition: ou bien ¢ est un
entier € [2, p[, ou bien ¢=p et (p, 6) < (@, v).

_ b) Si {pn} est une base sumple de 2° espéce de Efj(n, v) ou
EA(w, v), alors elle est une base de Ei(p, o) pour tout triplet
(g, o, 6) vérifiant la condition : ou bien q est un entier > p,
ou bien g=p et (g, v) < (p, o).

Démonstration. — Nous allons démontrer seulement a), b)
pouvant étre démontré de fagon analogue.

Casoiw q=p et p = p: Enraison dulemme 3 on voit que
le résultat est une conséquence immédiate du corollaire du
théoréme 2.

Cas o p>q ou p=gq et p > p: posons:

. . d.(A) (log,_, | k| kil
A 0B = 5 g s ] - B

Supposons que {¢,} est une base de Ej(u, v), alors on a
d’aprés lemme 3 et théoréme 2:

Pour tout r < R(p, @, v), il existe A, < oo et A€ [0, 1]

(I) tels que r'™ [2 (A% » + Bi m)mku—nmu] < A, (AR,
k

On pose R = R(p, u, v). Soit Ce ]0, o[, on a d’apres

(I):
(cr)umn[z (A% .+ B: m)er!I—Il"'ll] < A,(0,CR)ImI
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D’autre part considérons I’expression :
__ (log,o| k|1 (log, o[ m])imVe
'™ (logy—g [ )W (log,, [m] )iV

(log,—alm| )M (log,—o | k| )1 /eY1*Il [(log,—a | m | )M/eqimti—llkll
fam = [(logq_zum“ )1 (log,—o | e[ )/ 1’] logq_zumn ]

ek. m €m

A,

On a:

ee,m <1 pour k<m et |[m| assezgrand
e, —> 0 lorsque |m| — oo.

On en déduit que pour |[m| assez grand:

3 Ay n(A% n 4 BE n)(Cr)ikiHIml < 5 (AR 5 4 B )ritkiHImL,
k )

Donc finalement :
(CI’)”"’”[Z Ak, m(A: m + B:' m)(Cr)llkll—”mH] < Ar()\r CR)H"‘IL
k

Ainsi a-t-on prouvé que: pour tout couple (ry, ry) de nombres
positifs avec r, < ry il existe A < o et A]0, 1[ tels que

@m (Log, s/ k])1¥¥e
A [ 3 3 AT Tog, | mI)

(I As ml + By, ,,,|)] < A(ary)imil,

Or d’aprés lemme 3 et théoréme 2 cette derniére assertion
équivaut a ce qu’il faut démontrer.
Raisonnement analogue pour le cas ou {¢,} est une base

de Ei(g, v).

Démonstration du théoréme 3. — 1l est clair d’aprés le
lemme 3 que la transformation

=2 N, > g =Z N2
est un automorphisme de E,(p, 6) pour tout triplet (q, ¢, o)
tel que:
— ou bien 2 < ¢ < p (respectivement ¢ > p);
— oubien p=g et (¢, ) < (1,v) (resp. (u%) < (¢, 9))-

On en déduit que pour toute fonction entiere fe Ef(u, v)
ou ER(u, v) (resp. f¢ ER(w, v)) la fonction g associée est
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de méme g¢-ordre et (A, g)-type que f. Pour avoir le théoréme
il ne reste plus qu’a appliquer le Lemme 1.

4. Remarque sur les bases simples dans les domaines de
Reinhart.

Le théoréme 2 peut étre transposé de fagon évidente aux
bases simples de 'espace H(A) ou A est un domaine de
Reinhart complet et borné, car d’aprés Aizenbert et Mityagin
[1] la transformation :

f=Z )z —> g =32 \d, (D)7,
ou d,(A) = Supp |2z*|, est un isomorphisme vectoriel topolo-

gique de H(A) sur H(U), U désignant le polydisque unité.

13



CHAPITRE 3

EXISTENCE DES BASES COMMUNES

Soient E, et E; deux parties du plan G. Une base
commune des espaces H(E,) et H(E,) est par définition
une suite de fonctions holomorphes sur un domaine contenant
E, UE, qui est a4 la fois une base de H(E,) et de H(E,).
Une base {f,} de H(E,) est dite prolongeable & H(E,)
lorsqu’il existe une base commune {f,} des espaces H(E,)
et H(E,) telle que f,={f, sur H(E,) pour tout n.

Dans ce chapitre nous nous intéressons principalement
au probléme suivant: soit Q un domaine du plan C et
soit y un compact dans L, existe-t-ll une base commune
pour les espaces H(y) et H(Q)?

Pour qu’une base commune existe, il est nécessaire que
Q\y soit connexe. En effet I’existence d’une base commune
implique que H(Q) est partout dense dans H(y); supposons
que Q\x ne soit pas connexe, alors il existe une composante
connexe U de Q\y dont la fermeture U est compacte
dans Q, et on constate aisément que toute fonction holo-
morphe au voisinage de y est une restriction d’une fonction
holomorphe au voisinage de y U U, ce qui est impossible.

Notons que le probléme a été résolu dans plusieurs cas
particuliers :

— Q =C et x estun continu, par Faber [10].

— Q = G, y régulier par Leja [13].

— Q est simplement connexe, x un continu, par Erokhin
[8].

— Q estledisque unité, y régulier par Walsh et Russel [30]
(par une représentation conforme on voit que ce résultat est
valable pour tout Q simplement connexe #* C).



BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES 207

Faber et Erokhin établissaient leurs résultats a 'aide de
représentations conformes tandis que Leja et Walsh-Russell
utilisaient la méthode des points extrémaux. D’aprés Levin
et Tikhomirov [14], Erokhin aurait généralisé son résultat
aux domaines multiplement connexes;cependant la démons-
tration est introuvable apreés le décés de Erokhin.

En 1965, Zakharyuta [33] a donné une nouvelle démons-
tration du résultat d’Erokhin par une technique d’espaces
hilbertiens. Nous allons reprendre cette technique pour résou-
dre le probléme dans le cas ou Q # G et Q\y est régulier
pour le probléeme de Dirichlet.

1. Préliminaires.

Nous groupons dans cette section une série de résultats
utiles pour la suite.

1) Soit E un espace tonnelé (sur C), E’ le dual de E
et F un autre espace tonnelé. Deux bases {z,} et {y.}
de E et F respectivement sont dites équivalentes lorsqu’il
existe un isomorphisme (vectoriel topologique) T de E
sur F tel que T(z,) =y, k.

Si {z,} est une suite quelconque d’éléments de E, on
pose:

Ld

S({z.}, E)=3{)\}: A, €C, 3} Az, converge dans KE¢.

0

LemMme 0: — a) Deux bases {z,} et {y,} de E et F respec-
tivement sont équivalentes si et seulement si:

S({z}, E) = S({y}, F).

b) Soit {z,; z.} wune suite biorthogonale dans E X E’
et supposons que E soit réflexif, st {x,} est une base de E
alors {z;} est une base de E' eton a:

S({ai), E') = S*({z}, E)
ou St({z.}, E) désigne Pespace des suites complexes {B,}
telles que i B.\. converge pour toute {A,} € S({z,}, E).
,, ) ,
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2) Soient 6, et ¥6, deux espaces hilbertiens avec produits
scalaires (z,y), et (z,y);, et supposons que #, soit un sous-
espace partout dense dans ¥, et que I’application canonique
E de #, dans ¥, soit complétement continue.

Alors opérateur B = (E*E)!/2 est positif et complétement
continu dans 6, et:

(2, y)o = (Bz, By), pour z et y € %,

L’opérateur positif T = (EE*)~'2, qui est non borné dans
¥, et prolonge B!, a pour domaine de définition 6,
T(%l) = %o, et

(z, y)1 = Tz, Ty)y pour z et yedb;.

T engendre I’échelle hilbertienne 6, (voir [17]), #6, est
le domaine de définition de T* avec le produit:

(z, y)o = Tz, T%), pour z et ye &,
Lemme 1 (Zakharyuta). — Il existe une base orthogonale
commune des espaces ¥, et 36, telle que:
(€xs x)a = p3* pour tout ac€ [0,1], avec p, / .

3) On considére trois espaces hilbertiens #6, ¢ #6, ¢ #6, avec
les produits scalaires (z, y), (t =0, 1, 2) tels que:

No(z, x)s < Ny(z, z); < Na(z, z),,

on suppose que #6; soit partout dense dans 6, pour j > i.
Soit E, Papplication canonique de #; dans ¥, (i > j)
on pose:
B, = EjE,), Ty = (E,Ej)~".

On considére les échelles hilbertiennes #6; avec les produits
scalaires :
(@, ¥) = (Tijz, Tiy);-

Lemme 2 (Zakharyuta).

Hz, G Hozy (2, 2)30 < NI NG (2, 2)gy)
Foz G 10 (2, 7)1 < N3.Ni*. (2, 2)5)-
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4) Nous désignons par h(z) la mesure harmonique de la
frontiére de Q par rapport au domaine Q\y et nous posons
pour tout « €0, 1[:

Q, = {ze Q\yx: h(z) <a} Uy
P, = {ze Q\x: h(z) =a}.
e = Sup 7).

Soit {f,; ¢,} un systéme biorthogonal dans H(y) X H, ( [:x)":
fp o = ./;p fo(2)94(2) dz =S, ,

on constate aisément que ce systéme est aussi biorthogonal

dans H(Q) x Hy([Q.), pour tout «e]o, 1[, et
H(Q) x H ([ a).

ProrositioNn 1. — Si une suite de fonctions holomorphes
{f.} est une base commune des espaces H(y) et H(Q), alors
elle est aussi une base de H(Q,) pour tout « € ]0, 1[.

Démonstration. — Soit {¢,} la suite dans H.,( (:x) formant
avec {f,} le systéme biorthogonal {f,, ¢,} dans

H( x Ho (), H@) x Ho([0.) ev H@) x H, ([0).
a) D’aprés le théoréme 2 du chapitre 1, le fait que {f,}
est une base de H(Q) implique:

Pour tout a€]0, 1[, il existe be ]J0, 1[ tel que:

(A) Sl".lp Ifnla'lq)nlb < 0.

Le fait que {f,} est une base de H(y) implique:
Pour tout b€ )0, 1], il existe a€ ]0, 1] tel que

®) % Sup | ile-leals < .

Donc en appliquant le théoréme de deux constantes de
Nevanlinna on a:

Pour tout a € ]0, «[, il existe be )0, «[ tel que:

© Sup |f-lods < .
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b) Montrons que {f,} est totale dans H(Q,). Pour cela
il suffit de montrer que H(Q) est partout dense dans H(Q,).

Pour fixer les idées, supposons que Q, soit limité par un
nombre fini de contours de Jordan disjoints Gy, C;, G, ... C,, G,
contenant tous les autres dans son intérieur, posons :

0, = Intérieur de C,, R = [:Ei(i =0,1, ..., p).
Chaque ¥%; contient un point z ¢ Q. Nous avons:
H(Q,) = H(6) ® Ho(%:) & Ho(%h) & --- @ Ho(HK)),

d’autre part il est bien connu que:

— {z"},ex est totale dans H(6,).
I est totale dans Hy(K) t = 1,2, ..., p).
(2 — 2)" ) pen
Donc I'espace H(C\{z, %, ..., 3,}) est partout dense dans
H(Q,). Puisque H(Q) > H(C\{z, 2, ..., 3,}) on conclut
que H(Q) est partout dense dans H(Q,). Donc {f,} est
totale dans H(Q,). Notre raisonnement s’applique également
aux autres configurations de la frontiére de Q,.
D’aprés le théoréme 3 du chapitre 1, la totalité de {f,}
dans H(Q,) et (C) impliquent que {f,} est une base de

l'espace H(Q,).
C.QF.D

2. Théoréme principal.

1. Soit ¢ le flux de h(z) a travers tout contour I' séparant

x et (:Q:
— 1 E’—}-tds
?—211]1: dn

gﬁ désigne la dérivée de h suivant la normale de la courbe T
n ,

posons :
R = exp £
?

Soit p une mesure finie positive et admissible (au sens
de Widom, voir par.1.6 du chap. 2) sur y, Li(x, u) désigne
le sous-espace fermé de L*(y, 1) engendré par les polyndmes.
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TatoriMe 1. — Il existe une base orthonormale {e,(z)}

de Li(x, ) qui est une base commune de H(y) et H(Q)
ayant la propriété suivante :

Hm (e, = R* Ve € 10,1 [.

k>0
La base duale {e,(z)} estune base commune des espaces Ho( [: Q)
et Ho( [:x) ayant la propriété :
lim (Jex])'* = R™ vVa € ]0, 1].

k>0

La suite de cette section 11 est consacrée a la démonstration
de ce théoréme.

2. Soit {P,} la base déja étudiée au par. 1.6. du chap. 2.
Pour tout p > 1 désignons par F, I’espace hilbertien des

fonctions f(z) = Y ¢,P,(z) avec la norme:
0

Ile, = (3 laltuter)” < o ¢

~

on voit facilement que :

F, = L}x, ), F,QCF, pourtout p > 1,
H(®,) ¢ F, ¢ H(%,) pourtout p > 1. (1)

Lemme 3. — Si Uon prend, au paragraphe 1.2., #, = F,
et ¥, = Fy, alors %, s’identifie a Fa.

3. On peut supposer sans restreindre la généralité que Q
contienne 'origine 0. Soit {¢,} la base simple de 2¢ espéce
dont I'existence est attestée par le théoréme 2 du chapitre 2.
Pour tout re ]0, 1] désignons par G, I’espace hilbertien

des fonctions holomorphes f(z) = ) c,p.(3) avec la norme:
0

/2

Hflls,=<$lc,.l’%—:>l < w©

(®) Note sur (@, : & ne pas confondre avec p, du lemme 1.
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A désigne la capacité de 'image de (:Q par l'inversion

z —> 1 On a:
z
H(,) ¢ G, ¢ H(I,) pour tout re]0, 1[. (2)

LemME 4. — Si 36, = G, et 36, = G,, alors ¥, s’identifie
d G'.l-c..

4. On pose H, = G, et Hy = F,;, on construit les espaces
H, (0 < « < 1) & partir de H, et H, suivant le procédé
du paragraphe 1.2. D’aprés le lemme 1 il existe une base
commune orthogonale {e,} des espaces H,0 < « < 1)
avec:

(em en)a. == P-%a, Wn / 00.
On peut identifier H, & l'espace hilbertien des fonctions

f(z) = i c.a(z) avec la norme |f|g, finie:
(1]
Ifla. = 3 latut® < .

On va montrer que {e,(z)} est une base commune des espaces
H(Q) et H(x). Pour cela il suffit de montrer que:

H(x) = lim ind H,, H(Q) = lim proj H,.
aN0 a1
a) H(y) =lim ind H,.
On peut choi;is;'o po et p; < 1 tels que:
| %, cQ et Qcik,

On applique le lemme 2 avec %, = F,,%, = G, et ¥, = F,;
en remarquant que X5, = H, et #3 = F,; ona:

Fy G H,.

Maintenant si l'on applique le lemme 2 avec #, = G,,
%, = F,, et %, =F, alors on a:

H, ¢ Fpq.

Foe G H, G F. (3)

Donc:
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Quand « décroit vers 0, py et po décroissent vers 1 et (1)
donne :

lim ind Fpe = H(y) (i =0, 1),

a0

donc en tenant compte de (3) on a:

lim ind H, = H(y). - C.Q.F.D.
a0

b) H(Q) = lim proj H,.
a1

Pour un certain B assez petit on a: Ky < Q.
On peut trouver r, et r(0 <ry <r, < 1) tel que:

Tr. < Rep I, < 3{-9?
(3) et (2) donnent:
Gr, C Hﬁ C Gr.'

On applique le lemme 2 avec #, = Gy, #, = G, et 76, = Hg;
en remarquant que #63 = H, avec o« =a(l —B) 4+ B, et
#3n5 = Gys, on a:

Gy G H,,

Maintenant sil’on applique le lemme 2 avec #6, = G,, %, = Hp
et #, = G, alors on obtient:

H,, ¢ Gy~
Donc si I'on pose oy =a(l —B)+ B =20, ri™* =a(0) et

ri*=b(0) on a:
G G Hy G Gy

Lorsque 6 croit vers 1 alors a(b) et b(6) croissent vers 1
aussi et d’aprés (2):
lim proj G,g = lim proj G, = H(Q).
871 871

Done:

lim proj Hy = H(Q) C.Q.F.D.

671

5. Il nous reste a établir les formules :
Lim ([e,|.)*" = R* (Va € ]0, 1) ()
hm (Je)],)'» = R~ (Va € ]0, 1]).

Nous procédons par plusieurs étapes.
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a) Soit A(Q,) l'espace des fonctions continues sur Q,

et holomorphes sur Q,, c’est un espace de Banach avec la
norme uniforme. On a:

H(Q) = lim proj A(Q,) = lim proj H,
aA1

axl
H(x) = lim ind A(Q,) = lim ind H,.
a0 a0

Il en résulte que I'on peut choisir une fonction 3,(3) (0 < & < 1)
qui décroit vers 0 avec 3§ telle que:

lews, < e(3)lecln, = eu(3)ef
lewi-s < cl(s)"ek“ll,_a‘ = 01(8)9'%_8'-
Le théoréme de deux constantes donne pour tout
o € ]81, 1 _— 8[

leo < lek|§._°|ek|1—8 < c(a, e)ugt
avec

o= (ax—3).(1—38—38)7, c(x, €) = ¢1(3)
et
e=298(1—2¢6)4+ (1 —38) —a.

Puisque ¢\ 0 lorsque &\ 0, nous avons:
leda < e(a, €)pdt® pourtout «e ]0,1[ et € >0 (4)
b) Soit T Tlopérateur qui a chaque z= Y &, € H,
0 (]
associe z' =Y, Eie;p avec &, = E.u2* T est une isométrie

(1} %
de H, sur l'espace hilbertien Hj des fonctions f= Y e
avec: ¢

% |
bz = ( 3 |c,,|*u:2=)’ ‘<o

{e;} désigne la base duale de {e,}, c’est une base commune
des espaces H, ( [: Q) et H, ( [x)
Toute f= i Cver € Hi définit une forme linéaire continue
0

sur H, de la maniére suivante :

f, ¥)a = ; Cene pour tout y = % nuex € Ha;
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sur I’espace H(Q) qui est partout dense dans H, cette fone-
tionnelle peut étre donnée par la formule:

= [ f(a)y(2) dz

ou vy est un cycle dans Q,, cela montre que f définit la
méme fonctionnelle sur les espaces Hp pour B e [«, 1.
Nous avons

([:Q)—hm/md Ao(B.) = lim ind H,
((:x) —llirig)m] Ao(A )—liltl\;;roj H,
(a.= (o = {fe AR f(@) = 0}),

en raisonnant comme dans a) nous avons:
lede < efa, )ui®*. (5)

Maintenant si nous tenons compte du fait que:

1= Cehy &> = [, ei(@e(z) dz < Lileldleils
alors les inégalités (4) et (5) donnent:

Alx, e)uf™ < |eda < Ba, e)uft (6)
Afe, e)ui®™ < fa] < Ba, euir®. (7)

c) D’aprés (6) et (7) les formules (%) équivalent a la formule :
log uy ~ klog R (pour k—> o). 8)
On va établir (8). Pour tout « € ]1/2, 1] on pose:
Da=0u 0 Aie, Il = sup |f(z)

_ (eu(z) pour n =2k
&(z) = %u,‘ef‘(z) pour n =2k 4+ 1.

D’apres (6) et (7) il est clair que:
¢l D)t < [gls < clay e)ugt (1 = [g]) (9)

{g.} est une base de H(D,), car {e,} estune basede H(Q,),
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{wier} de Hy(A_,) et H(D,) = H(Q,) ® Hy(A,_,). Consi-
dérons ’échelle de Riesz {L(e°»)} avec:

a, = log w, k= [—g—] = partie entiére de %, et désignons

par {k,} sa base naturelle.

Lemme 5. — La formule i C,,g,,-——>§ Ck, établit un
(] 0

isomorphisme simultané des espaces H(D,) sur les espaces

Ada) =) L(e™) (1/2 < « < 1).
cla

Démonstration. — Le lemme 0 dit que: X ¥,g, == ¢k,
est un isomorphisme de H(D,) sur A, a,) si et seulement
si la convergente dans H(D,) de la série X {,g, équivaut
a la condition {g,} € Ay(a,), pour toute suite complexe
{€a}-

Supposons que X {.,g, converge dans H(D,), puisque
{g.} est une base absolue de H(D,) on a pour tout ¢ € ]0, «[:

E1tllgd! . < .
2
D’aprés (9) on a:

2 lue—c < cZ|Cllal’ .« < ® (k: i)
|Gl Cled e [5]

e peut étre choisi arbitrairement petit, donc {{,} € A,(a,).
Inversement si  {{,} € A,(a,) alors pour tout ee€]0, «f

on a:
il <o (k=[2])

donc d’aprés (9):

a_
2%l gla—e < ¢ Z[Clp, 2 < o

pour e arbitrairement petit. Donc X ¢,g,(z) converge norma-
lement sur tout compact de D,. Fin de la dém. du lemme 5.

Supposons pour le moment que la frontiére de Q\y se
compose d’un nombre fini de contours de Jordan disjoints
dont I'un contient tous les autres dans son intérieur, dans
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cette hypothése on a le

LemMmEe 6. — Il existe une base commune {¢,(z)} pour les
espaces H(D,) (1/2) < « < 1) qui posséde la propriété sui-
vante :

C'(a, &)R™ < |gu]l < C(a, )R <k - [%])

Démonstration. — Nous rappelons que R = exp 1 ou ¢
?

est le flux de h(z) a travers tout contour séparant [: Q et y.

D’aprés Walsh (Théoréme 3.1.2 de [28¢]) si ’on désigne par
B,, B, ... B, les contours composant la frontiére de Q et
par C;, C; ... C, ceux composant la frontiére de Q, alors
il existe une représentation conforme ¢ de D = Q\y sur
un domaine A défini par:

1 < A.(Z — 11)’"‘(2 — aa)mn .o (z —_ ap)"'p <R

(z — B1)"(z — Bg)"‘ eo. (32— Bq)"q

avec m; > 0, n; >0 et T my=2 n;=1.

— ¢ est une bijection continue de D sur A.
— Les images de B; et C; séparent les a«; et B, res-
pectivement. Posons :

Az —a))™ ... (2 — a,)"

(z=B)" ... (2 — By

(sur le domaine A la fonction A*(z) est

u(z) =

*(5) — log u(z)
h(z) = log R
égale & h[y(3)]).
Qf = {z: b*(s) < «}, A:= 0%

Un autre théoréeme de Walsh (Th. 3.2.1 de [28¢]) établit I’exis-

tence d’'une base commune {u,(z)} pour les espaces H(Qj)
telle que:

_AG—a)z—ay) ... (z—a,)
S = T = k) o i —ba)

0 <Ay < u)(z) < Bg < © pour zed,

[u(z)]"
VR compact < l:{a,} N (:{bj}a
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dans ’expression de u,(z) chaque a, (resp. b,) est un cer-
tain «; (resp. B)).

Soit {V,} la base duale de {u,}, c’est une base commune
des espaces Hy(A,) et d’aprés [28a, p. 190] on a:

. _ (@ — b)) .(2— b)) (2 —by) ... (33— byy)
Uu(z) Al2ni.(z —ay).(z — ag) ... (2 — apyy)

En posant:

u,(z) pour n =2k
#a(z) = R"+1vk+1( ) pour n=— 2%k 41
?a(2) = on[¥(2)

nous obtenons la base {cp,,} du lemme. Fin de la démonstra-
tion du L. 6. Posons:

b, = k log R <k = [" + 1] > Ag(by) =[] L(e™)

o<la

{l,} : base naturelle de I’échelle de Rlesz {L(e"”")} Alors

le lemme 6 montre que la formule :
T B9, > T L,

établit un isomorphisme simultané des espaces H(A,) sur
les espaces A,(b,). Ce fait et le lemme 5 nous permettent d’affir-
mer que la formule:

p> ann - Z cngn = X Enan - Z Enln

établit un isomorphisme simultané des espaces A,(a,) sur
les espaces A4 (b,) (1/2 < « < 1). Donc d’aprés un résultat

de Zakharyuta (théoréme 2 de [33]) on a: lim £ b— =1, c’est-a-
dire log p, ~ k log R. , e

Il nous reste & montrer que (8) reste valable dans le cas
général, ce que nous allons faire au sous-paragraphe suivant.

d) On peut choisir 8, et B,, avec 0 < B, < B, < 1, tels
que

— La frontiére de Qg est composée d’'un nombre fini
de contours de Jordan disjoints dont 'un contient tous les
autres dans son intérieur. :

— La frontiére de Qg est composée d’'un nombre fini
de contours de Jordan disjoints extérieurs les uns aux autres.
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Posons :
0, = Qg, 6, = Qp,

0, = zeel\ao:l‘é%bfsq U B,
1~ Mo

Dy = taa’ Ve = F‘E’-ﬁ'» fk = !"k_ﬁ.ek'
Les inégalités (6) et (7) donnent:

c(x, eV < |filo, < (=, €)vgte
oo, €)™ < |fila, < (2, Vi (fi = ufes).

Par le raisonnement utilisé dans ¢) on voit que

log v, ~ klog S(k — )

avec:
S =exp -i—, ¢ = Flux de%f)—;ﬁ%
a travers tout contour séparant B, et [:0, = - i o. Donc:
log p, ~ k log R. C.Q.F.D.

3. Etude de quelques cas particuliers.

1. Considérons le cas ou Q est limité par un nombre fim
de contours de Jordan dont I’un contient tous les autres dans
son intérieur. Soit {f,} la base donnée comme exemple au
paragraphe 1.8 du chapitre 2, posons:

vi= [ Ifile + iy)* d= dy.
G, = espace hilbertien des fonctions holomorphes f= X ¢,f,
telles que |f]¢, = (i |c,,|3vﬁr2">ll2 < .
4]
G, = Lj(Q) (espace de Bergman).

La relation (2), le lemme 4 et le reste de la démonstration
du théoréme 1 sont encore valables, donc on a:

TutoriME 2. — Il existe une base {e.} qui jouit de toutes
les propriétés mentionnées dans le théoréme 1 et qui est de plus
une base orthogonale de L}(Q).
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Remarque. — On voit sans peine que toute base orthogonale
commune {e,} des espaces L3(Q) et Li(x, ) vérifiant:

“ek" LAGLw — 1, “ eku LiQ) / 00,

posséde toutes les propriétés mentionnées, en particulier le
systéme doublement orthogonal de Bergman (voir [3], p. 14)
pour L}(Q) et Li(w) dans le cas ot © = ¥ est limité par
un nombre fini de contours de Jordan disjoints.

2. Nous supposons maintenant que la frontiére de Q\y
soit composée d’un nombre fini de contours de Jordan analy-
tiques disjoints dont I'un contient tous les autres dans son
intérieur, nous posons:

Q, = Intérieur de ¢y, Q, = Q.
Soient 6, et #6, deux espaces hilbertiens tels que:

H(Q) ¢ %, ¢ H(Q) (i=0,1). (10)

TutoriMe 3. — St {g.} est une base orthogonale commune
des espaces ¥, telle que:

lgalse, =1,  va=l8ls, 7 .

Alors {g,} est une base commune des espaces H(y) et
H(Q) ayant la propriété:

lim (|g]ot" = R* Ve e ]0, 1[.

Démonstration. — Toute fonctionnelle (forme linéaire con-
tinue) I sur #; est une fonctionnelle sur H(Q,), elle s’iden-

tifie donc & une fonction ¢ € H, ( (:ﬁ,) :

Uf) = <o, > = ﬁf@(z)f(z) dz pour toute fe H(Q).

De cette maniére on voit que le dual #; de ¥, s’identifie
3 un espace hilbertien #; de fonctions holomorphes sur

(:ﬁi et nulles au point infini avec la norme:

lelaer = 1l
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On a:

H([2) cmen([a) ¢ B ([a)¢m
¢H([a) (o0

Soit {g.} la suite dans #; biorthogonale & {g,}:

(8 8> = [ 8i(a)gi(a) ds =3,

{g»; g} est un systéme biorthogonal dans H, ( [:co) X H(w)
pour tout domaine o contenant y tel que w\y soit connexe.

Posons A, = (:ﬁa. Nous allons établir les inégalités :

|gla. < ¢(x, €) Y&t Vn (11)
lgla, < c(a, €) Yo%t Vn (11%)

valables pour tout « € ]0, 1[ et tout ¢ > 0.
Puisque la frontiére de Q\y est analytique la fonction
h(z) se prolonge en une fonction harmonique sur un domaine 9

contenant Q\yx. On pose:
m = Inf h(z), M = Sup h(z)

z€® 2€P
Q={0V U xN\{z€V:h(z) 2 a} (m<a<M).

a) Soient {«,} et {B,} deux suites strictement croissantes
telles que:

m<a, <0, lma, =0
0 <B, <1, lim B, = 1.
On pose:
=0, Q=0
Q= {V v x}\{ze"():}%‘ > a}.
On a alors:

Woar=90, @a:cor, 0<a

N
=

(10) nous donne :

Iflai < L.lfls, pourtoute fedb, (:=0,1)
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en particulier:
lgklgf. < Ln“ gk"%; = Ln‘th'

Le théoréme de deux constantes donne ensuite:

lgdaf < lgdb:’ ladbs < Layk

Maintenant soit « € ]0, 1[ et soit €€ ]0, 1 — «[, on peut
trouver n, = ny(x, €) tel que Q, < QF*%, on a donc:

Ifda. < Ifilage < Layi™®.

L’inégalité (11) est donc établie.
b) Maintenant prenons deux suites {«,} et {B,} stricte-
ment décroissantes telles que:

0<a, <1, lim «, = 0,
1 <B, <M, limB, =0,
et posons:
Az = (@

Nous avons évidemment :

U A% = Aa.’ Kﬁ < A:-q-r

n=o0

Un raisonnement analogue & celul de a) nous donne successi-
vement :

I8l as < Lalgilse = Lavic?

lgilat < |gilkz g% < Lo

lgilae < |gilagh < Loyic®*®
(11") est donc prouvée.

Les inégalités (11) et (11") étant établies, le reste se fait
comme dans la démonstration du théoréme 1.

4. Un cas d’inexistence des bases communes.
Soit G un domaine régulier (pour le probléme de Dirichlet)

et soit I' un sous domaine de G, I' # G. En général H(G)
et H(T') n’ont pas de bases communes, méme lorsque G\T
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est connexe. Voici un cas d’inexistence. On suppose qu’il
existe une suite de domaines G, telle que:

a) Chaque G, est limité par un nombre fini de contours
de Jordan analytiques disjoints

(5) _
CcGucGnec6 Ua=¢
0

()
m(zo, CPF,.G,,, G,,) — 0, ou z € G

et m(z, [:I‘ N F..G,, G,,) désigne la mesure harmonique de
I' nF,..G, par rapport a G,.

TutoriME 5. — Les espaces H(G) et H(T') r’ont aucune
base commune.

Ce théoréme a été établi par Dragilev dans le cas ou
G et T sont simplement connexes. Notre démonstration
est inspirée de celle de Dragilev [6b].

Démonstration. — (c) entraine: pour chaque n 1l existe

un ouvert E, © [:1" N F,.G, sur F,..G, tel que o(z, E,, G,)
converge vers 0 lorsque n — oo.

Par un argument standard de « famille normale » on constate
que la fonction k,(z) = o(z, E,, G,) converge uniformément
vers 0 sur tout compact de G.

D’autre part il résulte du théoréme 2 du chapitre 2 que
H(G) posséde une base {w,(z)} telle que: pour toute suite

{*,} lasérie 3 A0, converge dans H(G) si et seulement si
o

lim sup |2, < 1.

Nous démontrons le théoréme 5 par I’absurde.

Supposons qu’il existe une base {¢,(z)} commune aux
espaces H(G) et H(T).

D’aprés un théoréme de Dragilev (*), {9,}, qui est une base
de H(G), est quasi-équivalente 4 la base {w,}. Cela veut
dire qu’il existe une permutation II de N et une suite de

(%) Premier théoréme de Dragilev (voir [17] p. 99, th. 12) : Deux bases quelconques
du centre d’une échelle de Riesz nucléaire (finie ou infinie) sont quasi-équivalentes.
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nombres non nuls {«,} telles que la suite:

‘Pn = &pPr(n)

soit 'image de {w,} par un automorphisme de H(G).
Il est évident que {¢,} est une base de H(T).
Pour tout compact F dans G, on pose:

me = lim inf [Max |¢a(2)] I Me = lim sup [Max |9a(2)| ™
n>oo z€F n>w zeF

En raison de I’équivalence de deux bases {¢,} et {w,}
on a:

Sup mg = Sup Mg = 1.
FCG FCG
On pose:
m = Sup my,
Fcr
il est clair que m < 1.

¢) Montrons que m # 1: En effet st m =1 alors pour
toute fonction f= 12X A4, de I'espace H(I') on a:

. 1
lim sup [A,|'* < =1
n>o P I n‘ = Sup meg ’
e

donc Z A,¢, converge dans H(G) et la fonction f est analy-
tiquement prolongeable & G, ce qui est impossible puisque,
G étant différent de I' et contenant T, il existe des fonctions
holomorphes sur I' et non analytiquement prolongeables
a G

d) Montrons que m 4 1: Supposons que m < 1. Puisque

Sup mg =1 > m 1l existe un compact F dans G tel que:
FCG

mg=r > m.

Soit €€ ]0, r — m[. On peut choisir un entier N assez
grand tel que:
Gy 2 U, hx(z) < % pour ze U,
ou U est un ouvert contenant F et de fermeture compacte
dans Gy. Puisque Fy = Fr.Gy\Ey est un fermé dans T
on a:

lim inf [Max |¢,(z) ] < m.

n>o z2€Fy



BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES 225

On en déduit P’existence d’une suite infinie croissante d’entiers
{nx} telle que:

lim sup [Max [4a,(2)] ]1/"k < m.
ZEFy

Considérons la fonction V*(z):

V*(z) = régularisée supérieure de V(z)

V(z) = lim sup |, (2] /.
V*(z) est sousharmonique sur Gy et:

. m sur Fy
Vi) < 1 sur Ei.
Donc:

V*(z) < m + hx(z) < m + ¢/2 pour zeU.
D’aprés le lemme de Hartogs on a pour K assez grand:
(A% < m+ o2 + ofs = m + 3[4 < r,

donc mg < r, c’est en contradiction avec mg =r. Donc
m ¢ 1. Ainsi a-t-on:

m<1, m# 1, m ¢ 1.
Ce qui est absurde. . C.Q.F.D.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS DE LA BASE COMMUNE {¢,(z)}

Dans ce chapitre, sauf indication contraire, Q est toujours
un domaine plan 3, x un compact dans £ et on suppose
toujours que Q\y soit connexe et régulier pour le probléme
de Dirichlet. On garde les notations du chapitre 2.

1. Prolongement des bases communes.

1. On sait d’aprés la proposition 1 du chapitre 2 que si
{f.} est une base commune des espaces H(yx) et H(Q),
alors elle se prolonge, en tant que base, aux ensembles Q,
et 0,0 < a < 1). On se demande si {f,} peut se prolonger
a d’autres ensembles ouverts ou compacts. Le théoréme suivant

by

est une réponse a cette question.

Tutorime. — Soit {f,(z)} une base commune des espaces
H(x) et H(Q).

a) St U est un ouvert dans Q non entiérement contenu dans y,
etsi {f,} estune basede H(U), alors U = Qg pour un certain
Belo, 1]

b) St X est un compact dans Q tel que:

— Q\X soit conneze et régulier pour le probléme de Dirichlet.

— X rencontre (QN\yx) U Fr.x. et si {f,} est une base de
H(X), alors ou bien X = y, ou bien R = Qg pour un certain

Belo, 1].
c) St U est un domaine tel que:
— UN\yx soit connexe et régulier pour le probléme de Dirichlet.
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—U>y e UdQ et si {f,} est une base de H(U),
alors U = Qg pour un certain B € 10, 1].

d) Si R est un compact, X >y et R > Q, et st {f,}
est une base de H(R) alors ou bien X =y ou bien K = Qg
pour un certain B € 0, 1.

Un résultat semblable a été établi par Dragilev dans le
cas ou Q est simplement connexe et x connexe. Cet Auteur
a démontré dans ce travail 'important théoréme suivant:

2¢ TutoriME DE DraciLev [1]. — Si {f,(z)} est une base
commune des espaces H(D,) et H(D,) (0 < r, < r, < oo,
D, = {z:|z] < r}) alors il existe une suite de nombres > 0 {1,}
et une permutation = de N telles que la suite :

q)n(z) = )‘nfﬂ(u)(z)

soit équivalente & la base {z"} sur Uespace H(D,) pour tout
relrg, rl.

Procédons maintenant & la démonstration du théoréme.

Puisque la transformation f=2X ce,—>g=2 c,z" est
un isomorphisme simultané des espaces H(Q,) sur les espaces
H(Dge) (0 < « < 1) le deuxiéme Théoréme de Dragilev
peut se transposer aux bases communes des espaces H(y)
et H(Q):

Si {f,} est une base commune des espaces H(y) et H(Q)
alors 1l existe une suite de nombres > 0 {A,} et une permuta-
tion © de N telles que la suite:

CP,,(Z) = )‘nfﬂ:(n)(z)
soit équivalente & {e,(z)} sur P'espace H(Q,) pour tout

20, 1[.

Il en résulte que si nous désignons par {f,} la base duale
de {f,}, c’est-a-dire la base de Ho( tx) qui forme avec

{f.} un systéme biorthogonal dans H(y) X Ho( [:x), alors
la base:

oi(2) = % Freol®)

est équivalente a {e,(z)} sur 'espace Hy(A,) pour tout
xe]0, 1 (8, = [8,).
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L’équivalence simultanée des bases {p,} et {e,} sur les
espaces H(Q,) entraine:

lim (|g/o)" = lim (lefJ* =R* (0 <& < 1). (1)

n>o

De méme on a:
him (|| " = hm (leada)» =R (0 <o« < 1). (2)

n>0

LemmEe. — Pour tout ouvert o non vide et relativement
compact dans Q\y on a:
(a) hm [Sup lo.(2)] ]1”‘ = Sup R"®
ZEW
(b) hm [Sup | a(z I]l/" = Sup R~®,
n>o0 ZEW 2EW

Démonstration du lemme :
a) La formule (1) entraine immédiatement :

lim sup [Sup | @a(z)| ]1”' < Sup R"®,
n»wo ZEW ZEW

Pour avoir (a) il suffit de montrer que:
wn it [Sep I T > Sup T

Nous raisonnons par I’absurbe; supposons le contraire, alors
il existe une sous-suite infinie {p,} telle que:

lim. Sup. [Sup | @a (2 |]1"‘ < Sup R, (H)
Posons :

Vaf2) = 7-1og |9y 2)] — (log R).h(z)

V(z) = lim sup V,(z)

V¥(z) = ;’ggularisée supérieure de V(z)

V*(z) est sous-harinonique et < 0 dans Q\y (d’aprés (1)).
Si V¥z) < 0 en tout point z de Q\y alors d’aprés le
théoréme de Hartogs 1l existe un e(a) > 0 tel que:

V.(2) < —e(a) pour zeT, Vace]0,1].
(Ty = {z€ Q\x: h(z) = «}), cela entraine:
lim sup (|@,)o)*" < R%® < R*
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c’est en contradiction avec (1), donc V*(z) doit s’annuler en
un point 3z, € Q\y. Puisque V*(z) est sous-harmonique
< 0 dans Q\yx on conclut que V*(z) = 0.

Or Thypothése (H) entraine:

V(z) < 0 sur un ouvert non vide de Q\y.

On aboutit ainsi & une contradiction puisque V(z) = V¥(z) =0
sauf sur un ensemble de mesure nulle.
La démonstration de (b) est tout & fait analogue.

Démonstration du théoréme :

a) Posons B = Sup h(z). Il est clair que Qg > U. On va
zell
prouver que Qg = U, pour cela il suffit de montrer que toute

fonction holomorphe f dans U est la restriction & U d’une
fonction holomorphe dans Qg.

Puisque {f,} est une base de H(U), {¢,} est aussi une
base de cet espace; soit Z a,9, le développement de f suivant
la base {9,}, il résulte du lemme que:

lim sup |a,|* < R%.

n>»o

o0
Donc la série Y, a,p, converge uniformément sur tout com-
1]

pact de Qp, sa somme est évidemment un prolongement de
fa Qg C.Q.F.D.

b) Soit w(z, K, Q\HR) la mesure harmonique de Fr.X
par rapport & Q\X, posons pour tout re )0, 1[:

0, = {ze Q\XR: oz, X, O\R) < r} U K.

Si {f,} est une base commune des espaces H(Q) et H(X)
alors elle est une base de H(6,) pour tout re 0, 1.

En appliquant a) on voit que pour tout re ]0, 1] il existe
un B e 0, 1[ (B dépend de r) tel que 6, = Qg

Il en résulte que: ou bien X =y, ou bien % = Q3 pour
un certain B € ]0, 1[.

c) et d): On raisonne comme précédemment, en utilisant
{p.} au lieu de {¢,}.
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2. Relation avec la théorie des espaces d’interpolation
et le prolongement analytique en plusieurs variables.

1. La base commune {e,z)} nous permet de donner une
généralisation & un théoréme d’interpolation d&i & Zerner,
Lions et Peetre (voir [4], page 65, théoréme 2.1).

Gardons les notations de la section précédente, supposons
maintenant que la frontiére de y soit composée d’un nombre
fini de contours de Jordan analytiques disjoints, et posons:

Q, = Intérieur de y, Q;, = Q
Qy = {zQy:h(z) <0} Uy (0<6<1).

Avec les notations de Dl'article [4] de Lions et Peetre nous
avons le

TrtoriME. — Quels que sotent p, et p, (avec 1 < p; < )
on a:

S(pos 8, H(Q0); p1, 8 — 1, H(y)) = H(Q)

avec des topologies équivalentes.

La démonstration, que nous omettons, consiste & adapter
celle de Lions et Peetre en utilisant la base {e(z)} au lieu
de la base de Taylor {z*}.

2. Notre théoréme principal du chapitre 3 généralise un
théoréme de Siciak relatif au cas ou Q est un domaine simple-
ment connexe symétrique par rapport a 'axe réel et x le
segment [— 1, 4+ 1]. Comme le théoréme de Siciak le notre
peut étre utilisé pour démontrer des résultats sur le prolonge-
ment analytique en plusieurs variables complexes, pour plus
de détails nous renvoyons aux mémoires de Siciak [26b et c].

3. Formule asymptotique pour c-entropie.

On suppose maintenant que Q soit un domaine borné
dont le complémentaire se compose d’un nombre fini de
continus disjoints de la sphére de Riemann et que yx soit un
compact régulier contenu dans Q.
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# désigne I’ensemble des fonctions holomorphes et bornées
en module par 1 dans Q, l’entropie de $ dans ’espace
C(x) muni de la norme uniforme

Ifl = l\ilgf |f(2)|

est par définition la fonction de ¢ > 0 définie par:
E(#) = log Ny(#)

ou N(B) désigne le minimum des nombres entiers p tels
qu’ll existe p sous-ensembles A;, A,, ... A, de C(x), de
diameétres inférieurs ou égaux & 2¢, dont la réunion U A
contient %

Théoréme (%) :
lim el 1
s>o0 (loge)2  log R '

Ce théoréme a été établi par Babenko et Erokhin, indépen-
damment 'un de 'autre, dans le cas ot Q est simplement
connexe et x est un continu. Le cas général ci-présent a
été traité par Levin (A. L.) et Tikhomirov [3], ces auteurs
ont donné une démonstration délicate basée sur un résultat
de Walsh concernant la représentation conforme des domaines
multiplement connexes (on the conformal mapping of multiply
connected regions, Trans. A.M.S., Vol. 82, p. 128-146).
Moyennant une base Commune « réguliére » des espaces
H(Q) et H(y), nous allons donner une nouvelle démonstra-
tion qui est comparable a celle d’Erokhim [2] par son caractére
« classique », car elle rejoint le travail de Vitushkin qui utilisait
les bases de Taylor, Laurent, Tchebicheff et Fourier.

Démonstration. — Par une représentation conforme on peut
se ramener au cas ou la frontiére de Q est composée d’un
nombre fini de contours de Jordan analytiques disjoints.

a) Fr.Q étant analytique, la fonction h(z) se prolonge en
une fonction harmonique sur un domaine A contenant Q\y.

(5) Dans un travail a paraitre « Rational Approximation and n-dimensional
diameter » H. Widom montre que le théoréme est encore vrai avec des hypothéses
plus générales (ajoutée le 2 septembre 1971).
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Soit b e h(U) N ]1, o[, on pose:
Q* = (U U x)\{zeU: h(z) > b}

b

¢* =+ = Flux de h*(z) <=ﬁ%> a travers tout contour
séparant [:Q* et x.

fle =Max|f@)]  avee vo={zel:h(z) =abk
fl: =Max|f(a]  avee vi={zel: ) =ab

Le théoréme 1 du chapitre 3 nous assure I’existence d’une
base orthonormale {F,} de LZ(x, @) qui est aussi une base
commune des espaces H(Q*) et H(y) telle que:

lim (|F, |21 — <exp (Pi>

n>ow

. 1\
lim (|Fi[2) — <exp ;;>

n>»w

pour tout « € ]0, 1[ ({F,} désigne la base duale de {F,}).

11 en résulte :

lim (|F,|)"" = R*  Va € ]0, 1] (A)

n>w

lim (|Fi|)¥" = R—* Va € 0, 1]. (B)

n>»w

Dans la suite nous allons nous servir de cette base {F,}.

b) Rappelons maintenant quelques résultats connus utiles.

On dit qu’une suite f;, fo ... f, (suite finie) d’éléments
de C(x) forme un «e-netn» de % lorsque la réunion des boules
de centres f; et de rayons e contient .

N désigne le minimum des entiers p tels quil existe
p éléments fi, fp ... f, de H(Q) formant un «e-net» de A.

M, désigne le maximum des entiers ¢ tels quil existe
q éléments fi, fo ... f, de B avec |f, —f;l > ¢ pour tout
L # .

On a I'inégalité due & Kolmogoroff :

Mzs < Nc < NZ- (Il)
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On va majorer N; et minorer M, moyennant les deux
lemmes suivants :

Lemme 1. — Pour tout 8 10, r), il existe k points z,,2, ... z

k
avec k < (%)2 tels que : U{z:lz——-zil <8} > {z:|7 < r}

i=1

Lemme 2. — Pour tout 38 ]O,-g—[, il existe q points
2
Zy, Zp ... Z, avec q > (2%) tels que: |z| <r, |z —3z| >3
pour 1 #J.

¢) Soit 3e]0, R[
L’égalité (A) nous donne:

IF.J = Max |F,(2) < A(L+ 8)
ou A est une constante ne dépendant que de 3.
Si f=2 ¢F, est un élément de %, on a:
Ca -—ff z) dz (y est un cycle dans Q).

led < f |f<an' |dz < [IF@) dz < oo Max ()

< cte. Max |F,(z)|.
z€Q

Or (B) donne: Max [Fa(z)] < cte.(R — 8)™.

Donc: |¢| < B(R — 8)-" (B = ct¢ dépendant de & non
de f). On en déduit:

n—1 o ©
=S e < S 1adiF < § ByR — e)ragt + 2
On peut toujours choisir £ tel que %{—I-——EE <R 1_ 5 donc:
n—1 o
”f— % .Fyll < (AEBE % (R—S)"P> (R—8)—"=C(R — 3™

C est une constante indépendante de f.

Soit ¢ > 0 assez petit, puisque —1—8)"\ 0 il existe un

(R
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n > 2 unique tel que:

€ o &

(R — 8) > 5¢ et (R —3) <2C
Pour chaque v(v=0, 1, ... n—1) fixons les points
C. 1, Gy 2 ..., Cy 4, tels que la réunion des disques de centres

E . .
C,; et de rayons ¢,= — 2 contienne le disque

B (1 + 23) .
%z: lz] < (R——T)"g' la constante E est choisie égale a

(2 S A+ 28)"">_1.

Considérons les fonctions:

fioso s s = 3 Cuse By (1< o < R):

Soit f=2 C,F, un élément de %, nous avons:
|Gy < B(R — &)~

donc il existe j, < k, tel que |C, ;, — C|| < &,
On a donc:

If = fio s ) < 3, &AL+ 3) + (“RTETV

€ €
<7+_2—_8.

N: est inférieur ou égal au nombre des fonctions f

eee JH’
donc:

n—1

Ne < [ &

v=0

En raison du Lemme 1 on peut choisir k, tel que:

2B\? /14 23\ 1
k€ ("E‘) (ﬁ) &
d’autre part puisque
1 €
(R—28) ~ 2C

on a:
logi
€

log2C
"< g (R—9)

log (R — 3)

+ —1;
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log N! < 2 2 log G;L 28) + <Iog -i_)’ o(e)

log Nf < 2n Iog-%— — n(n— 1) log 1"‘_;_2% + (log ¢)? of¢)

[ 1 1423
2 ER—3
7 2
e < log(R—3) T g (R— ) T (s)] (g ¢
- log 7—< R —3
. log N¢ 2 _ 14 28
hm SUp og c)i < Tog (R—¢)  (log (R — 8)F
la derniére inégalité est valable pour & arbitrairement petit,
donc:

donc:

. log N¢ 1
hm Sup fog ey < fog R

d) Soit 3 €0, 1[, on a d’aprés (A):
Sup |F,(z)] < H.(R 4 8)* (H = cte dépendant de 3).
z€()

(L)

o
Soit Y a,F, une série convergente dans C(x), on a:
1]

Loy, My = kia,|

pour tout entier n, ou k est une constante.
On pose:

[2H 2 (1?1283)] ' "TM szs)v

Soit € > 0 assez petit, il existe un n unique tel que r,_; > ¢
et r, < e ona:
log—i—

€ 1
n 2 m + <10g —;—) 0(5).

D’aprés le lemme 2 on peut choisir les points b, 4, b, 4, .

.o b
y Yv,qv
dans chaque disque {Z! IZI < TV} avec:

2
q, > <;"f> et |b,;— b, > % pour i # j.
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Considérons les fonctions

n—1

f}.,_f‘....,jH == vgo bv,j,°Fv avec 1 < jy < qV'
Nous avons manifestement :

<Zr, Fuz) <1
SUP [fy ... 5 < Er, Sup [Fy(2)] <

d’autre part la distance de deux fonctions distinctes de cette
forme est > ek(1 — 8) =ce¢. Donc:

n—1
M. >]] g
Puisque : -
q > L2.k? 13\ 1
Y R + 23 2

on a aprés un petit calcul :

n—1 1
log M, > logg q, 2 [m + o(e)] (log €)2.
On en déduit :

.. o log M, 1
lim inf g ey > fog R (L)

Le théoréme résulte immédiatement des inégalités (I,), (I,)
et (Ij).




CHAPITRE 5

METHODE DES BASES VOISINES

Depuis les premiers travaux de Whittaker (J. M.) et Gont-
charoff (W.) on cherche a établir des