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POTENTIEL MARKOVIEN RÉCURRENT
DES CHAINES DE HARRIS

par Jacques NEVEU

1. Introduction.

Soit P == (P(^, A); x e E, A e €L) une probabilité de tran-
sition définie sur un espace mesurable (E, (9L) que sans res-
treindre essentiellement la généralité, nous pourrons supposer
séparable. Le point de départ de ce travail est alors d'étudier
les minorations du type U^(rç, dy) > a(x)m(dy) que peuvent
satisfaire les opérateurs de potentiel tabou

U,= S (PM.-^P ( / i :E^[0, l ] )
N

associés à P; nous notons M^ l'opération de multiplication
par la fonction A*. Par exemple pour une chaîne vérifiant
la condition de récurrence de Harris, nous trouverons qu'il
existe des fonctions strictement positives h telles que
U/»(rr, dy) ^ [L {dy) pour tout x e E, si (JL désigne la mesure
positive à-finie P-invariante dont l'existence a été démontrée
par Harris. Dans les conséquences que nous tirerons de ce
résultat, nous verrons que l'idée de considérer des potentiels
tabous par rapport à des fonctions plutôt que seulement par
rapport à des ensembles (comme les interprétations probabi-
listes en avaient donné l'habitude) simplifie notablement les
démonstrations et les idées.

Pour une chaîne de Harris, l'existence de fonctions stricte-
ment positives et « bornées au sens de Brunel » [1] résulte
immédiatement de la minoration ci-dessus. Nous montrerons
en fait beaucoup plus : les fonctions bornées positives f pour
lesquelles la fonction U^/' est bornée quel que soit l'ensemble
A non négligeable (fonctions « bornées » de Brunel) coïn-
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cident exactement avec les fonctions f telles que
Uô^(o;, dy) ^ m {dy) pour une mesure positive m^Q (== pour
une mesure m équivalente à la mesure invariante (A) si
6 est un réel > 0 bien choisi. Pour éviter la confusion entre
les fonctions bornées et les fonctions « bornées de Brunel »,
nous appellerons ces dernières les fonctions spéciales. Nous
pensons que le cône des fonctions spéciales est un cône très
important dans la théorie du potentiel récurrent.

Dans la dernière partie de ce travail nous montrons qu'une
chaîne de Harris admet des opérateurs de potentiel positifs
qui ont les bonnes propriétés; ils satisfont notamment à un
principe du balayage et à un principe du maximum. En outre
nous sommes à même de résoudre les équations de Poisson
u — Pu == f et v — Pv == x pour toute fonction f telle
que \f\ soit spéciale et que (J^/*) ==0 et pour toute mesure
bornée À de masse totale X(E) === 0 (les solutions sont essen-
tiellement uniques dans des espaces convenables).

Notations. — Dans toute la suite (E, (9L) désignera un espace
mesurable séparable. Toute mesure de transition positive
{T = T(o;, A); x e E, A e <9L}, sur (E, <9L), c'est-à-dire toute
famille mesurable (T(rc, .), rc e E) de mesures positives
(à-finies ou non) sur (E, CL} définit deux opérateurs f—^Tf
et X —> XT, opérant le premier sur les fonctions mesurables
f: E->R+ s= [0, oo ] et le second sur les mesures positives
((y-finies ou non) définies sur (E, (SI). Nous appellerons en
abrégé « opérateur positif » la donnée d'un tel T. Il est clair
que le produit Ti ... T\ de n opérateurs positifs ou la somme
dénombrable (finie ou infinie) ^ T^ d'opérateurs positifs

. . fc
sont encore des opérateurs positifs. Lorsque f est une fonction
mesurable positive et m une mesure positive sur (E, (9L),
nous noterons f (x) m l'opérateur positif associé à la mesure
de transition

f ® mÇx, dy) = f{x)m {dy).

Dans toute la suite nous nous donnerons aussi une probabilité
de transition P sur (E, 0L) et l'opérateur positif markovien
qui lui est associé.

Nous noterons dorénavant H l'ensemble des fonctions
réelles mesurables h: (E, <9L) -> [0, 1]. Si h e H, nous dési-
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gnerons par M^ l'opérateur de multiplication par la fonction
h qui opère à droite sur les fonctions positives et à gauche
sur les mesures positives suivant les formules

M,(/1) =fh, mM^h.m

où h. m désigne la mesure de densité h par rapport à m.
Nous écrirons MA au lieu de Mi^ lorsque A e (SI.

Lorsqu'il s'agira d'interprétations probabilistes, (X^, n (= N)
désignera la suite des applications coordonnées de (E, 01)^
dans (E, dl) et P^(rc e E) désignera la probabilité unique
sur (E, 0)^ pour laquelle (X^ n e N) soit une chaîne de
Markov d'état initial x et de probabilité de transition P. [9].

2. Les opérateurs U .̂

L'objet de ce paragraphe est de passer rapidement en revue
les propriétés des opérateurs positifs U^ définis pour toute
fonction h e H par

U, = S (PMi_,)»P = S P(Mi^P)''.
N N

II est facile de vérifier que ces opérateurs admettent l'inter-
prétation probabiliste suivante
IV(^) = E, (J^ (1 - A(X,))(1 ~ A(X,)) ... (1 - A(X^))/TO).

Lorsque h = IA (A e ÛL) et à condition d'écrire UA au lieu
de Ui^, cette formule se réduit à

"^^•LV™)
où v^ désigne le premier instant n e N* auquel X^ e A
(^i =00 si X^ ^ A pour tout n e N*).

Les études de potentiel markovien introduisent une foule
d'opérateurs (que chaque auteur note à sa manière!) qui
peuvent tous se déduire des opérateurs UA$ nous pensons
notamment aux opérateurs de balayage, de cobalayage,
opérateurs de transition des chaînes induites, etc... Nous
croyons que les opérateurs UA sont les plus « fondamentaux »
de tous ces opérateurs, car ce sont eux qui vérifient les équa-
tions les plus simples, à savoir les équations de la proposition
11.1. ci-dessous.
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Lorsque h = 1, l'opérateur U^ se réduit à P. Lorsque
/i = 0, l'opérateur Uo est à l'addition de l'opérateur iden-
tique 1 près, égal à l'opérateur potentiel de la chaîne :

i + U o = = s P".
N̂

La proposition suivante montre comment les opérateurs
U^ dépendent de h{h e H).

PROPOSITION 2.1. — Quelles que soient les fonctions h, k e H
telles que h ^ /c, les opérateurs V^ et U^ qui leur sont associés
vérifient l'égalité

u. = s (W^u, E= s U^M^U^.
N N

Ces opérateurs vérifient donc les « équations résolvantes »

V, = U, + UfcM,_,,U, = U, + U,M,_,,U,,.
Ici comme dans toute la suite, nous prendrons soin de

n'écrire jamais que des relations additives entre opérateurs
positifs de manière à éviter d'introduire des expressions
indéterminées + °o — oo ; cela simplifie beaucoup les
énoncés et les démonstrations.

Démonstration. — Les égalités de cette proposition sont des
cas particuliers des formules du lemme élémentaire suivant.

LEMME 2.2. — 5i Q et A sont deux opérateurs positifs sur
(E, <9L), l'opérateur S défini par S == ^ (QA)"Q vérifie
la double égalité N

S == Q + QAS = Q + SAQ.

De plus si B est un troisième opérateur positif sur (E, <St),
alors

^ (SB)"S = S [Q(A + B)]^.
N N

II suffit d'écrire que par définition

S = Q + S (QA^Q
N

pour voir que S == Q + QAS. Comme S s'écrit encore
S = ^ Q(AQ)", il est clair que nous avons aussi
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S = Q + SAQ. Pour démontrer la deuxième égalité du
lemme, il suffit d'écrire que pour tout n e N
(QA + QB)"Q

S ((QA^BaQA^B ... B((QA)^Q)
fc, no» — ,»»A.€N

fc-+-»»o-+--"+n^=n

et de sommer ensuite sur n(n e N) ; en échangeant l'ordre
des sommations, ce qui est permis parce que tous les opérateurs
considérés sont positifs, nous obtenons que

S (QA + QB)»Q = S S ((QA^B ... ((QA)^Q)
N fc€N no, ...,n^€N

= 2 (SB)^.
AGN

Le lemme est ainsi démontré. Sa seconde égalité appliquée
à Q = P, A == Mi_fc et B = M^ donne la première égalité
de la proposition. Ses premières égalités appliquées à Q == U^,
A = Mfc-h donnent les équations résolvantes de la proposition. |

Lorsque h = 6/c(6 e [0, 1]), la première formule de la
proposition ci-dessus s'écrit

Ue, = S (1 - e^UA)^ {k e H; 6 e [0, 1]).
N

PROPOSITION 2.3. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (9L) et soit f une fonction P-excessi^e, c^est-à-dire
une fonction mesurable f: E-> R^. telle que Pf ^ f. Alors
U^Mh/ < f pour tout h e H et

U,AV < U^AV ^ f si h < k (h, k e H).

Un résultat analogue est valable pour les mesures P-exces-
sives.

Démonstration. — II suffira de démontrer que si f: E ->~R+
est une fonction mesurable telle que VjMkf < f pour une
fonction k e H donnée, alors VfMnf ^ U^M^/* pour tout
h e H, h ^ /c. En effet pour /c = 1, ce résultat constitue
la première partie de la proposition; ensuite pour k quel-
conque il fournit la seconde inégalité de la proposition.

L'inégalité V^f ^ f entraîne que

^{V^U^VMf) + (U,M^)PU,M^) < U,M,(f) ^ f
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pour tout p e N*. Montrons-le en procédant par récurrence
sur p. Pour p == 1, l'inégalité se réduit à l'hypothèse;
d'autre part, si elle est vraie pour la valeur p du paramètre,
nous obtenons en multipliant les membres extrêmes à gauche
par UfcMfc-^ et en additionnant le résultat à U^M^(/*), que:

U»Mh(n + S {V,M,.^VMf) + (U.M^^U.M,^)
< U,M,(/-) + V,M^{f)
== vw < f.

La récurrence est ainsi établie. En faisant tendre p f o o ,
nous trouvons que

U,X(/~) = S (U,X_^)'>U,Mh(/•) < V,M,(f)
N

grâce à la formule de la proposition 1. |
II résulte en particulier de la proposition précédente que

Uh(A) ^ 1 et que V^W croît avec h[h e H) $ nous nous
servirons plusieurs fois de ce double résultat. Notons qu'il
entraîne le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.4. — Pour toute fonction h e H telle que
inf h > 0, nous avons V^{h) = 1.
E

Par contre il n'est pas nécessairement vrai que V^{h) = 1
lorsque h == IA (A e (SI, A ^ E) puisque U^IA est la proba-
bilité P.(v^ < oo ) d'entrée dans A après 0.

Démonstration. — Puisque U^(A) croît avec h et est majo-
rée par 1, il suffit de démontrer le corollaire lorsque h est
constante et non nulle, soit h = 9 avec 6 6 ]0, ij. Mais
dans ce cas évidemment

Ue(l) = ̂  (1 - e)71?^11 = s (i - e)" = e-1
N N

de sorte que Ue(0) ==1. |

3. Chaînes irréductibles.

L'objet de ce paragraphe est d'établir que pour toute proba-
bilité de transition irréductible (définition 1 ci-dessous), il
existe une fonction strictement positive HQ au moins pour
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laquelle l'opérateur U^ soit minoré par U^(Ao) ® m^ pour
une mesure positive mo ^ 0. Suivant que U^(Ao) est ou
non p.p. égale à 1, nous verrons que la chaîne est récurrente
ou transitoire.

DÉFINITION 3.1. — Une probabilité de transition P définie
sur un espace mesurable (E, (SI) est dite irréductible par rapport
à une mesure positive à-finie m définie sur (E) (9L) si
m < Uo(^, .) pour tout x e E.

Puisque Uo == ^ P^ la condition de cette définition
exprime que pour tout x e E et tout A e <9L de mesure
w(A) > 0, il existe un n e N* tel que Pn(rc, A) > 0.

Voici alors le point de départ des résultats ultérieurs de
ce travail.

THÉORÈME 3.2. — Soit P une probabilité de transition sur
(E, (9L), irréductible par rapport à la mesure positive à-finie m.
Il existe alors une fonction ho 6 H strictement positive sur E
et une mesure positive m^ équivalente à la mesure m telle que

U,, > U^(Ao) ® ^o-

Démonstration. — Puisque UQ = S (1 — O)71?^1 par
N

définition, il est facile de voir que la m-irréductibilité de la
probabilité de transition P entraîne que

m < Ue(a;, .) pour tout x e E et tout 6 6 [0, 1[.

D'autre part quitte à remplacer la mesure m par une mesure
f.m où f > 0, nous pourrons supposer que la mesure (y-finie
m est en fait une probabilité sur E ; nous ne changerons pas
ainsi les ensembles m-négligeables, ce qui est la seule chose
qui compte dans ce qui précède.

L'hypothèse de séparabilité de l'espace mesurable (E, 0L)
permet de trouver pour tout 6 e [0, 1] une fonction mesu-
rable pQ : (E2, <9L2®) -> R^ telle que pour tout x e E, pe(^î 9)m

soit la partie absolument continue par rapport à m de la
mesure Ue(x, .). La propriété d'irréductibilité m < Ue(^, .)
entraîne alors que pe(^? •) > 0(m)-presque partout sur E;
en ajoutant éventuellement à la fonction pQ la fonction
l|p==oi dont les sections sont m-négligeables, nous pourrons
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supposer dorénavant que la fonction pe est strictement
positive sur tout E2.

Nous avons ainsi déduit de l'hypothèse d'irréductibilité
de la probabilité de transition P qu'il existait une fonction
mesurable strictement positive sur E2 telle que

V^(x, .) ^ p6(^î •)w pour tout x e E

(0 ^ 6 < 1). Ce résultat est bien connu mais par contre
il ne semble pas qu'il ait été remarqué que cette minoration
pouvait être améliorée de la manière suivante.

PROPOSITION 3.3. — Si P est m-irréductible^ il existe pour
tout 6 e [0, 1[ deux fonctions mesurables strictement positives
sur (E, (SI), soient OQ et &Q, telles que

Ue ^ OQ ® b^m.

Remarque. — II importe d'observer à propos de cette propo-
sition qu'une fonction mesurable p strictement positive sur
(E2, (9L20) n'est pas minorable en général par une fonction
de la forme a 0 b où a et b sont strictement positives ;
pour s'en convaincre il suffit de considérer l'exemple de la
fonction borélienne p{x, y) = \x — y\ + ^\x=y\ sur [0, l]2.
Néanmoins lorsque E = N (donc aussi lorsque E est dénom-
brable) toute fonction strictement positive p sur E2 est
minorée par exemple par le produit a (x) b des fonctions
strictement positives que l'on obtient en posant

a{x) = min (1, p(x, 0), p{x, 1), ... p(x, x))
b{y) = min (1, p(0, y), p(l, y), ... p(y, y)) {x, y e N).

La démonstration de la proposition précédente s'appuie
sur le résultat suivant, dont la démonstration s'inspire du
travail de Harris [4].

LEMME 3.4. — Soit (E, (9L, m) un espace de probabilité et
soient p^ p^ deux fonctions mesurables strictement positives
définies sur (E2, OL2®). Alors la fonction mesurable q définie
sur (E, CL)2 par la formule

q{x, z) = f^pi{x, y}p^y, z} dm{y)
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est non seulement strictement positive sur E2, mais elle admet
même une minoration de la forme

q > a ® b {soit q(x, z) ^ a(x)b{z))

pour deux fonctions mesurables strictement positives a, b définies
sur (E, <9L).

En effet pour tout x fixé, la, stricte positivité de la fonction
pi(rr, .) sur E entraîne que

/ i \
m(p^{x), . ^ — ) ^ 1 lorsque / c ^ o o ;

\ k 1

désignons alors par kÇx) le plus petit entier ^ 1 tel que

^(^•^/è))^
Comme la fonction de x définie par la probabilité
m(pi(a?, .) ^ l//c) est mesurable sur (E, (SI), il est clair que

^
k{. ) : E —^ N* est mesurable. En posant a{x) = y—:» nous

k(x)
avons donc construit une fonction mesurable strictement
positive sur (E, 0L) telle que m(p^(x, .) ^ a{x)} ^ 3/4 pour
tout x e E.

De manière analogue nous pouvons construire une fonction
mesurable strictement positive b sur (E, (9L) telle que
m{p^{., z) ^ &(z)) ^ 3/4 pour tout z e E. Mais alors nous
pouvons écrire pour tout couple rc, z e E2 que :

^? ^== f^p1^9 v^p^y^ ^ dm^
^ f^^w,p^,^w P^ V^P^ z) d^v)
^ a{x)h{z)m[p^x, .) ^ a[x), p^., z ) ^ b{z))

^
^ —a{x)b{z)

et le lemme 4 est ainsi démontré à condition de remplacer
aa par y

La proposition 3 découle immédiatement du lemme 4 que
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nous venons de démontrer et de l'équation résolvante. En
effet si 6 est un réel de [0, 1[, choisissons un réel 6' tel que
6 < 6' < 1; puisque

Ue(a?, .) > p^x, .)m et UQ» {x, .) ^ p^[x, .)m

pour des fonctions strictement positives pQ et p^ sur E2,
l'équation résolvante montre que

Ue > (6' - e)UeUe,
^ (6' - 6) f pe(., y}p^y, •) <Mt/).m

et d'après le lemme 4 il existe donc des fonctions mesurables
strictement positives 09 et 60 sur (E, 0L) telles que

UQ ^ OQ ® &9.m.

Achevons maintenant la démonstration du théorème 2.
A cet effet fixons-nous un 6 dans ]0, 1[$ en remplaçant

( û \
éventuellement la fonction 09 par min —9 a^ nous

/ .pouvons supposer que la fonction strictement positive 09
n

vérifie l'inégalité 09 ^ -7-. Posons ho == 09. L'équation
A

résolvante entraîne alors que

U,.^ UJMe-JJe^ -j-UJJe
û

puisque ^o ^ "o~» P811* conséquent2i

UA. > ^-U^(/io ®&e."î)
A

et il reste à poser rrio = --- 69. m, pour que l'inégalité
^

U^ > Uy,^(/io) ® yyiQ soit démontrée. D'après ce qui précède
hç est strictement positive sur E et la mesure mo est
équivalente à m puisque 69 est strictement positive. |

N. JAIN et B. JAMISON ont montré qu'une probabilité de
transition m-irréductible était ou bien transitoire ou bien
récurrente module un ensemble négligeable. Nous reprenons
la démonstration de ce résultat en partant du théorème 2.
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PROPOSITION 3.5. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (SI), irréductible relativement à la mesure positive
c-finie m. Alors deux cas seulement sont possibles :

1) I I existe une fonction mesurable strictement positive h^
sur (E, (9L) dont le potentiel UAo soit une fonction bornée
sur E ;

2) II existe un sous-ensemble mesurable E* de E tel que

a) m{{E^Y) =0, b) P(., E^) = i sur E*

et tel que pour la probabilité de transition P* obtenue en
restreignant P à E*, il existe une fonction mesurable
h^ : E* —> [0, 1] jouissant des trois propriétés suivantes

a) /^ > 0 sur E*, 6) U^(/i$) == 1 sur E^, c) U^* ^ 1 ® m*

pour iwe mesure positive m* équivalente à m.
Le cas (1) est appelé le cas transitoire : Fintégrabilité de

la v.a. positive ^ Ao(XJ par rapport à toutes les probabilités
N*Ps,{x e E) entraîne que la chaîne ne visite p.s. qu'un nombre

fini de fois chacun des ensembles A^ == {7^ > l/^} ; or
A/g + E lorsque k ^ oo. Nous verrons au paragraphe
suivant que le cas (2) correspond à celui d'une chaîne récurrente
au sens de Harris, sur E* : pour tout x e E* et tout A
de mesure m(A) > 0, nous montrerons que

P.(S I A ( X J = O O ) = I .
Démonstration. — Soit HQ une fonction de H jouissant des

propriétés énoncées dans le théorème 2. Nous pouvons supposer
en outre que Ao < 1 sur E car la fonction construite dans
ce théorème jouit effectivement de cette propriété. Nous
distinguerons alors deux cas, suivant que la fonction U^(Ao)
est égale à 1 m-presque partout ou non.

1) Si la fonction positive 1 — U/J^o) n'est pas m-négli-
geable, le nombre réel c == mo(Ao(l -— U^(Ao))) est strictement
positif puisque h^ > 0 sur E et puisque les mesures m^
et m sont équivalentes. Alors

(U,MJ1 - (U/JM^l == U,M/J1 ̂  UJAo))
^ HJAo)c
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d'après l'inégalité U^ ^ Uyj^o) ® ̂  vérifiée par l'opérateur
U^. Ceci peut encore s'écrire

(UJ\V1 < (1 - c)(U,MJl.

Par itération, il vient

(U,M^1 < (1 - cnU.MJl (M G N)

et l'équation résolvante permet alors de majorer le potentiel
Vho de Ao comme suit

UAo= § (U^M^UJAo)
== S (UA)^I

N

< A- UJAo) ^ ̂

Nous avons démontré que ce potentiel Vho est borné sur E.
2) Si la fonction U/JAo) est égale à 1 m-presque partout,

l'ensemble mesurable E* = (U^(/io) = 1) est m-plein. L'équa-
tion résolvante U^ = P + PMi_^U^ entraîne d'autre part
que

1 - l\(/to) = 1 - P(^o + (1 - ̂ o)U/JAo))
=P((l-Ao)(l-U^o)));

le premier membre s'annule en tout point x e E* et pour
un tel x P{x, .) ne peut donc charger que l'ensemble

{(1 - Ao)(l - U^o)) = 0}
qui coïncide avec E* puisque Ao < 1 sur E. Nous avons
ainsi démontré que P(., E*) = 1 sur E*.

Cette dernière propriété entraîne que la restriction P*
de P à E* est encore une probabilité de transition et il est
facile de voir que les opérateurs U^ admettent les U^*
comme restrictions à E* si h* est la restriction de h à E*.
La restriction h^ de h^ à E* et la restriction m^ de m^
à E* jouissant alors manifestement des propriétés (a, &, c)
énoncées dans la proposition. |

Terminons ce paragraphe par l'énoncé d'un résultat
concernant l'existence de mesures (y-finies P-invariantes dans le
cas d'une chaîne transitoire.
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PROPOSITION 3.6. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (9L), irréductible relativement à la mesure positive
à-finie m. Supposons que le premier cas de l'alternative de
la proposition 5 soit réalisé et désignons par ho une fonction
strictement positive de H telle que

l\ ^ V^(ho) ® m,

et que Vho soit bornée sur E.
Alors les mesures positives à-finies [L qui sont P-invariantes

coïncident bi-univoquement avec les mesures de la forme

x + xMJJo
où À est une mesure positive telle que X(Ao.UoAo) < oo et que
XM^P = X.

L'intérêt de cette proposition par rapport aux résultats
existant dans la littérature, nous semble tenir dans le fait que
la mesure P-invariante pi est supposée à-finie sans plus,
c'est-à-dire sans que nous nous donnions à l'avance aucun
ensemble sur lequel [JL soit finie. Notons en effet que si p.
est à-finie et P-invariante, nous montrons dans la démonstra-
tion ci-dessous que automatiquement ^(^o-U/J/^)) < oo.
(D'ailleurs la démonstration qui suit serait beaucoup plus
courte s'il n'y avait à être très précis en ce qui concerne les
finitudes).

Démonstration. — Toute mesure [L de la forme
^ == X + XM/JLJo est positive et <r-finie si À est une mesure
positive telle que X(/io.UoAo) < oo ; en effet la mesure X
est à-finie car la fonction ho.Vo^o est strictement positive
sur E et la mesure XM^U est à-finie car

(ÀM,Uo)Ao=À(Ao.Uo^o)
est fini, alors que ho est strictement positive sur E. De plus
l'invariance de À par Mi_/JP entraîne celle de (A par P
car :

^P = XP + XMJJP
- xMi-,P + ^M/JP + UoP)
= \ + xM^Uo

puisque P + UoP = Uo.
Inversement si la mesure positive ^ est P-invariante,


