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POTENTIEL MARKOVIEN RECURRENT
DES CHAINES DE HARRIS

par Jacques NEVEU

1. Introduction.

Soit P = (P(z, A); z€ E, A € @) une probabilité de tran-
sition définie sur un espace mesurable (E, @) que sans res-
treindre essentiellement la généralité, nous pourrons supposer
séparable. Le point de départ de ce travail est alors d’étudier
les minorations du type U,(z, dy) > a(z)m(dy) que peuvent
satisfaire les opérateurs de potentiel tabou

U, = % (PM,_,)"P (h: E — [0, 1])

associés & P; nous notons M, l'opération de multiplication
par la fonction k. Par exemple pour une chaine vérifiant
la condition de récurrence de Harris, nous trouverons qu’il
existe des fonctions strictement positives £k telles que
U,(z, dy) > p (dy) pour tout ze€ E, si p désigne la mesure
positive ¢-finie P-invariante dont ’existence a été démontrée
par Harris. Dans les conséquences que nous tirerons de ce
résultat, nous verrons que 1'idée de considérer des potentiels
tabous par rapport a des fonctions plutdét que seulement par
rapport & des ensembles (comme les interprétations probabi-
listes en avaient donné ’habitude) simplifie notablement les
démonstrations et les idées.

Pour une chaine de Harris, I’existence de fonctions stricte-
ment positives et « bornées au sens de Brunel » [1] résulte
immédiatement de la minoration ci-dessus. Nous montrerons
en fait beaucoup plus: les fonctions bornées positives f pour
lesquelles la fonction U,,f est bornée quel que soit I’ensemble
A non négligeable (fonctions « bornées » de Brunel) coin-
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cident exactement avec les fonctions [ telles que
Ugs(z, dy) > m (dy) pour une mesure positive m # 0 (= pour
une mesure m équivalente a la mesure invariante p) si
0 est un réel > 0 bien choisi. Pour éviter la confusion entre
les fonctions bornées et les fonctions « bornées de Brunel »,
nous appellerons ces derniéres les fonctions spéciales. Nous
pensons que le cone des fonctions spéciales est un cdne treés
important dans la théorie du potentiel récurrent.

Dans la derniére partie de ce travail nous montrons qu’une
chaine de Harris admet des opérateurs de potentiel positifs
qui ont les bonnes propriétés; ils satisfont notamment 4 un
principe du balayage et & un principe du maximum. En outre
nous sommes & méme de résoudre les équations de Poisson
u—Pu=f et v—Pv=2 pour toute fonction f telle
que |f| soit spéciale et que u(f) = 0 et pour toute mesure
bornée A de masse totale A(E) = 0 (les solutions sont essen-
tiellement uniques dans des espaces convenables).

Notations. — Dans toute la suite (E, @) désignera un espace
mesurable séparable. Toute mesure de transition positive
{T=T(@=, A); z€ E, Ae@}, sur (E, @), c’est-a-dire toute
famille mesurable (T(z, .), z€ E) de mesures positives
(c-finies ou non) sur (E, @) définit deux opérateurs f— Tf
et A — AT, opérant le premier sur les fonctions mesurables
f: E>R, =[0, ] et le second sur les mesures positives
(c-finies ou non) définies sur (E, @). Nous appellerons en
abrégé « opérateur positif » la donnée d’un tel T. Il est clair
quele produit T, ... T, de n opérateurs positifs ou la somme
dénombrable (finie ou infinie) Y, T, d’opérateurs positifs

k

sont encore des opérateurs positifs. Lorsque f est une fonction
mesurable positive et m une mesure positive sur (E, @),
nous noterons f ® m 'opérateur positif associé a la mesure
de transition

f ® m(z, dy) = f(z)m (dy).

Dans toute la suite nous nous donnerons aussi une probabilité
de transition P sur (E, Q) et 'opérateur positif markovien
qui lu1 est associé.

Nous noterons dorénavant H D’ensemble des fonctions
réelles mesurables h: (E, @) — [0, 1]. Si h e H, nous dési-
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gnerons par M, l'opérateur de multiplication par la fonction
h qui opére & droite sur les fonctions positives et 4 gauche
sur les mesures positives suivant les formules

M.(f) =fh, mM,=h.m

ou h.m désigne la mesure de densité h par rapport a m.
Nous écrirons M, au lieu de M,, lorsque A e A.
Lorsqu’il s’agira d’interprétations probabilistes, (X,, n € N)
désignera la suite des applications coordonnées de (E, @)*®
dans (E, @) et P,z e E) désignera la probabilité unique
sur (E, @)™ pour laquelle (X,, n e N) soit une chaine de
Markov d’état initial x et de probabilité de transition P. [9].

2. Les opérateurs U,.

L’objet de ce paragraphe est de passer rapidement en revue
les propriétés des opérateurs positifs U, définis pour toute
fonction he H par

U,= 3 (PM,)"P = ) P(M,_, P)~.

Il est facile de vérifier que ces opérateurs admettent I'inter-
prétation probabiliste suivante

Uif(#) =E. ( 3 (1—h(X))(1 = k(X)) ... (1 =h(X,0))f (X))

nEN*
Lorsque h =1, (A €@) et a condition d’écrire U, au lieu
de U,,, cette formule se réduit a

Uafla) = Eo (3 £(X0)

1<y}

ou v} désigne le premier instant ne N* auquel X, €A
(vi= o st X,¢ A pour tout ne N*).

Les études de potentiel markovien introduisent une foule
d’opérateurs (que chaque auteur note 4 sa maniére!) qui
peuvent tous se déduire des opérateurs U,; nous pensons
notamment aux opérateurs de balayage, de cobalayage,
opérateurs de transition des chaines induites, etc... Nous
croyons que les opérateurs U, sont les plus « fondamentaux »
de tous ces opérateurs, car ce sont eux qui vérifient les équa-
tions les plus simples, & savoir les équations de la proposition
I1.1. ci-dessous.
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Lorsque h =1, l'opérateur U, se réduit & P. Lorsque
h =0, Popérateur U, est & ’addition de 'opérateur iden-
tique I pres, égal & I'opérateur potentiel de la chaine:

1+ U, =3 P~

La proposition suivante montre comment les opérateurs

U, dépendent de h(h e H).

Prorosition 2.1. — Quelles que soient les fonctions h, k€ H
telles que h < k, les opérateurs U, et U, qui leur sont associés
vérifient Uégalité

U, = 2 (UkMk—h)" Uk = g« Uk(Mk—h Uk)"~

N

Ces opérateurs vérifient donc les « équations résolvantes »
» = Uy + UM, U, = U, 4+ UM, U,.

Ici comme dans toute la suite, nous prendrons soin de
n’écrire jamais que des relations additives entre opérateurs
positifs de maniére a éviter d’introduire des expressions
indéterminées -+ o0 — oo; cela simplifie beaucoup les
énoncés et les démonstrations.

Démonstration. — Les égalités de cette proposition sont des
cas particuliers des formules du lemme élémentaire suivant.

Lemme 2.2. — St Q et A sont deux opérateurs positifs sur
(E, @), Ulopérateur S défint par S =Y (QA)"Q vérifie
la double égalité N

5=Q+ QAS =Q + SAQ.

De plus st B est un troisiéme opérateur positif sur (E, @),

alors
3 (SBY'S = 3 [QA + B)FQ.

N

11 suffit d’écrire que par définition
S=Q+ 3 (QAF*Q

pour voir que S = Q + QAS. Comme S s’écrit encore
S=3 Q(AQ)", 1l est clair que nous avons aussi
N
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S=Q+ SAQ. Pour démontrer la deuxiéme égalité du
lemme, il suffit d’écrire que pour tout ne N

(QA + QBYQ |
= % (QAyQB((QA)Q)B ... B((QA):Q)
ks Bos +o. B EN
k+Ro++- +np=n
et de sommer ensuite sur n(n € N); en échangeant I’ordre
des sommations, ce qui est permis parce que tous les opérateurs
considérés sont positifs, nous obtenons que

2(QA+QBQ=3 % ((QA) QB ... ((QAQ)

N €N ng, .oy L EN
=Y, (SB)*S.
keN

Le lemme est ainsi démontré. Sa seconde égalité appliquée
a Q=P,A=M,_, e¢ B=M,_, donne la premiére égalité
de la proposition. Ses premiéres égalités appliquées & Q = U,
A =M, _, donnent les équations résolvantes dela proposition. |

Lorsque h = 6k(6 € [0, 1]), la premiére formule de la
proposition ci-dessus s’écrit

U= 3 (1 — 0)"(UM)*U, (ke H; 6 € [0, 1])).

N

ProrositioN 2.3. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, @) et soit [ une fonction P-excessive, c’est-a-dire
une fonction mesurable f: E — R, telle que Pf < f. Alors
UMf < f pour tout heH et

UMf<UMf<f si h<k (hkeH).

Un résultat analogue est valable pour les mesures P-exces-
sives.

Démonstration. — 1l suffira de démontrer que si f: E - R,
est une fonction mesurable telle que UM,f < f pour une
fonction ke H donnée, alors UM,f < UM,f pour tout
he H, h < k. En effet pour k=1, ce résultat constitue
la premiére partie de la proposition; ensuite pour k quel-
conque il fournit la seconde inégalité de la proposition.

L’inégalit¢ UM,f < f entraine que
3 (UM UM,(f) + (UM PUM(f) < UML) < f

n<p
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pour tout p € N*. Montrons-le en procédant par récurrence
sur p. Pour p =1, linégalité se réduit a& I’hypothése;
d’autre part, si elle est vraie pour la valeur p du paramétre,
nous obtenons en multipliant les membres extrémes a gauche
par UM,_, et en additionnant le résultat & UM,(f), que:

UML) + 3, (UM UML) + (UM, - UM(f)

< Uth(f) '+‘ UkMk—h(f)
= UkMkf S f .

La récurrence est ainsi établie. En faisant tendre p} oo,
nous trouvons que '
UM.(f) = % (UiM,—)"UM,(f) < UM,(f)

grice a la formule de la proposition 1. |

Il résulte en particulier de la proposition précédente que
Uy(h) <1 et que Uyh) croit avec h(he H); nous nous
servirons plusieurs fois de ce double résultat. Notons qu’il
entraine le corollaire suivant:

CoroLrLaIrRe 2.4. — Pour toute fonction he H telle que
inf A > 0, nous avons U,(h) = 1.
E

Par contre il n’est pas nécessairement vrai que U,(h) =1
lorsque h =1, (A e@, A # E) puisque U,1, est la proba-
bilité P.(v} < o) d’entrée dans A apres 0.

Démonstration. — Puisque U,(h) croit avec h et est majo-
rée par 1, il suffit de démontrer le corollaire lorsque h est
constante et non nulle, soit A =0 avec 6¢]0, 1]. Mais
dans ce cas évidemment

Up(1) = 3 (1 — 0P 1 =3 (1 —0) =06~

N N

de sorte que Uy(6) =1. |

3. Chaines irréductibles.

L’objet de ce paragraphe est d’établir que pour toute proba-
bilité de transition irréductible (définition 1 ci-dessous), il
existe une fonction strictement positive hy, au moins pour
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laquelle I'opérateur U, soit minoré par U, (hy) ® my pour
une mesure positive my 7% 0. Suivant que U,(h,) est ou
non p.p. égale a 1, nous verrons que la chaine est récurrente
ou transitoire.

DerinitioN 3.1. — Une probabilité de transition P définie
sur un espace mesurable (E, Q) est dite irréductible par rapport
& une mesure positive co-finte m définie sur (E, Q) si
m < Uy(z, .) pour tout z € E.

Puisque U, = Y P, la condition de cette définition

N*

exprime que pour tout zx€E et tout Ae@ de mesure
m(A) > 0, 1l existe un ne N* tel que P,(z, A) > 0.

Voici alors le point de départ des résultats ultérieurs de
ce travail.

TatoriME 3.2. — Soit P une probabilité de transition sur
(E, @), irréductible par rapport a la mesure positive o-finie m.
Il existe alors une fonction hy € H strictement positive sur E
et une mesure positive my équivalente & la mesure m telle que

Uy, = Uy (hy) ® mg.
Démonstration. — Puisque Upj= Y (1 — 6)"P** par

N
définition, il est facile de voir que la m-irréductibilité de la
probabilité de transition P entraine que

m < Ug(z, .) pourtout zeE ettout 6e]0,1].

D’autre part quitte & remplacer la mesure m par une mesure
f-m ou f > 0, nous pourrons supposer que la mesure c-finie
m est en fait une probabilité sur E; nous ne changerons pas
ainsi les ensembles m-négligeables, ce qui est la seule chose
qui compte dans ce qui précéde.

L’hypothése de séparabilité de I’espace mesurable (E, @)
permet de trouver pour tout 6 € [0, 1] une fonction mesu-
rable pg: (E%, @%*) — R, telle que pour tout z € E, py(z, .)m
soit la partie absolument continue par rapport & m de la
mesure Uy(x, .). La propriété d’irréductibilité m < Ug(z, .)
entraine alors que py(z, .) > O(m)-presque partout sur E;
en ajoutant éventuellement a la fonction p; la fonction
145, dont les sections sont m-négligeables, nous pourrons
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supposer dorénavant que la fonction p; est strictement
positive sur tout E2.

Nous avons ainsi déduit de I’hypothése d’irréductibilité
de la probabilité de transition P qu’il existait une fonction
mesurable strictement positive sur E2 telle que

Uy(z, .) = po(z, .)m pour tout zeE

(0 < 6 <1). Ce résultat est bien connu mais par contre
il ne semble pas qu’il ait été remarqué que cette minoration
pouvait étre améliorée de la maniére suivante.

ProrositioN 3.3. — St P est m-irréductible, il existe pour
tout 6 € [0, 1[ deux fonctions mesurables strictement positives
sur (E, @), soient ay et by, telles que

Uy > ay ® bym.

Remarque. — 11 importe d’observer a propos de cette propo-
sition qu’une fonction mesurable p strictement positive sur
(E2, @2®) n’est pas minorable en général par une fonction
de la forme a®b ol a et b sont strictement positives;
pour s’en convaincre il suffit de considérer I’exemple de la
fonction borélienne p(z, y) = |z — y| + 1,_5 sur [0, 172
Néanmoins lorsque E = N (donc aussi lorsque E est dénom-
brable) toute fonction strictement positive p sur E2 est
minorée par exemple par le produit a ® b des fonctions
strictement positives que I’on obtient en posant

a(z) = min (1, p(z, 0), p(z, 1), ... p(=, z))
b(y) = min (1, p(0, ), p(1, y), ... P(y, ¥)) (», ye N).

La démonstration de la proposition precedente s’ appule
sur le résultat suivant, dont la démonstration s’inspire du
travail de Harris [4].

Lemme 3.4. — Soit (E, A, m) un espace de probabilité et
sotent p,, ps deux fonctions mesurables strictement positives
définies sur (E2, A2®). Alors la fonction mesurable q définie
sur (E, @)? par la formule

4@, 2) = [ pi(=, y)paly, 2) dmy)
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est non seulement strictement positive sur E2, mais elle admet
méme une minoration de la forme

g=>a®b (soit qlz, z) > a(zx)b(z))

pour deux fonctions mesurables strictement positives a, b définies
sur (E, @).

En effet pour tout z fixé, la stricte positivité de la fonction
pi(z, .) sur E entraine que

m<p1(x), .= —%) $1  lorsque k) oo

désignons alors par k(z) le plus petit entier > 1 tel que

m(pl(a:, )2 Fif”;) > %—-

Comme la fonction de =z définie par la probabilité
m(py(z, .) > 1/k) est mesurable sur (E, @), il est clair que

k(.): E— N* est mesurable. En posant a(z) :M’ nous
avons donc construit une fonction mesurable strictement
positive sur (E, Q) telle que m(p,(z, .) > a(z)) > 3/4 pour
tout z e E.

De maniére analogue nous pouvons construire une fonction
mesurable strictement positive b sur (E, @) telle que
m(py(., z) = b(z)) > 3/4 pour tout ze E. Mais alors nous
pouvons écrire pour tout couple z, ze€ E2 que:

g(z, 2) = [ pilz, Y)paly, 2) dmly

E

—~

> ./ip.(z, sz pzucon PLE Y)PalYs 2) dm{y)
> a(2)b(z)m(ps(z, .) > a(@), ps(., 2) > b(2))
>+ a(2)b2)
2
et le lemme 4 est ainsi démontré a condition de remplacer
a
a par o~

La proposition 3 découle immédiatement du lemme 4 que
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nous venons de démontrer et de 1’équation résolvante. En
effet si 6 est unréel de [0, 1[, choisissons un réel 6’ tel que
6 < 0 < 1; puisque

Ug(z, .) = po(z, .)m et Ug (2, .) > polz, .)m

pour des fonctions strictement positives p; et p; sur E2,
Iéquation résolvante montre que

Uo?( — 0)UyU,,
> (' —6) [ pi(., , .) dml(y).m

et d’aprés le lemme 4 il existe donc des fonctions mesurables
strictement positives ay et by sur (E, @) telles que

Up = ay ® by.m.

Achevons maintenant la démonstration du théoréme 2.
A cet effet fixons-nous un 6 dans ]0, 1[; en remplagant
éventuellement la fonction ay par min <—§-, ag ), nous
pouvons supposer que la fonction strictement positive a,
vérifie l'inégalité ay < %- Posons hy = ay. L’équation

résolvante entraine alors que
Uho = Uh,Me-h,,UO = "'2_Uh.U6
. 0 .
puisque hky < i par conséquent

U > 5 Unfhy ® by.m)

. \ 0 TR
et 1l reste & poser my = — by.m, pour que l'inégalité

2

U,, = U, (hy) ® m, soit démontrée. D’aprés ce qui précéde
hy est strictement positive sur E et la mesure m, est
équivalente & m puisque by est strictement positive. |

N. Jain et B. JamisoN ont montré qu’une probabilité de
transition m-irréductible était ou bien transitoire ou bien
récurrente modulo un ensemble négligeable. Nous reprenons
la démonstration de ce résultat en partant du théoréme 2.
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Prorosition 3.5. — Soit P une probabilité de transition

sur (E, @), uirréductible relativement & la mesure positive
o-finte m. Alors deux cas seulement sont possibles :

1) Il existe une fonction mesurable strictement positive b,
sur (E, @) dont le potentiel Uh, soit une fonction bornée
sur E;

2) Il existe un sous-ensemble mesurable E* de E tel que
a) m((E*)°) =0, b) P(.,E*)=1 sur E*

et tel que pour la probabilité de transition P* obtenue en
restreignant P a  E* il existe une fonction mesurable
hy: E* — [0, 1] jouissant des trois propriétés suivantes

a) hy > 0 sur E*, b) Ups(hg) =1 sur E*, ¢) Uix > 1 @ m*

pour une mesure positive m* équivalente & m.
Le cas (1) est appelé le cas transitoire: l'intégrabilité de
la v.a. positive Y hy(X,) par rapport a toutes les probabilités
N*

P,z € E) entraine que la chaine ne visite p.s. qu'un nombre
fini de fois chacun des ensembles A, = {h, > 1/k}; or
A,}E lorsque k} . Nous verrons au paragraphe
suivant que le cas (2) correspond a celui d’une chaine récurrente
au sens de Harris, sur E*: pour tout ze E* et tout A
de mesure m(A) > 0, nous montrerons que

Po(3 1a(X) =) =1.

Démonstration. — Soit hy une fonction de H jouissant des
propriétés énoncées dans le théoréme 2. Nous pouvons supposer
en outre que hy < 1 sur E car la fonction construite dans
ce théoréme jouit effectivement de cette propriété. Nous
distinguerons alors deux cas, suivant que la fonction U, (h,)
est égale & 1 m-presque partout ou non.

1) Si la fonction positive 1 — U,(ky) n’est pas m-négl-
geable, le nombre réel ¢ = my(hy(1 — U, (h,))) est strictement

positif puisque ky, > 0 sur E et puisque les mesures my
et m sont équivalentes. Alors

(UpMp)1 — (Up M)t = Uy M, (1 — Uh,(ho))
> U, (ho)c
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d’apres 'inégalité U, > U, (hy) ® m, vérifiée par 'opérateur
U,,. Ceci peut encore s’écrire

(UM )M < (1 — e)(Up M, )1

o ho

Par itération, il vient
(UpMp )1 < (1 — (UM, )1 (neN)

et I’équation résolvante permet alors de majorer le potentiel

Uh, de h, comme suit
Uho = % (Uhtho)nUh.,(hO)

= %“ (UpM,, )" 11

L Up (o) < L

c

N
)

Nous avons démontré que ce potentiel Uk, est borné sur E.

2) Si la fonction U,(hy) est égale 3 1 m-presque partout,
I’ensemble mesurable E* = (U, (hy) = 1) est m-plein. L’équa-
tion résolvante U, = P 4 PM,_,U, entraine d’autre part
que

1 — Up(ho) = 1 — P(ho + (1 — ho)Up(hy))
= P((1 — ho)(1 — Up(ho)));

le premier membre s’annule en tout point z € E* et pour
un tel z P(z, .) ne peut donc charger que I’ensemble

{(1 = ho)(1 — Up(ho)) = 0}

qui coincide avec E* puisque hy < 1 sur E. Nous avons
ainsi démontré que P(., E*) =1 sur E*

Cette derniére propriété entraine que la restriction P*
de P a E* est encore une probabilité de transition et il est
facile de voir que les opérateurs U, admettent les Uj-
comme restrictions & E* si h* est la restrictionde h a E*
La restriction hy de h, a E* et la restriction m§j de m,
a E* jouissant alors manifestement des propriétés (a, b, c)
énoncées dans la proposition. |

Terminons ce paragraphe par [’énoncé d’un résultat
concernant ’existence de mesures o-finies P-invariantes dans le
cas d’une chaine transitoire.
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Prorosition 3.6. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, @), urréductible relativement & la mesure positive
o-finte m. Supposons que le premier cas de Ualternative de
la proposition 5 soit réalisé et désignons par h, une fonction
strictement positive de H telle que

U"o > Uho(ho) ® my

et que Uhy soit bornée sur E.
Alors les mesures positives c-finies p qui sont P-invariantes
coincident bi-univoquement avec les mesures de la forme

A -+ aM, U,

ot A est une mesure positive telle que A(hy.Ughy) < o0 et que
AM,_, P =2

L’intérét de cette proposition par rapport aux résultats
existant dans la littérature, nous semble tenir dans le fait que
la mesure P-invariante p est supposée o-finie sans plus,
c’est-a-dire sans que nous nous donnions a l’avance aucun
ensemble sur lequel p soit finie. Notons en effet que si p
est o-finie et P-invariante, nous montrons dans la démonstra-
tion ci-dessous que automatiquement (ko .Up(ho)) < 0.
(D’ailleurs 1a démonstration qui suit serait beaucoup plus
courte s’il n’y avait & étre trés précis en ce qui concerne les
finitudes).

Démonsiration. — Toute mesure p de la forme
w =2+ AM, U, est positive et o-finie si A est une mesure
positive telle que A(hy.Ughy) < c0; en effet la mesure 2
est o-finie car la fonction hy.Uyh, est strictement positive
sur E et la mesure AM, U est o-finie car

(AM,Uo)ho = A(ho . Ughs)

est fini, alors que A, est strictement positive sur E. De plus
Pinvariance de A par M, _,P entraine celle de @ par P
car:
wP =P 4 1M, UP
= M-, P + M, (P 4 U,P)

puisque P 4 U P = U,.

Inversement si1 la mesure positive p est P-invariante,
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la proposition 2.3 appliquée aux mesures montre que
w > uM,U,; si p est o-finie, il existe alors une et une seule
mesure positive A telle que

w= p‘Mh“Uho + A

Il est facile de déduire de cette unicité que A = AM;_,P
nous avons en effet :

p = pP =pM,P + uM,_, P
= P‘Mh.,P + (“‘MhoUh“ + )‘)Ml—hop
= P‘Mho(P + UhoMl—h“P) + 7\M1~h0P
= uM, U, + AM,_, P

en vertu de I’équation résolvante.
La minoration U, > U,(h)) ® m, entraine que

B> @MhoUh, > p‘(h0°Uh‘,<h0))m0;

puisque la mesure positive m, n’est pas identiquement nulle,
la mesure p ne peut étre o-finie et vérifier 'inégalité précé-
dente que st I'intégrale w(hy.U,(hy)) est finie. Grace & I'iné-
galité

)

(Up M, )1 < Uy (ho) ou c<1
de la démonstration de la proposition 3.5, cela entraine que

w(My,Us) 2 (ho) = w(ho . (UyM,,)" 1)
< ¢"ulho . Up(ho))

décroit vers 0 lorsque n |} co. Mais alors I’égalité de définition
de la mesure A, qui entraine par itération que

p = u(M,U,)"* + 2 % (M, Uy, )"
implique que
p=2xrY M,U,)"

n€EN

= A + M, 3 U,MU,)" =2 4 2M,U.

Enfin, cette égalité et ’équation résolvante montrent que

@ (ho - Uho(ho)) = ELMh,Uh,(ho)
= (A + M, Uy)M, U, (ho)
= 7\Mh.,<Uo(ho))

ce qui implique que A(hy.Ug(hy)) < 0. |
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4, Chaines de Harris et fonctions « spéciales ».

Le premier objet de ce paragraphe est d’étudier les chaines
de Markov pour lesquelles I'opérateur U, est minoré par
une expression de la forme 1 ® m,, pour une fonction stricte-
ment positive h, au moins. Nous déduirons de la proposition
suivante que ces chaines sont exactement celles qui remplissent
la condition de Harris.

ProrosiTion 4.1. — Soit P une probabilité de transition
sur Uespace mesurable (E, Q). Soit hy € H une fonction telle
que

a) he > Osur E, b) Up(h) =1, ¢) U > 1® my

pour une mesure positive m, sur (E, Q) distincte de 0.
Alors il existe une mesure positive P-invariante p telle que
w(hy) =1 et que p > m. En outre

Ui(f) =1, (f-w)U;=p

pour toute fonction fe H qui n’est pas p-négligeable.
Enfin p est & une constante multiplicative prés, la seule
mesure positive o-finte telle que u > uP.

Démonstration. — 1) Nous commencerons par démontrer
que Popérateur U, M, qui est markovien en vertu de I’hypo-
these (b) posséde une probabilité invariante. Nous nous
appuierons a cet effet sur le lemme classique suivant.

Lemme 4.2. — Toute probabilité de transition Q sur Uespace
mesurable (E, Q) définit un opérateur linéaire de norme 1
sur Uespace de Banach des mesures bornées sur (E, Q); cet
opérateur laisse ingariant le sous-espace fermé

M, = {m: m(E) = 0}

de M. Lorsque la norme A de la restriction de Uopérateur
Q a M, est strictement inférieure a 1, il existe une probabilité
Q-invariante unique sur (E, @), soit v; en outre pour tout
z € E, nous avons

1Q¥z, .) — v] < 2A* >0 lorsque n}oo.
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La premiére partie de ce lemme est bien connue. Ensuite
s1 m est une probabilité sur (E, @) et si le N, la mesure
m — mQ' appartient & M, et posséde une norme au plus
égale & 2; I'hypothése entraine donc que

ImQ* — mQ™¥| = [(m — mQ)Q"| < 2A" (I, neN)

de sorte que (mQ", ne N) est une suite de Cauchy dans
Iespace de Banach M. La limite v =lm mQ® de cette
suite vérifie alors I'inégalité "

ImQ* — v| < 2A" (neN)

et est évidemment invariante par 'opérateur Q; en outre
cette limite ne dépend pas de la probabilité m choisie, puisque
si m' est une autre probabilité sur (E, Q)

[m'Q* — v] = [(m" — v)Q"| < 2A* =0 lorsque n}oo.

Il est clair que v est 'unique probabilité Q-invariante sur
(E, @).

Le lemme précédent s’applique en particulier & toute proba-
bilité de transition Q telle que Q > 1 ® m, pour une mesure
positive non-nulle my, sur E; la norme A de Q sur M,
est en effet majorée par 1 — my(E) < 1 puisque 1’égalité
mQ = m(Q — 1 ® m,y) valable pour toute mesure m de M,
entraine que

[mQl < [m[(Q —1 ® mo)(1) = |m|(1 — my(E)) (m e M),

Popérateur Q — 1 ® m, étant positif. En outre la mesure
Q-invariante v dont le lemme précédent affirme l’existence,
est telle que v > m,y, puisque

v=vQ =2 v(1 ® my) = m,.

Si hy est une fonction de H vérifiant les hypotheéses
(a, b, ¢) de la proposition, 'opérateur U, M, est markovien
et minoré par 1 ® hy.my; comme my(hy) # 0, le lemme
précédent montre que cet opérateur admet une probabilité

invariante v qui d’aprés la remarque précédente est telle
v > hy.m,, Ce lemme montre aussi que

1(Un M), ) — vl < 2(1 — homo(E))* -0

lorsque n 4o, quel que soit z € E.
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2) Posons u =—h:v, ce qui donne une mesure positive
o-finie sur (E, @) puisque la fonction bk, est strictement
positive sur E; nous avons p(h) =v(1) =1 et p > m,
car v > hym,. L’invariance v = v(U,M,) peut encore
s’écrire @ = vU,. L’équation résolvante (proposition 2.1)
U, =P+ UM,_,P entraine alors que u est P-invariante
car
w=vU, =vP + vUM,_,P
= (hop + (1 — ho).p)P = pP.

3) Montrons ensuite que Uy(f) =1 pour toute fonction
feH telle que u(f) #0. Comme U(f) décroit avec f
et comme la fonction Ak, est strictement positive, il suffit de
montrer cette égalité lorsque f < hy (en effet pour toute
fonction feH, nous avons Upf') < Uyf) <1 sl
f"=1FfNh et p(f’)#0 si p(f) > 0).

Or si fe H est majorée par h,, ’équation résolvante de
la proposition 2.1. montre que

Us(f) = Un{f) + Unl(he — [IULF))-
Comme I'égalité 1 = U, (h,) peut encore s’écrire
1= Uy(f) + Unlho — f),
la différence des deux égalités précédentes montre que la
fonction g =1 — Uy(f) qui prend ses valeurs dans [0, 1]
vérifie I’équation
g = Up((ha —f)g)-

Cette équation entraine d’abord que g < (U, M,)g et donc
que g < (U, M, )"g pour tout ne N; la convergence forte
des mesures (U, M,)*x, .) vers la probabilité v que nous
avons établie dans le lemme 5.2. implique donc que

g < v(g) sur E.
L’équation vérifiée par g montre alors que
g < Un(ho — f)¥(g)
et donc, puisque VU, (h —f) =v(l — Uyf) =1—u(f),

que
v(g) < (1 —w(f)v(a)
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Si u(f) # 0, celan’est possible quesi v(g) =0 et alorsla fonc-
tion positive g qui est majorée par la constante v(g) est
identiquement nulle. L’égalité U4f) =1 est ainsi établie
lorsque u(f) # 0.

4) La démonstration de I'égalité (f.u)U,= p lorsque f
est une fonction de H telle que u(f) # 0 suit de trés pres
la démonstration de I'égalité UgLf) =1 que nous venons
de faire. D’abord, d’aprés la proposition 2.3. traduite a des
mesures excessives 'inégalité pP < p (qui est en fait une
égalité) implique que (f.x)U, < u pour toute fonction fe H
et que en outre les mesures (f.u)U, croissent avec f(fe H).
Nous pouvons donc nous contenter d’établir I'égalité
(f-w)U; = u lorsque la fonction f est majorée par h,. (En
effet (f.w)Up < (Fu)Uy<p si f'=fAh et ulf) >0
si u(f) > 0).

Lorsque fe H est majorée par h,, l’équation résolvante
montre que

(f-w)Uy = (f.0)Uy, + (F.0) UM _/Us,
et comme ’équation u = (hy.pn)U, s’écrit encore
b= (f-P')Uno + eM, Uy,

nous voyons que la mesure positive A = p — (f.p)U, vénfie

Péquation
A= ((ho — ). ) Un,

Puisque U, (hy) =1, cette équation entraine d’abord que
A(ho) = A(hy — f); comme A(h,) est fini puisque

Mho) < v(g) =1,

nous voyons que A(f) = 0. La mesure f.A est donc nulle
et I’équation précédente s’écrit encore A = (hy.A)U,. Donc

ho A= (ho B )\)Uhth°

et comme v = hy.u est I'unique probabilité (U, M,)-inva-
riante, nous trouvons que hy . A = chy.p, donc que A =c.u
pour une constante ¢ > 0. Mais cette constante doit &tre
nulle puisque nous savons que A(f) =0 et que nous avons
supposé que u(f) # 0; nous avons ainsi démontré que
A =0, cest-a-dire que (f.p)U,=p si p(f) #0.
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5) Il reste & démontrer 'unicité de p. Soit donc A une
mesure positive et o-finie sur (E, @) telle que A > AP.
La proposition 2.3. (traduite aux mesures excessives)
montre que A > AM,U, pour tout he H et donc que en
particulier
A2 (b .MU, = A(hy)my

(grace a l'inégalité U, > 1 @ m,y). Puisque A est o-finie
et que m, n’est pas nulle, 'inégalité entre les membres
extrémes entraine que A(hy) < oo ; la mesure hy.A est donc
finie et I'inégalité

hoh > (ho WUM,

qu'elle vérifie ne peut étre en fait qu'une égalité puisque ses
deux membres ont la méme masse totale A(hy) < + oo.
Or hy.p est la seule probabilité invariante par U,M, de
sorte que

ho . & = A(ho)hy .13

il s’en suit que A = A(hy)x puisque h, est strictement
positive. |

Prorosition 4.3. — Soit P une probabilité de transition
sur Uespace mesurable (E, Q) et soit m une mesure positive
o-finte sur cet espace. Pour qu’il existe alors une fonction hy, € H
telle que

a) hy > 0 sur E, b) U, (k) =1surE, ¢) U, >1Qm
pour une mesure positive m, équivalente & m, il faut et il
suffit que la condition de Harris

U,(14) =1 sur E st m(A) # 0
soit satisfaite.

Démonstration. — La condition nécessaire est une consé-
quence de la proposition 1 puisque cette proposition montre
méme que D'existence de hy, entraine que U,(1,) =1 sur E
pour tout ensemble A non négligeable pour la mesure inva-
riante p (qui domine m).

La condition de Harris entraine que U,(k) =1 sur E
pour toute fonction he H qui n’est pas m-négligeable. En
effet comme U,(h) croit avec h(h € H), il suffit de démontrer
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Pégalité précédente lorsque h = 61, pour un réel 6 € )0, 1)
et un ensemble Ae@ de mesure m(A) # 0. (En effet
h > 61454 etsi m(h) # 0, tous les ensembles (A > 0) ne
peuvent étre m-négligeables). Or

Up, = %‘4 (1 — 0)"(UsM,)"Uy

d’apreés I’équation résolvante (corollaire 2.2) et par conséquent
la condition de Harris entraine que

Up,(01) =06 1 —o)(UM)"*1 =0 Y 1—06)=1
si m(A) # 0.

Nous avons ainsi démontré que U,(h) =1 pour tout
he H qui n’est pas m-négligeable. Il reste alors a appliquer
la proposition 3.2., ce qui est permis puisque toute probabilité
de transition vérifiant la condition de Harris relativement &
la mesure m est nécessairement m-irréductible .(En effet si
zeE et Ae@ sont tels que Uyz, A)=0, alors
Ua(z, A) =0 car U, < U et d’apres la condition de Harris,
cela implique que m(A) = 0; donc m < U(z, .) pour tout
z € E).

La proposition 4.3 précédente montre notamment que pour
toute probabilité de transition P vérifiant la condition de
Harris relativement a4 la mesure m, 1l existe une fonction
hy € H strictement positive telle que U, > 1 ® m, pour
une mesure m, équivalente & m. Ce résultat peut étre
amélioré de la maniére suivante.

Proposition 4.4. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, @) vérifiant la condition de Harris et soit u la mesure
o-finie P-invariante qui lut est associée. Il existe alors au moins
une fonction h; € H, strictement positive sur E telle que

Uh4>1®f"“

Démonstration. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, @) vérifiant la condition U,1, =1 pour tout Ae@
de mesure m(A) > 0. Les propositions 3 et 1 montrent alors
que Uyh) =1 st he H n’est pas p-négligeable, donc P
vérifie la condition de Harris relativement a la mesure inva-
riante w. La proposition 3 implique donc qu’il existe une
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fonction strictement positive k,€ H et une mesure p,
équivalente a p telle que U, > 1 ® .

Puisque les mesures p, et p sont équivalentes, il existe
une fonction mesurable strictement positive [ telle que
o = f.n. Posons alors

ho—k L

1 0 1 + I
Cette fonction h; appartient & H, est strictement positive
sur E et puisque h; < k, ’équation résolvante entraine que

Us, > UM, Uy,
> 1 ® ((ko — h1)-1o)Up, =1 @ (hy.1) Uy,

1 .
car (ko — h1)po = ko m o = hyp; mais  (hy.p)U, =1

en vertu de la proposition 4.1 puisque p(h) %0 et nous
avons donc démontré que U, > 1 @ u.

La suite de ce paragraphe est consacrée a I’étude d’un cone
de fonctions que nous croyons trés importantes. Ces fonc-
tions ont déja été considérées de maniére systématique par

A. Brunel [1].

DeriNiTioN 4.5. — Soit P une probabilité de transition
sur (E. @) vérifiant la condition de Harris et soit p. sa mesure
invariante associée. Une fonction mesurable positive f: E — R,
sera dite spéciale si pour toute fonction h € H telle que wp(h) # 0,
la fonction U,f est bornée sur E. Nous noterons S [U'ensemble
de ces fonctions spéciales.

Il est clair que S est un sous-cone convexe héréditaire
du cone des fonctions mesurables positives et finies définies
sur (E, @). De plus toute fonction spéciale f est intégrable
pour la mesure invariante p puisque si h est une fonction
de H telle que 0 < w(h) < o, nous avons

w(f) = u(h.Upf) < uBUfl. < o.

Une fonction spéciale n’est pas nécessairement bornée, mais
la fonction Pg = U,;g Dest par définition.
Commencons par donner un critére de « spécialité ».

Prorosition 4.6. — Soit hy une fonction strictement positive
de H telle que U, > 1 ® m, pour une mesure positive
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my # 0. Les fonctions spéciales sont alors les fonctions mesu-
rables, positives f: E — R, telle que U, (f) soit bornée sur E.

Démonstration. — Tout revient & démontrer qu'une fonction
mesurable positive f rendant U,(f) bornée sur E est
spéciale. Or, pour toute fonction mesurable & telle que
0 < h < hy, nous avons

(UpM,on)l = U, (hy — )
=1 Upfh) <1 — mo(h) <1

puisque mgy(h) > 0; par conséquent si U,,of_ est majorée
par la constante a sur E, nous pouvons écrire que

U,,(f) = § (Uhtho—h)nUho(f>
(UpM, )"

(1 — my(h))* = }ﬁ;%f) < o sur E.

Prenons maintenant pour fonction k la fonction stricte-
ment positive h; fournie par la proposition 4; si cette fonction
h, n’était pas inférieure a hy, 1l suffirait de la remplacer
par la fonction strictement positive h, A hy, ce qui ne ferait
que renforcer I'inégalité U, > 1 ® w. D’apres ce qui précede,
la fonction U,(f) est majorée sur E par la constante
o =2

my(hy)

En outre, en reprenant le raisonnement précédent nous
voyons que pour toute fonction ke H, majorée par h,
et telle que wu(h) # 0 nous avons

< a

= a

zM  z2pM

’

Uif = 3 (UM Un(f) € -5 < @ sur E.
~ w(h)
La fonction U,f est donc bornée pour toute fonction he H
non p-négligeable telle que h < h;; mais cette derniére
hypothése peut é&tre levée car si he H et w(h) # 0, la fonc-
tion h A h; jouit des mémes propriétés et est majorée par

hy, tandis que U,f < Upaf. |

CoroLLAIRE 4.7. — Le céne S des fonctions spéciales est
stable par Uopérateur MU, st h est une fonction strictement
positive de H. Il est stable en particulier par P.
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Démonstration. — Soit h, une fonction strictement positive
de H telle que U, > 1 ® my, pour une mesure m, 7 0.
Quitte & remplacer h, par la fonction strictement positive
ho A h, ce qui ne fait qu’augmenter U,, nous pouvons
supposer que hy < h. Il résulte alors de ’équation résolvante
que si f est spéciale, nous avons

Un(RUA([)) = Up (ko . Un(f)) + UpM,_, Us(f)
< Uy (ke . Un(f)) + Us(f)
< NGO + 10D < oo

D’apres la proposition précédente la fonction AU,(f) est donc
spéciale. |

La proposition 3 et le corollaire suivant établissent I'exis-
tence de fonctions spéciales strictement positives sur E.

CororrLaire 4.8. — Toute fonction strictement positive
hy € H telle que U, = 1 ® my pour une mesure positive
my, # 0 est spéciale.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la
proposition puisque U, (hy) =1. |

Ce corollaire admet la réciproque suivante qui constitue
sans doute le résultat principal sur les fonctions spéciales de
de paragraphe.

Prorosition 4.9. — Soit f une fonction spéciale bornée sur

1
- Al s
alors une mesure positive équivalente & la mesure invariante .,
soit g, telle que

E. Pour tout réel positif 6 < ot |f] = sup f, il existe
E

Upy > 1 ®

Démonstration. — Nous commengerons par démontrer un
lemme que nous croyons nouveau dans la théorie des processus

de Markov.

Lemme 4.10. — Sotent h une fonction de H, 0 un réel de
[0, 1] et A wune partie de E dans Q. Alors, sans hypothése
sur la probabilité de transition P définie sur (E, Q) nous
avons

Ugls > (1 — 6)7a® sur {Usls = 13.
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La démonstration suivante de ce lemme est basée sur les
interprétations probabilistes des opérateurs U,. Nous avons

Unlala) = Eo (3 (1 = 0(X))) .. (1 — OK(X,))1a(X,)
> E{(1 — 0h(Xy)) ... (1 — 0R(X4-,)}

en désignant par v} le premier instant n > 1 auquel la
chaine (X,, n € N) pénétre dans A; si Uyl (z) =1 comme
nous le supposerons, ce temps v est défini P,p.p. L’'inégalité
élémentaire 1 — Oh(z) > (1 — 0)"® qui est valable parce que
0 et h(x) sont compris entre 0 et 1 et 'inégalité de Jensen
entrainent alors successivement que

Upla(z) > E (1 — 8)/Eo+ 41Ky -0)
2 (1 — O)Em(h(xa)-i'-u-l—h(xykq))_

Or, U,h(z) =E,(h(X;) 4+ --- + A(X,3)) majore I'exposant
précédent; nous avons ainsi démontré que Ugl, > (1 — 6)%"
au point z.

Passons a la démonstration proprement dite de la proposi-
tion 9. Soit 6 wun réel de [0, 1[; 1l existe alors d’apres la
prop. 3.3, puisque P est p-irréductible deux fonctions mesu-
rables strictement positives ay et by telles que

Up = ay ® by.p.

D’autre part soit f une fonction spéciale et bornée; il n’est
pas difficile de voir que nous pourrons nous limiter & ne consi-
dérer que le cas ou sup f < 1 (strictement!). L’équation

E

résolvante montre alors que
Uy > UgMya-pUs = Ugd0(1 — fag) ® by .

Comme la fonction 6(1 — f)ay est strictement positive
sur E, 1l existe certainement un réel ¢ > 0 et un ensemble
mesurable A de mesure p(A) > 0 tel que &1, minore
cette fonction. Alors U,1, =1 sur E et le lemme précédent
montre que

Ue,(ﬁ(i — f)ae) = SUef(iA) = 8(1 — O)UAf.

Or, U,f est bornée sur E d’aprés le caractére spécial de f
de sorte que nous pouvons conclure que Uy > ¢1 ® by.u
pour la constante ¢ = ¢(1 — 6)IVll= > 0. Il reste & poser
wg = chyu pour que la proposition soit démontrée. |
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5. Potentiel récurrent.

Dans tout ce paragraphe P désignera une probabilité de
transition sur (E, @) vérifiant la condition de Harris de la
proposition 4.3, comme d’habitude p sera une mesure
o-finie positive P-invariante. En outre nous désignerons par
h, une fonction strictement positive de H telle que

U, = 1 ®u (proposition 4.5).

TutorkME b.1. — Sous les hypothéses précédentes, la formule

W=3 (VM,)"V ot V=U, —1®u
N

définit un opérateur positif sur (E, Q) tel que
Wih) =¢, ()W = e

ou c¢ désigne la constante ¢ = 3
Cet opérateur est tel que p.< 1)

P+PW=W+ —=<Ph ®u;

( 1)

plus généralement d’ailleurs pour toute fonction he H qui
n’est pas w-négligeable, nous avons

U, + UMW = W + 51(%7) U(hy) ®

(dans cette relation la fonction U,(h,) est bornée sur E).
L’opérateur W vérifie aussi l’égalité

P+WP=W+——1Q (h.0)P

( 1)

et plus généralement, pour toute fonction he H qui n’est pas
u-négligeable, nous avons

U+ WM,U, =W

( ) (hl-f-")Uh

(dans cette relation la mesure (hy.p)U, est majorée par un
multiple de p.).
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Remarque. — 1l n’est pas difficile de vérifier que
(U M)"U,, = (VM,)"V 4+ a1 ® p (neN)
1

sia,=——(1 — (1 — u(hy))"). La série 3 (U,M,)"U,
p'(hl) S 4 1

qui vaut U, ne différe donc de la série 2 (VM,)"V que par

N
un multiple de 1 ® p; mais ce multiple est infini (!) et I'opé-

rateur U, est infini au sens ou:
Uy(., A) = oo sur E, pour tout A de mesure p(A) 5 0.

L’objet du théoréme précédent est donc de montrer que
Popérateur W peut étre avantageusement substitué a U,.

Démonstration. — 1) Grace a la proposition 4.4, la formule
Uh, =V4+1Q@u

définit un opérateur positif V sur (E, ). En outre, puisque
Uy (k) =1 et (hy.pn)U, =, il n’est pas difficile de vérifier
que

Viy =1 — p(hy), (b )V = (1 — p(hy))pe.
Il est donc clair aussi que W est un opérateur positif et que
W(k) = 3 (1 — u(h)) =,
(- w)W = 3 (1 — w(l) .0 = ..
2) Les opérateurs P et V sont liés par I'égalité
P+ PM,,V=V + Ph, ®u

que 'on obtient en soustrayant des deux membres de ’équa-
tion résolvante P 4 PM,_,U, = U, le terme

(PM;_,)(1 ® &) = (1 — Phy) ® p.

Multiplions & droite les deux membres de I'égalité ci-dessus
par l'opérateur positif 2 (M,,V)*; en tenant compte des
trois relations

E M, V) =1+ MW VY MV)=W
b3 LYY = 3 (1 — ulh)n =

w(hy)
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nous obtenons que

(P + PM, W) + PM, ,W =W + —— Ph, ® u.

( w(h)
Comme le premier membre de cette égalité est égal & P + PW,
nous avons établi que

P+ PW =W+ 5 Ph @

Soit h une fonction arbitraire de H et écrivons alors la
derniére relation obtenue sous la forme

(P + PM,W) + PM,_,\W =W + ——Ph; ® u.

( 1)

Cette égalité est la premiére de la suite d’égalités suivantes
te egalite P g

qu’ll est facile de démontrer par récurrence :

(3 (PMLa)'P)(1 + M;W) + (PM, )P W

n<p 1 )
=W+ ") (2 (PM,_,)"P)(hy @ 1) (p € N);

en effet s1 cette égalité est vérifiée pour la valeur n du para-
métre, en multipliant les deux membres & gauche par PM,_,
et en leur ajoutant ensuite P 4+ PM;W, on obtient I’égalité
précédente pour la valeur n -4 1. Faisons tendre p}oo;
sans étudier la limite de (PM,_,)»"*W lorsque p4 o, nous
trouvons déja que

Uh(I"I"MhW) W+ —— ( )@H

(1)

Or, les opérateurs des deux membres appliqués & h; donnent:
Uh(li—l_ M W)(hy) = U,(hy + ch) = U,(hy) + cU,(h),
(W -+ iy U @) () = Wika) + Us(ha) = o + Uy(l)

Lorsque h n’est pas p-négligeable, la proposition 1 montre
que U,(h) = 1 etles deux expressions précédentes sont égales;
elles sont aussi finies puisque U,(h;) est bornée s1 w(h) # 0.
Mais alors, la fonction h; étant strictement positive sur E,
les deux opérateurs de I'inégalité ci-dessus ne peuvent que
coincider.
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3) La troisieme partie du théoréme se démontre comme la
deuxiéme, sauf en ce qui concerne la fin du raisonnement.
Nous sommes donc forcés de faire cette démonstration. D’abord
nous déduisons de I'égalité

P+ VM, P =V +1Q® (hy.u)P

qui provient d’une égalité analogue vérifiée par U,, que

P+WP=W+—1Q h.u)P

(Pa)
il suffit en effet pour obtenir cette égalité de multiplier les

2 membres de I’égalité précédente a gauche par Y (VM,)~
N

Ensuite pour toute fonction ke H, nous pouvons écrire
grace a 'égalité précédente que

(P + WM,P) + WM,_,P =W+ ——<1Q (by.)P

( 1)

et en déduire, grace 4 un calcul par récurrence que

(1 + WM,) 3 P(M,_,P)" + W(M,_,P)=

n<p

1
h,. P(M,_,P)".
“(hl) (lp‘)nép ( 1-h )
En faisant tendre p}co, il vient, sans étudier le comporte-
ment de l'opérateur positif W(Ml_hP)P‘H:

U, +WMU, < W+ ——1® (h.p)U,

( 1)
Remarquons en outre que puisque chacun des opérateurs
W(M,_,P)»** décroit lorsque h croit, il suffit déja pour établir
que I'inégalité précédente est une égalité, de I’établir lorsque
h < h,.

Supposons donc que h < h; et aussi que u(h) # 0. Pour
toute fonction mesurable f telle que 0 < f < hy, les fone-
tions positives

(U + WM)f et (W M(ih) (hl.wuh)f

sont bornées car U,(h,) et Wh; sont bornées sur E. Mon-
trons que la différence de ces fonctions, que nous noterons
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g, est telle que g = Pg et que p(h;g) = 0; il s’en suivra
que g est nulle et nous aurons ainsi montré que les deux
opérateurs de I'inégalité ci-dessus sont égaux.

Or

P + P(U,+ WM,U,) = P + (PM,,U, + PM,U,) + PWM,U,

(P + PM,_,U,) + (P + PW)M,U,
= (U, + WM,U,) + —1_ Ph; ® u
w(h)

et

P+P<W+ 1

w (k) 1® (k. LL)U;.>
(W+ L ® (U )+ (ﬁh)Ph ® u;

par différence, nous trouvons bien que Pg=g. D’autre
part la mesure h;.u est telle que

(hy .0)(U, + WM,U,) = (hy.p)U, + 1——:(—;;()"—) "
(s 1) <W+ i1 u)U> L;‘(T*‘l()’ﬁwm.muh

et puisque cette mesure h;.p est bornée, nous trouvons par
différence que (h,.p)(g) =0. |

Nous nous servirons souvent par la suite de la premiére
partie du corollaire suivant; par contre la seconde partie
n’interviendra pas.

CoroLLAIRE D.2. — Pour toute fonction spéciale f(feS),
la fonction Wf est bornée sur E. En outre la suite de fonctions
(W(M;_,P)?f, p e N) est majorée par une constante et tend en
chaque point vers 0 lorsque p} oo, quelle que soit la fonction

he H telle que u(h) # 0.

Démonstration. — En écrivant la derniére formule de la
proposition 1 pour la fonction h; du début, nous trouvons
quesi f€S

e(f) _
Wf + () = U f + W(h . U, f)

< U1 + W(hy)) = “:g;hf)“ < o.
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La fonction Wf est donc bornée sur E; nous retrouvons
en outre que u(f) < oo.

Il suffit de démontrer la deuxiéme partie du corollaire
lorsque h < h;; reprenons alors la troisitme partie de la
démonstration précédente. Nous voyons d’abord que pour
tout pe N:

1

W(M,_P)rtf < Wf + m H(hr ngp P(Ml—hP)nf>
< W+ s el U

puisque les fonctions Wf et U,f sont bornées lorsque fe S
et puisque p(h;) < oo, les fonctions de la suite

(WM,_,P)f, peN)

sont donc majorées par la méme constante |Wf| + [U,f].
Ensuite comme les deux fonctions

(1 + WM,)( 3, P(Ms_P)")f

n<

et
1
W+ ——=u(h. 3 P(M,_,P)"
f‘l‘u(hl)ﬂ( 1 ngp (M- )f)
tendent en croissant lorsque n} oo vers les limites
1
1+ WM)U,f et Wf+ (k) w(hy . Uif)

qui sont égales d’aprés la proposition précédente et bornées
d’aprés ce qui précéde, 1l est clair que

W(M,_,P)Pf >0 sur E lorsque ploo. |

Les trois propositions suivantes sont des corollaires « clas-
siques » du théoréme b5.1.

Prorosrrion 5.3. (principe du balayage). — Pour toute
partie A de Uespace des états qui n’est pas p-négligeable et
pour toute probabilité v sur cet espace, la probabilité vy = vU,M,
est Uunique probabilité portée par A telle que U'on ait

vall + W) =vW + k.pn sur A

pour une constante k > 0.
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Démonstration. — 1l résulte de la formule

UA + UAMAW W '+' ( ) UAhl ® ©

démontrée dans la proposition précédente que
vUy + vaW = vW 4 ku

vU,h; (cette constante est finie car Ugh, est

)
une fonction bornée). Par restriction & A, nous trouvons bien
que vy + VAW =vW 4 k.p sur A.

Soit A une deuxiéme probabil'té portée par A et telle

que A1+ W)=vW 4 k'y sur A, pour une constante
k. Alors

MI 4+ WM, = v (I + WM, + (K" — k)uM,
D’autre part la formule

UA+WMAUA—W+ 1®(h1 LL)

( 1)

démontrée dans la proposition précédente, entraine que
)\(I + W)MAUA = A(UA + WMAUA) car A= )\MA
1
= AW 4+ —— (h;.p)U
+ P'(hl) ( 1 P') A

et de méme que

va(l + WM, U, = v,W + —— (b .1) U,

( 1)

Il résulte donc de I’égalité du début que

Wt )(hl.p.)UA
' A(I 4+ WM, U,

== VA( + W)MAUA + (kl — k) [J-MAUA

= VAW + ( ) (hl (-L)UA + (k’ - k) (J-MAUA
et donc apres simplification que

AW = v, W + (k' — k)p

puisque uM,U, =p. Mais en rapprochant cette égalité
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de DPégalité AI4+ W) =v,(I+ W)+ (' —k)p sur A
nous trouvons que A=v, sur A et donc enfin que A =v,.
En probabilités, les opérateurs U,M,, M,U, et M,U,M,
sont fréquemment considérés. Ces opérateurs vérifient les
équations (*) ci-dessous, dans lesquelles les fonctions u, et
les mesures ¢, sont déterminées par la proposition suivante.

)

Prorosition 5.4. (principe d’équilibre). — Pour tout ensemble

A de mesure p(A) > 0, la fonction u, = —1—MAUAh1 est

P‘(hl)

la seule fonction mesurable positive u telle que

u=20 sur A pu) =1 T4+ Wu=c sur A

1
pour une constante c. Semblablement ¢, = 3
est la seule mesure positive ¢ telle que (k)

p=0 sur A° o(1)=0, oI+ W)=cp sur A

(hl . (J.)UAMA

pour une constante c. En outre les deux constantes introduites
par ces relations sont égales.

La fonction u, et la mesure ¢, permettent d’écrire les
relations

UAMA -+ W(MAUAMA) = WM, -+ 1 ® o4
(*)

M,U, + (MAUAMA>W = M\W + ur @ p
entre les opérateurs U,M,, M,U, et M,U,M, d’une part
et opérateur potentiel W d’autre part. Ces relations s’obtien-
nent en effet immédiatement & partir des relations du théoréme

5.1. en prenant h = 1, et en multipliant ces relations & droite
ou a gauche par M,.

Démonstration. — 11 est clair que la fonction u, est une
fonction positive, nulle hors de A telle que p(up) =1

(puisque pM,U, = u). D’autre part le théoréme 5.1 montre
que

(hy . w)Ushy A
w(hy)

et on notera que le second membre est une fonction constante,

UAhl + WMAUAhl == Wh]_ +
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1—ph)
H(hl)
bien que wu, = Wu, = constante sur A.
S1 u est une seconde fonction mesurable positive jouissant
des propriétés de la proposition, la deuxiéme relation ( *)
entraine que

MAWu + Up = (MAUA "|- MAUAMAW>U
= (MAUAMA)(u + Wu)

car u = M,u. Or la fonction u + Wu est égale & une cons-
tante ¢ sur A et nous savons que UM;A =1 sur E;
donc

puisque Wh; = - Parrestrictiona A, nous trouvons

CMAUAMAi
CMAi
Mi(u + Wu) = u + M,Wu.

Nous avons ainsi obtenu que

MWu + uy = u + M,Wu

MAUAMA(u + Wu)

ce qui entraine que u = u, puisque Wu < ¢ < o sur A.

La deuxiéme partie de la proposition relative 4 la mesure
va se démontre de maniére analogue. Dans les deux parties
de cette proposition la constante obtenue vaut

L d—p() 1
A Tu ) )

La proposition suivante n’est pas la moindre des propriétés
de I'opérateur W.

(hy.0)Ushs. |

Prorosition 5.5. (principe du maximum). — Pour tout réel
a et pour toute fonction réelle mesurable f définie sur (E, Q)
telle que |f| soit spéciale et que u(f) = 0, Uinégalité

f+Wf<a
est vrate partout dés quelle est vraie sur Uensemble {f > 0}.

Démonstration. — Posons A = {f + Wf < a}. Cet ensemble
contient ’ensemble {f > 0} par hypothése de sorte que
f < 0 sur A° En outrel’ensemble A n’est pas u-négligeable;
en effet ou bien f n’est pas p-négligeable et dans ce cas

8
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Pégalité u(f) = 0 implique que u(f > 0) % 0 et donca fortiori
que p(A) # 0, ou bien [ est p-négligeable et dans ce cas
W[ Test aussi car

0 < [ Wil du < [ W(f]) do=c [Ifl du =0

si bien que f+ Wf=0p.p. et que A est de u-mesure pleine.
Appliquons alors l'identité

U+ UMW =W 4 ——<U,h, @ p

( 1)

du théoréme 1 & lensemble non négligeable A introduit
ci-dessus.
Cette identité nous permet d’écrire que

Wi+ + "'((f ; Unhy = (Uy + UMW)+
= UM (I + W)f+
< UM(I+W)f-+a
car M,ft = f+ (puisque f+ =0 sur A°), car
(I+Wft<(I+W)f~+a
sur A, etcar UM,1 = 1. Or M,f~ < f~ et par conséquent
UMA(I + W)f~ < (Uy + UMW)~

— Wi 4 )
Wt oy P

d’aprés l'identité du début. Puisque p(f*) =u(f~) < o,
nous avons ainsi démontré que W[t < Wf~ 4 a partout;
la fonction bornée W[ est donc négative et par conséquent
f+ Wf<a sur {f <0}. Cela établit la proposition. |

Le corollaire suivant ne représente qu’'une autre maniére
d’exprimer le résultat de la proposition précédente.

CororraIre 5.6. — St f et f, sont deux fonctions spéciales
(done positives) telles que p(fy) = wp(fy) et st a estunréel > 0,
Pinégalité

f1+Wf1 <f2+wf2+a

a lieu partout dés qu’elle a lieu sur {f; > 0}.
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Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition précé-
dente a la fonction f=f; — f, en remarquant que

{f>0r={>0} |

L’opérateur positif W construit dans la proposition 5.1.
dépend manifestement de la fonction h; choisie auparavant.
Il est donc naturel de se demander quelle relation existe entre
les deux opérateurs W, et W, associés 4 deux fonctions
h, et h, différentes.

Prorosition 5.7. — Soient h, et h, deux fonctions de H
strictement positives sur E telles que U, > 1 @ u(t =1, 2).
Les deux opérateurs W, et W, que le théoréme 5.1. associe
a ces fonctions vérifient alors U'égalité

1 1

W. —— W,h, =W,
L Ly e @k T alha)

(Notons que dans cette égalité tous les termes sont positifs,
que la fonction W,(h,) est bornée et que la mesure (hy.p)W,
est majorée par un multiple de p).

1 ® (hy.p)Wi.

Démonstration. — 1) Pour démontrer cette proposition, il
suffira d’établir ’existence d’une fonction positive f et d’une
mesure positive v telles que:

W, +fQu=W,+1Q®@v.
En effet, cette derniére formule entraine déja que
wlb)f = Wiy + a (acR)
puisque W;h, est constante sur E, et que
w(ha)v = (ha.u)Wy + by (b e R)

puisque (hy.u)W, est proportionnelle & p. Nous voyons
ainsi que la formule ci-dessus implique que

1 1
W. —— W,h, = 2 —_— 2. 1
i Wl © (w + ot e M)W>+ci®u
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pour une constante c¢. Mais comme

by <W1 + ;&—) Wahy ® u> by = wlha)er + cau(hy)
hy . n <W2 + (—L(ihz_) 1® (hz-i’-)w1> hy = cap(hy) + p(ha)ey
1 — u(h)

sl ¢ = (t =1, 2), nous voyons que ¢ = 0.

p(hy)
2) D’apres l'alinéa précédent, il est évident qu’il suffit de

démontrer la proposition lorsque hy < h;. Sous cette hypo-

these, la décomposition U, =V, + 1 ® p entraine que

Y (U Mp-p,)"Us,
= % (Vth,—h,)"V1 + (% (V] Mh,—h,)")i ® @ (% (Mh,—h,Uh,>")

A condition d’introduire l'opérateur T = Y (V;M, _,)"Vy,
. 91 : N o
ceclt peut encore s’ecrire :

Uh, =T+ (I+ TMh,—-hg>1 ® (I + Mh.—h,Uh,)

grice & la proposition 2.1. La formule

A=(I+ TMh,—h,)1 ® w(l + M,,-n,U,,) — 1®w
définit alors un opérateur positif tel que

V, ¥ U, —1®@uw=T+ A.

Par conséquent

W, = % (VeM,,)"Vy

= 5 (TM)T + (S (TML)")A (3 (LY2)");

mais le premier terme du second membre est égal a

% (V1(Mh,~—h, + Mh,))nvl =W,
d’aprés le lemme 2.2, tandis que le second terme est de la
forme (1 ®v —f®p) puisque
> (TM, )1+ TM, -, )1 = 31 + ( 3 (TM,)"T)(M,, + M,,,_,,,) gi

N N

=1+ W,(h) =E_L_(%J
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et puisque

b S (MY = (I + MW,) = —

e (ha)

La proposition est ainsi démontrée. |

6. L’équation de Poisson.

Ce paragraphe est consacré a l'étude de I’équation de
Poisson sur les fonctions et sur les mesures. La proposition
suivante est connue [2] dans le cas particulier des fonctions
bornées g dont le support {g # 0} est un ensemble spécial
(1‘9#0; est SpéCial).

Prorosition 6.1. — Soit g: E —> R une fonction réelle
mesurable définie sur (E, Q) telle que |g| soit spéciale et que
w(g) = 0. Alors Uéquation de Poisson

Pg=u— Pu

posséde une solution mesurable bornée wu, et cette solution est
unique & Uaddition d’une fonction constante prés.

Bien entendu, on peut considérer aussi I'équation de Poisson
avec la fonctlon g au lieu de Pg dans le premier membre
(st u est solution de Pg = u — Pu; alors u — g est solu-
tion de g = u — Pu et réciproquement). Mais la suite mon-
trera qu’ill est plus naturel de prendre Pg plutét que g.

Démonstration. — Puisque les fonctions gt et g~ sont
spéciales par hypotheése, les fonctions Wgt et Wg~ sont
bornées sur E; nous pourrons donc introduire une fonction
mesurable bornée sur E en posant u = Wgt— Wg~
D’apres le théoréme 5.1, nous avons

P(g* + Wg*) = Wg* + “(( ; Ph, ;

par différence 1l vient
Pg+Pu=u

puisque p(g*) — p(g”) = u(g) = 0 par hypothése. La fone-
tion u est donc solution de ’équation de Poisson.
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Il reste & montrer que les constantes sont les seules fonctions
bornées P-invariantes. Or si ¢ est une solution de Po = ¢
telle que @ < ¢ < b sur E pour deux constantes a et b,
la proposition 2.3. appliquée séparément aux fonctions posi-
tives vy —a et b — ¢ entraine que

(UMp)(v —a) < v —a, (UM)b—v)<b—v
ce qui n’est possible, puisque (U,M,)1 =1 que si
(UpM,, )¢ = ¢. Mais alors

p = lnl:g (UM, )"0 = ‘;((’ZS) sur E. |

CororLAIRE 6.2. — Pour toute fonction réelle mesurable g
définie sur (E, Q) telle que |g| soit spéciale et que w(g) = 0,
nous avons

}n] P"‘g(x), <. |

1

sup

NXE

Démonstration. — En effet si u est une solution mesurable
bornée de I’équation de Poisson Pg = u — Pu, nous avons

n—1

3, Prg— Y Pm(u — Pu) = u — Pru
1 0

et la borne supérieure du corollaire est donc majorée par
2 sup |u(z)] < . |
E

Pour étudier I'équation de Poisson sur les mesures, nous
nous servirons du cdne de mesures positives défini ci-dessous;
Iintroduction de ce cdne de mesures nous parait plus naturelle
que celle des mesures policées définies par Meyer [8].

DeériniTion 6.3. — Une mesure positive v sur (E, @)
sera dite spéciale s’il existe une mesure positive bornée o sur
(E, @) et une fonction he H non p-négligeable telles que

v < O'Uh.

Nous avons alors le résultat suivant, qui implique notam-
ment que la mesure invariante p est spéciale (puisque
= (hy.p)U,, et p(h) < o).

ProrositioN 6.4. — Soit h, une fonction strictement positive
de H telleque U, > 1 ® wu. Alors, pour qu’une mesure positive
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v sur (E, @) soit spéciale il faut et il suffit qu’il existe une mesure
posttive et bornée o sur (E, Q) telle que v < pU,,.

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante;
montrons qu’elle est nécessaire. Supposons donc que v soit
une mesure positive vérifiant I'inégalité de la définition 6;
quitte & remplacer la fonction h par la fonction h A hy,
nous pouvons supposer que hk < h; (la fonction h A h,
n’est pas p-négligeable si h ne lest pas).

La formule U, = 3 (UM, )" U, de la proposition 2.1

N

montre alors que

GUh = PUh, Si p = 2 C(Uh‘Mh‘_h)n.

N

En outre la mesure p est bornée parce que la mesure o
Pest par hypothése et parce que

(U My)l = 1 — Up (k) < 1 — u(h)

de sorte que

E)<oE) Y (1 —uh)=21 :
o(E) < o(B) 3 (1 —u(h)y = 2 < 0. |
Cororraire 6.5. — Toute mesure positive sur (E, Q) qui

est spéciale est finie sur le cone S des fonctions spéciales. (Une
telle mesure est donc nécessairement o-finie).

Démonstration. — Soit h; une fonction strictement positive
de H telle que U, > 1 ® . Soient f et v respectivement
une fonction et une mesure spéciale; alors la fonction U,(f)
est bornée (proposition 4.6) tandis qu’il existe une mesure
positive bornée p telle que v < pU, (proposition 4). Donc

v(f) < eUn(f) < e(E)IUL()] < . |

11 est facile de voir que les mesures positives spéciales forment
un cdne convexe et héréditaire de mesures positives. En outre,
nous avons le résultat suivant de stabilité par les opérateurs

M’tho

CororrLaire 6.6. — Pour toute fonction he H strictement
positive sur E, la mesure vM,U, est spéciale dés que la
mesure v Uest.
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Démonstration. — Soit h; une fonction strictement positive
de H telle que U, > 1 ® u; quitte & remplacer h; par
la fonction h; A b qui est encore strictement positive, nous
pouvons supposer que h; < h. Si v est alors une mesure
positive majorée par pU, ou p est bornée, nous avons

VMhUh < PUh.MhUh = PUh,Mh,Uh + PUh,Mh—h,Uh
< (PUh,Mh)Uh + PUh.
< (PUh,Mh‘ + P)Uh,

Comme pU, M, et p sont des mesures bornées, il est clair
que la mesure vM,U, est spéciale. |

Voici alors le résultat en vue duquel les mesures spéciales
ont été introduites.

Prorosition 6.7. — Pour toute mesure bornée » sur (E,Q)
de masse totale N(E) = 0, il existe une mesure v sur (E, Q)
telle que la mesure positive |v| soit spéciale et que

v — vP = 2aP.

En outre cette mesure v est unique, d Uaddition d’'un multiple
de la mesure invariante p prés.

Démonstration. — Soit h; une fonction de H strictement
positive telle que U, > 1 ® u. Soit

W=3 (VM"Y (V=U,—1@4u

Popérateur que la proposition 1 associe & h;. Pour toute mesure
positive bornée p sur (E, @), la mesure oW est spéciale
car
oW < (3 o(VM,))U,
et car Y, p(VM,)) est une mesure bornée puisque
) (VM )1 =1 —u(hy) < 1.
S1 A est une mesure bornée sur (E, @), la formule

v =AW — W

définit alors une mesure v sur E telle que |v| soit spéciale.
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En outre la proposition 1 montre que

A (E)

w(hy)

et par différence, nous obtenons donc que

AP +VvP =y
puisque AH(E) = A= (E).

Pour montrer I'unicité de la solution v de I’équation de
Poisson & I'addition d’un multiple de p pres, il reste & mon-
trer que toute mesure v sur (E,@) telle que |v| soit spéciale
et que vP = v, est nécessairement de la forme c.u(ce R).
Comme 'équation vP = v entraine que v*P > v*, il suffit

‘établir que les mesures cp(c € R,) sont les seules mesures
positives spéciales A telles que 2 < AP.

Or, si A est une mesure positive telle que A < AP, il n’est
pas difficile de montrer par récurrence sur n que

A < AMP S (M) + A(M,_,P)" (ne N).
I<n

(A= 4+ A*W)P = 2*W +

(hy.u)P

Mais s1 A est spéciale, 1l existe une mesure positive bornée p
telle que A < pU, et alors

A(M;_, P)" < oU, (M, P)" = 3 oP(M,_, P)%;

iZn
comme pU, (h;) = p(1) < 00, nous voyons que
A(M;- P)"hy -0 lorsque n}oo
ce qui permet, puisque h; est strictement positive, de déduire
de ce qui précéde que

7\ < 7\MMP E (Ml—h,P)l = th‘Uh‘.
]

La mesure positive h;.A qui est bornée (car
Ah) < pUp(hy) = o(1) < )

vérifie donc Il'inégalité h;. % < (b .A)U, M, ; comme les
mesures des deux membres ont la méme masse totale finie,
cette inégalité est une égalité et comme h;.u est & une cons-
tante multiplicative prés la seule mesure invariante par
U,M,, nous avons montré que h;.2 =ch;.p. et donc,
puisque h; est strictement positive, que A =c.p. |
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7. Résolvantes markoviennes et exemples.

Il n’est pas difficile d’adapter les résultats antérieurs de
ce travail au cas des processus de Markov & temps continu.
Donnons-nous en effet une résolvante markovienne (V,,« > 0)
sur ’espace mesurable (E, @), c’est-a-dire une famille d’opé-
rateurs positifs sur cet espace tels que

aVai =1 (0'- > 0)’
Vo=Vg+ (B —«)VoVg=Vg+ B —«)VgV, (0 <a < 8);

notons que ces relations entrainent que

Vo= 3 (B — a)'Vgh s1 0 <a<B.
N

Pour toute fonction réelle mesurable, positive et bornée
h définie sur (E, @), nous définirons un nouvel opérateur
positif, soit V,, en posant

V= % Va(Ma—-hVa>n
aprés avoir choisi une constante « > 0 majorant h sur E;

cette définition ne dépend pas de la constante o« choisie
pour majorer h et les opérateurs V, sont tels que

Vh = % Vk<Mk—th)"9
Vh = Vk + Vth...th = V;‘ + VkMk—th Si 0 s h < k sur E.

Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.1. puisque nous avons V, = «1U,.,, s1 nous
désignons (pour un « fixé majorant la fonction k) par
{U,, k € H} la famille d’opérateurs associés dans cette propo-
sition a la probabilité de transition P = aV,. Notons aussi
que si (X, te R,) est un processus de Hunt de résolvante
(Vg4 « > 0), nous avons la formule

Vif(@) = E, ([* e Jo xxas £(X,) dt).

Le lien que nous venons d’établir entre les opérateurs V,
définis ci-dessus et les opérateurs U, associés a un opérateur
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markovien P (ict P =«V,) entraine immédiatement les
résultats swivants:

1) S1 (Vg a > 0) est une résolvante m-irréductible pour
une mesure positive o-finie m # 0, c’est-a-dire si m < V,(z, .)
pour tout z € E et pour un (= pour tout) « > 0, alors ou
bien il existe une fonction mesurable strictement positive h,
sur E telle que Vyh, soit bornée sur E, ou bien il existe
une mesure positive c-finie p dominant m telle que

Vi(h) =1, (hop)Vh=np

pour toute fonction mesurable, positive et bornée h telle que

(h) # 0 (en particulier pour toute fonction -constante
strictement positive). En outre le deuxiéme cas se présente si
(et seulement si1) la résolvante (V,, « > 0) vérifie la condition
de Harris

Vi(1a) =1 sur E, si m(A) # 0;
m désignant encore ici une mesure positive o-finie, distincte
de 0.

2) Pour une « résolvante de Harris » de mesure invariante u,
il existe une fonction mesurable bornée strictement positive
hy telle que V, > 1 ® p. L’opérateur W associé a une telle
fonction par la formule

W=3 ViMV,) ot V,=V, —1Q@w=>0
N
vérifie alors les deux relations fondamentales

Vi+ ViMW =W + —— V,(ly) @ v

( 1)

(hl)

(h: fonction mesurable, bornée positive telle que p(h ) # 0)
et ces relations permettent d’établir les « principes » de la
théorie du potentiel, notamment un principe du maximum.

Vi + WM,V, = W +

1® (by.1)V

3) Pour une résolvante de Harris de mesure invariante p,
une fonction mesurable positive [ définie sur E est dite
spéciale si les fonctions V,(f) sont bornées, quelle que soit
la fonction mesurable, bornée et positive h telle que w(k) # 0.
La proposition 4.9. prend alors la forme simple suivante:
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une fonction mesurable positive et bornée h est spéciale
si et seulement si V, > 1 ® m, pour une mesure positive
non nulle my, (= pour une mesure positive m, équivalente

a4 p). Ensuite si g est une fonction mesurable telle que |gl|
soit spéciale et que u(g) = 0, I’équation de Poisson

u— («Vy)u=V,g

posséde pour toute constante « > 0 une solution mesurable
bornée wu; cette solution est unique a ’addition d’une fonction
constante pres et en outre elle ne dépend pas de la constante «
choisie.

Une mesure positive v sur E sera dite spéciale si elle est
majorée par le potentiel ¢U, d’une mesure bornée pour une
fonction mesurable, positive et bornée h qui n’est pas p-négh-
geable. Pour toute mesure bornée A de masse totale nulle
sur E, 1l existe une mesure v solution de I’équation de
Poisson

v — v(aV,) = AV,

telle que |v| soit spéciale; cette solution est unique a I’addition
d’un multiple de la mesure invariante p preés et elle ne dépend
pas de la constante « > 0 choisie.

Enfin les cones des fonctions spéciales et des mesures
spéciales sont des cones convexes stables par les opérateurs
V.M, (resp. M,V,) pour toute fonction h mesurable, bornée
et strictement positive; la considération de ces cones est donc
bien naturelle en théorie du potentiel et les résultats qui
précédent nous semblent justifier cette affirmation.

Ezxemple. — Le mouvement brownien sur R. La résolvante
(Vg « > 0) du mouvement brownien linéaire posséde les
densités

oalz, ) = ﬁe-@-w' (#,yeR;a > 0)

et il est facile de voir que pour toute fonction mesurable,
bornée et positive h qui n’est pas négligeable I'opérateur V,
posséde une densité de la forme

on(Zs Y) = (Y, ) = E(@)m(y) (2 < y dans R)

ou &, (resp. ) estune solution croissante (resp. décroissante)
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2
de I’équation 1a& u = hu p.p. A partir de ce résultat on

2 da?
montre que les conditions suivantes sur la fonction h sont
équivalentes :

1) V, > 1 ® m pour une mesure positive m # 0,
2) Ey(— o) > 0 et m(4 ) > 0,
2") inf ¢o(z, y) > O,
RXR
3) la fonction h est telle que fdx[h(m) dz < o0,

et les fonctions spéciales bornées sont dans cet exemple, les
fonctions vérifiant ces conditions équivalentes.

Quant aux mesures spéciales, ce sont ici les mesures positives
sur R qui possédent une densité f vérifiant les deux condi-
tions suivantes :

(a) f(y) < A(1 4+ |y|) p-p- pour une constante finie A,

(8 lim L) — o,
17> IyI
(Notons que x dzr est une mesure invariante puisque
o« f 2v,(x, y) dv =y pour tout « > 0 mais que la valeur
absolue |z| dz de cette mesure n’est pas une mesure spéciale,
puisqu’elle ne vérifie pas la condition (b)).

Si h est une fonction bornée strictement positive telle que
./}; |z| h(z) dz < oo, il existe, d’aprés I’équivalence des condi-
tions 2’ et 3 ci-dessus, une constante c¢ > 0 telle que
V. > ¢l ® dz. Apres avoir choisi cette constante ¢ la plus
grande possible, nous prendrons p =c¢ dxr pour mesure
invariante et considérons alors I'opérateur W du texte qui
est associé & h; lopérateur W que I’on obtient ainsi posséde
une densité w(z, y) évidemment positive qui ne différe de
la densité classique — |z —y| qui est négative que par
I’addition d’une fonction de la forme f(z) + f(y). De maniére
plus précise on trouve que

[ (1z—al+1z —yl — |z — y)h(z) dz
S h(z) dz

ou c¢ est une constante > 0.
Un résultat analogue est valable pour le mouvement brow-

w(z, y) = +c¢ (z,y eR).
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nien & deux dimensions. Les fonctions bornées qui sont spé-

ciales sont celles qui rendent la fonction A(z) log|z| intégrable

sur R? et les opérateurs W que I'on obtient ici ne différent

de la fonction -—ﬁ—glog |z — y| que par une fonction de la
T

forme f(z) 4+ f(y); plus précisément, nous avons

T ) — 1 |z — 2|z — ¥l .
W 9) 2n ‘/,;s h(z) dz lﬁ lo < |z — yl > M) dz o cte

sur Re.
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