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EFFACEMENT ET DEFORMATION

par Gérard RAUCH

Cet article a pour but de démontrer d’'une part que I’idéal des
relations de Jacobi des algébres de Lie de dimension finie sur un
corps k de caractéristique zéro, n’est, en général, pas réduit (théoréme 4
de la deuxieme partie et annoncé dans [9]), d’autre part que I’applica-
tion quadratique Sq : H*(L,L) - H3(L, L) définie par S.S. Rim dans
[10] se factorise a travers le sous-espace Hg(L,L) des trois-classes de
cohomologie effacables (théoréme 2 de la deuxieme partie).

Dans la premiére partie on donne une description, fonctorielle
en V, du sous-espace Hg (L,V) des trois classes de cohomologie effa-
¢ables, a valeurs dans un L-module de dimension finie V. L’idée est
de considérer, comme Yonéda dans [11], des suites exactes d’algeébres
de Lie a quatre termes

o~>V->P->M->L->o,

et des noyaux (P,y : L = Der P/Int P) définis par Mori dans [7],
avec certaines conditions de cohérencc.

Dans la deuxiéme partie on donne une description, du point de
vue de la géométrie algébrique, de la variété des algébres de Lie. On y
trouvera les deux résultats annoncés.

Premiére partie.

Dans’ toute cette premiére partie L désigne une algébre de Lie de
dimension finie sur un corps k de caractéristique zéro et on note ¥ la
catégorie des L-modules de k-dimension finie, ¥(V, M) ’ensemble des
fleches V = W, V, We€0b(¥), et H*(L, ),n=0,1,..., le fonc-
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teur qui a tout objet V de ¥ associe. le k-espace vectoriel H" (L, V)
des n-classes de cohomologie de L a valeurs dans V.

1. Rappel sur Peffacement des classes de cohomologie.

On dit qu’une classe de cohomologiec ¢ €EH"(L,V), n €N,
V € 0b(V), est effagable s’il existe un objet W € Ob (%) et un mono-
morphisme f€ V(V, W) tels que H"(L,f) (¢g) = 0. On note HJ (L, V)
le sous-espace de H" (L, V) formé des classes de cohomologie effagables.
Le théoréme suivant (théoréme 6 de [1]) caractérise alors les classes
de cohomologie effagables.

THEOREME 1. — Pour qu’une classe de cohomologie soit effacable
il faut et il suffit qu’elle soit annulée par la restriction de L & une
sous-algébre semi-simple maximale.

Si S C L est une sous-algébre semi-simple maximale et r I’applica-
tion restriction induite en cohomologie on a donc la suite exacte

o - HX(L,V) » H*(L,V) > H*(S,V),nEN,VEOh(¥) .

On en déduit le caractére fonctoriel de H;(L,V), V€ Ob(V),et les
égalités
HY(L,V) =0, H}(L,V) =H'(L,V), H3(L,V) = H*(L,V) .

De plus si L est résoluble (resp. semi-simple) on voit que

H(L,V) = H"(L,V) (resp. H;(L,V) = 0) .

Soit 0 > V' 5 V - V" B 0 une suite exacte de ?. On a la
suite exacte de cohomologie

. > H*(QL,V") > H**"'(L,V) > H""'(L,V) - (1)
- H"*Y(L,V'") - ...

LeMME 1. — L’opérateur de cohomologie & se factorise a travers
HE (L, V).

En effet, soit ¢" €H"(L,V"), on a H**'(L,i) o §(q@") =0 et
Pinjection i réalise alors I’effacement de 8(g"").



EFFACEMENT ET DEFORMATION 241
La suite exacte (1) donne alors la suite

- > HJ(L,V") » H''(L,V") > HI"'(L,V) —» (2)
- HPYL, V') -

LeMME 2. — La suite H,(L,V') > HJ(L,V) - HJ(L,V") est
exacte.

En effet soit ¢ EH(L,V) tel que H; (L, p) (¢) = 0. Puisque (1)
est exacte il existe ¢' €H"(L,V’) tel que H"(L,i) (¢') = q. On voit
alors que si f: V - W réalise I'effacement de g, foi: V' = W
réalise celui de q'.

Des deux lemmes précédents on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — La suite tronquée :

H,(L,V') > H,(L,V) > --- > HJ(L,V) > H}(L, V")

est exacte.

Remarque. — La suite (2) n’est pas en général exacte en H ; (L,V".
Je ne sais pas ce qu’il en est en degré n = 4 en H] (L, V'), ni d’ailleurs
pour n.> 3 en HJ(L,V").

2. Le foncteur §.

a) Rappel sur les noyaux.

DEFINITION 1. — On appelle noyau la donnée d’un couple (P, )
formé d’une algébre de Lie P de k-dimension finie et d’'un morphisme
d’algébres de Lie : ¢ : L - Der P/Int P.

Exemple 1. — Soit o > P - N - L = o une suite exacte
d’algébres de Lie. Une section k-linéaire (dans toute la suite une
section sera toujours supposée étre k-linéaire) de N — L permet de
définir une application k-linéaire @ : L — Der P en posant

o) (p) = [s@), ply
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(on identifie bien sir P a un idéal de N). On vérifie que I'application
composée ¢, de ¢ et de la projection canonique Der P > Der P/Int P,
est un morphisme d’algébres de Lie indépendant de la section s choisie.
Le couple (P,y) est un noyau. Un noyau qui peut se définir & partir
d’'une suite exacte d’algébres de Lie comme précédemment est dit
réalisable.

Exemple 2. — Soit V un objet de ¥. On lui associe un noyau
(V) en prenant pour algébre de Lie V muni de la structure abélienne
et pour morphisme 'opération de L sur V.

Soient (P,¢) un noyau et C le centre de P. Si ¢ : L - Der P
est un relévement k-linéaire (ici aussi on convient qu’un relévement
sera toujours k-linéaire) de ¢ ; on pose :

l.v=9pl)(»),l€EL,veEC.

On munit ainsi C d’une structure de L-module indépendante du relé-
vement choisi (dans I'exemple 2 l'opération donnée sur V et celle
induite par le noyau (V) coincident). Si I est un idéal caractéristique
de P ou un L-sous-module de C alors le noyau (P, ) passe au quotient
et donne un noyau (P/1,¢)).

Remarque. — Soit (P, ) un noyau. Le noyau quotient (P/Cent P,
Pcent p) €St réalisable. En effet on détermine une extension
o —~> P/CentP > M —>L —>o

induisant le morphisme ¢, p comme suit. On choisit un relevement

2
¢ : L = Der P de ¢, une application 6 € Hom, (A L, P/CentP) ¢t une
section o de la projection canonique P — P/Cent P tels que I’on ait

(), 9N —g(l,I'D) =Int,o° 0(,1),,I"'EL .

L’algébre de Lie M a alors comme espéce vectoricl sousjacent le pro-
duit P/Cent P x L et son crochet est donné par la formule

[(r, 1), (r', l,)]M = ([rr,]P/CentP + ";Cent P(l) (r,) - $Ccnt p(l') r)
+ 0(1,1'),[l,l']L),r,r'GP/CentP,l,l'EL

(Peent p €St déduit de @ par passage au quotient).
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b) Notion de lien.

1. DEFINITION 2. — On appelle lien la donnée d’un objet V de %,
d’'un noyau (P,yp), d'un monomorphisme i € ¥ (V, Cent P) (le centre
de P est muni de la structure de L-module induite par le noyau), et
d’une extension M de L par P[i(V) = R induisant le noyau quotient
(Pli(V), ®i(vy) et plus précisément telle qu’il existe une section s de
M — L et un relévement ¢ : L — Der P de ¢ vérifiant si on pose

0,1 =[st),s(N]y— s, '), I'EL,
les deux conditions suivantes :
D Gy =[s@),rly,IEL, r€ER,
i) [9(), 9UNT = 91, I']y) = Inty 00 6, 1",
o section de P - Pli(V) , I, '€ L .

- Puisque i(V) est dans le centre de P la condition ii) ne dépend
pas du choix de la section o.

Deux liens A, et A, , de méme module V € Ob (%) et de compo-
santes V, P, ¢, , i,, M,, ¢ =1, 2, sont dits isomorphes (notation
A, = A,) sil existe deux isomorphismes d’algébres de Lie 7 : P, = P,
et p: M, = M, tels que les diagrammes suivants commutent :

L P, o— Pl/l(V) - M, —> L o
A e e
\% o —>PJitV) - M, ->L =-o

Der P,/Int P, T Der P,/Int P,

L

(par abus d’écriture on note encore 7 les fleches P,/i(V) = P,/i(V)
et Der P /Int P, — Der P,/Int P, induites par 7 ; cette demicre est
définie par d > (rd7™"), d €Der P, d sa classe dans le quotient
Der P,/Int P, et (rd 7Y la classe de 7d 77! € Der P, dans le quo-
tient Der P,/Int P,). La relation d’isomorphie est, bien entendu, une
relation d’équivalence sur les liens de méme module V € Ob(%).
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2. ComposITIONS. — Soient A, = (V,P,,¢;,i,,M)), ¢t = 1, 2, deux

liens de méme module V. Le composé A = A, * A, = (V,P,p,i,M)
est défini par le noyau (P, y), noyau quotient du noyau produit

(P| "p])x(Pz"pz):(P] XP29‘p] x‘p2)

par lidéal I ={(, (»),—i,(»),vEV}, linjection i: V - CentP,
i(v) = (v,0) et I'extension M, image réciproque par le morphisme
diagonal A : L - L x L, 7 = (I, 1), de I'extension produit M; x M, ,
compte tenu de Pisomorphisme P,/i,(V) x P,/i,(V) = P[i(V) (si
o>A->B53 C = o0 est une suite exacte d’algébres de Lie et
f: D — C un morphisme, I'image réciproque de I’extension par f est
Iextension o > A > F - D — o avec

F={b,d)€BxD, pb) =f(d))}

muni de la structure d’algébre de Lie produit, les fleches A - F et
F — D étant telles que le diagramme suivant commute

o— A— F—D—o0

RN

o A B C o) .

On vérifie facilement la commutativité et I’associativité, a un isomor-
phisme pres,de cette loi de composition.

On définit aussi le produit d’un lien par un scalaire du corps k.
Plus généralement soient W un objet de ¥ et €V (V,W) un mor-
phisme. Au lien A = (V,P,p,i,M) on associe le lien

ou
i) (P, ¢;) est le noyau quotient par I'idéal
L ={(v,—f(»),vEV}

du noyau produit (P, ) x (W),
i) i, W — Cent Pf est défini par if(w) =(o,w),weEW,
iii) M, = M compte tenu de I'isomorphisme P/V = P/W.

Il1 est facile de voir que si U€Ob(R) est un troisieme objet et
g€V (W, U) un morphisme on a (Ap), = A,
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¢) Obstruction associée a un lien,

Soit A un lien de composantes (V,P,¢,i,M). On a la suite
exacte d’algébres de Lie o > R - M - L - o avec R = P/i(V).
Soient ¢ : L = Der P un relévement de ¢, s (resp. 0) une section de

2
M - L (resp. P > R) et 6 € Hom, (A L,R) comme dans la défi-
nition 2. La section o permet d’écrire P = V@R et

oD, n=UA.v+¥(U,r, '&'i(v)(l)(r)) ,VEV , r€ER ,
¥ € Hom,(L®R,V).

(on note /. v le transformé de v €V par I'opération de / € L pour la

3
structure de L module donnée). Soit alors ® € Hom, (A L, V) défini
par la formule

o, 1" = p> v, 00", 1"y, I"EL

st ")

(cette fonction intervient dans le développement de la condition de
Jacobi

X BO.BE,FE =0, 1,1 1"EL
stu,

on note S*(a, b, ¢) le groupe des permutations paires des trois lettres
a b, c).

PROPOSITION 2. — L’application ® est un trois-cycle de L a valeurs
dans V.

La vérification se fait directement. Pour la décomposition
P =V @ R associée a 0, le crochet dans P est de la forme

(,n,0, M =@, [rrlR),v,VEV r,reR,

@€ Hom, (AR, V) .

De méme a la section s on associe une décomposition M = R® L et
le crochet de M est donné par la formule

(. D, Dy =r,Plg+1er—=1"®or+0¢, 1,111,

r,rrerR,Il,I'eL,
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lor={[s(),rly = py) @) .
Les conditions suivantes sont alors satisfaites
[l,l']L®r~I©l'®r+l’ol®r=[6(1,1’),r]R,

reER,1,I'EL
(cC’est la définition de 0),

> a([r,”],ry=0,r,r, rER

S+ r,r',r")

(Cest la condition de Jacobi dans P),

> oeqry,i"-1"e6q, 1" =0,1,I'1"€eL

sta, ', 1)
(c’est la condition de Jacobi dans M),
W({, [rlR=—1l-aF, +aldeor,ry+ar,ler),
r,y€R,IEL
(¢ (D) est une dérivation de P),
Y(,1",n=V(,l'ery-V(',len+1-¥(', r) —

=¥, n+a@d,l,n,1,I'€L, rer

(D

3)

(C))

&)

(C’est la condition ii) de la définition 2). Il ne reste plus qu’a expliciter

la différentielle d® de ® pour terminer la démonstration.

On note Obs(A) la classe de ¢ dans H3(L,V) ce qui a un sens

d’aprés la proposition suivante :

PropOSITION 3. — La classe Obs(A) ne dépend que du lien A et

non des relévements choisis.

En effet soient ¢’ un autre relévement de g et £: L - M une

2
section associée, 8’ € Hom, (A L,R) et ¥' € Hom, (L ® R,V) les fonc-
tions correspondantes a ¢t et ¢ (on prend le méme o). En utilisant la

décomposition M = R ® L associée a la section s on peut écrire :

t(l) =@, ,l€L , ueHom,(L,R).
On en déduit :
', 1N =00,1N+[uld),ul]g+1oul')y—1'"®ul)
—u(2,I'D,1,l'€L,
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ainsi que :

v'ia,n=vl,r+aml),rn,reR,IEL.
Le calcul de &', associé 2 ' et ¥', donne alors

®' = +dQ

2
ou £2 € Hom, (A L,V) est donné par la formule
QU,IN=V¥U,ul) —¥(',ul) — a@@,uldy ,I1,I'€L .

De maniére analogue on démontre I'indépendance de Obs(A) du choix ‘
de la section o.

Remarque. — Si A, et A, sont deux liens de méme module
VEObh(V), on a :

Obs(A, * A,) = Obs(A,) + Obs(A,) .

De méme si W est un autre objet de ¥, f€¥ (V, W) un morphisme
et A un lien de module V on montre que

Obs(Ay) = H3(L, f) (Obs(A)) .
d) Lien réalisable.

DEFINITION 3. — Un lien A = (V,P,p,i,M) est dit réalisable
s’il existe un diagramme commutatif d’algébres de Lie du type suivant

o
!
\'%
li
o P > N—— L o
l l lid
o——P/i(V) M L o)
i

ou l’extension N induit le noyau (P, ¢).
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PROPOSITION 4. — Un lien A est réalisable si et seulement si son
obstruction Obs(A) est nulle,

En effet, si A =(V,P,yp,i,M) est réalisable il existe un dia-
gramme commutatif d’algébres de Lie

Sy

> N——
O l
. s
o—> P[i(V) M

o

€« g €«— < «—0O

L
ia
L—

et, avec les notations utilisées dans la construction de I’obstruction,
on peut écrire

P=VeR,M=ReL,N=VeRoL,

o

les fleches du diagramme se définissant de fagon évidente. Le crochet
dans N est de la forme

[,r,D,0, ", Dy=0V =0 v+¥0,r)—¥I,p»n+al,r)
+wd, N, ler-1'er+0d,1)
+[r, Mg, LUIv,VEV ,F, FER,
2
l,l'EL,wEHomk(AL,V) .

La condition de Jacobi donne alors dw = ®. Réciproquement si
® = dw, la premiére partie de la démonstration montre que I’on a ce
qu’il faut pour construire un diagramme commutatif associé au lien A.

e) Définition du foncteur b,

Soient A, et A, deux liens de méme module V € Ob (V).

PROPOSITION 5. — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
i) les liens A, et A, ont méme obstruction,

ii) il existe deux liens réalisables A'l et /\'2 de module V tels que :

Al*Allez*Alz.



EFFACEMENT ET DEFORMATION 249

Il suffit de montrer i) = ii). Posons
Al =A% (—A) et A,=A *(=A,).
D’aprés la proposition 4 les liens A} et A, sont réalisables. Puisque la
composition des liens est associative et commutative on a
A x AL S A+ AL

Deux liens de méme module V € Ob(¥) et qui vérifient 'une
des conditions précédentes sont dits équivalents. On note §(V)
Iensemble des classes d’équivalences des liens de module V. En résumé
on ale

THEOREME 2. — Les lois de composition sur les liens munissent
5(V) d’une structure de k-espace vectoriel et la correspondance qui a
chaque lien associe son obstruction définit une application

5(V) = H(L.V)

linéaire, injective et fonctorielle en V.

Nous identifierons a partir de maintenant § & un sous-foncteur
de H3*(L, ).

3. Effacement et liens.

a) THEOREME 3. — Les foncteurs % et H? coincident.
Démonstration. — Elle découle des deux lemmes suivants.

LemME 1. — Si L est semi-simple §(V) = 0, V€ Ob(V).

Il suffit de démontrer le lemme quand V est un L-module trivial
puisque le foncteur H3*(L, ) prend les mémes valeurs sur V que sur
le sous-espace des invariants de V sous L. Soit alors A = (V,P,p,i, M)
un lien ol L opére trivialement sur V. Pour calculer un représentant
®e€273(L,V) de Obs(A) on choisit un relévement ¢ de ¢, une section
s de la projection M = L, une section ¢ de P - P/i(V) et on pose :

0,1 =[s(),sU"N — s, '), 1, I'EL,
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5(1)(1},7'):(1. v+ V¥, n,s),rlg),l€L,veV,reR,

comme dans la proposition 2. Le trois-cycle ® est donné par la formule

o, I, 1" = Z v, "y, 1,l',1"eL .
sta, )

Comme I'extension M est inessentielle, puisque L est semi-simple, on
choisit une sous-algébre supplémentaire de R C M isomorphe a L et
on écrit M = R @& L, le crochet dans M étant alors donné par la formule

(D, Ny=Ur, g +1xr-1U'*r [1,I')),r,rER,
l1,I'eL.
Avec cette nouvelle décomposition de M on peut écrire
shy=@W),,leL,t€Hom(L,R).
Avec cette notation les conditions (4) et (5) de 2, deviennent
W({, [r,rlg) =a@d), [r,Plg) +al * r,r) +a@, 1+ 1), (4)
l€L,r,rER,

VI, I"«r) =", Ixr)—V(,I'l,n=a@l),I'*r— (5
—a(tdY,l*r—ae(l,!'hD,n,l,I'EL, rer.

On en déduit
o, I 1" = > (ct (D), t([I", 1"D) — W, e ([I',1"]) +
sta, i)
+ W, 0, td")) LU I"EL .

On voit alors que si on pose

Q1N =ad,td"),,I'EL,

Q,0, 1) =¥, t(1")) — (', td) , I, I'EL,
on a
d=dQ, +Q,) .

LEMME 2. — Soit 0 > V' 5 V > V" > 0 une suite exacte
dans ¥. La fléche & : H*(L,V") - H>(L, V') se factorise a travers
5(V".
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En effet, soit o > V' = M - L = o une extension repré-
sentant une classe ¢’ € H*(L,V"). On lui associe le lien

Al=V',V),i, M.

Un représentant ®' de ¢’ = Obs(A") est donné par la formule

'@, 0,1 = }_: v, 0"q', 1"y, 1,1',1"eL
sta, 1,1

2
ot 9" € Hom, (A L, V") est défini a partir d’une section s de M — L
par

6", 1" =[s(),sUN]y—sW,I'D, 1, I'EL,

et ou ¥ € Hom, (V" ®L,V’) est défini a partir d’'une section o de
V = V" par

L. VDY = Vv +¥0,v"),1.v"),leLyev yev'.

Mais 6" est un représentant de q" et ®' un représentant de §(q"") ce
qui achéve la démonstration.

b) Liens et noyaux.

Un lien A = (V,P,p,i,M) est dit strict si i: V = Cent P est
surjectif. Dans la remarque de 2, a, on a associ€¢ & un noyau (P, ¢,)
un lien strict A, = (Cent P, Py, ¢,,id, M) ou id est I'application
identique de Cent P,. On a le théoréme suivant dit & Hochschild
(Théoréme 4 de [5]).

THEOREME 4. — Tout lien est équivalent a un lien strict.

4. Compléments : retour sur les liens réalisables.

Soit A =(V,P,¢,i,M) un lien réalisable. On définit une caté-
gorie 8, attachée 4 A comme suit

i) les objets de 8, sont les diagrammes commutatifs d’algebres
de Lie
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N L—/0> o

l |
o—> P/i(V)—/@8 M— L—> o

ou I'extension N réalise le noyau (P, ¢),

ii) si S,, ¢t =1, 2 sont deux objets de 8, ou l'algébre de Lie N,
¢t=1,2, réalise le noyau (P,yp) alors I'ensemble $,(S,,S,) des
fleches S, = S, est le sous-ensemble des morphismes d’algébres de
Lie N, = N, tels que les deux diagrammes suivants commutent :

0o—> P—> N,—> L—> o N,— N,

RN,

o P N, L—/—> o

(on voit que &,(S,,S,) est ou bien vide, ou bien formé d’isomor-
phismes).

On note Ext(L,V) la catégorie des extensions de L a4 noyau
commutatif V, telles que la structure induite par I'extension sur V
soit la structure donnée.

THEOREME 5. — Les catégories 8, et Ext(L,V) sont équivalentes.

Démonstration. — Soit S, un objet de 8§, de diagramme

id

~.
- Ve «—0O

— N,
p\
M

| onln e

o—> P[i(V)
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Pour tout objeto > V > D > L - o de Ext(L,V) on note D.S,
I'objet de §, défini comme suit par le diagramme

o
\Y%
i
S, =o P N, L o, t1=12,
-
o— Pli(V)—/> M L o

ol I'extension N est définie par un procédé standard. C’est I'image
directe par le morphisme P x V = (P x V)/I (I désigne I'idéal de
lalgebre de Lie produit P x V formé des éléments de la forme
(i(v),—v), v €V) de I'image réciproque de I'extension produit Ny x D
par le morphisme diagonal L - L x L,/ = (I, 1) ; il suffit de vérifier
que I est aussi un idéal de la sous-algébre N x D formé des éléments
(n, d) vérifiant my(n) = w(d), pour s’assurer de I'existence de I’image
directe. Les fleches P - N, N - L et N - M sont définies respecti-
vement par p > (p,o0), (p,d) > n(d) et (p,d) = p(p). Soit
0, : L = N, une section de m,. On vérifie alors, a partir de la section
o0: L > N ({ = (05(0),0)), que ¢ est bien aussi induit par N. La
construction précédente définit un foncteur de Ext(L,V) dans §, et
on achéve la démonstration du théoréme avec les deux lemmes suivants

LEMME 1. — Si S, et S, sont deux objets de 8, alors
8,(S,,S) ~Z"(L,V) .

En effet supposons 8,(S, , S;) # @ et soient

o
i
\%
o P N L )
l lid
[0) P/i(V) M L 19)
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les diagrammes associés. Alors avec les notations de la proposition 4
le crochet dans N, = Ve R ® L est donné par la formule

(v,r,D, 0, ", l')]"h =V -1 v+, -V, D+a@r)+
+w I, ler—l'er+00, 1IN+ [r,71g,[1.1']),
v VEV,r,ryeER,ILI'EL,1=1,2.
L’isomorphisme X : N; = N, s'écrit
Ap,r,D) =0 +ul),r, 1), u€Hom,(L,V).
On en déduit, puisque A est compatible avec la loi d’algébre de Lie,
w; — w, =du.
LEMME 2. — Pour tout objet S, de §, il existe une extension D
de Ext(L,V) telle que S, ~D.S,.

En effet avec les notations précédentes on a

o
/
A%
S,=0o—— P - N, L o t=0,1,
)
o—> P[i(V) M L o

,=VeReL, .:=0,1.

La loi d’algebre de Lie de N, est donnée par des formules analogues a
celles du lemme 1. On déduit de la démonstration de la proposition 4
que w, — w, € Z*(L,V). Or on sait construire une extension

o>V > D —> L - o associée a ce deux-cocycle et ayant la pro-
priété énoncée.
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Deuxiéme partie.

Dans cette deuxiéme partie k désigne un corps algébriquement
clos et de caractéristique zéro, n € N un entier, V I’espace vectoriel
K" ete,,i=1,2,...,n, la base canonique de V. Si L est une loi
d’algébre de Lie sur V, on note H"(L,L),m = 0,1,..., les groupes
de cohomologie de L a valeurs dans le module adjoint.

1. Définition du schéma des algébres de Lie.

Si A est une k-algébre commutative, on note £,(A) ’ensemble
des lois de A-algébre de Lie sur V % A. Une loi de A-algébre de Lie

L, € £,(A) est définie par ses constantes de structure o € A,
i,j,1=1,2,...,n, dans la base canonique. On a

n
[eiyei]]_,A=Zai]‘[e[7l;]=1a2, >n,
1=1
avec les conditions
%+ o, =0,4,j,1=1,2,...,n (1)

(Cest la propriété d’antisymétrie du crochet),

3‘

e
oest(i,jl) m

D=

84
1

« _O)i’jrl:p=1,2,-..,n (2)

oj,ol,m “oi,m,p —

(Cest la condition de Jacobi).

Si A et B sont deux k-algébres commutatives et f: A = B un
morphisme, on note £,(f) : £,(A) = £,(B) I'application qui a la loi
L, € £,(A), de constantes de structure o;;;, €A, 0,7, 1 =1, 2,...,n,
associe la loi Ly€£,(B), de constantes de structure Biil =f (@),
i,j,l=1,2,...,n, dans la base canonique de V%B.

On définit ainsi un foncteur (k-foncteur au sens de [2], 1,1,6,1)
de la catégorie des k-algébres commutatives dans celle des ensembles.
On note I, I'idéal de I'anneau des polynomes k[X;;],

i,j,l=1,2,...,n,
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engendré par les relations (1) et (2) et J, I'algébre quotient k[Xii,]/In .
On voit que la donnée d’une loi de A-algébre de Lie sur V % A équivaut

a celle d'un morphisme J, = A. On en déduit que le foncteur £, est
représentable et que 'on a £, ~ Spec J, ; d’ou la

PROPOSITION 1. — Le k-foncteur £, est un k-schéma algébrique
affine d’algébre J, .

Le schéma £, n’est pas irréductible pour n = 3 (voir appendice) ;
il n’est pas non plus, en général, réduit (c’est-a-dire que I'idéal I, n’est
pas, en général, intersection d’idéaux premiers) et c’est ce que nous
allons démontrer.

Dans toute la suite on ne fera pas de distinction, dans ’écriture,
entre le foncteur £, et I'espace géométrique associé et on appellera
plus briévement algébre de Lie une k-algébre de Lie. L’ensemble
£,(k) des points rationnels de £, s’identifie a I’ensemble des lois
d’algébre de Lie sur V.

2. Espace tangent et cone des tangentes.

a) Rappels de géométrie algébrique.

Soient X un k-schéma algébrique, x un point rationnel de X,
O, lanneau local associé, d’idéal maximal m, . Par définition on ap-
pelle espace tangent de Zariski a X en x, le k-schéma affine

Tg(X), = Spec S(m,/m?)

associé a lalgebre symétrique de m,/m2. L’ensemble de ses points
rationnels (qui est muni d’une structure d’espace vectoriel) donne

~

lieu a plusieurs identifications résumées par la

PROPOSITION 2. — Les espaces vectoriels suivants sont ‘‘naturel-
lement’’ isomorphes.

i) l'espace Tg(X), (k) des points rationnels de Tg(X), ,

ii) l'espace (m,/m2)* = Hom, (m,/m2, k),

ili) l'espace des k-dérivations de O, a valeurs dans k, c’est-a-dire
I’ensemble des applications k-linéaires D : ©, — k telles que
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D(f.8) =f(x)D(g) + gx)D(f), f, g€ 0,, f(x), g(x)
classes de f et g dans O, [m, ~k ,

iv) l’espace des morphismes de k-schémas Spec k[€] = X tels
que lunique idéal maximal (€), de 'algébre k[€] des nombres duaux
sur k, ait pour image le point x (ou, ce qui est équivalent, I’ensemble
des morphismes de k-algébres locales O, — k[E]),

v) lespace X(p)~ ' (x) CX(k[€]) ot p : k[e] > k désigne la
projection canonique a + be —> a, a, b €k).

Retenons cette derniére identification qui nous sera utile. Le
schéma tangent est caractérisé par I’espace vectoriel de ses points ra-
tionnels et c’est (mx/mfc)* qui porte traditionnellement le nom d’espace
tangent de Zariski.

Le cone des tangentes Ctg(X), a X au point rationnel x est défini
comme étant le k-schéma affine d’algébre

— 2. .. P+l g ... .
Gro, =k em,m;®o ® mb/mb* @

La surjection canonique S(mx/mf‘) - Gr 0, - o permet d’identifier
le cone des tangentes en x a un sous-schéma fermé de I’espace tangent
en x. L’ensemble des points rationnels Ctg(X), (k) du cone des tan-
gentes est un cone de sommet l'origine dans Tg(X), (k). Donnons
une identification commode de Ctg(X), (k). On a la surjection

Spec(©,) (k[[T])) > Spec Gr(®,) (k) ~ o

définie comme suit : soient x, ,..., x, un systtme de générateurs de
ridéal m,,x,,...,Xx, leur classe dans m,/m2 et f: ©, = k[[T]] un
morphisme ; le morphisme A(f) est alors définipar A(f) (x;) = mi—),
f(?i') € T. k[TI/(T*) ~ k. Nous dirons que deux morphismes

f1. [, €8Spec(6,) (K[[T]D
sont équivalents si A(f;) = A(f,) (C’est-a-dire §’ils sont égaux au

premier ordre ou encore s’ils ont méme image dans Tg(X), (k)).

PROPOSITION 3. — L’ensemble des points rationnels Ctg(X), (k)
s’identifie a l'ensemble des classes d’équivalence de morphismes
O, = kI[T]] pour la relation précédente.
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Remarque. — On a Tinclusion Ctg(X), (k) C Tg(X,,4), (k).

Enfin rappelons que le schéma X est dit lisse au point rationnel
x si le complété @x de I'anneau local ©, pour la topologie m,-adique
est un anneau de séries formelles. Cela se traduit géométriquement
par la coincidence au point x de I'espace tangent de Zariski et du
cone des tangentes. Pour que X soit lisse au point x il faut et il suffit,
d’apres la proposition 3, que pour tout vecteur tangent

fi 1 0, > k[TI(TY

il existe f: O, = k[[T]] tel que le diagramme suivant commute

o.—Ls k[T
f, l
KITI(T?)

ou ce qui est équivalent, une suite f,, : O, > K[TY(T™*Y, m=2,3,...
telle que le diagramme suivant commute pour m = 2,3 ,...

Foay 7 KLTI(T™?)
{
%% ey
fi N E[TI(T?)

d’ou le critére de lissité.

PROPOSITION 4. — Le k-schéma X est lisse au point rationnel x
si Papplication X(k[TI/(T™*") = X(k[T)(T™)) est surjective au
point x € X(k) pour m =1,2,....

b) Application au schéma des algébres de Lie.

Soit L une loi d’algébre de Lie sur V considérée comme un point
rationnel de £, . L’espace tangent Tg(#£,), (k) sidentifie au sous-
ensemble de £,(k[€]) formé des lois de k[el-algebres de Lie sur
Vekl[e] qui induisent la loi L sur V. Soit L, € Tg(£,) (k) un
¢lément de I'espace tangent ; on note L, ; la loi d’algeébre de Lie
déduite de L, par restriction de I'anneau des scalaires au corps k et
eV ={ev,vEL, [;;} (Cest un idéal abélien de dimension n de
L, (x)- On a la suite exacte d’algebres de Lie
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14
0=>eV-oL y2>L-o (D

et une section privilégiée o, (I = [® 1) de p. On voit que la suite (1)
induit sur €V la structure de L-module adjointe. Réciproquement la
donnée d’une loi d’algébre de Lie M, extension 4 noyau abélien V de
L, induisant sur V la structure adjointe et d’une section k-linéaire de
M - L permet de définir un élément de Tg(#2,), (k). En résumé on
ala

PROPOSITION 5. — Les espaces vectoriels suivants sont ‘‘naturel-
lement” isomorphes

i) I'espace tangent Tg(£), (k),

ii) l’espace Ext(L, L) des lois d’algébres de Lie sur V x L qui
sont extensions a noyau abélien V x{0} de L et qui induisent sur le
noyau la structure adjointe,

iii) Lespace Z*(L,L) des deux-cocycles de L & valeurs dans le
module adjoint.

Quant a I’ensemble des points rationnels du cdone des tangentes
Ctg(#,), il s’identifie, d’aprés la proposition 3, a 'ensemble des classes
d’équivalence de lois de k[[T]]-algebres de Lie sur V?k[[T]] qui

induisent la loi L sur V (deux lois de k[[T]}-algebre de Lie sont
équivalentes si elles induisent la méme loi sur V®k[T]/(T2)).
k

La proposition 4 va nous donner un critére de lissité au point
Leg,(k), lié a la cohomologie de I'algebre de Lie L. Soit

Ly € £, (k [TI/(T™)

une loi de k[T]/(T™)algebre de Lie induisant L sur V. On lui associe
un lien A(L,,_,) de L-module le module adjoint et dont les autres
composantes P, ¢, i et M sont définies comme suit

i) pour P on prend la loi d’algébre de Lie sur I’espace vectoriel
T.V ?k[T]/(T"'”) obtenue par restriction des scalaires au corps k
de la loi de k[T]/(T™*")-algebre de Lie U, de crochet

2
[Te,.,Tej]U=T .[e,.,el.]Lm_l ,iji=1,2,...,n

(on reléve dans I'anneau k[T]/(T™*') les constantes de structure de
I"m—-l)’
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ii) ¢ est donné a partir du relévement @ : L - Der P défini
par la formule
~ ~
o)(T.v)=T.[I, v]Lm_1 ,I€EL , vEVK[TI/(T™
(on procéde comme dans i),
iii) 'injection i : V = Cent P est donnée par i(v) = Ty, vEV,
iv) extension M est la loi d’algébre de Lie L, _; (-

Il est maintenant clair que pour qu’existe une loi L,, € £, (kK [T}/ (T™1y)
induisant L, _, il faut et il suffit qu’il existe un diagramme commu-
tatif d’algébres de Lie du type suivant

)

\"

i
o p N— L— o
o— P[i(V) M—— L— o

ou N est une loi d’algebre de Lie sur ka[T]/(T"'“) et P> N

I'injection canonique ; d’ou la

PROPOSITION 6. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe une loi de k[T]/(T™*")algébre de Lie sur V @ k[T]/(T™* 1)
qui induise la loi L,, _, est que Obs(A(L,,_,)) =0,

et le critére de lissité.
THEOREME 1. — Si HJ(L,L) =0, alors 2, est lisse au point
rationnel d’algébre de Lie L.

Soient L, € Tg(£,), (k) un vecteur tangent et A(L,) le lien as-
socié par la construction précédente. L’obstruction Obs(A(L,)) ne
dépend que de la classe d’isomorphie de I'extension L, (k- On définit
donc ainsi une application

©: H*(L,L) » H3(L,L),

qui coincide avec 'application Sq de [10].
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THEOREME 2. — On a la factorisation :

S
HA(L,L)—L H3(L,L)
®
HJ)(L,L

3. Orbite d’une algébre de Lie sous I'action du groupe linéaire.

On fait opérer le groupe linéaire G/, sur le schéma £, de la
fagon suivante : soient A une k-algebre commutative, L, € £,(A)
une loi de A-algebre de Lie sur V ® A de crochet ¢, et g, €GI, (A)

un automorphisme de VfA ; on note g, * L, la loi d’algebre de

Lie sur V ® A dont le crochet ¥, est donné par la formule
YA, W) = ga(0a(85' (), 83" W) , v, wEVEA .

On note ; I'orbite de I'algébre de Lie L sous I'action de GL, et on
la munit de sa structure de schéma réduit induit (cf. [2], III,5,3).
L’ensemble £2; (k) de ses points rationnels est le sous-ensemble de
£ (k) formé des algebres de Lie isomorphes & L. Comme quotient de
GL,, (par le sous-groupe Stab(L)), £2; est un sous-schéma lisse de £,
mais comme de plus Stab(L) est un sous-groupe lisse (théoréme de
Cartier cf. [2], 11,6,1) le morphisme GL,, = £, , g = g * L, est lisse.
L’application tangente est donc surjective si bien que Tg(82,), (k) est
Iimage de lalgébre de Lie de GL, dans Tg(£,), (k). Déterminons
cette image. Soient ¢ le crochet de L et Id + €h, €2 = 0, h €M, (k),
un élément de Lie (GL,(k)) ; on a

(Id +¢€h) (cp((1d+8h)_l ), (Id+eh)™ ! w))) = o, w)t+edh(v,w),
dh(v,w) = p(v, h(W)) — oW, h(¥)) — h(p(v,W)) , v, WEV ,
d’ou la
PROPOSITION 7. — L’espace tangent de Zariski Tg(§2,), (k) s’iden-

tifie a l'espace B%(L,L) des deux-cobords de L & valeurs dans le
module adjoint.
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Observons maintenant que si © : H2(L,L) - HS(L,L) est in-
jectif alors d’aprés la proposition 6, Ctg(£,), (k) = Tg(2,), (k) et
comme on a linclusion Ctg(£,), (k) C Tg(#,, ;eq)L (k) on en déduit
Tg(#, ,ea)L (k) = Tg(82)) (k), d’ol le

THEOREME 3. — Si © : H*(L,L) - H2(L, L) est injective, lorbite
de lalgébre L est ouverte, de plus si

i) H*(L,L) = 0, alors £, est lisse au point L,
ii) H*(L,L) # 0, alors £, n’est pas réduit au point L.

En effet la condition H*(L,L) = 0 implique Tg(#2,), = Tg(2y),,
et la condition H2(L,L) # 0 implique Tg(2,), # Teg(§2). -

4. Application.

THEOREME 4. — L’idéal des relations de Jacobi n’est, en général,
pas réduit.

La démonstration découle du théoréme 3 appliqué a I’algébre de
Lie L extension a radical commutatif M de s/(2), ’extension induisant
sur M une structure de s/(2)-module irréductible.

Rappelons d’abord un résultat technique. Soit N une algébre de
Lie 4 radical commutatif R et soit S ~ N/R une sous-algébre semi-
simple supplémentaire. On a la suite exacte de N-modules

o>R->N->S~->o0,
d’ou la suite exacte de cohomologie
- > H"!(N,S) > H*(N,R) » H(N,N) » H'(N,S) ~
- Hq“(N,R) > ...

LEMME 1. — On a les isomorphismes

q . —1i
HY(N,R) ~ & H'(S,Hom, (‘A R,R) , g =1,2,...,

R

HY(N, S)

R

q . —i
i?o Hl(S’Homk(qA R’S)) ,qd = 1 ,2,... .
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En effet on a

q q q-1 q-1 q
AN=ARe® A R%S@“%BR? A SeAS,

ainsi que
i q—i i q-—i
Hom, (A S@ 'A R,R) ~ Hom,(A S,Hom, (‘A" R,R)) ,
i=0,1,...,q

S q—i i —i
Homg(A S ® A R,S) ~ Homg(A S, Hom,('A R,S)),
i=0,1,...,q.
q q
Si on note f; la restriction de f € Hom, (A N, R) (resp. Hom, (A N, S))
on vérifie que lg condition f€ZY(N,R) (resp. Z4(N,S)) équivaut 2

f,EZ/(S,Hom,(AN,N)) (resp. Zi(S,Hom(AR,S)), i = 0, 1,...,q;
d’ou le résultat énoncé.

Du lemme 1 on déduit la suite exacte.

2 2
Homg(R,S) - Homg(A R,R) - H*(N,N) > Homg(AR,S) ~
3 3
- Homg(A R,R) ® H*(S,R) - H>(N,N) -~ Homg(AR,R) @
4
- Homg(A R,R) ® H*(S,R) ® H*(S,Hom, (R, R)) . (2)

Rappelons aussi que I’on peut choisir une base uy, u, ,...,u,_,,

du radical M de L, associé a la base standard X, Y, H de 'algébre de

Lie supplémentaire s/(2) telle que les formules suivantes soient valables.

H,X]=2X ,H,i;l]=n—-4-2Du; ,i=0,1,...,n-4

H,Y]=—2Y, X, ;] =(n -3 —-Du;_, ,i=0,1,...,n-4,

[X,Y]=2H ,[Y,u;]=0G+ Du;,, ,i=0,1,...,n—4,
Enfin puisque M est un s/(2)module irréductible on a

HiGsIQ),M)=0,q=1,2,..., .

PROPOSITION 8. — On a, suivant les valeurs de n = dim L, les
résultats suivants :

o)ysin=2q+1,q=2,3,...oun=4q,q =3,4,...alors
H>(L,L) =0,
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B)ysi n=4g+2, q=4,5,... alors dim H*(L,L)=1 et
Papplication © : H*(L,L) ~ H2(L,L) est injective.

v) si n =6, 8, 10, 14 alors dim H>(L,L) = 1 et H*(L,L) = 0.
Démonstration. — On montre facilement le résultat suivant

LEMME 2. — Soit R un sl(2)-module irréductible de poids dominant
m, alors le sl(2)-module R A R est somme directe de sl(2)-modules irré-
ductibles R; de poids dominant P, =2 (m — 1) — 4i,i=0, 1, ....

On en déduit

0 si dimM=#3,

i) dim Homg,) (M, sI(2)) = } | dim M = 3

de plus si dim M = 3, une base de Homg(M,S) est donnée par

lapplication définie par : uy > - X ,u, > H,u, > Y,

0 si dimM = 2p,
p=1,2,...,

1 sidmM=2p+1,

2
ii) dim Homs,(z)(AM ,81(2)) =
( p=1,2,...,

2
de plussidimM =2p + 1,p =1,2,..., une base de Homg(A M, S)
est donnée par 'application f définie par les formules suivantes

Jw,u)=0,i+j>2p+1,i+j<2p-1,
f(uO)u2p_])=X)

_ ;i Cp-D!

fg, 1) = C D g, T
1

f(“o’“zp)z_EH,

_ i1 Cp—D! o
f,uyy =1 —_——i!(Zp—i)! (pr—iH,
f(uo, u2p+1) =0,

Qp— D!

T g = C U G T Gp— 0y
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(0sidimM=0,1, 2 (mod4),

e . 2
iii) dim Hom,,(AM,M) = | 1 si dim M =3 (mod 4)

2
deplussidimM=4p+3,p=0,1,..., une base de Homs,(z)(A M, M)
est donnée par l'application 4 définie par les formules

R, w) =a; ju;y;_p s

a;,;=0,i+j>3p,i+j<p,

Gp+l-i-fa;=Qp+1-Da_, ;+Q2p+1-)a

i )

ij-1 -
On utilise maintenant la suite exacte (2). On voit que si

dmM=2p ,p=1,2,..., 3)
alors H*(L,L) = 0, et si

dmM=2p+1,p=23, 4

2 3
alors la fleche Hom sl(2)(A M, si(2)) > Hom s,(2)(/\ M, M) est injective ;
en effet I'image g de f est donnée par la formule

gx,y, )= ¥ x-f(y,2),x,y,zEM,
s*(x,y,2)
et on a g(u,, ul,uzp) =Q2-pu, .

Le cas ou la dimension de M est paire, est réglé ; examinons plus
attentivement I’hypothése (4). De l'injectivité précédente on déduit si

dmM=4p'"+1,p'=2,3,..., 4"
que H*(L,L) =0, et si
dimM=4p'+3 ,p' =1,2,..., 4"

2
que H*(L,L) ~ Homs,(z)(A M,M). De plus dans ce dernier cas
Papplication © : H*(L,L) - Hg (L, L) est injective ; en effet il suffit

2
de remarquer d’une part que f;, € Hom,(AL,L) défini par

fIAM =1, f,IMesi =0, f;|Asl2) =0,



266 GERARD RAUCH

est un deux-cocycle dont la classe dans H*(L,L) n’est pas nulle et
dont I'image par ® a pour représentant g, défini par

g x,y,2)= Y LG, fi(v,2) , x,¥y,zEM |
s*(x,5,2)

3

d’autre part que les éléments g (g = g, | AM) et & sont linéairement
indépendants comme on le voit sur les transformés des éléments
(ug, u,, u2p) et (uqy, uy, uzp).

Il reste, pour terminer a examiner les cas particuliers.

Premier cas : dim M = 3 ; alors

~ 2
Hom g, (M, s1(2)) 3 Homg, (AM, M) ,

3 3
Hom ;) (AM,M) = 0 et Hom g, (A M,sl(2)) = 0,
d’ott on déduit

H*(L,L) ~ Homw)(f\ M,sl(2)) et H*(L,L) =0 .

Deuxiéme cas : dim M = 5 ; alors

3
Homy, M, sIM, s/(2)) = 0, Hom g, (AM,M) =0

3 4

et on a la suite exacte 0 > Homg,) A M,sl(2) > Hom g, (AM, M) ;
2

on en déduit H*(L,L) ~ Homg, (AM,M) et H*(L,L) = 0.

3
Troisiéme cas : dimM = 7, 11 ; alors Homslm(A M,si2)) = 0
3
et dim Homg,(AM,M) = 1, d’ou on déduit H*(L,L) = 0.

On a les corollaires suivants de la proposition 8

COROLLAIRE 1. — L’orbite de L est ouverte pour tout entier n
différent de 6, 8, 10 et 14.

COROLLAIRE 2. — Pour n =6, 8, 10 et 14, L est adhérent a
lorbite des algébres de Lie semi-simple de type A, ® A, , A, , B, et
G, respectivement.

COROLLAIRE 3. — Le schéma £, n’est pas réduit en L lorsque
n=18+4q,q=0,1,....
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Remarque. — Signalons, pour les amateurs d’algébres de Lie
rigides (algébre de Lie pour lesquelles I'orbite est ouverte), que la
méthode de calcul que nous venons de développer permet de montrer
que si L est extension de s/(2) a radical commutatif M et si ’extension
induit sur M une structure de s/(2)}module ou les composantes irré-
ductibles sont de dimension paire alors H2(L,L) = 0.

5. Appendice.

Nous allons donner une composante irréductible du schéma £, .
Soit F C £, (k) I'ensemble des lois d’algebres de Lie dont le centre est
de dimension au moins égale 3 n — 2. Il satisfait aux propriétés
suivantes

i) il est fermé dans £, (k) ; C’est une conséquence de la semi-
continuité de la fonction L - dim Cent(L), définie sur £, (k),

ii) il est irréductible ; en effet on démontre facilement que pour
toute algébre de Lie L les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1) L contient une sous-algébre abélienne de dimension n — 1,
2) L contient un idéal abélien de dimension n — 1,
3) dim Cent(L) =2n— 2 ;

soit alors F, C F le sous-ensemble des algébres de Lie dont la table de
multiplication, dans la base canonique est de la forme

[e,.,el.]=0 ,i,i=1,2,...,n—1,
n—11

le;, e,]1= '2'1 a;e , a; €k, i,j=1,2,...,n—1,
F

on voit que-F, est irréductible et que F est I'orbite de F, sous I’action
de GI,(k),

iii) sa dimension est n> — n ; on calcule la dimension avec la
formule

dim F = dim F;, + dim G/, (k) — Liné‘ dim Stab(L, F,) ,
€¥o

Stab(L,F,) ={h€GL, (k) , h + LEF,} ;
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or, si HC GL, (k) est le sous-groupe qui laisse invariant le sous-espace
engendré par les vecteurs e;, i =1,2,...,n — 1, on a évidlemment
H C Stab(L,F,), L E€F,, d’autre part si L, € F, est I'algébre de Lie
définie par a; = 5,.,-,1',]' =1,2,...,n—1,0onaH = Stab(L,, Fy)
et donc

inf dim(L,Fy) =dimH=n- 1) +n;

LeF0

on termine le calcul en sachant que
dim Fy = (n — 1) , dim GL,(k) = n? ,
iv) la dimension de I'espace tangent de Zariski au point L défini
dans iii) est n®> — n.

De ces quatre propriétés on déduit que F est une composante
irréductible de £,(k), que £, est lisse au point L, et que £, ,n =3
est réductible (car les algébres de Lie de F sont toutes résolubles).
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