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FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS,
COGENERATEURS, POTENTIELS

par Francis HIRSCH

Introduction.

Ce travail a trouvé son origine dans la thése de G. Lion [21].
Celui-ci a démontré le théoréme suivant (améliorant certains résultats
du mémoire de G.A. Hunt [15]) :

Si X est un espace localement compact, dénombrable a I'infini
et si V est un opérateur positif de K (X, R), espace des fonctions
continues de X dans R et a support compact, dans €°(X , R), espace
des fonctions continues de X dans R et tendant vers O & Pinfini, les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) V vérifie le principe du maximum positif faible, c’est-a-dire :

VieX(X,R) (sug Vf(y) > 0) = 3AxeX: Vfkx) = su;))( VI(y)
ye ye

et f(x) =0)
ii) V vérifie le principe complet du maximum, c’est-a-dire :
vV fetg €K, (X)

(Vf(x) < Vg(x) + 1 pour tout x du support de f) = (Vf< Vg + 1)
ou, ce qui est évidemment équivalent :

ViEK X, R) (Vf(x) < 1 pour tout x tel que f(x) > 0) = (Vf< 1)

iii) I1 existe une famille résolvante sous-markovienne (R,), .,
[Cest-a-dire une famille d’endomorphismes positifs de €°(X, R)
vérifiant

x>0 lIAR <1

VA,u>0 Ry—R,=((u—-NRR,]
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telle que :
VfEKX,R) Vf= )l\im R, f dans "X ,R).
-0

Nous avons essayé d’obtenir un théoréme analogue au théoréme
précédent qui est fondamental en théorie du potentiel, en remplagant
Pespace @°(X, R) par €°(X,C) et en n’exigeant aucune hypothése
de positivité.

Ceci nous a amené 3 replacer le probléme dans un cadre plus
général qui est celui des espaces de Banach et nous avons donc étudié
les familles résolvantes (ou pseudo-résolvantes) dans les espaces de
Banach. Nous avons trouvé, dans ce cadre abstrait, des énoncés de
“principes” rappelant ceux du théoréme de Hunt-Lion. Les mé-
thodes employées permettent, méme dans le cas classique, d’obtenir
des démonstrations plus simples que celles qui étaient jusque 1a con-
nues. La propriété fondamentale mise en évidence est la propriété
d’opérateur codissipatif qui est trés liée a la notion d’opérateur dissi-
patif introduite par R.S. Phillips [25] dans le cas des espaces de
Hilbert, puis par G. Lumer et R.S. Phillips [22] dans le cas des espaces
de Banach. En généralisant encore un peu le cadre, nous montrons,
dans les premiers chapitres, que le point de vue des familles résolvantes
permet de bien montrer les relations, et pour certaines questions la
compléte similitude, entre les noyaux généralisant les ‘“noyaux po-
tentiels’”” et ceux qui généralisent les générateurs infinitésimaux de
semi-groupes.

Dans les chapitres I, II et III nous faisons une étude détaillée des
familles résolvantes et des “limites” que I'on peut leur associer en 0
et a Iinfini. Ces limites, appelées cogénérateur et générateur, englobent
le cas des ‘“noyaux potentiels” et des générateurs infinitésimaux de
semi-groupes.

Au chapitre IV, nous donnons les expressions, sous forme de
“principes du maximum” abstraits, des notions de dissipativité et de
codissipativité.

Au chapitre V, nous donnons plusieurs extensions du théoreme
de Hunt-Lion rappelé au début de cette introduction. Ces extensions
comprennent le cas des espaces de Hilbert et le cas des espaces e’,
dans le cadre de la ““contraction”, sans hypothése de positivité.

Mais nous traitons aussi le cas de certains noyaux V de €°(X, R),
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pour certains espaces X, noyaux qui sont non positifs, de domaine
dense ne contenant pas K (X, R) et qui sont limite (au sens de iii))
d’une famille résolvante sous- markovienne. Cette derniére extension
englobe le cas du noyau logarithmique dans le plan (on sait que ce
noyau est li€ au mouvement brownien dans le plan). Nous terminons
ce chapitre par un exemple prouvant la “nécessité” des hypothéses
faites dans ces diverses extensions.

Aux chapitres VI et VII, nous nous intéressons plus particulie-
rement 3 deux principes du maximum plus faibles que la codissipa-
tivité. Une étude détaillée est faite dans le cas de certains noyaux de
convolution en utilisant une technique de balayage.

Enfin, au chapitre VIII, nous donnons quelques résultats sur les
fonctions qui opérent sur les potentiels abstraits (au sens de K. Yosida
[29]). Nous étendons notamment un théoréme de M. Ito [16], en dé-
montrant que si V est un potentiel abstrait et si u est une mesure po-
sitive non nulle sur [0, 1],

[ veau@

peut étre défini comme un potentiel abstrait.

Je tiens, au terme de cette introduction, a exprimer ma trés pro-
fonde reconnaissance a Monsieur J. Deny qui m’a donné, par ses
cours exemplaires sur la Théorie du Potentiel, le gout de travailler
dans ce domaine. Il n’a cessé, par ses conseils et ses encouragements,
de m’aider dans ma formation mathématique et dans mes recherches,
et le lecteur reconnaitra certainement, dans le texte qui suit, beaucoup
d’idées inspirées par ses travaux.

Je remercie aussi Monsieur J.L. Lions qui a bien voulu s’intéresser
a ce travail et lui reconnaitre la qualité de thése.

Je profite également de 'occasion qui m’est ici donnée d’exprimer
a Monsieur G. Choquet ma grande admiration et de le remercier d’avoir
bien voulu me proposer un second sujet de these.

Je remercie enfin tous mes collégues et amis qui, au sein de divers
séminaires et groupes de travail, m’ont aidé de leurs suggestions et ont
su créer une ambiance propice a la recherche. Mais il serait malhonnéte
de terminer cette introduction sans dire tout ce que je dois a ma femme
et combien sa présence auprés de moi pendant ces années de recherche
m’a été précieuse.
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CHAPITRE 1

L,- ET L.- FAMILLES RESOLVANTES

1. Notations.

Nous donnons ici les notations qui seront adoptées dans ce cha-
pitre ainsi que dans tous les chapitres suivants :

E désignera un espace de Banach sur le corps A ou A est le
corps R ou le corps C, V un opérateur linéaire, en général non partout
défini, de E, D désignant le domaine de V. Ces divers éléments pour-
ront étre particularisés dans telle ou telle question.

L(E) désigne 'ensemble des endomorphismes de E et I I’opérateur
identité. Dans E, les notations s-lim et w-lim désignent respectivement
la limite forte (i.e. au sens de la norme) et la limite faible.

Soit J un ensemble et & un filtre sur J. Soit (R;);.; une famille
d’éléments de L(E). On note alors s-hm R; (resp. w- hm R;) I'opérateur

dont le domaine est{x €E ; s-hm R x ex1ste} (resp. {x €E ;w- 11m R X

existe}) et qui est défini, pour Xx appartenant & ce domaine, par

s-lim Rix (resp. w-lim R,. x) .
g 5

On désignera par E* le dual topologique de E, par B* et S* respecti-
vement la boule unité et la sphére unité de E*. Si T est un opérateur
de domaine dense dans E, on notera T* son adjoint (ou transposé).

L’expression w*-lim désigne la limite étoile faible dans E*. Si
(Ri)iel est une famille d’é1éments de L(E*) et % un filtre sur J, on

note w*-lim R; Fopérateur de domaine{x* € E* : w*-lim R; x* existe}
¥ &

et défini, pour x appartenant & ce domaine, par w*-lim R; x*.
&

On note &* I'ensemble des points extrémaux de B*. X désignera
toujours un espace localement compact. €°(X, A) désignera
Fensemble des fonctions continues sur X, a valeurs dans A, et
tendant vers O a I'infini dans le cas localement compact non compact.
HK(X, A) désigne le sous-espace de I'ensemble précédent formé des
fonctions 4 support compact.
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eﬂ (X), K, (X) désignent les sous-cones formés des fonctions posi-
tives. I, (X), I (X), JIL';(X), AT (X) désignent ensemble des me-
sures de Radon bornées, quelconques, bornées positives, positives sur
X. Pour x appartenant & X, on note §, la masse de Dirac en x. O]lg(X)
désigne Iensemble des mesures bornées réelles sur X et MR(X)
Iensemble des mesures réelles sur X.

Pour ce qui est des espaces de distributions et des notions qui
leur sont liées, les notations sont celles de [26]. Enfin, la notation
Supp désigne le support (d’une fonction, d’'une mesure ou d’une dis-
tribution).

2. Définitions.

L2.1. Une famille résolvante est une famille (R,)), o d’éléments
de L(E) qui vérifie :

VA,u>0 R, —R,=(u-NR,R,.

Assez souvent, ce que nous appelons famille résolvante est aussi
désigné par divers auteurs par ‘“pseudo-résolvante” (cf. par exemple
[28] p. 215).

1.2.2. Une famille résolvante (R,\))\> o Sera dite une L - (resp. L.-)
famille résolvante si :

s-lim AR, = 0 (resp. s-lim AR, =1) .
A—>o

A=V

3. Propriétés.

I.3.L PrOPOSITION. — Si (R)),s, €st une famille résolvante, la
famille d’opérateurs

sk=%(1—% R%)

est une famille résolvante,



96 FRANCIS HIRSCH
Si (Ry)yso est une Ly- (resp. L) famille résolvante, (S,), <,
est une L- (resp. L,-) famille résolvante.

Montrons que (S,\)}\>0 est une famille résolvante, ce qui découle
du simple calcul algébrique :

SA—S“—(K—;)I—FR% —R,)
I 1y, p—Agl 1 1
NS, S, = (- —— — R, +— R R
W= 58 =3 “) . ()\ 1 17T %Rﬁ)
0 LR,R R
r — = —
w it T (TR

d’ou le résultat.
La suite de la proposition est évidente.

Ceci montre que I'étude des L,-familles résolvantes et des L.-familles
résolvantes se raménent I'une i lautre.

1.3.2. PROPOSITION. — Soit (Ry)\~, une famille résolvante. Les
sous-espaces Im{R,), Ker(R,), Im(I — AR,), Ker(I — AR,) sont indé-
pendants de \ et I'application X > R, est analytique sur R¥ .

(cf. par exemple [28] p. 215-216).

L.3.3. PROPOSITION. — Soit (R,),~ o une famille résolvante. Pour
que ce soit une L- (resp. L..-) famille résolvante, il faut et il suffit que

w;\liryo AR, = 0 (resp. w;\h_x)xl AR, =D .

Supposons que w-lim AR, = 0 (resp. w-lim AR, = I). Alors,
A—>0 Ao
d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus,

lim sup || AR, || < oo (resp. lim sup || AR, || < o)
A—>0 A—> o
et il suffit alors d’appliquer les résultats de [28] p. 216-217.

1.3.4. PROPOSITION. — Soit (R,), o une famille résolvante. Les
propositions suivantes sont équivalentes :
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i) (R\)r>o est une L-famille résolvante ;
ii) {x €E ; slim R, x existe} est dense dans E et
A—0

lim sup || AR, || < oo ;

A—>0

iii) {x €E : w-lim R, x existe} est dense dans E et
A0
lim sup [| AR, || <o .
A=>0

Prouvons d’abord I'implication i) = ii).

L’hypothése i) entraine que Im(I — AR,) est dense dans E. Or si x
appartient 3 E,

1
Ry(x — pR,x) = )\T# (AR, x — uRx) .

Donc s-lim R, (x — KR, x) existe et vaut R“x .
A—>0

ii) est donc démontré.
L’implication ii) = iii) est évidente.
Enfin, si iii) est vérifiée, on a, en utilisant un argument classique :

Vx€E€E w-lim AR,x =0.
A—>0

Il suffit alors d’appliquer 1.3.3.

1.3.5. PrROPOSITION. — Soit (R)), ., une famille résolvante. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) (R\)r>o est une L-famille résolvante ;

ii) {(x EE ; s-lim AR, x — x) existe} est dense dans E et

A —>oo

lim sup ||AR, || < oo ;

A—>oo

iii) {(x EE ; w-lim AR, x — x) existe} est dense dans E et
A—>oco

lim sup [|AR, || < eo.
A—>oo

Ceci est une conséquence immédiate de 1.3.1 et 1.3.4.
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CHAPITRE 11

GENERATEURS ET COGENERATEURS

1. Définitions.

IL.1.1. L’opérateur V sera dit cogénérateur (resp. cogénérateur
faible) su il existe une L,-famille résolvante (R,), , telle que

V =s-lim R, (resp. V =w-lim R,) .
A—>0 A—>0

II.1.2 L’opérateur V sera dit générateur (resp. générateur faible)
si il existe une L-famille résolvante (R,), ., telle que :

V = s-)!im AAR, — D) [resp. V. =w-lim AR, — D] .
—>o0

A —>oo

Il résulte aussitdot de ces définitions et de la proposition 1.3.1, la pro-
position suivante :

I1.1.3. PROPOSITION. — Pour que V soit un cogénérateur, il faut
et il suffit que — V soit un générateur.

2. Caractérisation des cogénérateurs et des générateurs.

I1.2.1. THEOREME. — Pour que V soit un cogénérateur (resp. un
générateur), il faut et il suffit que

) D=E.

2) p(V) D R* (resp. p(V) D R¥) et V est fermé (oit p(V) désigne
l'ensemble résolvant de V).

3) lim sup lu(ul + V)7 <o _
B —>o0
(resp. lim sup || pu(ul — V) | < oo,
H—>o0

Si ces conditions sont réalisées, il existe une seule L,- (resp. L..-)
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famille résolvante (R,), o admettant V pour cogénérateur (resp. géné-
rateur) et elle est donnée par :

R, = VI + AV)7! [resp. R, = A\ — V)]

(on pourra donc parler de la famille résolvante coengendrée ou en-
gendrée).

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. En vertu de la
proposition I1.1.3, il suffit d’envisager le cas ol V est cogénérateur
d’une L,-famille résolvante (R,), ., . Alors d’aprés 1.3.4, 1) est réalisé.
On a vu d’autre part, dans la démonstration de cette proposition 1.3.4,
que :

ImI - AR,)CD et VI- AR, =R,.
On a donc
I+AV)Ad—-AR) =1 sur E.

D’autre part on a I’équation résolvante :
VxEERx -~ R,x = (n - MR, R, x.
Si x appartient a D, en faisant tendre u vers 0, on obtient
Ryx — Vx = — AR, Vx .
Donc IT-ARYA+AV)=1 sur D.
Finalement (I + AV)™! existe et est borné et partout défini :
I+AV) ' =1 - 2R,).
On en déduit 2), 3) et que nécessairement
R, = VI +2AV)™" .

Soit maintenant (R\)xso une L.-famille résolvante et V le générateur
associé.

R l) . Alors — V est le cogénérateur de S,,
X

S, =— V(I -2AV)!

-1

—71:[1+—)1:V(I——)1\V) ]=(M—V)“.

~
>
Il
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Montrons enfin que la condition est suffisante.
Soit V un opérateur de domaine dense tel que :
VA>0 (M — V) ! est partout défini et borné et

lim sup AL = V)7 1| < oo .

A—>oo

On pose alors R, = (AI — V)1, ce qui définit évidemment une famille
résolvante telle que
lim sup [|AR, || <o (*).

Ao

Pour montrer que (R,), 5, est une L -famille résolvante de générateur
V on rappelle un raisonnement classique :

VxED AR,x — x = R, Vx (**).
Donc, compte tenu de (*)

Vx€D s-lim AR, x =x .

A—>oo

En tenant compte a nouveau de (*), on en déduit que (R,),, est
une L_-famille résolvante et, d’aprés (**) :

vxeD lim ANAR,x — x) = Vx .
A—>oo

D’autre part, pour tout x de E on a
A(AR,\x — x) = VAR, x)
et V étant fermé, on voit que

x€E et lim AQAR,x — x) existe = x€D
Ao

d’our le résultat.

I1.2.2. THEOREME. — Soit (Ry)\s, une L,- (resp. L.-) famille
resolvante. Alors le cogénérateur (resp. le générateur) coincide avec le
cogénérateur faible (resp. le générateur faible).

I1 suffit évidemment de démontrer le théoréme dans 'un des deux
cas. Soit donc (R,), 5, une L,-famille résolvante, soit V le cogénérateur

et V de domaine D le cogénérateur faible. On a
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DCD e V|D=V.

D’autre part, en passant a la limite faible dans I'équation résolvante, on
obtient :

R,\—\»’=—)\R)\V sur D,
et donc
I-ARYA+AV) =1 sur D.
11 en résulte que
DCIm(d - AR) =D,
et donc

D=D.

I1.2.3. ProrosITION. — Soit (R,), 5, une L,- et L.-famille ré-
solvante et soit V le cogénérateur et A le générateur de cette famille,
Alors V et A sont injectifs et

V=—A"

Compte tenu de 11.2.1, c’est démontré dans [29].

I1.2.4. PROPOSITION. — Soit (R)), o une Ly-famille résolvante et
soit V le cogénérateur associé. Alors :

VA>0 R,(D)CD e Vx€D Vx-Rx=AR,Vx=AVR,x.

s

Soit x appartenant & D, alors, d’aprés I'équation résolvante,

1
lorsque p tend vers O, R, R, x converge vers —i (Vx — R, x). Donc

VA>0 R,(D)CD et Vx€D Vx - Ryx=AVR,x.

On obtient facilement Pautre égalité par passage a la limite dans
Péquation résolvante.

I1.2.5. PROPOSITION. — Soit (R)),\~ o une Ly- (resp. L.-) famille
résolvante. Soit V le cogénérateur (resp. le générateur) associé. Alors,
sont équivalents :

i) (R\)\>o est une L- (resp. L,-) famille résolvante.

ii) V est d’image dense et lim sup ||AR, || < oo

A—>oo

(resp. lim sup ||AR, || < oo).
A—>0
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Il suffit de démontrer le résultat dans le cas d’une L,-famille ré-
solvante. Or, d’aprés la proposition I1.2.4, on a

VA>0 R,(D)CImVCImR,,
et donc
ImV=ImR, .

Or il est bien connu que ImR, = E et lim sup || AR, || < o équivaut
A—> oo
au fait que (R >0 est une L _-famille résolvante.

La proposition suivante donne une caractérisation des familles
résolvantes de générateurs bornés.

I1.2.6. PROPOSITION. — Soit (R)), 5 o une Ly- (resp. L_-) famille
résolvante et V le cogénérateur (resp. générateur) associé. Sont équi-
valents :

i) D=E

ii) V est borné sur D

iii) lim sup || R, || < oo (resp. lim sup A [[AR, — 1| <o),

A—>0 A—> oo
L’équivalence entre i) et ii) tient a ce que V est fermé et Pimplication
i) = iii) est une conséquence du théoréme de Banach-Steinhaus. Sup-
posons iii). Alors d’aprés 'équation résolvante :
IM>0 3e>0 VxEE VA, u<ce
IRyx — Ryx Il <IN— I M2 llx1l,

et i) est par conséquent vérifié.

3. Dualité.

IL.3.1. PROPOSITION. — Soit (R)),~ o une Ly- (resp. L_-) famille
résolvante sur E et V le cogénérateur (resp. le générateur) associé.
Alors

V* = w*lim Rf [resp. V* = w*-lim AQARY — D)] .
A—>0 A—>o
Si E est réflexif, (RY), s, est une L,- (resp. L_-) famille résolvante de
E* et V* en est le cogénérateur (resp. le générateur).
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La premiére partie de la proposition est énoncée dans [30] dans
le cas des familles L- et L_- (simultanément).

Il suffit de considérer le cas de (R,),s o Lo-famille résolvante.

Notons W I'opérateur w*-lim R} et A son domaine.
A—>0

1
Vx*€E* RY(x* — uR}x*) =m (ARY x* — uRFx*).
(Ry\)x> o €tant une L,-famille résolvante, il est clair que

w*-lim AR¥ =
A—>0
Donc Im(I — uRE) C A et (I + uW) (I — pR}) =1L

D’autre part, en passant i la w*-limite dans I’équation résolvante,
on a
(I—pRHA+uW) =1 sur A.
Donc
I+ uW) =1 - uRH™.

Mais d’aprés un théoréme de Phillips (cf. [28] p. 224)

(I — uRH™ =A +puvH .
Donc
W= V*

La fin de la proposition découle immédiatement de 11.2.2. et 1.3.3.
I1.3.2. Remarque. — On peut aussi démontrer, sous les hypo-

théses précédentes, que le domaine de V*, est *-faiblement dense
dans E* et que son adhérence forte est

{x*; lim [IAR¥x*|| = 0} (resp.{x*; lim [IAR}x* — x*| = 0})
A—=>0 A—>oo
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CHAPITRE 111

FAMILLES RESOLVANTES BORNEES.
M-CODISSIPATIVITE ET M-DISSIPATIVITE

1. Définitions.

II1.1.1. Une famille résolvante (R > o sera dite de type M si
VA>0 NIAR,IISM.

Une famille résolvante de type 1 est dite a contraction.

III.1.2. Un opérateur V de domaine D sera dit M-codissipatif si
VA>0, VXED M|lx + AVx | = || AVx ||
il sera dit M-dissipatif si
VA>0, VXED MM — Vx|l > Ix]l .
Si M = 1, on dira simplement codissipatif ou dissipatif.
II.1.3. Un opérateur V de domaine D sera dit précogénérateur
(resp. prégénérateur) si V est préfermé et si son plus petit prolongement

fermé est un cogénérateur (resp. un générateur). On dira aussi que V
précoengendre ou préengendre une famille résolvante.

2. Propriétés des opérateurs M-codissipatifs
et M-dissipatifs.

Nous commengons ce paragraphe par un certain nombre de re-
mdrques élémentaires.

IIL2.1. Si V est M-codissipatif non nul ou si V est M-dissipatif
de domaine non réduit a {0}, alors nécessairement M > 1.

Démontrons le résultat par exemple pour M-codissipatif. Sup-
posons qu’il existe M < 1 tel que
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Vx€D, VA>0 Ml|x + ANVx| = |AVx] .
Alors

IAVx || <

— lIxl,

ceci étant vrai pour tout A > 0 et tout x appartenant a D, on a

ImV ={0}.

IIL.2.2. a) Si V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), — V est
1 + M-dissipatif (resp. 1 + M-codissipatif).

b) Si V est injectif et M-codissipatif (resp. M-dissipatif),
— V™1 est M-dissipatif (resp. M-codissipatif),

c) Si E est un espace de Hilbert et M =1, V est M-
codissipatif si et seulement si — V est M-dissipatif.

a) et b) sont évidents. Démontrons c) :
(V est M-codissipatif) ©® YA =0, Vx €D
MM - D IVx P+ 20M? Re(x, Vx) + M? x> >0 .
(— V est M-dissipatif) ® YA =0, VxE€D
MM - DIlxl® + 2aM? Re(x, Vx) + M2 | Vx|> >0 .
Il est clair alors, sur 'expression développée, que les deux propriétés

sont équivalentes.

II1.2.3. Soit M = 1. Supposons V M-codissipatif (resp. M-dissi-
patif). Alors pour tous réels a et b= 0, al + bV est M-codissipatif
(resp. bV — al est M-dissipatif).

Il suffit évidemment de faire la démonstration pour a et b égaux
a 1. Supposons V M-codissipatif et soit x appartenant a D :
A
[IAx + AVx || =m A+ x +AVx + Vx| <

A+ M
<
A+l

TAA + Dx +AVx|l .

Or, M étant supérieur ou égal 2 1, on obtient

A + AV S MM+ 1) x + AVx]| .
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Supposons maintenant V M-dissipatif et soit x appartenant &4 D :

MIIA + Dx - Vxl|ZQA+ DilxlI =1l .

II1.2.4. Si V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), (I + AV)~!
[resp. (NI — V)] est défini et borné sur Im(1 + AV) [resp. Im(AI — V)]

M
sa norme étant majorée par M + 1 (resp. T)

HL.2.5. Soit (V;);.y une famille d’opérateurs de domaines (D;);.y .
Soit  un filtre sur J. On suppose que VJ. converge indirectement suivant
g vers V, c’est-a-dire :

vxeEeD El(x].)l.,SJ EI‘EIJ D,. : s-li;n x;=x et s-li;n V,-x,- = Vx .

Alors si pour tout j, Vi est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), il en est
de méme de V.

IIL2.6. PROPOSITION. — Soit M =1 et (R,)), s o une famille ré-
solvante. Sont équivalents :

i) (R,\),\>0 est une famille résolvante de type M.
ii) Pour tout \ > 0, R, est M-codissipatif.
iii) Pour tout N > 0, (AR, — I) est M-dissipatif .
La démonstration provient des identités suivantes découlant de
Péquation résolvante :

VA>0, vu>0  uR,,,(+uR,) =uR, (*)
(I—pRy A +uRy =1 (**)

1 )\
_ = * ok ok
(M+11+(“+1)2RA Y+ DI- AR =1. (**%)

(p+1)
Supposons i) vérifié. Alors ||[uR,,, Il <M et

[ Au
1+ R <
p+1 (p+ 1) 22 ! p+1

u+l1

Il (u+M)<M.

Alors (*) montre que R, est M-codissipatif et (***) montre que
(AR, — I) est M-dissipatif.
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Supposons maintenant ii) vérifié. Alors (**) montre que I + uR,
est surjectif et en utilisant (*) on voit que

VA>0,Vue>0 Ry, IISM.
Alors, en faisant tendre A vers 0, on voit que 'on a i).
Supposons que iii) soit vérifié. Alors, d’aprés (***) :
u Au

I+ ~R,
w1 M

VYA,u>0 1

<M.

A
En posant \ = —% et en faisant tendre u vers 0, on obtient
M

(R R,\0 <M

et ceci pour tout A, > 0. Donc i) est vérifié.

Le résultat précédent est a rapprocher du théoréme II1.b) de [21]
p. 406. Remarquons que si M < 1, i) ou ii) est réalisé si et seulement
si R, = 0 pour tout XA > 0, et iii) ne peut &tre réalis¢ (sauf si E = {0}).

La proposition suivante généralise une proposition de [22] et un
théoréme de [31].

I11.2.7. PROPOSITION. — Un opérateur V de domaine dense et
M-dissipatif (resp. M-codissipatif) est préfermé et le plus petit prolon-
gement fermé est encore M-dissipatif (resp. M-codissipatif).

En vertu de II1.2.2.a) il suffit de démontrer la premiére partie

de la proposition dans le cas ol V est M-dissipatif. Soit (x,), .y une
suite de D, telle que

s-lim x, =0
n—»co
et s-lim Vx, =c .
n—»oco

Soit x un élément de D. Appliquons P'inégalité de définition a

(xn +% x) , on obtient :

1
Vn=20, VA>0 MlAx, +x~Vxn—-i- Vxll =2 lIAx, +x1l .
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1
Donc VA>0 Mllx—c—““):Vx||>”X||

et par conséquent VxE€D M|x —c|l=|lx||. D étant dense, on a:
VxEE Mlx—cll=Ilxl|l

et en prenant x = ¢, on obtient ¢ = 0.
(Remarque : le raisonnement s’applique si Im V C D).

Soit V le plus petit prolongement fermé de V. V est limite indi-
recte, pour n tendant vers I'infini de la suite (V,), N OU

vn V,=V.

La fin de la proposition découle donc de IIL.2.5.

Nous donnons enfin une proposition qui étend une partie d’un
théoréme ergodique (cf. [20] p. 206).

I11.2.8. PROPOSITION. — Soit V un opérateur M-codissipatif ou
M-dissipatif. Alors :
KerVNImV ={0}

et Ker VelIlmV est un espace fermé dans lequel la somme directe
est topologique.

D’aprés 111.2.2.a), il suffit de considérer le cas ou V est M-
dissipatif. La démonstration découle du lemme suivant :

II1.2.9. LEMME. — Si V est un opérateur M-dissipatif on a :
VxEImV ,VyEKerV Mlx+yll=lyl.
Soit y un élément de Ker V et z un élément de D. En appliquant

1
la définition de la M-dissipativité au point z + K y on obtient :

MIilAz+y—Vz||Z|Az +yll
et en faisant tendre A vers O :
Mlly—VziiZllyll (VyeKerV,6 VvzeD).

On en déduit le lemme.
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Supposons alors que x €EKer VN Im V, on a d’aprés le lemme :
Milx —xll=llxll
soit x=0.

Soit (»,), N une suite de Ker V et (x,),.n une suite de Im V.
Supposons que (y, + x,) converge dans E vers un élément z. Alors,
d’aprés le lemme

Ny, =y ISMIi@x, +y,)— &, +y,)Il .

Donc (y,),.n est une suite de Cauchy, donc y, converge vers y ap-
partenant a Ker V et par conséquent x, converge vers x appartenant
a Im V. Il en résulte que

z€lmV e KerV
et cet espace est donc fermé.

Enfin, il est immédiat de vérifier, d’aprés le lemme, que les pro-
jections sont continues (ce qui découlerait, évidemment, aussi, du
théoréme des isomorphismes).

II1.2.10. COROLLAIRE. — Tout opérateur M-codissipatif ou M-
dissipatif et d’image dense est injectif et Uapplication V. - — V™! est
une bijection de I'ensemble des opérateurs M-codissipatifs de domaine
et d’image dense, sur I’ensemble des opérateurs M-dissipatifs de do-
maine ei d’image dense.

3. Cogénérateurs et générateurs de familles résolvantes de type M.

Dans tout ce paragraphe, M désigne un nombre réel supérieur ou
égal a 1.

II1.3.1. THEOREME. — Pour qu’un opérateur V soit cogénérateur
(resp. générateur) d’une L - (resp. L_-) famille résolvante de type M
il faut et il suffit que

1) D=E.
2) V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif).
3) A, >0 Im{d+A,V)=E [resp. In(A,] — V) = E] .
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La nécessité est évidente. 2) peut étre démontré directement ou
est une conséquence de 111.2.5 et II1.2.6.

Montrons la réciproque : supposons que 1), 2) et 3) sont vérifiés.
Alors, d’apres 111.2.4 et 11.2.1, tout revient & démontrer que

VA>0 Imd+AV)=E [resp. Im(Al — V) = E] .
Soit J le plus grand intervalle de R¥ contenant {)\0} tel que :
VYA€) Im(d + AV)=E [resp. Im(Al — V) = E] .
Posons, pour A appartenant a J
R, = VA + AV)™! [resp. R, = (\I — V)7'] .
On a, d’aprés 2), AR, | < M.
Soit S, =Ry[I+ (u— MR}

S, est défini G]M—IA M+1
u €S ini pour u M M

N
Pour de tels u on a
A—pS) =A+ AV I+ (= VR,
(resp. S, = AI=V)7' [I+(r—MR,]7")
Donc

Im( — uS,) = D (resp. Im S“ = D)
et

I+ @—DR]JA+AV)A - pS,) =1
(resp. [[ + (u— MR, JNI-V)S, =1)

soit
T+ pV)d —pS,) =1 [resp. (uI = V)S, =1].
Donc
Im{d + pV) = E [resp. Im(ul — V) = E] .
. M-1 M+1 .
Ceci montre que si A\ appartient 4 J, ] M A, M A est inclus
dans J.

Ceci entraine évidemment que J = R¥ .
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Remarques. — Les opérateurs qui vérifient 2) pour un certain M
et 3) pour tout A, sont appelés non négatifs par H. Komatsu [19].

. On n’utilise pas 1) pour démontrer que 2) et 3) impliquent :
VA>0 Im{d+AV)=E.

II1.3.2. COROLLAIRE. — Pour qu’un opérateur V soit précogéné-
rateur (resp. prégénérateur) d’une L,- (resp. L_-) famille résolvante
de type M, il faut et il suffit que

1) D=E.
2) V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif).
3) 3A, >0 Imd+ A,V) =E (resp. Im(A,1 — V) = E).
Il est clair que les conditions sont nécessaires.
D’autre part, 1) et 2) impliquent que V est préfermé et que le

plus petit prolongement fermé V de V est encore M-codissipatif (resp.

1

M-dissipatif) (cf. 111.2.7). Donc )\— appartient a 'ensemble résolvant
0 -~

de — V (resp. A, appartient a 'ensemble résolvant de V) d’aprés 111.2.4.

et 3) ; V étant fermé, on en déduit que
Im(I + A\, V) = E [resp. In(A,1 + V) = E]
et il suffit alors d’appliquer I11.3.1.
II1.3.3. COROLLAIRE. — On suppose que V est un opérateur M-
codissipatif (resp. M-dissipatif) tel qu’il existe a > O tel que

1
®@={x€ N @V ;limsup |V'x " <a}
n=1 n—>oo

soit dense. Alors V précoengendre (resp. préengendre) une L-(resp.
L.-) famille résolvante de type M.

1
Posons, pour x appartenant 3 @ et A < — (resp. A > a)
a

R,x = i (- DNV (resp. R, = i )\‘"'IV"x).
n=0 =0

3

Soit V le plus petit prolongement fermé de V, de domaine D. Alors

1
pour A < — (resp. A >a) on a
a
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R,@)CD

et 1+ AV)(d — AR,) =1 sur @ [resp. (Al — \7) R, =1 sur @].
Donc pour de tels A, Im(I + A\V)D D [resp. Im(AI — V) D @]
et donc, d’apres la densité de @,
Im( + AV) = E [resp. In(Al — V) = E] .
On applique alors II1.3.1.

II1.3.4. COROLLAIRE. — On suppose que V est un opérateur M-
codissipatif (resp. M-dissipatif) et que D = E. Alors V est cogénérateur
(resp. générateur) d’une Ly- (resp. L.-) famille résolvante de type M.

Il suffit d’appliquer le corollaire précédent ou directement le
théoréme II1.3.1 en remarquant qu’un opérateur M-codissipatif ou M-
dissipatif partout défini est borné (car il est fermé).

Nous donnons enfin une caractérisation des précogénérateurs et
des générateurs qui généralise un théoréme de [30].

III.3.5. THEOREME. — Soit V un opérateur de domaine dense.
Sont équivalents :

i) V précoengendre (resp. préengendre) une L,- (resp. L..-) fa-
mille résolvante de type M.

ii) V et V* sont M-codissipatifs (resp. M-dissipatifs), (ou les
notions de codissipativité et de dissipativité sont définies dans les
espaces de Banach E et E*).

Supposons i) — Soit Ve plus petit prolongement fermé de V et
soit (R,), 5, la famille résolvante coengendrée (resp. engendrée)

VA>0 (I—2AR) =1+ AV)"! [resp. R, = A\l — V)7'] .
D’aprés le théoréme de Phillips (cf. [28] p. 224)
(I +AV*)™' = (I — AR}) [resp. Rf = A\l — V¥)7'] .

Donc ARF(I +AV*) = AV* sur le domaine de V* [resp. AR¥(\ — V*) =1
sur le domaine de V*]. Or |AR || = [IAR, || <M. Donc V* est M-
codissipatif (resp. M-dissipatif) et V* étant égal 4 V*, ii) est démontré.

Supposons ii) — Alors d’aprés I111.2.4, I + AV* est injectif (resp.
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A — V* est injectif) et donc, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach,
I + AV (resp. Al — V) est d’image dense, et on peut appliquer I11.3.2.

Suivant Yosida, nous donnons la définition suivante.

IIL.3.6. DEFINITION. — On dit que V est un potentiel abstrait si V
est cogénérateur d’une L - et L.- famille résolvante a contraction, et
que V est un prépotentiel si il est préfermé et que son plus petit pro-
longement fermé est un potentiel.

II1.3.7. PROPOSITION. — L’application A — — A™" réalise une bi-
jection de I'ensemble des générateurs infinitésimaux d’image dense de
semi-groupes fortement continus et a contraction, sur I’ensemble des
potentiels abstraits.

En effet, d’aprés la proposition 11.2.3 et le théoréme de Hille-
Yosida, si V est un potentiel, V = — A~! ol A est un générateur infi-
nitésimal d’image dense de semi-groupe fortement continu et a con-
traction. Réciproquement si A est un tel générateur, d’aprés la pro-
position I1.2.5, A engendre une L, et L_.-famille résolvante dont le
cogénérateur V, qui est un potentiel par définition,est — A~! d’apres
la proposition I1.2.3.

I11.3.8. THEOREME. — V est un potentiel (resp. prépotentiel) si
et seulement si il vérifie

1) D=E.
2) V est codissipatif.
3) ImV =E.

4) AN, > 0 : Imd + A, V) =E (resp. Im(I + A, V) = E).

En effet, si V est un potentiel, il vérifie 1), 2) et 4) d’aprés le théo-
réme II1.3.1 et il vérifie 3) d’aprées la proposition I1.2.5. La réciproque
est vraie en vertu des mémes résultats. Le cas d’un prépotentiel s’en
déduit car si V est préfermé et V de domaine D le plus petit pro-
longement fermé :

DCDCD,ImVCImVCImV,
Im(I + AV) CImd + AV) CIm(I + AV) .

Terminons par deux remarques :
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II1.3.9. Remarque. — Pour que V soit un cogénérateur (resp.
précogénérateur) d’une L -famille résolvante 4 contraction, il faut et
il suffit que pour tout a et b > 0, al + bV soit un potentiel (resp.
prépotentiel).

Ceci est immédiat a partir, par exemple du théoréme I11.3.8 et de
la remarque I11.2.3.

IM1.3.10. Remarque. — On suppose que V est cogénérateur d’une
L,-famille résolvante & contraction (R,), 5, , - Alors Popérateur V | ImV
(opérateur de I'espace de Banach Im V, de domaine D N Im V) est un
potentiel de I’espace de Banach Im V.

En effet, on a vu dans la démonstration de la proposition 11.2.5
que ImV =ImR, .

Donc (R,), s o induit sur Im V une L,- et L _-famille résolvante
(R 5 o dont le cogénérateur est évidemment V |Im V.
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CHAPITRE IV

CODISSIPATIVITE, DISSIPATIVITE ET
PRINCIPES DU MAXIMUM

1. Principe complet du maximum et principe
du maximum positif (faible).

Dans ce paragraphe E = @°(X, R) avec X localement compact.
Nous considérons des principes du maximum pour un noyau dont le
domaine n’est pas nécessairement K (X , R).

IV.1.1. DEFINITIONS. — V est dit vérifier le principe complet du
maximum Si :

(P :VfED (VFf(x) <1 pour tout x tel que f(x)> 0) = (Vf< 1)
V est dit vérifier le principe du maximum positif faible si :
(P,) : VFED (sup Vf(x)> 0) = (3x, € X : Vf(x,) = sup VF(x)

x X

et f(x,) = 0).

V est dit vérifier le principe du maximum positif si :

(Py): VfED, VxEX (Vf(x) = sup ViI(»)=0) = (fx)=0).

IV.1.2. THEOREME. — Les implications suivantes sont vraies :
(V vérifie (P))) = (V vérifie (P,)).
(V vérifie (P,)) = (V vérifie (P,)).

En outre, si D est dense dans @°(X , R) pour la topologie de la
convergence compacte, la premiére implication est une équivalence ;
si ImV est dense dans @°(X, R), la deuxiéme implication est une
équivalence. Enfin, si (P,) est vérifié, V est codissipatif.

A quelques modifications de détail prés, les démonstrations de
[21] sont encore valables. Démontrons simplement la derniére partie.
Supposons que V vérifie (P,). Soit f appartenant 4 D et A > 0. Il
existe € = = 1 tel que
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VAl = sup VES) (x) .

On suppose que || VS|l est non nul (sinon I'égalité & démontrer est
triviale). Alors, d’apres (P,), il existe x, dans X tel que

VAl =V(ESf)(xy) et €f(xy)=0.
On a alors :

IAVAII S AV(ES) (x4) + ef(xg) < IAVF+fII .

IV.1.3. DEFINITION. — Une famille résolvante sur E, (R,), 5, €st
dite sous-markovienne si elle est a contraction et si

VA>0,VfEE (f=20) = (R, f=0).

IV.1.4. PROPOSITION. — On suppose que V est un précogénérateur
d’une famille résolvante (R\rs o - Alors sont équivalents

i) V vérifie le principe complet du maximum.
i) La famille résolvante (RA))\>o est sous-markovienne.

Supposons la propriété i) vérifiée. D’apres le théoréme IV.1.2, V
est codissipatif, et donc la famille (R,), 5, est a contraction. Soit v,
de domaine D le plus petit prolongement fermé. V vérifie le principe
du maximum positif faible : en effet, soit f appartenant a D tel que
sup \i x)>0.
xeX
I1 existe une suite (f},), >0 de D telle que :

lim f,=f et lim Vf, = Vf.

n—>oco n—»oo

Pour n assez grand (n = n,) :

sup Vf,(x) >0 .

xeX

I1 existe donc une suite (x,) o de X telle que

n=n

Vf,(x,) = sup Vf,(x) et f,(x,)=0.
xeX

On a alors :
lim Vf,(x,) = sup V/(x) >0 .
n—>oco

xeX
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Par conséquent x, ne tend pas vers linfini. Soit x, une valeur
d’adhérence de la suite (x,,), >ngy» Xo appartenant a X. On a évidemment

Vf(xo) = sup Vf(x) et f(xo) =0.

xeX

Ceci étant, soit f une fonction élément de eg(X) et A > 0. Il existe g
appartenant 3 D tel que
f=g+ k\?g .
On a alors :
R, f=Vg.

Supposons qu’il existe x de X tel que

R, f(x)<0.
On a alors
sup V(-g) (x) >0
X
et d’aprés le principe du maximum positif faible, il existe x, tel que

g(xy) <O et Vg(xo) = — sup V(— 2Hx)<0.

On a alors
g(xy) + AVg(x,) <0
soit
fx,) <0
ce qui est contradictoire. .
Ainsi :
R, f=0

et la famille (R,), o, est sous-markovienne.

Réciproquement, supposons ii). Alors, d’aprés G. Lion ([21],
p. 406), pour tout A > 0, R, vérifie le principe complet du maximum.
Il est clair, en faisant tendre A vers O, que V vérifie le principe complet
du maximum.

2. Ensembles riches.

IV.2.1. DEFINITIONS. — Soit ¥ un ensemble de S*.
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. X sera dit riche si X est fermé dans S* pour la topologie
*-faible, et si :
Vx€E JpeEZ: <x,p>= x| .

. 2 sera dit relativement riche si son adhérence dans S* pour la
topologie *-faible est riche.

IV.2.2. Exemples :

a) L’ensemble &* est relativement riche.

b) Soit [ , ] un semi-produit intérieur (cf. [22]), alors ’ensemble
{cpy :x = [x, »]; Iyl = 1} constitue un ensemble relativement riche.

¢) Si E =¢e%X,C) [resp. (X, R)], alors ensemble {e??6_ ;
0 €10, 2m] et x € X} (resp. {€8, ; EE{— 1, 1} et x € X)) est riche.

d — S* est riche et c’est donc le plus grand ensemble riche.

IV.2.3. PROPOSITION. — Tout ensemble riche contient &*. L’adhé-
rence de &* dans S* muni de la topologie *-faible est donc le plus
petit ensemble riche.

D’aprés les propriétés connues des points extrémaux (cf. par
exemple [24]), il suffit de montrer que si £ est un ensemble riche :

VaeA,Vx€E€E (la+<x,p>|<1 pour tout ¢ de X)
= (la+<x,9p>|<1 pourtout ¢ de B¥).
Posons a = |a| e?®. 1l existe ¢ appartenant a3 T tel que

<e x, po>=|x| .
On a donc :
lla] e + e <e x, ¢o>|<1

soit lal + |Ix|l <1, ce qui démontre la propriété.

3. Principes du type “Principe du maximum positif (faible)”.

IV.3.1. PROPOSITION. — Soit ¥ un ensemble riche. Alors sont
équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
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i) VxXED , Jp€Z : <Vx,p>=|Vx]| et Re<x,9p>=0.
(resp. VXED, JpEZ :<x,p>=|lx|l et Re<Vx,p><0).

Remarques. — Cette proposition prouve que si la propriété ii)
est vraie pour un ensemble riche Z, elle est vraie pour tout ensemble
riche. Kato dans [18] démontre I'implication ii) = i) dans le cas dis-
sipatif et pour £ = S*. La démonstration suivante est une adaptation
de la démonstration de Kato.

Supposons V codissipatif. Alors, pour tout A > 0, il existe ¢, ap-
partenant 3 ¥ tel que

[x + AVx || = <x + AVx, ¢, > .
On a donc

IAVx [ < [lx + AVx | < Re <x, ¢, >+ [|AVx ]| .
Donc Re<x,p,>=>0 pourtout A>0.

Soit un ultrafiltre convergeant sur R, vers + oo . Suivant cet ultrafiltre
¢, converge *-faiblement vers ¢ et

ol < 1,IIVx|l =<Vx,p> et Re<x,p>=0.
Si ||Vx|| # 0, ¢ appartient 4 S* et donc a £ et ii) est vérifié.
Si || Vx|l =0, ii) est automatiquement vérifié.
Supposons maintenant que I'on a ii). Soit x appartenant a D et
¢ appartenant a X tel que I'on ait ii). Alors

lx +AVx || = Re <x + AVx, o > = ||AVx | .

La démonstration dans le cas dissipatif est tout a fait semblable. 11

suffit de suivre la démonstration de Kato en prenant les formes linéaires
dans Z.

IV.3.2. COROLLAIRE. — On suppose que E =@%°(X,C). Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
ii) VfED 30€[0,27] IxE€X : e Vf(x) = | VfIl et

Ree? f(x)=0
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(resp. VFED 30€[0,2r] IxEX : e f(x)=IIfll et
Re e VF(x) <0) .

La propriété ii) pourrait s’appeler le Principe du maximum du module
faible.

IV.3.3. COROLLAIRE. — On suppose que E = @°(X,R). Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
ii) VfED Jee{-1,1} IxEXeVfx) =||Vfll etef(x) =0

(resp. VFED Je€{- 1,1} Ix€X:ef(x) = || fll et eVf(x) <0).

La proposition suivante montre que tout opérateur codissipatif dans
C’(X, R) se prolonge en un opérateur de méme nature dans €°(X , C).

I1V.3.4. PROPOSITION. — On suppose que V, de domaine D, est
un opérateur de C°(X,R). On note V lopérateur de C°(X, C) de
domaine D + iD défini par

V(f+ig)=Vf+iVg.
Alors sont équivalents :
i) V est codissipatif (resp. dissipatif) dans €°(X , C)
ii) V est codissipatif (resp. dissipatif) dans @°(X , R).

Il est évident, sur la définition, que si V est codissipatif (resp.
dissipatif), il en est de méme de V.

Supposons V codissipatif (resp. dissipatif)
IV(f+ ig)ll = sup V(cos 6 f — sin 6 g) (x)

6,x

[resp. || f + ig || = sup(cos 6 f — sin 0g) (x)].
6,x

Il existe 6, tel que

I V(f + ig)ll = sup V(cos B, f — sin 6,g) (x)

[resp. || f + ig || = sup(cos 0, f — sin 0,8) (x)].

Il existe alors € appartenant & {— 1, 1} et il existe x, tel que :
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€V(cosf,f —sinf,g) (x,) = IIV(f + ig)ll

et £(cos 0, f(xg) — sin 0,8(x,)) = 0
(resp. g[cos 0, f(xy) — sin0,8(xy)] = I f + igll
et EV(cos 0, f — sin0,8) (x,) < 0) .
On a donc e’V (f + ig) (x) = IV(f + ig) |

et Reee'°(f + ig) (x4) = 0

(resp. ge'0(f + ig) (xo) = I (f + ig) |

et Rece°V(f +ig) (x,) <0)

D’ou le résultat annoncé.

IV.3.5. Remarque. — Si V est un potentiel abstrait, V vérifie :
VXxED, VpES* p(Vx) = || Vx| = Rep(x)=>0 .

En effet soit (R,),s, la famille résolvante associ€e, soit x ap-
partenant 4 D et soit ¢ appartenant a S* :

Vx — AR, Vx = R, x

Donc : (¢(Vx) = |Vx ) = (VA >0 Re< AR, x, p>20) et
donc, en faisant tendre \ vers linfini

Re<x,p>=20.
Dans le méme esprit, nous donnons la proposition suivante :

IV.3.6. PROPOSITION. — On suppose que E = €°(X , A) et que V
est d’image dense (resp. de domaine dense). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
i) VfED, VxeEX Vi(x) = |IVfll = Ref(x)=0.
(resp. VFED, Vx€X fx)=Ifll = ReVf(x)<O0).

(Notons que le principe ii) dans le cas dissipatif a été introduit par
J. Faraut dans [7] ou lon trouve I'implication ii) = i)).



122 FRANCIS HIRSCH

Etudions d’abord le cas codissipatif. Supposons donc V d’image
dense et codissipatif. Soit x, tel que

Vitxe) =1IVFIl (fED) .

Soit K un voisinage compact de x, . Il existe g appartenant a D tel que

Vexy) =1 et |IVe)I < pour x€ CK

1
2
(d’apres la densité de Im V).

Alors, pour tout € > 0, V(f + €g) n’atteint son maximum en
module que sur K et il existe donc 6 et x. dans K tel que
" Vf(xe) + €'’ Vg(xe) = | Vf + Vg |
Re e' flxe) +€ Re e g(xe) >0 .

Soit (6 , xg) une valeur d’adhérence dans [0, 2w] x K de (6 , x¢)
pour € tendant vers O :

i6
e K Vf(xg) = IVFI

et Ree' K f(x, )= 0.
On peut supposer || Vf|| # 0 (car, d’aprés 111.2.8, si Vf =0, f = 0)
et on a donc

f(x]() >0

Vf(x]()
et en faisant tendre K vers {x,}, on obtient Re f(x,) = 0.

Supposons maintenant V dissipatif et de domaine dense et soit f
appartenant a D et x appartenant a X tel que || fll#0et f(xy) =111l
Soit K un voisinage compact de x,, , il existe g appartenant a O tel que

1
g8(xg) =1 et llgllcx<-2- ’

(d’aprés la densité du domaine).

Pour tout € > 0, f + £g n’atteint son maximum en module que
sur K. Il existe donc 6; et x¢ dans K tel que

e fxe) +ee ™ gxe) = IIf +egll
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Ree'’® Vi(xe) + € Re e'% V,(xe) <0

et on poursuit le raisonnement comme précédemment.

La proposition précédente s’étend au cas des sous-algébres de
C%(X, A) avec X compact.

IV.3.7. PROPOSITION. — Soit X un compact et E une sous-algébre
séparante, fermée, contenant les constantes, de C°(X , A). Notons
6(E) la frontiére de Choquet de E. On suppose V d’image dense (resp.
de domaine dense). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).
i) V€D, VxES(E) VFx)=IVfll = Ref(x)=0
(resp. VfED, VxE8E) fX)=Ifll = ReVf(x)<O0).

La démonstration est identique a la précédente compte tenu des pro-
priétés de la frontiére de Choquet pour les algébres de fonctions (cf.
par exemple [24]).

4. Principes du type “Principe complet du maximum™.

IV.4.1. THEOREME. — On suppose que D = E. Soit T un ensemble
relativement riche. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
i) VXED (Re< Vx,p><1 pour pE X et
Re<x,p>>0= (IVXII<D).

Remarque. — Ici encore, le théoréme prouve que si ii) est vrai
pour un ensemble relativement riche X, il est vrai pour tout ensemble
relativement riche.

Montrons d’abord que la condition est nécessaire :

Soit V un opérateur codissipatif de domaine D dense. Nous sup-
posons d’abord que ¥ est un ensemble riche.

Soit x un élément de D et supposons que

Re<Vx,p><1 pour €Y et Re<x,p>>0.
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Supposons que || Vx || =a > 1.
I1 existe alors ¢, appartenant 3 £ tel que
<Vx,p,>=a.
Soit w ={p€EZT ;Re<x,p>>0}

1
W' =]pEX ;Gle<Vx,<p>>%+5 :

11 est clair que wNw' =¢ .

Il existe un élément y appartenant 3 D tel que

ly — Vx|l < (densité de D) .

SR

Posons, pour A réel, y, = x + Ay. Alors :
Re <Vy,,p,>=Za—|NIVyIll et

*) 1
( G{e<Vy)\,‘p>>%+-2—+l)\|l|Vyll pour cpECzw'.

D’apres la proposition I1V.3.1, il existe, pour tout A, un élément ¢, de
2 tel que
<Vy,, o> =1Vl et Re<y,,p,>=0.

Pour | \| assez petit, on a nécessairement, d’aprés (*)
P Ew
et donc Re<x,p><0.
Prenons A < 0 et assez petit en valeur absolue. Alors
Re<x,p,><0
et Re<x,p>2—ARe<y,p,>=

—}\(G{C<VX,¢A>’_§)>_%‘

On a donc une contradiction et ii) est démontré.

Supposons maintenant que X est relativement riche. Soit 3
I'adhérence *-faible de £ dans S*. Supposons que x appartienne & D
et que



FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS, COGENERATEURS, POTENTIELS 125
Re<Vx,p><1 pour ¢9€X et Re<x,p>>0.
Soit alors ¢ appartenant 3 ¥ et tel que
Re<x,p>>0.
Alors il existe une famille («pl.)jeJ de Z et un filtre & sur J tel que
Q= w* — li;n @ -
Il existe donc un élément A de & tel que
ViEA (R,e<x,api>>0 .
On a donc, par hypothése

ViEA @e<Vx,¢i><1
et donc
Re<Vx,p><1.
Finalement on a

Re<Vx,p><1 pour 9pEZL et Re<x,p>>0,
et ¥ étant riche, on a Vx| <1.
Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Alors

Vx€ED,| Vx| =sup{Re <Vx,p>;pEZT et Re<x, p>>0}.
Donc
VxED,|IVx|l = sup {Re <Vx, o> ; pEB*et Re<x, p>=> 0}.

11 existe par conséquent, pour tout x de D, un élément ¢ de B* tel que
Re <Vx,p>=|Vx|
et Re<x,p>=20.
Si Vx # 0, ceci montre qu’il existe ¢ élement de 5* tel que
‘ <Vx,p>=|Vxl
et Re<x,p>=20.

Si Vx = 0, la propriété de codissipativité est évidente.

R_emarques. — Dans la partie de la démonstration ii) = i) ’hypo-
théese D = E n’intervient pas.
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11 suffirait, en fait, de supposer que ImV C D.

IV.4.2. COROLLAIRE. — On suppose que ImV = E. Soit ¥ un
ensemble relativement riche. Alors sont équivalents :
i) V est dissipatif.
i) VXED (Re<x,p><1 pour ¢p€EX et
Re <Vx,p><0) = (xlII<1.

Supposons V dissipatif. Etant d’image dense, il est injectif d’aprés la
proposition I11.2.8. Alors — V™! vérifie les hypothéses du théoréme
IV.4.1 et est codissipatif. On déduit donc ii) en appliquant a — V™!
le théoréme 1V.4.1.

D’autre part 'implication ii) = i) peut se démontrer directement
comme en IV.4.1.

Les corollaires suivants sont énoncés dans le cas des opérateurs

codissipatifs, mais admettraient, de la méme fagon, des énoncés duaux
dans le cadre des opérateurs dissipatifs.

IV.4.3. COROLLAIRE. — On suppose que D = E. Alors sont équi-
valents :

i) V est codissipatif.
ii) VYXED (Re<Vx,p><1 pour oE8&* et
Re<x,p>>0) = || Vx| <1.

IV.4.4. CorOLLAIRE(!). — On suppose que D = E. Soit [ , |un
semi-produit intérieur sur E. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
i) Vx€D (Re[Vx,y]<1 pour |yll=1 et
Relx,y] >0 = (VxlI<1.

(!) En terme de semi-produit intérieur, sans hypothése sur D, on peut donner
aussi la caractérisation suivante :

Sont équivalents
i) V est codissipatif (resp. dissipatif)
ii) Il existe un semi-produit intérieur [ , ] tel que

VxED Re[x,Vx] =0 (resp. Re[Vx, x] <O0) .
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IV.4.5. COROLLAIRE. — On suppose que E = R@%°(X, C) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte. Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) VfED (Ree® VF(x) <1 pour 60,x tel que
Ree® f(x)>0) = (IVFI< D).

La démonstration du théoréme IV.4.1 montre en effet qu’il suffit
dans ce cas de supposer D dense pour la convergence compacte (il
suffit en effet, avec les notations de la démonstration de IV.4.1,
d’approcher la fonction Vx uniformément sur I'ouvert relativement

a 1
compact {|Vx|>—+ —) -

p | Vx| ) )

IV.4.6. COROLLAIRE. — On suppose que E = @°(X, R) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte Alors
sont équivalents :

i) V est codissipatif.
ii) VfED (VF(x)<1 pour x€{f>0} et
Vix)=—1 pour x€{f<0}) = (VFI<D
IV.4.7. Remarque. — Soit V un opérateur positif de €°(X, R),
de domaine K (X, R).

SiV vérifie le principe complet du maximum, il vérifie évidlemment
ii) de 1V.4.6 et il est donc codissipatif. Mais la réciproque est inexacte.
Pour le prouver, nous allons montrer qu’il existe des opérateurs po-
sitifs qui sont cogénérateurs d’une famille résolvante a contraction
non positive. Ces opérateurs sont donc codissipatifs positifs et ne
vérifient pas le principe complet du maximum

Exemple. — On prend pour X un espace a trois points. @°(X , R)
s’identifie 3 R®> muni de la norme sup.

Soit V Tl'opérateur positif représenté par la matrice

1
15 0
o 1 <

2
1
;0 1
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Alors V(I + AV)™! existe et vaut :

9 , A A
=N+ 2+1 —+ = -=
| 8 22 4
R, = A 9 A
L - = =N ++1 L
PRI NELE S 4 8 22
A A 9
—+ = - = =N+ 2+
22 4 8 At

On a bien, pour la norme choisie, || AR, || < 1 pour A = 0 et R, n’est
pas positive.

Nous donnons maintenant, deux corollaires du théoréme IV.4.1
qui montrent que la codissipativité entraine d’autres principes du
maximum qui seront étudiés plus en détail dans les chapitres suivants :

1V.4.8. COROLLAIRE. — On suppose que E = €°(X , A) et que D
est dense dans E pour la topologie de la convergence compacte. Alors
si V est codissipatif, V vérifie le principe fort du maximum en module,
c’est-a-dire :

VFED (IVfx)| <1 pour tout x de Suppf) = (IVf(x)| <1
pour tout x) .
En effet, si | Vf(x)| <1 pour tout x du support de f, on a a

fortiori :

Ree® Vf(x) <1 pour (0,x) tel que Reef(x)>0.

IV.4.9. COROLLAIRE. — On suppose que E =C°(X  R) et que
D =K (X, R). Alors si V est codissipatif, V vérifie le principe classique
du maximum, c’est-a-dire :
ViEK, (X) (Vf(x) <1 pour tout x de Supp f) = (Vf(x) <1
pour tout x) .
Ceci est évident & partir de ii) de IV.4.6.
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5. Principes de balayage.

J. Deny a montré dans [5] que les différents principes du maxi-
mum en théorie du potentiel avaient des énoncés duaux en termes de
“balayage” de mesures.

Cette idée devait s’avérer féconde et avoir notamment des appli-
cations 4 Panalyse harmonique grice, en particulier, 4 A. Beurling
(cf. [17)).

Les méthodes que nous employons différent sensiblement des
méthodes utilisées dans [S]. Nous faisons entrer les différents principes
du balayage dans le cadre du balayage abstrait par rapport & un cone
de fonctions (cf. [23]). On peut ainsi démontrer les théorémes de [5]
en se débarassant de I’hypothése de positivité du noyau et de toute
hypothése de continuité : il suffit d’employer la méthode que nous
employons ci-aprés pour le principe classique du maximum.

IV.5.1. THEOREME. — On suppose que E = @°(X,R) et D = E.
Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.
i) VF,,F, fermés, VueMB(X) 3w eMmR(X) tel que
D v <Ilupll.
2) Suppv" CF, , Suppv  CF,.
3) VFED
(Supp fTCF, e Suppf CF,) =

([ Vi) due) < f V) av) .

Supposons que V soit codissipatif. Soient F, et F, des fermés et
soit 4 une mesure réelle bornée sur X.

Posons X = X x{— 1,1} et F=(Fl x {1} U (F, x{— 1}).

Pour f appartenant & D, on note €Vf la fonction sur X définie
par : (x,€) > eVf(x).

2

On pose H =C‘!°(F , R). Pour ¢ appartenant a3 H, on note

pp) = inflallull — J V(o) du(x) ; a€R, , FED |
a— Vf(x) = ep(x,1)

10
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surF, ,a+ Vf(x)=¢(x,—1)surF,,Supp f* CF,, Supp fTCF,}.
D’aprés 1V.4.6 on voit facilement que

p=—llellipll
donc pour tout ¢, p(p) appartient a R et

¢ > py)
est une forme positivement sous linéaire sur H.

D’aprés le théoréme de Hahn- Banach, il existe une forme li-
néaire N sur H majorée par p.

Or <0 = (PW=<O0.

Donc N se représente par une mesure P positive et bornée sur F. I
existe donc deux mesures bornées positives v, et v, sur X avec
Supp v, CF,, Supp », CF, et

VoeH p@ > [ o, Ddv, 0+ [ oG, — 1) dv,x) .
Soit f appartenant 3 D et a = U. Supposons que

Supp f*CF, et Suppf CF,.
Alors

allull = [Vrdu> [0t 1) dv, 0 + [ ox, — 1) dv,x)
pour toute fonction ¢ de H telle que
a—VfZ2ekx,1) sur F,
et a+VfZzeokx,-1) sur F,.

On en déduit que :
alull = [ Vidp>a( [ v, + [ dv, )
—f Vf(x)(dvl(x) — dvz(x)) .

Posons v = v, — v, .

On a Supp »* C Supp », CF,

Supp »~C Supp v, CF,
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i< [ av, + [ av, <llnl

et pour toute fonction f de D telle que Supp f* C F,etSupp fT CF,
on a:

[ Ve due) < [ Vi) dvix)

Réciproquement, supposons ii) vérifié. Soit f appartenant 4 D et sup-
posons que

Vfx) <1 pour xE{f>0}et Vf(x) =—1 pour x€{f<0}.

Soit x, quelconque appartenant a X. Appliquons ii) avec F, = {f> 0},
F, ={f<O0}etu= €5x0 (€ = % 1). Soit » la mesure associée, on a :

Vi) < [VID) e < f i) + [z <1

Donc IVFS(x) I < 1.

IV.5.2. COROLLAIRE. — On suppose que E = @°(X ,R) et que
D =& (X, R). Alors sont équivalents

i) V est codissipatif.

1i) V est un opérateur continu deX (X , R) (muni de sa topologie

habituelle de hmite inductive) dans GO(X, R) et son adjoint V*
(opérateur de :m,,“(X) dans MR(X)) vérifie :

Vw, et w, ouverts, Vpemg(X) BVEJIZ;}(X) tel que

D v <liunll.
2) Suppv*Cw, et Suppr Cw,.
) V¥ulw, <K V| w, e Vilw,=2V¥ w,.

Supposons V codissipatif. Alors d’aprés le théoréme du graphe
fermé et la proposition II1.2.7, V est continu de &K (X, R) dans
e%°X, R). Appliquons ii) de IV.5.1 aux fermés w, et w, et 4 une
mesure u de m:}(X). On obtient une mesure v de ’JIZLbR (X) vérifiant 1)
et 2). Soit f une fonction de &K , (X) avec Supp f C w, . Alors, d’aprés
IV.5.1 ii) 3)

f Vf (x) du(x) <f Vf(x) dv(x)
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soit Jreoavium < [ o0 aviee |
On a donc V¥ulw, < V¥v|w,
et de méme V¥ulw, 2 V¥ w, .

Supposons réciproquement que ii), soit vérifié, alors on obtient i)
en raisonnant comme dans IV.5.1, c’est-a-dire en ‘““balayant” €6x0 sur
les ouverts {f> 0} et {f < 0}.

Remarque. — Le corollaire précédent est vrai aussi (avec des
adaptations évidentes) si D =@°%(X, R).

IV.5.3. THEOREME. — On suppose que E = @°(X, C). Alors sont
équivalents :

i) V vérifie le principe du maximum fort en module.
ii) VF fermé, Vu €, (X) v €N (X) tel que
Dlvii<lipll.

2) Supp v CF.

3) VreD (Supp fFCF) =( [ VF() dutx) = [vrx) dv(x)).
Supposons que i) soit réalisé. Soit F un fermé de X et soit u une

mesure. Notons E,. ={f€D ; Supp fC F}.
Considérons I'application de V(E,)|F dans C, définie par :

VAIE = [ Vf() duco) .

i) implique que si Vf(x) est nul pour x appartenant i Supp f, Vf est
identiquement nul. Donc P'application précédente est bien définie et,
toujours d’aprés i)

Ifo(X) du)| < llupll SulgIVf(x)I .

Donc, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, cette application se pro-
longe en une forme linéaire continue sur C°(F, C) de norme infé-
rieure ou égale a ||u|l .

Il existe donc une mesure bornée v vérifiant ii).

Réciproquement, supposons ii). Soit f un élément de D vérifiant :
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[VF(x)I<1 pour xESuppf.
Soit x, quelconque appartenant a X. Appliquons ii) avec F = Supp f

et u = 8x0 . Il existe v avec

Il <1,SupprCF et Vf(xo) = [ Vf(x) dv(x) .

On a donc IVixg)I < 1.

Remarque. — On a évidemment le méme théoréme en remplagant
C par R et en ne considérant que des mesures réelles.

IV.5.4. THEOREME. — On suppose que E =@°(X,R) et que
D =3 (X, R). Alors sont équivalents :

i) V vérifie le principe classique du maximum.
ii) VF fermé, Vu €M, (X) 3 v EM ,(X) telle que :
1) Supp v CF.

) [av< [ap.

3) vres, ) Supp FCB) = ( [ vre dueo < [ Vi)
dv(x)) .

(ce théoréme étend un théoreme de [5]).

Supposons i). Soit F un fermé de X et soit 4 une mesure positive
bornée. Notons

Cp={a—-Vf;a€R,,fEK (X)), Supp fCF},
et posons H = €°(F , R).
Pour tout ¢ appartenant 3 H, on note :

p(¢)=inf{fgdp;g€CF et g=¢ sur F} .

D’aprés i), p est une forme positivement sous-linéaire finie sur H.
(En effet, si a — Vf est supérieur ou égal a ¢ sur F, f appartenant a
K,X), SuppfCFeta=0,o0onaVf<a+ |yl sur F, donc sur le
support de f, et par conséquent partout. Il en résulte que

@) =—lloll [ dw .
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D’autre part : pEH et o <0 = p(p) <O.

Il existe donc, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, une forme linéaire
positive sur H, majorée par p. Cette forme linéaire se représente par
une mesure positive bornée v portée par F. On a

Vge(C, fgdv<fg du .
(En effet, si g appartient a C., alors
g=a—Vf et
fgdv=sup{f¢dv;«p€H et ¢o<g sur F}
<sup {p(p) ; pEH et ¢<g sur F}

<[ gdw .

Il est clair alors que v vérifie 1), 2) et 3).

Réciproquement, supposons ii). Soit f appartenant a JC,(X) et
supposons que
Vf(x) <1 pour tout x de Supp f .

Soit alors x, un point quelconque de X. “Balayons” 8x0 sur Supp f.
Soit » la mesure balayée, on a

Vi) < [Vip) vy < [av <1

et le résultat est donc démontré.

IV.5.5. THEOREME. — On suppose que E = @%°(X, R). Alors sont
équivalents

i) V vérifie le principe complet du maximum.
ii) VF fermé, Vp €M, (X) Iv € M, (X) telle que :
1) Supp v CF.

2 [av< [au.
3) VSED Supp £* CF) = ([ Vi) dutx)

< [Vvie av) .
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Ce théoréme qui étend aussi un théoréme de [5], se démontre avec
des méthodes tout a fait analogues aux précédentes. Nous esquissons
simplement la démonstration :

Supposons que i) soit vérifié. Alors on note
Cpr={a—-Vf;a€R,,fED et Suppf' CF}
et H=¢e°%F,R).
Pour ¢ appartenant &8 H on note

p(cp)=inf{fgdu;g€CF et g=>¢ sur F}.

On poursuit ensuite la démonstration comme précédemment.



136 FRANCIS HIRSCH

CHAPITRE V

CODISSIPATIVITE ET FAMILLES RESOLVANTES

Dans ce chapitre, nous posons le probléme suivant :

Si V est codissipatif et de domaine D dense, existe-t-il une famille ré-
solvante (R,), ., @ contraction telle que :
Vx€D s-lim Ryx = Vx.
A0

(La condition de codissipativité est évidemment nécessaire d’aprés la
remarque II1.2.5 et la proposition II1.2.6).

Nous allons montrer que le probléme admet une réponse positive
si 'on impose des conditions supplémentaires a ’espace E et au do-
maine D, mais qu’en général, sans condition supplémentaire, le pro-
bléme a une réponse négative.

1. Cas des espaces de Hilbert

V.1.1. THEOREME. — On suppose que E est un espace de Hilbert
et que D = E. Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.

ii) 11 existe une famille résolvante a contraction (R,), 5 , telle que

Vx€D Vx = lim R,x.
A—>0
Supposons que V soit codissipatif. L’ensemble des opérateurs
codissipatifs ordonné par la relation de prolongement est évidemment
inductif et, d’aprés le théoréme de Zorn, il existe un opérateur codis-
sipatif v prolongeant V et maximal parmi les opérateurs codissipatifs.
—V est alors dissipatif maximal (d’aprés I11.2.2.c.). Alors, d’aprés un
théoréme de R.S. Phillips [25], — V est un générateur infinitésimal. 11
en résulte que
VA>0 Imd+2AV)=E
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et d’aprés le théoréme IIL.3.1 , \Y coengendre une L -famille résol-
vante (R,), o qui vérifie ii).

2. Cas des espaces C°.

V.2.1. THEOREME. — On suppose que E = @%°(X,A) et que
D DI (X, A). Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif.

ii) V. précoengendre une L,-famille résolvante a contraction
Rso-

Si ces propriétés sont vérifiées, (R,), So est l'unique famille
résolvante vérifiant

vfeD, vA>0 Vf—-R,f=2AR,Vf.

Supposons que V soit codissipatif. Pour démontrer ii) il faut
démontrer, d’aprés le corollaire I11.3.2, que

VA>0 Im(I+AV)=E.
a) Soit ¢ appartenant a K, (X). Alors opérateur
Vw :f€E = V(pf)EE

est un opérateur codissipatif partout défini :

En effet, nous allons utiliser le corollaire IV.4.5 : Soit f appar-
tenant & E et supposons que

Ree®V f(x)<1 pour (6,x) telque Ree’f(x)>0.
V0, x) (Reepx)f(x)>0) = (Ree'® f(x)>0) .
Donc on a, a fortiori :
Ree" V(pf)(x) <1 pour (0,x) tel que Ree®(pf)(x)>0
et par conséquent, V étant codissipatif, on a
IV, fI<1.

b) 11 en résulte que :
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VA>0, VpeX, (X) Imd+AV)=E.

Il suffit en effet d’appliquer le corollaire II1.3.4.

¢) Nous allons montrer que, pour tout A > 0, Im(I + AV) est
dense en utilisant le théoréme de Hahn-Banach.

Supposons que u soit une mesure bornée sur X vérifiant :
VIEKXKX,AN) <f+AVf,u>=0.

Soit f une fonction de E. A toute fonction ¢ de &K, (X) on associe
la fonction fw appartenant i E telle que :

f=1f,+AV,f,
ce qui est possible d’aprés b) :

f=U0-9)f, + A +AV)(pf,) .
On a donc :

VoeX,(X) <f,u>=<U-¢9)f,,n>.
Remarquons d’autre part que, d’aprés la codissipativité de V, on a

TARSIAE

On a donc, pour toute fonction ¢ de K, telle que p < 1 :

I<fe>1<2000 [ -pwdiple.
On en déduit que < f, u > = 0 et, ceci étant vrai pour toute fonction
fde @ (X,A), u=0.
d) Montrons maintenant la propriété d’unicité :
Il est clair en passant 4 la limite dans I’équation résolvante que si
(R))r> o est la famille résolvante précoengendrée par V on a :

VFED,VA>0 Vf-R, f=AR,f *)

ce qui sécrit : V€D, VA>0 (I - AR)(S+AVS)=TF.

On voit donc que (*) définit parfaitement R, sur Im(I + AV) et
d’aprés la densité de cet ensemble il n’existe qu’une famille résolvante
vérifiant (*).

Remarques. — Naturellement la démonstration de 'unicité faite
ci-dessus est valable dans un cas tout a fait général.
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Le théoréme ci-dessus est une extension du théoréme de Hunt-
Lion ([21] p. 403). Il permet en outre de démontrer ce théoréme
sans hypothése de dénombrabilité.

Nous allons donner maintenant une autre extension du théoréme
de Hunt-Lion, ol ’hypothése (D DK (X, A)) du théoréme précédent
est remplacée par des hypothéses d’invariance par translations.

V.2.2. THEOREME. — On suppose que X est un groupe abélien
localement compact (dont la loi est notée +) et que E = @°(X, R).
On suppose que D = E, que D est invariant par les translations et que
Popérateur V de domaine D est aussi invariant par les translations.
Sont alors équivalents :

i) V est codissipatif et ImV = E.
ii) V est un prépotentiel.
L’implication (ii) = 1)) est évidente.

Supposons alors i). Soit v un voisinage compact arbitraire de 0.
“Balayons” au sens du théoréme IV.5.1 la masse de Dirac i I’origine,
6, sur les fermés

Il existe une mesure u, telle que :
oy Il <1
Supp ut C C
VSED (f(x) <0 pour tout x de ») = (Vf(0) - [ Vfdu, < 0) .
On a donc aussi
VfED (f(x) >0 pour tout x de ») = (VF(0) — [ Vfdu, >0),
et par conséquent
VFED (Flv=0) = (Vf(©@ - [ Vfdu, =0).

Il en résulte que I'on peut définir une forme linéaire L sur I'espace
D|v par
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VeED|y L) = Vf(0) — [ Vfdp,

.

ou flv=9p.
D’aprés la densité de D, il existe & appartenant a D tel que

h(x) =1 pour tout x de v .
On a donc

VeEDIy (L@ I<lel (Va© - [ Vhdu,)

L se représente donc par une mesure £, portée par v et on a :

ViE€D Vf©) - [Vfdu, = [rat, .
Montrons que £, est une mesure positive :
Si ¢ est une fonction continue sur v telle que
VxEy pkx)>0,

il existe une suite ( fn)n>0 de D telle que
lim f, lv=9¢
n—>oco

et Vn=0, Vx€v [f,(x)>0.

On a donc

vn>0 [ fdg>0

et donc f¢d£v>0.

Si maintenant ¢ est une fonction continue sur v telle que :

VxE€v ¢kx)=0,
alors

¢ = lim (¢ + €)

E—>0
et donc
fat,>0.

D’autre part, puisque

Supp p; CCV ,
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on a
M, 98

et d’aprés la densité de Im V
£, #0.

a, = [ d,

On a alors, compte tenu de l'invariance par translation :

Posons alors

VSED, VxEX f(0= fm fo(x+y)d(8_#")(y).

v

11 s’agit, pour conclure de démontrer, A étant un réel > 0, que
Im({ + AV) = E
Soit u une mesure bornée sur X telle que :

VFED <f+ANVf,u>=0.
On a

VSED lim fo(x+y)d(sj:—i‘¥ +28) () du(x) = 0. (%)
"o} v

Considérons, pour f appartenant a D, la fonction

o, = [ Vitx + ) du(x) .
Il existe y, appartenant & X et € appartenant a {— 1, 1} tel que
€, (¥e) = llogll .
Appliquons (*) a la fonction de D

x> ef(y,+x)
(f appartenant a D).

On a :
—n,

h?} f&p,(yo + ) d(

Or, puisque ||u, | <1, on a

+)\8)(y)—0
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8_.

a,

Jeoro+nd(=2 +2) ) > nlig .

On a donc |l¢,ll = 0 et par conséquent
vVvfeED <Vf,u>=0.

D’aprés la densité de Im V, u = 0, ce qui, d’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, prouve la densité de Im(I + AV).

V.2.3. THEOREME. — On garde les hypothéses du théoréme V.2.2
et on suppose en outre que pour tout élément non nul, a, de X, na
tend vers linfini quand l'entier n tend vers Uinfini. (En particulier, on

peut prendre pour X le groupe additif R™, m = 1). Sont alors équi-
valents :

i) V est codissipatif et ImV #{0}.
ii) V est un prépotentiel.

Ceci va résulter d’'un lemme voisin d’une proposition de [4].

V.2.4. LEMME. — Sous les hypothéses sur X du théoréme V.2.3,
si 0 est une mesure bornée sur X avec || o || < 1 et si f est une fonction
de @°(X, C)

(VxEX f(x)=ff(x+t)do(t))=>(f=0 ou o=28).

Soit @ un élément de Supp o.

Soit x, un élément de X tel que

1Fe)l =111
1A= 1)l =1 [Foxg + do) < [1f(xg+D1dIol (1)<
<[usndiowi<isn .

On a donc :
VtESuppo |flxo +0I=1fI

et en reprenant le raisonnement :

VEEN |f(xo +ka)| = IIfll .
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Par conséquent, si Supp o contient un élément non nul, puisque f
tend vers O & I'infini, on a nécessairement f = 0. Sinon, 6 = b et si f
est non nul, nécessairement b = 1.

Reprenons alors la démonstration du théoréme V.2.2 et gardons
les mémes notations.

On a encore ¢, # 0, car si §, = 0, compte tenu de I'invariance
par translations :

VIED, VXxE€X VI = [ Vf(x + ) du,(») .
Or lp, <1 etpu, #8 car Suppu, CC¥V.
Donc d’aprés le lemme, on aurait
VfeED Vf=0
et on suppose que Im V #{0}.

Nous allons montrer que 'on a la densité de Im V. Soit § une
mesure bornée telle que

VFfED <Vf,§>=0.
Compte-tenu de l'invariance par translations, on a

vieD [ Vi +y)d(5:“"

et donc

) ) &) =0

v

vieD [fxdix)=0.

D’aprés la densité de D, £ = 0 ce qui achéve la démonstration. On
peut déduire du théoréme V.2.2 un théoréme analogue pour les opé-
rateurs dissipatifs.

V.2.5. THEOREME. — On garde les hypothéses du théoréme V.2.2.
Alors si V est dissipatif et si InV = E, V est un prégénerateur infi-
nitésimal de semi-groupe fortement continu a contraction sur E.

En effet, d’aprés la proposition I11.2.8, — V™! est un opérateur
codissipatif de domaine et d’image dense.

D’aprés le théoréme V.2.2
Imd-V™)=E
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soit Imd-V)=E
ce qui démontre la proposition.

En fait, si X = R™, le théoréme V.2.5 admet une réciproque :

V.2.6. THEOREME. — On suppose que X = R™ (m = 1) et que
E = (X, A). Orn suppose que V est prégénérateur infinitésimal d’un
semi-groupe fortement continu d contraction sur E et que D et V
sont invariants par translations. Alors

ImV=E ou ImV={0}.

On peut évidemment supposer que V est un générateur infini-
tésimal. Le semi-groupe engendré est alors un semi-groupe d’opérateurs
(P,); » o défini par :

t=20,Vf€E P, f=u *f

ol (4,); 5, est un semi-groupe de mesures complexes de normes < 1.
Il existe alors (cf. [7]) une distribution T de CDL, (R™) tel que

DOD®MR™ et VFEMDR™ Vf=T=xf.

Soit T la transformée de Fourier de T. Il suffit, d’aprés le théoréeme
de Hahn-Banach, de montrer que, si T est non nulle,

Q={x€ER™; Tkx) = 0}
est d’intérieur vide.

Or, si x appartient a 2,
Ve=Z0 p,Mx)=1.
Donc pour x appartenant a 2, les mesures v} définies par
dvi(y) = e*'™-Y du,(y)
sont de norme < 1 et de masse 1, donc positives.

Supposons qu’il existe x, et € > 0 tel que £ contienne la boule
de centre x, et de rayon €.

On a, pour tout ¢t =0 :

lxll <e = e2im-y pX0(y) € M (R™) .
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Donc

oc N : €
Supp v, Lelke {y ;x.yezy},

soit

ce qui implique
ViZ0 u, =38
et donc
T = 0, ce qui est contradictoire.

A partir des théorémes V.2.2 et V.2.3, compte tenu du théoréme
IV.1.2 et de la proposition 1V.1.4, on déduit immédiatement le théo-
réme suivant qui englobe le cas du noyau logarithmique dans le plan :

V.2.7. THEOREME. — On suppose que X est un groupe abélien
localement compact et que E = C@°(X, R). On suppose que D = E,
que D est invariant par les translations et que l'opérateur V, de do-
maine D est aussi invariant par les translations. Sont alors équivalents :

i) V vérifie le principe complet du maximum et ImV = E.
ii) V est un prépotentiel précoengendrant une famille résolvante

sous-markovienne.

Si en outre, pour tout a non nul de X, na tend vers I'infini quand
Pentier n tend vers Uinfini, alors on peut remplacer dans i) ImV = E
par ImV #{0}.

V.2.8. Remarques. — Tous les résultats précédents (sauf peut-étre
V.2.6) sont valables simplement si X est un sous semi-groupe fermé
d’un groupe abélien localement compact ; naturellement, l¢s invariances
par translations sont alors & comprendre au sens des translations :

f=Ix = fx+y)]
ou y décrit X.

3. Etude d’un contre-exemple.

Nous allons étudier dans ce paragraphe un exemple prouvant que
le probléme posé au début de ce chapitre n’admet pas toujouvrs
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une réponse positive et que, dans les théorémes énoncés précédemment,
les hypothéses sont, en un certain sens, nécessaires. Cet exemple est
inspiré de 'exemple donné dans [22] p. 688. L’amélioration apportée
tient en ce que les opérateurs que nous introduisons sont de domaine
et d’image dense et que nous étudions la dissipativité et la codissipati-
vité au sens complexe (ce qui entraine en particulier, en vertu de la
proposition 1V.3.4 des résultats sur les restrictions réelles des opéra-
teurs).

V.3.1. Notations. — Dans ce paragraphe, E désigne P’espace
@°(]0, 1[, C) identifi¢ & I'espace des fonctions continues sur [0, 1],
nulles en O et en 1. Eg désigne I'espace e°(]0, 1[, R). On note D
(resp. Dg) :

x
{f€E (resp. fEER) : % est semi-intégrable sur [0, 1] et

1
-@dx
0

=0}.

V (resp. Vi) est opérateur de E (resp. Eg) de domaine D (resp. Dg)

défini par : ]
x f(1)
f [x [ — i l

0

On note A (resp. AR) :

{f €E (resp. f €EER) : f est continiment dérivable et x — xf'(x)
appartient a E (resp. Eg)} .
et A (resp. Ag) l'opérateur de E (resp. Eg) de domaine A (resp. Ag)

défini par
f=Ix = —=xf')].

Remarquons que D = Dg + i Dg et que V est I'extension canonique
de Vi a D. Analogue pour A.

V.3.2. Vg vérifie le principe complet du maximum et par con-
séquent Vg est codissipatif dans Eg et V esi codissipatif dans E.

En effet, il est clair que si x, appartient & ]O, 1[, f appartient a
Dg et
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VR f(xq) =sup VR f(x) ,
X
on a, par dérivation,
fxg) =0

et donc Vg vérifie le principe du maximum positif.

V.33. Vg =— Ai‘, V=—A1 AR et A sont donc dissipatifs,
respectivement dans Eg et dans E.

C’est évident.

V.3.4. Les domaines et les images de Vg et Ag, V et A, sont
denses, respectivement, dans Eg et E.

I1 suffit de démontrer que Dy et Ag sont denses dans Eg . Soit
@ I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables 4 support compact
dans ]O, 1.

I1 est clair que Ag contient ® et est donc dense. Pour montrer
la densité de Dy, il suffit de montrer que I'on peut approcher unifor-
mément par des fonctions de Dy, toute fonction de K (]0, 1[, R).

1
Soit f une telle fonction. Pour 0 < n <a < E , considérons la fonction

=0 sur [0,a— 7]

1
[x~(a—n)]; sur [a—n,a]

O n*) Y=1 sur [a,1—n]

’

1
- D{—— 1-n,1].
(x )( n) sur | n, 1]
Alors

1 t 1 -1 a— a
f¢“—"'(—)dt=Log—+n Log(l — n) — nLog
0 t a n n

Alors, par choix de a et n, cette intégrale peut prendre toutes les
valeurs de ]Log 2, + oof .

Soit alors € > 0 donné.

Posons
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Il existe alors a et i tel que
f—¢€'g, ,EDg .
Or :
Ie'p, I < €.

Donc la densité est démontrée.

V.35 ImI+Ve)=Im(I-Ag)={fEE 4 ,flf(t)dt = 0}.
()
Soit g(x) = f(x) + fxg dt avec f appartenant i D.
0

Posons alors h=g—f.

Nécessairement # est dérivable et :

h+

x| >

g .
X
Donc nécessairement
1 "X
heoy == [ e@ar
x Yo

et, h appartenant 3 E

flg(t) dt =0

0
Réciproquement, soit g une fonction de E telle que

flg(t)dt=0 .
0

Posons

1 x
ﬂﬂ—gu%*;ﬁ g(t) dt .

Il est clair que f appartient 3 E et, par intégration par parties, on

obtient :
*f@ 1 px _ 1 pa
/; p dt = S j; gw) du aj:) gw)du .
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Par conséquent f appartient & D et
x f(2)
f e dt + f(x) = g(x) .
0

V.3.6. A est un opérateur dissipatif maximal parmi les opérateurs
dissipatifs de E.

Nous utilisons la caractérisation des opérateurs dissipatifs donnée
a la proposition 1V.3.6.

Soit A un grolongement dissipatif de A, A le domaine de A et u
un élément de A. Posons

g=u-— Xu, et soit x, appartenant a ]0, 1[.

D’aprés la caractérisation de Im(I — A) donnée en V.3.5, il existe une
fonction f appartenant a Im(I — A) telle que :

f(x) =g(x) Vx€[0,x,] .
Il existe alors # appartenant a3 A tel que

f=h— Ah.
On pose
W=h—u.
On a alors
W(x) = AW(x) VXE[0,x,] .

— Supposons d’abord que | W | admet un maximum relatif stric-
tement positif en x; avec 0 <x; <x,.

Considérons une fonction k£ de E telle que
0<k<1!1,k(x)=1,kx)#1 pour x#x,

Supp k C{x;|Wx)| <|W(x,)I}N]0, 1[ et k continiment déri-
vable.

Soit 6 appartenant a [0, 27], tel que
ePW(x) =|Wx)I
et soit ¢ un réel strictement positif. Alors :

Six€Suppk W)+ ce k()| <|WI
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Si x €Supp k\{x,} |IWX)+ce k(x| <|Wx)I+c
et IW(x,) +cem kx| =1Wx)|+c.
Donc, pour ¢ assez grand,

e®W(x,) + ck(x,) = 1e°W + ck||
et donc -
Re e AW(x,) + c Re Ak(x;) <O .

Or k appartient a A et, d’aprés la définition de A,

Ah(x,) = Ak(x,) = 0 .
On a donc
Re et XW(xl) <0
soit
IWx)I<O
ce qui est contradictoire.
— II en résulte que |W(x)| est croissant sur [0, x,]. Supposons
que | W(x,)| > 0. II existe alors x, appartenant a ]O, x,[ tel que

W ,)I>0.

Soit k une fonction deux fois continiment dérivable telle que :

0<k<l, k(x))=1, k(x)# 1 pour x #x,, Suppk C]0,x,[,
k" (x) < 0 pour x appartenant & un voisinage K de x, dans 10, x,[ .

En restreignant, au besoin K, on peut supposer en outre que

|arg W(x) — arg W(x,)| <g— pour x €K .
Soit 6 tel que e ¢ W(x,) = |W(x,)|.
On a alors :
Sixe€[0,x,] (W) + ce® k)| <|Wx,)| +c

SixEKN[x;,1] IWx) +ce®kx)| <|Wxy)| + ¢
Six€[x,, INK W)+ ce®kx)|<|WI+c(l —a
IWx,) + ce®k(x,)| =W, +¢
ou (1l —a)= sup k(x)<1.

xeCK
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HWI — W)
o

rieure de | W + ce?® k| est atteinte au moins une fois sur K N [x,, 1}

Il existe donc 6’ et il existe x, appartenant 3 K N [x,, 1] tel que :

Alors pour ¢ strictement supérieur a

, la borne supé-

e W(x,) +ce®* k(x,) = ||W + ce® k||
Re el W(x,) — cx, Ree'®+0) k'(x ) <0 .

On a alors la disposition suivante :

Wex,) ce®k(x,) + W(x,)

‘g3
W(x,)

Ce qui prouve (cela peut étre précisé par un calcul simple), que

cos(@ +0Y=>0.
D’autre part
K'x,))<O0.
On a donc
Re e W(x,) <0
et par conséquent :

IWE ) +c= W) +ce®kx)|<IIW+cel®k|l <

<ccos(d +0Vk(x,)<c
ce qui implique
IWx)I=0
ce qui est contradictoire.

— On a donc démontré que W était nul sur [0, x,].

On a donc

u(x) = h(x) et Xu(x) = Ah(x) pour tout x de [0, x,] .
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Donc u est continiment dérivable sur ]0O, x,[ et
— xu'(x) = Au (x) pour tout x de 10, x,[ -
X, étant arbitraire, on voit que u appartient & A et
Au(x) = — xu'(x).

A coincide donc avec A.

V.3.7. V et Vg sont des opérateurs codissipatifs, maximaux parmi
les opérateurs codissipatifs de E et Eg respectivement.

Ceci découle immédiatement de V.3.6, de V.3.4 et des propo-
sitions 1V.3.4 et 111.2.10.

V.3.8. Ay est un opérateur dissipatif, maximal parmi les opéra-
teurs dissipatifs de Eg .

Découle de 1V.3.4.

V.3.9. V et Vg ne peuvent se prolonger en des cogénérateurs sur
E et Eg-respectivement. A et Ag ne peuvent se prolonger en des géné-
rateurs sur E et Eg respectivement.

Ceci est évident a partir de V.3.7, V.3.8 et V.3.5.

L’opérateur V défini précédemment montre que le théoréme V.1.1
peut étre faux si E n’est pas un espace de Hilbert et que le théoréme
V.2.1 est également mis en défaut si D ne contient pas K (X, A).
Enfin, I'opérateur Vg montre que le théoréme V.2.7 est mis en défaut
si on n’est pas dans un semi-groupe localement compact.
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CHAPITRE VI

SUR LE PRINCIPE FORT DU MAXIMUM EN MODULE

1. Le théoréme direct.

Soit m un entier supérieur ou égal & 1. On suppose, dans ce pa-
ragraphe, que E est Iespace C°(R™, A). On note @ Iespace des
fonctions indéfiniment dérivables, a valeurs dans A, a support compact
dans R™.

On suppose enfin que D est ’espace @.

VI.1.1. THEOREME. — On suppose qu’il existe A, de domaine
D(A), générateur infinitésimal d’'un semi-groupe sur E fortement con-
tinu et a contraction, et qu’il existe un opérateur différentiel P sur
R™ tel que :

1) Im VCD(A),
2) P(@) = E,
Y VfFfED AVf=Pf
alors V vérifie le principe fort du maximum en module(?).

Soit (Ry)y s, la famille résolvante associée a A. On a :
VA>0, VfE® Vf=—R,Pf+ AR, VSf.

R, vérifie le principe fort du maximum en module d’aprés le corol-
laire 1V.4.8 et la proposition II1.2.6.

D’autre part, les hypothéses impliquent
ImA=E.
On a donc, d’aprés la proposition I1.2.5,
s— lim AR, =0.

A—>0

Soit f appartenant a3 ® et soit € > 0.

() Pour la définition de ce principe, voir le corollaire 1V.4.8.
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Supposons que
|VF(x)| <1 pour tout x de Supp f.
On a alors, pour X assez petit (A tel que ||AR, VS|l <€)
IR\,Pf(x)| <1+ € pour tout x de Supp f
et donc a fortiori
IR\Pf(x)I <1+ € pour tout x de Supp Pf.
Mais R, , vérifiant le principe fort du maximum en module, on a alors

IR\Pf(x)| <1+ € pour tout x ,
ce qui entraine
|VFx)I<1+ 2€ pour tout x .

€ étant arbitraire, on a finalement
|[VF(x)| <1 pour tout x .

Faisons deux remarques utiles pour la suite :

V1.1.2. Remarques. — Si P est un opérateur différentiel non
identiquement nul et 4 coefficients constants, 2) est automatiquement
vérifié,

. Supposons que V se prolonge en un opérateur borné sur E,
alors le prolongement vérifie encore le principe fort du maximum en
module.

La premiére remarque peut se démontrer par la transformation
de Fourier.

Démontrons la deuxiéme remarque.

Soit f appartenant 3 K(R™, A) et supposons
|[VF(x)| <1 pour tout x de Supp f.

Soit € > 0. Posons
we ={x ; V)| <1+¢€}.

Soit ¢, une suite régularisante de ®. Pour n assez grand on a

Supp f * ¢, C w,
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et IV(f*p,)—-VAI<Ee.
On a donc
IV(f*p)ll<1+2€

et, en faisant tendre n vers I'infini, on obtient

NVAI<1+ 2.
€ étant arbitraire,
IvAl<1.

Soit maintenant f appartenant & E et supposons
|[VFA(x)| <1 pour tout x de Supp f .
Soit € > 0. 1l existe ¢ appartenant a &K, (R™) tel que

IVf— Vofll <t .
On a donc

IVof(x)| <1+ € pour tout x de  Supp ¢fC Supp f

et donc

IVofll<1+e€
ce qui entraine

IVFAll<1+2¢€
€ étant arbitraire, on a | Vf| < 1.

Nous donnons ci-dessous un exemple d’un noyau rentrant dans
le cadre du théoréme VI.1.1 et qui n’est pas un potentiel.

VI1.1.3. Exemple. — On suppose que m = 2 et on prend pour V

1
le noyau de convolution par la mesure el Alors prenons pour A
x + iy

le noyau de convolution par le laplacien A, on a

A 1 5 ) ,a)
=2r\——i—
x +iy ox oy

ce qui prouve que 'on est dans les conditions d’application du théo-

réme VI.1.1.

On peut voir directement que V vérifie le principe fort du maxi-
mum en module car Vf est holomorphe sur le complémentaire du sup-
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port de f, pour toute fonction f de ®. D’autre part il est facile de
voir que V n’est pas codissipatif.

Dans les paragraphes suivants, nous cherchons a établir, sous des
hypothéses plus fortes, une réciproque au théoréme précédent.

2. Noyaux de convolution sur R.

Dans ce paragraphe, E designe I'espace €°(R, C) et on note ®
Pensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur R, & valeurs dans
C et 2 support compact.

On note P I’ensemble des distributions T vérifiant :
VFiED fO=Ifll= Re<T,f><0.

D’aprés [7], ce sont des distributions de @’Ll (R) et elles sont associées
aux générateurs infinitésimaux de semi-groupes de mesures de norme
inférieure ou égale a 1, sur R.

Enfin k désigne une mesure bornée sur R et V, est 'opérateur
borné sur E défini par :

fEE > k=*f€EE.

VI1.2.1. THEOREME. — On suppose que k est symétrique et non
nulle. Alors, pour que V, vérifie le principe fort du maximum en
module, il faut et il suffit qu’il existe deux nombres complexes c, et
¢, non nuls tous deux et qu’il existe T appartenant a P tel que

k*T=c8+c,8".

Le fait que la condition soit suffisante découle du théoréme VI.1.1 et
des remarques VI.1.2, 'sompte tenu du résultat de [7] : P'application

f>Txf,
de domaine @(R), définit un prégénérateur sur E.

Nous allons montrer que la condition est nécessaire.

Supposons que k soit symétrique non nulle et que V, vérifie le prin-
cipe fort du maximum en module. Alors d’aprés le théoreme IV.5.3.
a4 tout € > 0 on peut associer une mesure bornée o, telle que :
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Supp OE CCR]_E 58[ ) “05” <1 ’ k * (5"—‘7&)|CR[—5 ’E] =0.

D’autre part, k étant symétrique, on peut (en remplagant o par
v
0 + O

3 ) supposer que 0g soit symétrique.

Pour tout € > 0, il existe deux mesures symétriques o; et a;
telles que :

Supp 0 CCrl—€,e[ ;Supp g C[—€,e]1; Mo <1 ;
k*(8_05)=a5.

1°" cas : o¢ ne converge pas faiblement vers §.

Il existe alors une mesure bornée o # & et A\ appartenant 8 C
tels que :
loll <1, o symétrique et kK * (60 —8) = A§ .

Supposons que A = 0. k étant non nul, il existe x, > 0 tel que
k(x,) # 0 et donc

1 =o0(xy) = f cos 2mx,y do(y) .
o étant de norme inférieure ou égale a 1, ceci implique que o est
. (n
porté par )— :
\ 2Xo) pez

Mais k(x) étant non nul pour x assez voisin de x,, 0 est aussi

n

"porté par 1 pour de tels x.

2_')E}nel

x
I en résulte (il suffit de prendre—inationnel) que o est porté
Xo
par {0} et donc que o est la mesure 8, ce qui est contradictoire.

Finalement, (0 — §) étant un élément de P, le théoréme est
démontré dans ce cas.

2°™e cqs : o, converge faiblement vers §.

On désigne par x, un réel strictement positif tel que IE(xo) #* 0.
Nous allons passer par plusieurs étapes.

a) Il existe une constante M > 0 telle que | 1 — 0. (xy) | = Me?
pour € assez petit :
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En effet :

11— 8 (xp)1 > [ (1-lcos 2mx,y 1) d o | (¥)
=
J

> 2 sin’mx, 8‘/.[

n 2sin*mxyy dlog | (»)

1

4x° 4"0
L, dlocO)] .
4xo’4xo

Mais o¢ convergeant faiblement vers §, f 1 1

dloe(M|
[ 4xo 4"0] :

est minoré par une constante strictement positive (pour € assez petit),
d’ou le résultat.

a
b) ‘ £ ; 0<e<E g est une famille équicontinue, unifor-

e (x,)
mément bornée en module par un polyndme du second degré :
En effet
fie(x) _ ' - &e(x? — Qe (xg) ot
Qe (x,) ae(xy)

| e (x) — ae(x)| < f | cos 2mxy — cos 2mx'y | d |ae| (¥) <
< Ae?|x? — x'?|
et lag(x,)| = B2 (d’aprés a)

ou A et B sont des constantes strictement positives.
Qe
c) 1l existe une suite €, tendant vers O telle que ———— converge
Xo
au sens de I’espace de distributions &' vers A§ + ud’’ avec A\ et u non
tous les deux nuls :

En effet d’aprés b), le théoréme d’Ascoli et les propriétés de la
transformation de Fourier dans 8', on voit qu’il existe une suite €,
tendant vers O et une distribution T appartenant 3 8' telles que

o
&En (x4)

- T dans 8 quand n = o,
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2

T est nécessairement une distribution & support {0} telle que T est
majorée par un polyndme du second degré. Donc, en tenant compte
de la symétrie et du fait que T(x,) = 1, on a :

3, u non nuls tous les deux : T = A8 + ud"” .
D’autre part la convergence a lieu aussi dans &' car les mesures o
ont leur support dans un compact fixe pour € <€ .

d) Il existe une suite (7\"),l> o de nombres strictement positifs,
une suite o, de mesures symétriques de norme inférieure ou égale a 1
et deux nombres complexes ¢, et ¢, non nuls tous les deux tels que

— 6
lim k * o")\ =D dans &'

n-—>oo
n

avec D=¢8+c,8":
I1 suffit de prendre, avec les notations de ¢), 0, = OEnk et =| aenk(xo) |

o (x4)
ou n, est une suite extraite de N telle que —F% ___ converge vers

loe (x|
ny
une limite.
e) V(@) est dense dans E :
En effet, si f appartient 3 @, on a d’aprés d)

. o, *f—f\_
nh_r)n“ V, N, )—- Df dans E .
Donc : V. (E)D{Df ;fED}.

Il en résulte que V,(E) est dense dans E et, V, étant borné, le ré-
sultat est démontré.

f) V, est injectif sur @ :
En effet, d’aprés d), si f appartient 4 @ :

V,f=0=Df=0=f=0.
Soit A l'opérateur de E de domaine D, = V, (®) défini par :
AV, f=Df.
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g) A est dissipatif de domaine dense :
Supposons en effet que pour f appartenant & ® et x réel, on ait :
Vi f ) =1V Fll .

Alors
g,— 0

vn>0 oze( *k*f)(x)<0

n

et donc
Df(x) <O0.

La densité de D, a été montrée en e).

h) Pour tout A positif, Im(AI — A) est dense dans E : Il sagit
de démontrer, A étant positif que

{A\V,f—Df ; fE®D} est dense dans E .
Soit alors 4 une mesure bornée telle que

M *u—Du=0.

On a alors :
Akjp — D =
Soit
- 1 —
k[lim A+ ")],1=0
n —>oco n
Or
1 -0,
=
aze(x+ y ) A

Donc on a nécessairement
kit=0 soit k*p=0.
Mais, d’aprés c), ceci implique que u est nul, ce qui montre le résultat
(par application du théor¢éme de Hahn-Banach).
(On peut aussi démontrer h) par application du théoréme V.2.5).

i) Le plus petit prolongement fermé A de A engendre un semi-
groupe fortement continu et a contraction, invariant par translations,
sur E :

D’aprés le théoréme de Hille-Yosida, A engendre un semi-groupe
fortement continu et 4 contraction. D’autre part A étant invariant par
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translations, il en est de méme de A, donc de la famille résolvante
engendrée et par conséquent aussi du semi-groupe.
Alors d’aprés [7], il existe une distribution T de P telle que
VIEBR) Af=T+*f
et donc
VFiE® AV, f=T=*(k=*f)

et par conséquent

T+xk=D.

VI.2.2. Remarque. — 11 existe des mesures bornées, k, symé-
triques telles que V, vérifie le principe fort du maximum en module
et pour lesquelles il n’existe pas de distribution T appartenant a P avec :

30€(0,2m] k*T=e"°5.
Ceci se produit par exemple pour

1

k=8——=e V3lxlgx

En effet, on a alors

k*(ﬁ"2—38)= 8"2—-6 ,

ce qui, d’aprés VI.1.1, prouve que V, vérifie le principe fort du maxi-
mum en module ; mais k * (e~ !*! dx + &) est la mesure §, et pour
aucun 0, e (e~ 1*1dx + §) n’appartient a P.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante, mais évi-
demment non nécessaire pour que V, vérifiant le principe fort du
maximum en module soit, 3 une multiplication par e’® prés, un
potentiel :

V1.2.3. THEOREME. — Soit k une mesure symétrique bornée non

nulle telle que lim inf k(x) = 0. Alors sont équivalents :
|x|—> o

i) V, vérifie le principe fort du maximum en module.

ii) Il existe 0 appartenant a [0, 2w] et T appartenant d P tel que

k*T=¢e§ .
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Il suffit de démontrer que i) implique ii). Or, si i) est vérifié,
d’aprés le théoréme VI.2.1, il existe un polyndome différentiel D
d’ordre 2 et une distribution T appartenant & P tels que

k+*T=D.

Or, si T appartient a P, | T| = 0(| x |?). (En effet, d’aprés [7], T = S + u
avec S distribution & support compact d’ordre inférieur ou égal a 2 et
M une mesure bornée). Il en résulte que si

lim inf |k(x)| = 0

| X | >
on a
D
lim inf [ 22| = o
[x]=>e | X

et donc D est de la forme c, 6.

Nous allons donner ci-dessous un théoréme analogue aux théo-

rémes VI.2.1 et VI.2.3 pour des mesures bornées a support dans
[0, [.

VI1.2.4. THEOREME. — Soit k une mesure bornée non nulle a sup-
port dans [0, o[ . Pour que V, vérifie le principe fort du maximum
en module, il faut et il suffit qu’il existe T appartenant a P et a sup-
port dans [0, [ et ¢, et ¢, nombres complexes non nuls tous les
deux tels que

k+*T=c¢c8+c,8.
Si k({0}) est nul, pour que V, vérifie le principe fort du maximum
en module, il faut et il suffit qu’il existe 6 appartenant a [0, 2x] et
T appartenant a P et a support dans [0, o] tel que

k+«T=e"§ .

Le fait que la condition soit suffisante découle, comme précédemment
du théoréme VI.1.1 et des remarques VI.1.2.

Nous allons montrer que la condition est nécessaire par une mé-
thode analogue a celle du théoréme VI.2.1, mais simplifiée par suite
des propriétés de la transformation de Laplace.

Supposons que V, vérifie le principe fort du maximum en mo-
dule. Alors, d’aprés le théoréme 1V.5.3, a tout € > 0 on peut associer
des mesures g et ae bornées telles que :
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logll <1 Supp 0gC ]—o0, —€] SuppacC[—€,+o[ et
I\é*(&—oe):ae.

Il en résulte que Supp a est inclus dans [— €, 0] et
k*(8—0.) =0 .

Soient K, S, A les transformées de Laplace de k, G et & définies
sur {z ; Rez = 0} :

K@ = [ e dk()Se(@) = [ e dog(n A(2) = [ ' da(r).

Soit x, un réel strictement positif tel que K(x,) soit non nul. Cn a
pour tout z tel que Re z soit positif ou nul :

[1— [ e *2de ()]
= f ; : <1+
11— [ e ™0 as (0
[re™ —e-=1a 18,10
+ tx ’
Ja—e"ais 1w

Or il existe des constantes A et B positives telles que :

l 1 —S.(2)
1 —S.(x0)

—txg _ p—tz
Vt=0 —— - | <A+ Blx,—z|
(1—e 70 °
'inégalité précédente étant valable pour tout z de partie réelle positive.
On a donc
1 —S_(z
l-——e(l SA+D+Blx,—z]|.
1 — Sg(xg)

On en déduit (en posant A’ = A + 1)
‘ Ae(2)
I — Se(xq)

D’autre part, pour tout couple (z, z') de nombres complexes de parties
réelles positives :

<|K@)I| A"+ Blx, — zI) .

A, (@) — A ()

< 2Mlkllelz —2'|
1 — Se(xq)

ex
1 —e o

<M|z-2Z

ol M est une constante positive.
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Donc, par application du théoréme d’Ascoli et de la théorie de
la transformation de Laplace (ou de Fourier), il existe une suite €,
v

e
tendant vers O telle que ——”—)— converge au sens des distributions
e, Xo
n
vers A8 + ud’ avec A et u deux nombres complexes non tous les deux
nuls.

A
De la convergence de la suite —fn on déduit celle de la
I = Se (%)
1 — S
suitt ———"—— uniformément sur tout compact de I’ensemble
1 — Sen(xo)

{z ; Rez = a} ol a est un nombre strictement positif tel que X — uz
ne s’annule pas sur cet ensemble.
8 — 0,
Il en résulte que ————=— converge au sens des distributions
1 — SEn (xo)
vers une distribution T' qui est, 4 un coefficient multiplicatif prés,
une distribution de P a support dans [0, o[ . Ceci permet d’achever
la démonstration de la premiére partie du théoréme. La seconde partie
résulte aisément des majorations trouvées.

3. Noyaux de convolution sur R™ (m > 2).

Nous allons, dans ce paragraphe, généraliser des résultats du para-
graphe précédent au cas de R™ (m = 2).

k désigne maintenant une mesure bornée sur R™, et V, le noyau
de convolution associé. On note P I’ensemble des distributions T sur
R™ tel que :

vie® O =Ifll= Re<T,f><0

ou ® désigne 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables a sup-
port compact dans R™.

| . | désigne la norme euclidienne sur R™ et . le produit scalaire.

V1.3.1. THEOREME. — On suppose que k soit non nulle et inva-
riante par les rotations de R™. Pour que V, vérifie le principe fort du
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maximum en module, il faut et il suffit qu’il existe deux nombres
complexes ¢, et ¢, non tous les deux nuls et une distribution T de P
invariante par rotations tels que
k*T=¢c¢d+c,A
9?5 N 328
2 2

0xj ox ;.

Si on suppose en outre que

lim inf k(x) = 0,

| x| —>oe

alors pour que V, vérifie le principe fort du maximum en module il
faut et il suffit qu’il existe 0 appartenant a [0, 2w] et T appartenant
a P invariant par rotations tels que :

k*T=e?s

(Nous appelons rotation de R™ un opérateur représenté par une ma-
trice orthogonale de déterminant 1. On note dr la mesure de Haar
de masse 1 sur le groupe des rotations).

La deuxi¢me partie du théoréme ainsi que la partie réciproque
de la premiére partie se démontrent comme au paragraphe 2.

Supposons donc que k soit une mesure bornée non nulle inva-
riante par rotations et que V, vérifie le principe fort du maximum en
module. D’aprés le théoréme IV.5.3, & tout € > 0 on peut associer
des mesures bornées o, et a telles que :

llog Il < 1,Supp ¢ C{x ; |x|>€},Supp e C{x ; [x| <€ et
k*(ﬁ—ge)zae.

En remplagant au besoin o¢ par f 7(0¢) dT et a¢ par f T(ag)dt (ou

7(n) représente I'image de w par 7), on peut supposer que o et a
sont invariants par les rotations.

Soit u appartenant & R”, u # 0, tel que k () soit différent de 0.
On a évidemment

fe""”"y do, (y) = fe‘“"“-"’ do. (y) = f cos 2nu . y do(y)
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(Il existe en effet toujours une rotation 7 telle que :
VyeR” u.t(y)=—u-y).
Alors :

Il—f 2y do_ (y)| = 2sin*mu- yd|og|(y)

lul
3

//\

2sin?wr(u)- ydlogl (¥)

J,
= Ju

//\

Lul
3

pour toute rotation 7.

En intégrant par rapport a d7, on voit que, o étant la répartition
uniforme de la masse + 1 sur la sphére de centre O et de rayon |u|,
on a :

1= [ermrdoci< faow [

Jul 2sin’nu. yd|og(y)l.
2

Or
sin?m(u- y) = 4(u- y)>.

Donc

8
2inu. — 2 2
11— [ erimer dog (»)1 > — |ul f|y|<'-';-' 1y17dloe| ()
8
>—etul? [ |, dlo 1)
=g

On a donc une inégalité analogue a celle utilisée dans la démonstration
du théoréme VI.2.1. Tout se poursuit alors comme dans cette dé-
monstration, avec des adaptations évidentes.

V1.3.2. THEOREME. — Soit k une mesure bornée non nulle de
R™, & support dans un cone convexe fermé T' dont le cone dual est
d’intérieur non vide. On suppose en outre que k({0}) = 0. Alors,
pour que V, vérifie le principe fort du maximum en module, il faut
et il suffit qu’il existe une distribution T appartenant a P et 6 appar-
tenant a [0, 2m] telle que
k*T=e"§ .

Rappelons que si I est un cone, on appelle cone dual le cone
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C={x;Vyer x.y<o}.

Si I' est un cone convexe fermé de cone dual non vide, on voit aisément
qu’il existe un cone I'; vérifiant les mémes propriétés et tel que

P, o @\{o) .

Soit donc I'; un tel cdone (qu’on peut méme choisir de révolution).
Supposons que k soit & support dans I', que k£({0}) soit nul et que V,
vérifie le principe fort du maximum en module. Alors, d’aprés le théo-
réme IV.5.3, a tout € > 0, on peut associer des mesures o, et o
bornées telles que (B(0, €) représentant {x ; |x| <€}) :

llogll < 1,Supp 0 CT, N CB(0,€),Supp e CC T, UB(O,€)
et k*(—0g) =og.

Il en résulte que
Supp g C o', U(T'; N B(0,¢)) .

Nous allons montrer qu’en fait
Supp @ C T, NB(0,€) .
Soit f une fonction continue a support compact sur R™ telle que
Supp fC CB(0,&)u Cr, .

[ 760 dae@) = [ 10, () £(x) dare(x) .
Or

[ 130,00 £G) dk ) = [ Tar, A e\ (o) ) dk(x) = 0
car r\{o}c f‘l .
D’autre part étudions :
[ 1o, (x +9) f@x + 3) dk(x) do () .
On obtient une contribution non nulle dans I'intégrale si :
x+y€ar, [x+y|>€ x€I'\{(0} yeI', NCB(0,¢e) .
Or r,+T\{oycr, +1,ch, .
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Donc les quatre propriétés ci-dessus ne peuvent étre simultanément
réalisées.

Ceci étant, soit C, le cone dual de I', . On définit
K@) = [e**dk() pour z€C, +iR™

k étant non nulle, il existe u appartenant a &1 tel que
K@) #0
et il existe alors a strictement positif tel que
Viel', t-u<—alt|.

A partir de 13, on peut trouver des majorations analogues a celles
de VI.2.4 et terminer la démonstration de la méme fagon. La distri-
bution T mise en évidence sera a support dans I'; .

Remarque. — On peut aussi étudier le principe fort du maximum
en module sur un cone convexe fermé de R™ dont le cone dual est
d’intérieur non vide et affaiblir les hypothéses sur k dans les théoréemes
VI1.3.2 et VI.2.4. Les méthodes sont voisines de celles utilisées dans
le chapitre suivant et nous ne les développerons donc pas afin de ne
pas alourdir 'exposé.
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CHAPITRE VII

SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM

Dans ce chapitre, nous étudions certaines relations entre les opé-
rateurs vérifiant le principe classique du maximum (}) et les “quotients”
des générateurs infinitésimaux. Les résultats trouvés ne sont que
partiels. Les idées de base sont dues 4 A. Beurling et J. Deny. Nous
généralisons I’étude que ces deux auteurs ont faite dans le cas du tore
(cf. [17]), au cas de R™ avec des hypothéses restrictives sur le noyau,
et au cas de cones de R™.

1. Le théoréme direct.

Nous allons donner un théoréme analogue a un théoréme de [5]
mais avec des hypothéses un peu différentes.

VIL.1.1. THEOREME. — Soient V une application linéaire de
K (X, R) dans C°(X, R), A, de domaine D(A,) un générateur infi-
nitésimal d’un semi-groupe de Feller sur X, R;\ la famille résolvante
associée, A, de domaine D(A,) un générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs positifs sur e°(X,R). Soit H
un sous-espace de
KX,R NV (DA NDA,)

tel que pour tout f de H on ait

A, Vf=A,f
et
lim AR, Vf(x) =0 pour tout x de X .
A—>0
Alors,
VFEHNK (X) (Vf(x) <1 pour tout x de Supp f) = (Vf<1).

Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme.

() Pour la définition de ce principe, voir le corollaire 1V.4.0.
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Rl
VFfEH (I -2NR)Vf=—RIA,f= lim —t"—(f—Pff)
t—>0

ou (Pf), >0 Teprésente le semi-groupe engendré par A, et ou la
limite est au sens de la norme.

Les opérateurs (P?),,, étant positifs et les opérateurs (Ry)s o
vérifiant le principe complet du maximum (cf. [21]), il est clair que
pour tout A > 0 et tout ¢ > 0, opérateur

R!
Fa-m
vérifie le principe classique du maximum.

Supposons alors que f appartienne &8 H NK  (X) et que
Vf(x) <1 pour tout x de Supp f.

Soit € > 0 arbitraire. Alors d’aprés les hypotheses faites, pour A
assez petit on a :

a- Ri) VFf(x)<1+€ pour tout x de Supp f
soit

- RiAzf(x) < 1+€ pour tout x de Supp f .
Pour un tel A\ et pour ¢ assez petit on a donc

Rl
T}‘ (f—=P’f)(x) <1+ 2€ pour tout x de Supp f

et par conséquent :

Rl
-—t—)‘-(f— Pff)(x) <1+ 2& pour tout x .
Faisant alors tendre ¢ vers O, on voit que

— RyA,F<1+2¢
Cest-a-dire
(I-ARN)VF<1 +2¢€.

Nous faisons maintenant tendre A vers 0, ce qui donne

VF<1+ 2



FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS, COGENERATEURS, POTENTIELS 171

et, £ étant arbitraire,
Vi<1.

Remarque. — On a utilisé, dans la démonstration, que )\R;\Vf
convergeait uniformément vers 0, mais il est bien connu que, pour
les familles résolvantes de type M, la convergence faible de AR, x vers
0 entraine la convergence forte.

Or ici, )\Rin converge faiblement vers O d’aprés le théoréme de
Lebesgue.

Nous allons maintenant donner deux réciproques a ce théoréme
dans un cas particulier.

L’outil fondamental est I'utilisation des fonctions de Bernstein.
Nous allons rappeler ci-dessous les principaux résultats connus sur ces
fonctions en esquissant simplement les démonstrations (cf. [6] et [2]
p.- 86 a 91).

Dans toute la suite de ce chapitre, I' désigne un cdne convexe
fermé de R™ dont le cone dual :

C={x€R™;Vy€er x.y <0}

est d’intérieur non vide.

On pose .
=—0C.

(Naturellement . désigne le produit scalaire habituel et m est un entier
quelconque non nul).

2. Fonctions complétement monotones et de Bernstein sur B.

VIL.2.1. DEFINITIONS. — Une fonction f de B dans R est dite
complétement monotone sur B si f est de classe C*, positive sur B et
VXEB, Vp =1, VE ..., 5 EB 1P fP0). (... E)>0.

. Une fonction f de B dans R est dite une fonction de Bernstein
sur B si f est de classe C™, positive sur B et

VXEB, Vp>1, VE,....5 EB, (- IV fP(). (..., £) <O
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On notera A, 'opérateur qui a toute fonction f sur B associe la fonction

x€EB > f(x+§-f(x) (EB).

VIIL.2.2. THEOREME. — Soit f une fonction réelle définie sur B.
Sont équivalents :

1) f est complétement monotone sur B.

2) f est positive sur B et
Vp=1, VE,...,§,€B (—1Y AE,-"Atpf>0 .
3) Il existe une mesure positive | a support dans T" telle que
VxEB f(x) = f e t*du(r) .

En outre la mesure yu de 3) est unique.

On peut, pour démontrer ce théoréme, utiliser la méthode de G,
Choquet utilisant le théoréme de Krein-Milman.

VII.2.3. COROLLAIRE. — L’ensemble des fonctions complétement
monotones sur B est fermé, pour la topologie de la convergence
simple, dans I'ensemble R®.

VIIL.2.4. THEOREME. — Soit F une fonction réelle sur B. Pour
que F soit une fonction de Bernstein, il faut et il suffit qu’il existe
a >0, b appartenant a T, et u mesure positive sur I'\{0} tels que

[2]
du(t) < oo
f1+|t| uo

avec
VuEB Fw=a+b-u+ [ (1—e " du@).

WU, a et b sont alors uniques et on a :

Yu€eB lim F(tu) = a

t—>0

teR}

. F(w)

lim =b.u.,
t —>oo t

*
teR}
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Soit F une fonction de Bernstein sur B. Alors

VYu€B lim F(tu) = inf F(u) .
t—>0 ueB
teRY

Posons a cette borne inférieure.

Alors, d’aprés le théoréme VII.2.2, 4 tout u de B on peut associer

a

de facon unique une mesure u, positive & support dans I' telle que
Vx€B F'(x)-u= f e~ du, (1) .
L’application
u -,

est alors additive et positivement homogéne sur B et, d’apres le théo-
réme de Schwarz :

VYu,veEB (t.v)du, () = (t. u)du, () .

Posons alors
AUN
t.u

B = lp\{o} (©)

On voit aisément que cette expression a un sens et est indépendante
de u appartenant a B.

D’autre part, B — B étant égal 3 R™, il existe un élément b de T
tel que
p,{0}) =b.u pour tout u de B .
On a alors

19 1
F(u)=a+j; ;;F(vu)dv=a+ﬁ F'(vu).udv .

Donc, d’apres le théoréme de Fubini :
Fw)=a+b.u+ f (1 — e~ *%)ydu(f) .

On en déduit que 1, <,(9) ¢. u est up-intégrable. Or il existe a > 0
telque t. u=>alt|, donc 1|t|< () || est p-intégrable. D’autre part

(I—et*y>(1—elth>0 —e9 pour |t|>1.

Donc 1|r(>1(t) est u-intégrable.



174 FRANCIS HIRSCH

Il en résulte que

[ 2]
fmﬁdy(t)<°°.

L’unicité et I'expression de a et b découlent immédiatement du théo-
réme de Lebesgue.

La réciproque est immédiate.

VIL.2.5. THEOREME. — Soit F une fonction réelle sur B. Pour
que F soit une fonction de Bernstein sur B il faut et il suffit que F
soit positive sur B et que pour tout t = 0, e~ *F soit complétement
monotone sur B.

La partie directe est a peu prés évidente. Réciproquement si F
est = 0 et si

Vt>0 e *F est complétement monotone sur B,

il est clair que F est de classe C” et que

1 — e—tF (P
Vp>0,Vx€B FPW = lim (——) ®.
t—>0 t
te R:
1 —e tF
Or — est évidemment une fonction de Bernstein, d’ou le résultat.

VII.2.6. COROLLAIRE. — L’ensemble des fonctions de Bernstein
sur B constitue un sous-ensemble fermé métrisable de RE.

Le fait que I’ensemble soit fermé découle du corollaire VII.2.3
et du théoréme VII.2.5. Le fait qu’il soit métrisable découle facilement
de propriétés de croissance.

Nous adoptons les notations et les définitions de [7] :
P(I") désignera I’ensemble des distributions de (D;,(Rm) a support
dans I', “engendrant” un semi-groupe de mesures a support dans I'.

Nous noterons P, (I') le sous-cone du précédent formé des dis-
tributions telles que les mesures du semi-groupe engendré soient
positives.
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VIL.2.7. THEOREME. — Pour qu’une fonction F réelle sur B soit
une fonction de Bernstein il faut et il suffit qu’il existe une distri-
bution T de P _(I") telle que :

Vu€EB Fuw=—<e "* T,>.

(Remarque. — D’aprés le théoréme VIL.2.4, on en déduit que
les distributions de P, (I') admettent une représentation du type :

06
—ad — Z b, — + Pf.(w)
ox;

En effet, on voit facilement que pour que (k,);>o soit un semi-
groupe de mesures positives a support dans I, il faut et il suffit qu’il
existe une fonction de Bernstein F sur B telle que :

VS > 0 3 VuEB fe—t.u d“s(t) = e_sl:(u)

(ceci provient du théoréme VIIL.2.5).

D’autre part (cf. [7]), si (1,), > est un tel semi-groupe, il existe
une distribution T de P, (I") telle que

”'t~

6
- T dans CD;I(R'”) quand ¢t - 0.

On en déduit le résultat.

3. Principe classique du maximum sur I'.

Dans ce paragraphe k désignera une mesure réelle non nulle sur
R™ (m > 1), 4 support dans I. On suppose que la mesure k soit une
mesure a croissance lente (cette hypothése pourrait étre affaiblie mais
les énoncés en seraient légérement compliqués).

On note K la transformée de Laplace de k. K est une fonction
holomorphe sur B + iR™.

On note V, Popérateur sur e%(TI', R), de domaine K (I', R)
défini par :

VIERT,R) Vi fe) = [fex+y)dk) .
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L’image de V, est en fait incluse dans JC(I', R) car, d’apres les hy-
pothéses faites sur I, il existe un réel a = 1 tel que :

vx,yET alx +y|=Max(Ix|,|y]) .

VIL.3.1. THEOREME. — Sont équivalents :
i) V. vérifie le principe classique du maximum et,
k({0}) =0, sup lim sup K(tu) =0 .
ueB t—>0

*
teR7,

ii) Il existe deux fonctions de Bernstein F, et F, sur B, non
identiquement nulles, telles que :

Vu€eB K@)F,(w) =F,®u).

Supposons que i soit réalisé.

D’aprés le théoréme IV.5.4, a tout € > 0, on peut associer une
mesure positive bornée sur R™, g, , telle que

Supp o C{x €T ; |x| =¢}

[doe<1
et

ViEX, I Suppf{x€eTl ;|x|=>¢} =
ff(x)d[k * (8 — 0] (x)<O0.

Posons alors
ae=[k*(E—0)] et Be=[k* (-0 .

On a alors
Supp ¢ C{x €T ; [x| <E}.

Soit € inférieur ou égal 4 1, on a :

fd“e< f Ip Ao ™) daex) <k (CNB(O0, ) +
+ f Iy Age & ) dk(y) doe (x) <

<k ("'NB@, 1)) + (' B, a)
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ou « est défini dans I'introduction du paragraphe.

Donc il existe M = 0 tel que
e<1= [dec<M.

Notons alors Ae(z), Be(z) et Sc(2) les transformées de Laplace de
ae, Be et oge, définies pour

zEB + iR™ .
Soit d’autre part u un élément de B tel que
K@) +#0.

Il existe a > 0 tel que :
Vtell t.u=alt|

1-Se@ [ dae—Be@) [ dac— Ac()
1—Se@) 1 —Se(w 1 — Se(u)

Vz€E€B + iR",K(2)

ot Ac@) = [ e t% dae(t)

Se(2) = f e~ Zdoc () .
Cn a, pour x appartenant a B :
—sey 1= [etmdoe® [ @ — et doc)
L=Se@) 1 - [etudoc(t)  [(ae— e ") doe(r)

-l . Y
ol ag = ( f doe) = 1 (on peut évidemment se ramener au cas ou
ae — e—t.x

v < f(x) ou f est une fonction positive ne
et

[ doc #0) ;
ag —
dépendant ni de ¢, ni de €. Il résulte alors du corollaire VII.2.6 qu’il
1 -8 (x)

- n
1 -8, (v

n
plement quand » tend vers l'infini vers une fonction de Bernstein non
identiquement nulle F, (x).

existe une suite €, tendant vers O telle que converge sim-

D’autre part
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1 —-Scw)=1-—e9%, et

Vz,z’€B+iR"™ ) |A(2) — A2 < Me |z — 2’|

Ve <1 | [ doe — A ()| < Me|z| .
Donc la famille
fdoze Ac(2)
1 — Se(w)

EX1
est équicontinue sur B + iR™ et uniformément majorée par M'|z|
(M’ = 0) sur cet ensemble.

En vertu du théoréme d’Ascoli, on peut extraire de la suite
€,),>o une suite (€, ), 5, telle que
r =

f dozen’ - Aenr(z)
-8, @

converge uniformément sur tout compact de B + iR™ vers une fonc-
tion H(z) holomorphe sur B + iR™ et majorée par M' |z | sur cet
ensemble. H est alors la transformée de Laplace d’une distribution T.

limite dans @' de
f da&n, 6 — aen
1

et donc portée par I'origine.
11 résulte de la majoration que T est de la forme

88
% ax

T=%

et que la fonction H est donnée par

Hz)=a-z
ouna=1(@a,,...,a,).

Notons alors

G() = lim [fda B, (z)] m.
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On a
Vx€B Kx)F,(x)=Gx)—a.x.

Il est clair que

Vt=>0 e *¢ est une fonction complétement monotone sur B .

On a donc
Vx€B lim G(tx) = inf G(p) .
t->0 yeB
teR:_

Par hypothése :
V>0 3(t),>oCRY 3Ix€EB:

lim ¢, =0 et K(,x)=—n pourtoutn .
n ->»oo

On a alors
i =|i -n).
inf G(») [;rgg Fl(y)] (=)
Or n étant arbitraire on a

G(x) =20 pour tout x de B
et par conséquent

G est une fonction de Bernstein sur B .
D’aprés le théoréme VII.2.4, pour montrer maintenant que
x> Gx)—a.x
est une fonction de Bernstein sur B, il suffit de montrer que :

G(t
VxE€B lim (—x)>a.x

t—>oo
*
teRY

Or, ceci découle immédiatement de I’hypothése

k{0 =0.
On peut alors poser
F,x) =G(x) —a.x

et, F, étant non identiquement nul, il en est de méme de F, .

Supposons maintenant que ii) soit vérifi€. Remarquons d’abord
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que, d’aprés les propriétés d’analycité et de croissance des fonctions
de Bernstein, F, n’est nul en aucun point de B.

Soient T, et T, les distributions dont F, et F, sont les trans-
formées de Laplace.

On a
T, *k=T,.
T, et T, engendrent respectivement les semi-groupes de mesures
(#);>0 et (#3),>, (mesures & support dans I').
(k{);>o (i = 1,2) définit un semi-groupe de Feller (P:),;o sur I' :

v fEC,R)

Vx€ET ; Pif(x)=ff(X+y)du‘;(y).

Soit A/, de domaine D(A’) le générateur infinitésimal. On a (cf. [7])
D(A) D B(R™)|T
et VIEBR™,VxET A fx)=<71_f,T,>.

Soit (R",\),\>0 la famille résolvante associée a A'.

I1 existe des mesures (e‘;\))‘>0 positives et bornées, a support
dans T' telles que :
VYA>0 II)\E{II <1

et Vu€B e~t¥udel () = —— -
f A0 =33 F,(u)

Les F; ne s’annulant en aucun point et {¢ > e *-* ; u € B} étant,

d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, total dans e%I, R), on

voit que Ae’ tend faiblement vers O quand X tend vers O.

On est alors dans les conditions d’application du théoréme VIIL.1.1
en posant : )
X=T,A =A" et H=®R™IT.

On en déduit :
VFEDRMITNK, ()
[V, f(x) <1 pour tout x de Supp f] = (V, f<1).

Alors, en utilisant une technique de régularisation, on en déduit comme
dans la remarque VI.1.2, que V, vérifie le principe classique du
maximum.
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D’autre part, les fonctions de Bernstein étant positives, i) est
bien vérifié.

4. Principe classique du maximum sur R”

On garde, dans ce paragraphe, les mémes hypothéses qu’au para-
graphe 3. Cn suppose en outre que k tend vers O a infini, c’est-a-dire
que toutes les régularisées de k tendent vers O a I'infini. On note W,
Popérateur sur €°(R™, R), de domaine K (R™, R) défini par :

VIEKR™,R) W, fe) = [ fox + ) dko) .

On note I'; un cone convexe fermé dont le cone dual est d’intérieur
non vide et tel que o
I', DI\{0}.

Soit C, le cone dual de I'; et B, I'ensemble — &1 .

VIL.4.1. THEOREME. — Sont équivalents :

i) W, vérifie le principe classique du maximum et,

k(O =0, sup lim K(wu)=0.
ueBl t—>0
teR ,

ii) Il existe deux fonctions de Bernstein F, et F, sur B, , non
identiquement nulles, telles que :

vueB, K@)F,(u)=F,w.

Supposons que i) soit réalisé.

D’aprés le théoréme IV.5.4, 4 tout € > 0, on peut associer une
mesure positive bornée sur R™, o, telle que

Supp 0¢ C{x €T, ; |x| =>¢€}
[ doe<1.
VfEXK,(R™) SuppfC{x€T, ;|x|>€} =
= [ £ dik * 5 - 0] 6) <0 .
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Posons alors
ae=[k* (@B —0)]" et Be=1[k*(5—0e)]

On a alors
Supp ¢ C CP, UB(0, ¢) .
Mais d’autre part
ae < k+ + k_ * GE
et k~{0}) =0 puisque k{0P=>0.

Alors, en faisant un raisonnement tout a fait analogue au raisonnement
fait en VI.3.2, on voit que

Supp ., CT', NB(0,€) .

A partir de 13, le raisonnement fait en VIL.3.1 peut étre repris mot a
mot en remplagant partout I' par I'; et B par B, .

Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Soient T, et T, les
distributions dont F, et F, sont les transformées de Laplace.

On a
T, *k=T,.

T, et T, engendrent respectivement les semi-groupes de mesures
(B);> ¢ et (u?),>, (mesures A support dans T')).

(u{),;o (i = 1, 2) définit un semi-groupe de Feller (Qi),>o sur R™ :
VfECR™, R, VXER" Qif(x)= ff(x + ) dul(y) .
Soit J* de domaine D(J%) le générateur infinitésimal.
DUJ’) D B(R™)
VFEBR™ , VXER™ Jifx)=<r_,f T,>.

Comme au paragraphe précédent, si (Si)x>o est la famille résol-
vante associée 4 J', (S})>, est une L,-famille résolvante. On est
alors dans les conditions d’application du théoré¢me VIIL. 1.1, en posant :

X=R",A, =] e H=0OR".

On en déduit, comme précédemment, que W, vérifie le principe clas-
sique du maximum.
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Remarque. — On peut aussi, en utilisant les méthodes précé-
dentes, améliorer légérement le théoréme de Beurling et Deny dans
le cas du tore (Ceci a été rédigé dans [13]).
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CHAPITRE VIII

SUR LES FONCTIONS OPERANT SUR DES
POTENTIELS ABSTRAITS

1. Généralités.

Dans tout ce chapitre T désignera une distribution de P(R,)
(Notation de [7]), cette distribution pouvant étre éventuellement par-
ticularisée dans certains paragraphes.

On note €, la mesure bornée, inverse de convolution de (A8 — T)

et (u,),>o le semi-groupe de mesures a support dans R, , engendré
par T.

On désigne par F la fonction définie sur{z€C ; Re z < 0} par
F(z) =<e*”,T,> -

On appelle H la fonction de{z €C* ; Re z = 0} dans C, définie par :

o= [r (1]
(c* = c\{o}.

C désigne le compactifié de C par adjonction de oo, et on pose, poura
complexe non nul
a
0

=oo)

Si V est un potentiel abstrait sur E, on peut d’aprés [7] définir F(— v
qui est un générateur de semi-groupe fortement continu & contraction
sur E.

VIIL.1.1. DEFINITION. — On dira que H opére sur le potentiel
abstrait V si lopérateur F(— V1) est d’image dense dans E. On pose
alors

H(V) = — [F(- Vv H]™!

H(V) est un potentiel abstrait sur E.

On peut alors donner la caractérisation suivante des fonctions
opérant sur tous les potentiels abstraits :
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VIIL.1.2. — PROPOSITION. — Pour que pour tout espace de Banach
E et pour tout potentiel abstrait V sur E, H opére sur V, il faut et il
suffit que pour toute fonction f uniformément continue et bornée
sur R, , on ait :

(su |f0'f(u) du| <) =()}i_1:10ff(u) Mde, @) = 0).

t=>0

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. On suppose donc
que H opére sur tous les potentiels abstraits. Notons €, (R,) I'ensemble
des fonctions uniformément continues et bornées sur R, . Soit (P,),> ,
le semi-groupe des translations sur €, (R,).

Pour fe€ec,(R,) et x€R, : P, fx)=fx+1).
(P,);>, est un semi-groupe fortement continu et & contraction sur
€, (R,) (muni de la norme de la convergence uniforme).

Le générateur infinitésimal A de domaine D(A) est défini par :
D(A) = {f€€,(R,) ; f continiment dérivable et f' €C,(R,)}
VFEDA), VXxER, Af(x)=/['(x).

Im A est donc le sous-espace vectoriel de €, (R,), constitué des fonc-
tions f telles que

t
sup |fof(u)du|<oo.

t=>0
Notons E° I'espace Im A, adhérence de Im A dans €,(R,) muni de la
topologie de la convergence uniforme(?).
Soit A, de domaine D(A), lopérateur de E® défini par :

D(A) ={fEDA)NE® ; Af EE%

(*) E° peut &tre défini comme I'ensemble des fonctions f appartenant a €, (R,)
telles que :

1 t
lim sup—lff(v+u)du|)=0.
o

t—o>w\yv>0 !

Il est clair, d’autre part, que I'implication de I'énoncé de la proposition VIII.1.2
équivaut a :

VfEE® | Nde, =0
reE im [ fade,
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et VFEDA) Af=Af.

Il est clair que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe
d’opérateurs (Q,); > o obtenu en restreignant les opérateurs P, , (¢ = 0),

a2 E°, et que Im A est dense dans E°.

(Ce dernier point est d’ailleurs la conséquence d’un théoréme
plus général : cf. [19] p. 296).

F(K) est alors un générateur infinitésimal sur E° et pour A >0
- FR £ = [ £0c+ 0 dey(0)
0
d’aprés les résultats de [7].
Si la fonction H opére, on a donc en particulier :
lim A — F(A)]™! £(0) = 0
A0

. 0 . = —_
soit VIEE® lim [ £ Nde,(0=0.

A—0
Supposons réciproquement que, E® désignant toujours 'adhérence

t
dans €, (R,) de {feeu(R+) ; sup |/; f(u) du] <o | on ait :
t=>0

0o _
VSEE®  lim [ f@) rde,@y =0.

Soit E un espace de Banach quelconque et V un potentiel abstrait sur
E. Soit (P,),>( le semi-groupe de générateur (=V7h.

(— V1) étant d’image dense, on a :
Vx€EE, Vx*€E* : [t > <P,x, x*>]€E°.
(En effet, ceci est évident si x appartient a I'image du générateur,

donc C’est vrai aussi par densité pour tout x).
Or

Vx€E )

—1y1—1 _
Vx*EE*s<)\[>\I—F(_V )l x,x*>——f<P,x,x*>7\d€A(t).

Donc
w— lim ANI—- FVHl!t=0

A—>0
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ce qui implique d’aprés les propositions I1.2.5 et 1.3.3 que F(— V™)
est d’image dense et donc H opére sur V.

VIII.1.3. COROLLAIRE. — Si pour tout espace de Banach E et
pour tout potentiel abstrait V sur E, H opére sur V, nécessairement
H est a valeurs dans C.

En effet, d’aprés la proposition précédente on a alors

A
VzEC* (Rez<0) = ( lim ——— =0) .
A0 A — F(2)
On a donc F non nulle sur

{zeC* ; Rez <0}

et donc H ne prend pas la valeur oo,

2. Cas des espaces de dimension finie.

On a le théoréme suivant :

VIIL.2.1. THEOREME. — Pour que pour tout espace de dimension
finie E et pour tout potentiel abstrait V sur E, H opére sur V, il faut
et il suffit que H soit a valeurs dans C.

La condition est évidemment nécessaire, car si z est tel que

zEC* et Rez<O0
Popérateur sur C

y 2> yz
est un générateur infinitésimal surjectif sur C.

On a donc nécessairement

A
im ——— =0
r—0 A — F(2)
soit
F(z) #0.

Supposons maintenant que

F@)#0 si z€C* et Rez=0.
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Soit E un espace de dimension finie et V un potentiel sur E. Soit
(P,);> o le semi-groupe associé¢ a V. Alors, pour tout x de E et tout
x* de E*, la fonction

t > <P, x,x*>

est une fonction presque périodique sur R, (cf. par exemple [3] p. 36),
et donc (cf. [3] p. 35) est limite uniforme de combinaisons linéaires
de fonctions

t > etz
avec Rez < 0.

Mais comme
im ~ [ <Pyx,x*>du=0
im — X, X u =
t—>oco t o u ’
la fonction

t > <P,x,x*>

est limite uniforme de combinaisons linéaires de fonctions

t > et
avec
Rez<0 et zEC*.
Donc
VxE€E, vx*€E* lim f<P,x,x*>7\d€h(t)=O
A—>0
soit

w— lim A\(AI - F(~V™ ) '=0
A—=>0

ce qui implique d’aprés les propositions 11.2.5 et 1.3.3, que H opére
sur V.

VIIL.2.2. THEOREME. — On suppose que H est a valeurs dans C .
Alors si E est un espace de dimension finie et V un potentiel sur E,
ona:

o(H(V)) = H(a(V))
(ou la lettre o désigne le spectre).

En effet, d’aprés [7] p. 289 et le fait que les opérateurs qui in-

terviennent sont bornés, on a
o[F(-= V)] =F@(-V™)

et ces deux ensembles sont inclus dans C*, d’ou le résultat.
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3. Fonctions opérant sur les potentiels auto-adjoints et anti-
adjoints dans les espaces de Hilbert.

VIIL.3.1. THEOREME. — Sont équivalents :
i) Il existe z dans C tel que Rez <0 et F(z) # 0.
ii) F(z) est non nul pour tout z de C tel que Rez < 0.

iii) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel auto-
adjoint V sur E, H opére sur V.

En outre, si pour tout x de R¥ , H(x) est réel, alors si V est un
potentiel auto-adjoint sur l'espace de Hilbert E, H(V) est aussi un
potentiel auto-adjoint sur E.

En effet, d’aprés le théoréme IV.2.6, si i) est réalisé, la distri-
bution T est non nulle et donc A€, tend vers O faiblement quand A
tend vers O.

11 en résulte :

VzZEC Rez<0 = lim fe”’ Ade, () =0

A—0
et donc ii) est vérifié.

Supposons maintenant que la propriété iii) soit vérifiée. Consi-
dérons, sur 'espace de Hilbert C, le potentiel auto-adjoint

z > —z
x
ou x appartient a3 R* .
Le fait que H opére sur ce potentiel implique que
. A
lim ————— =0
A>0 A—F (-—~ x)
et donc que F(— x) est non nul
Ainsi iii) = i) .
Supposons enfin que ii) soit vérifié. Soit E un espace de Hilbert et V
un potentiel auto-adjoint.
Alors d’aprés le théoréme de Phillips ([28] p. 224)

(— V)™!  est un générateur auto-adjoint.
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On sait alors que si (P,);> ¢ est le semi-groupe associé :
Vx,y€E lim (P,x,y)=0.
t—>o
Donc ii) implique :

VXEE w-— lim ANI— FV )] 'x=0.

A—=>0

Ce qui montre que

F(— V™!) est d’image dense.

Enfin, si nous notons (Q,),,, le semi-groupe associé¢ a H(V)
Vx€E Q,x = f P x du,(s) .

Donc le fait que les P, soient hermitiens et que H soit réel sur R%
(ce qui implique u, réel) entraine que les Q, sont hermitiens et donc
H(V) est auto-adjoint, ce qui achéve la démonstration.

VIIL.3.2. Remarque. — En fait on voit que la propriété i) implique
que H opére sur les potentiels V d’un espace de Banach E tels que le
semi-groupe associé (Pt),>0 vérifie :

w— lim P, =0.
t—>0
Des exemples de tels potentiels sont donnés par les potentiels sur un
espace de Banach E tels que le semi-groupe associé¢ soit un semi-

groupe analytique borné et aussi par les potentiels de Hunt sur un
espace localement compact X.

Rappelons a ce sujet les définitions suivantes :

Si X est un espace localement compact on appelle noyau de
Hunt sur X un opérateur V sur eO(X , R) de domaine

D =XX,R)

qui soit d’image dense et qui vérifie le principe complet du maximum.
On appellera potentiel de Hunt, le plus petit prolongement fermé
d’un noyau de Hunt. Un potentiel de Hunt sur X est alors un potentiel
abstrait sur €°(X, R). Or si V est un potentiel de Hunt, le semi-
groupe associé (P,),>o est un semi-groupe de Feller et, pour toute
fonction f de K (X, R) et tout x de X,
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t > P, f(x)
est intégrable.
De la positivité des P, , on déduit aisément que

w— lim P,=0.

t —> o

Nous allons maintenant étudier les fonctions qui opérent sur les po-
tentiels anti-adjoints.

Rappelons que si E est un espace de Hilbert et V un opérateur
sur E de domaine dense, on dit que V est anti-adjoint si

V¥=—V.

En vertu du théoréme de Stone ([28] p. 345) les potentiels anti-
adjoints sont exactement les opérateurs anti-adjoints d’image dense.

VIIL.3.3. THEOREME. — Sont équivalents :

i) H(iy) € C pour tout y € R* (= R\{0}).

ii) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel anti-
adjoint V sur E, H opére sur V.

En outre, si H(iy) est imaginaire pur pour tout y de R*, alors
si E est un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint sur E,
H(V) est un potentiel anti-adjoint sur E.

i) signifie

F(@iy) # 0 pour tout y de R* .
On a donc
Vy€R* lim f e’ d\e, (1) =0 .
A—>0

Soit alors E un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint sur E.
Notons (P,),~ , le semi-groupe associé. D’aprés la représentation spec-
trale des opérateurs auto-adjoints, on voit (cf. [28] p. 345) que pour
tout x et y appartenant a E il existe une mesure bornée u, , sur R
telle que

P, x,») = f e du, ,(u) .

Mais V étant un potentiel :

Lot
tim — [ [f eitu dnx’y(u)] dv=0.

t—>o [



192 FRANCIS HIRSCH

C’est-a-dire, par application des théorémes de Fubini et de Lebesgue :
px,y({O}) =0.

Soit (S)\))\>0 la famille résolvante associée & F(— V™), on a :

Vx,yEE OSx,»n = [ iy (@) .

——=—d
A — F(iu)
Donc (S,),~, est une L,-famille résolvante ce qui implique que
F(— V™) est d’image dense.

La réciproque se démontre en considérant I’espace de Hilbert C
et le potentiel
zeC ~» Tl—z
y
ou
y ER* .

Supposons enfin que H(iy) soit imaginaire pur pour tout y de
R* ; il est facile de voir que, en reprenant les notations de la démons-
tration précédente, le semi-groupe (0,),> , associé a H(V) se prolonge
en un groupe d’opérateurs unitaires, et donc que H(V) est anti-adjoint.

4. Sur des fonctions opérant sur les potentiels de Hunt.

Les résultats donnés dans ce paragraphe généralisent ceux obtenus
par J. Faraut sur les puissances fractionnaires des noyaux de Hunt.
La méthode utilisée suit de trés prés celle de J. Faraut. (Pour la défi-
nition des potentiels de Hunt, voir la Remarque VIII.3.2)).

Dans tout ce paragraphe on suppose que T soit une distribution
du cone P, (R,) (notation de VIIL.2.) et que T soit non nulle. Alors,
Iinverse d’une fonction de Bernstein non identiquement nulle étant
une fonction complétement monotone, — T admet un inverse de con-
volution qui est une mesure positive sur R, notée u dans la suite de
ce paragraphe.

VIII.4.1. THEOREME. — On suppose qu’il existe a > 0 tel que

plla, <[ €L%([a, [) .
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Alors pour tout espace localement compact X et tout potentiel de
Hunt V sur X, H opére sur V, H(V) est un potentiel de Hunt sur X et :

VXEX ,VFEXRX,R) , HV) f() = [ P, f(x) du(r)

ou (Pt),>o est le semi-groupe de Feller associé d V.

Soit X un espace localement compact et V un potentiel de Hunt
sur X. Notons E I’espace e°(X,R) et (P,),> ¢ le semi-groupe de Feller
associé a V.

Remarquons d’abord que, T étant non nulle, H opére sur V d’aprés
la remarque VIII.3.2.

Soit (S)r> la famille résolvante associée a H(V) :
VFEE S,f= [ P fde (s .
Lorsque A décroit vers 0, la mesure €, croit vers la mesure u : En effet

Vi€, ®) [ 1) dex@) = [ £)du() -
-/ [ [ ra+s du(t)] dAE, (s) .
On a donc

VIEH, 00, VXEX lim 8, /()= [ PG du(o
_-)

la limite étant atteinte en croissant.

Tout sera démontré, d’aprés le lemme de Dini, si on démontre :
vied,x (x ~ [P duw) el .
Or {P,f , s€[0,a]} est équicontinu sur [0, o] .
Donc (x - fPsf(x) llo’al(s) du(s)) appartient ae‘j(X).

Soit m la fonction représentant u sur [a, oo[ et soit

M=|mle .

flla,m[(S)Psf(x)du(s)=/; P f(x)m(s)ds et
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M ‘/:Psf(x) ds = f: P, f(x) M — m(s)) ds + j:oPsf(x) m(s) ds +

+M j;aPsf(x)ds.

Le premier nombre appartient 3 €%(X) car V est un noyau de Hunt.
Chacun des termes intervenant dans le second membre est positif et
définit une fonction s.c.i. de x, ce sont donc tous des éléments de
e2(X).

Donc le résultat est démontré.

VIII.4.2. Remarque. — La conclusion du théoréme précédent est
vraie plus généralement, comme le montre la démonstration ci-dessus,
chaque fois que

viek,® (x- [P rwdun)eeix) .

Ceci a évidemment lieu, en particulier, si 4 est une mesure bornée
ce qui se produit si et seulement si F(0) est non nul.

5. Sur une généralisation d’un théoréme de M. Ito.

Dans ce paragraphe nous allons étendre le théoréme de M. Ito
[16]. Ce théoréme concernait les noyaux de Dirichlet, nous allons
P’étendre aux potentiels abstraits définis en II1.3.6. Dans tout ce para-
graphe, E désigne un espace de Banach arbitraire et V un potentiel
abstrait sur E, de domaine D.

On note (P,), , le semi-groupe associé a V, A I'opérateur (— V')
et pour tout A > 0, R, I'opérateur (\I — A)™'.

On note pour 0 <a <1, W, Popérateur de domaine D défini
par
sin am

Wox = j; AYR,xdx pour x€D
et Wo=1L W, =V.

VIILS.1. PrOPOSITION (Balakrishnan [1]). — W, est bien défini
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sur D(IN¢ R, x || étant intégrable sur [0 , o[ pour x appartenant aD),
W, est préfermé et pour tout x de D, la fonction

oa > Wyx
est continue sur [0, 1].

VIIL.5.2. DEFINITION (Balakrishnan [1]). — On définit V* (0 < a<1)
comme le plus petit prolongement fermé de W,

VIIL.5.3. THEOREME ({to [16]). — Si u est une mesure positive
non nulle sur [0, 1], la fonction

S e ) au(@)

est une fonction de Bernstein sur R¥ .

Fixons maintenant les notations. Dans toute la suite du para-
graphe, u désigne une mesure fixée positive et non nulle sur [0, 1].
D’aprés le théoréme de Ito, il existe une distribution T appartenant a
P, (R,) telle que pour z appartenant 8 C et Rez < 0 on ait

1
- =<e', T,>.

S () e

(Ou z% désigne la détermination principale de la puissance «). Reprenant
alors les notations du chapitre VIII.§.1, on note F la fonction définie
sur{z€C; Rez < 0} par

F(z) =<e”,T,>
et H la fonction de {z €C* ; Re z > 0} dans C définie par

1 -1
Mﬂ=—[F——ﬂ
z
H est en fait 4 valeurs dans C et est bien défini par
H(z) = fzadu(a) ZEC* et Rez=0).

On note encore H la fonction prolongée par :
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H(0) = p({0})

H(0) =00 si u(J0,1D>0
p{0}) si wu(0,1PD=0.

Rappelons enfin que si L est un opérateur sur E, on appelle spectre
étendu de L (noté g, (L)) le sous-ensemble de C égal au spectre de L
(noté o(L)) si L est partout défini et borné, et égal a (o (L) U {o}) dans
les autres cas.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le théoréme.

VIII.5.4. THEOREME. — La fonction H opére sur tous les po-
tentiels abstraits et le potentiel H(V) est le plus petit prolongement
fermé de l'opérateur W de domaine D défini par

Wx = fVaxdy(a) pour x€D .

On peut donc noter H(V) = f V& du(o) (ce qui coincide avec la dé-

finition VIII.5.2 si u est une mesure de Dirac). Enfin on a la relation
spectrale :
Hlo, (V)] = 0, [H(V)] .

On voit facilement que si H opére et si a est un réel = 0, la fonction
(a + H) est une fonction qui opére et

(@a+ H) (V) =H(V) +adl .

Il en résulte qu’il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou
u{0}) = 0 et, évidemment, on peut supposer u non concentrée en 1.

On suppose donc, dans toute la suite de la démonstration que

p{0y) =0 .
p(10,10H>0 .

On pose €, (A > 0) la mesure positive sur R, , inverse de convolution
de (A8 — T) et s, la fonction positive sur R, définie par :

[ s~ sinan du(e)
)\fs”“ cos o du(a) + 1)2 + ()\ fs"“ sin am du(a))

2dS

s)\(t)=% ‘/:e*"(
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VIIL.S.S. LEMME. — s, EL'(R,)

[ sy =1
et €\ =S, dt .
Soit @, la fonction a variation bornée sur R, , normalisée, telle que
€\ =da, .
Alors, d’aprés la formule d’inversion de Laplace ([27] p. 69)
1 yHiw st
VE>O aq ()= wlii)nm St Iyeieo ms ds
ol v est un réel strictement positif.

La fonction F admet un prolongement analytique sur C\R, ,
noté encore F. On remarque que pour tout z de C\R, Im F(z) # 0.
Appliquons le théoréme de Cauchy sur le contour suivant :

Y
- W
fv eitw eft gt <otr [ dt ‘
o N—F(—t—iw)] (¢ +iw) 0 (W—Y)IN—F(—t—iw)l
Or |F(—t—iw)|=Z2 - F(—|t+iwl]) = - F(—w)
et puisque lim — F(—w)=+ o

W —> o

on a
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v eitw okt gt
lim f 3 =
woe Yo [N = F(= 1 — iw)] (¢ + iw)

et de méme pour le terme analogue.

L cter” <[ etvcosd g oo
| % A = F(— we"’)] I .’2E —F(—w)—-1A

quand w >

et de méme pour le terme analogue.

Donc, pour tout § > 0 et pour € > 0

. )
o | L2 o efdd
a\(§) = wh_fil“ [2,, f_g [N — F(—¢€¢€?)]

1 fw[ —(t+ie) e(—t+ie)
2im Yo AN=F(@+ie)](-t-ic) B [)\-—F(t—is)](—-t+i8)] dt]

La dérivée par rapport a4 £ du terme entre crochets vaut
e i€k

1 T etee it gp
— € . — e 't ] t
2m f—g N—F_ce®)] & f m()\ F(r + 18)) 4

I1 est facile de voir que la fonction

e—itt
Im(x F(t + ze))

est une fonction bornée.
Donc a, est continament dérivable sur ]0, o[ et pour tout £E>0

T teel® Lio e it
, 2 e e'% db
qa®=-¢ [ ———u

- - et Im(———— ) at
-3 >\—F(~ee"’) /; m(x F(t+18))
Ceci est indépendant de € et donc :
1 IS o i€k
: = lim — “HIm(———_ ) dt
vE>0 a®= lim = fo ¢ m()\—F(t+i€))
Nous allons appliquer le théoréme de Lebesgue. Pour cela nous devons

N R
AT S T F¢ +i9) |
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1

lf( /tz +¢e2 -ael'(!Arg(—t-l-iE)du(a)l

1

|F(t+ie)| =

<

NIQ

[ @2+en ? inf (sinad)du@

Oe[g’n]

la majoration étant valable pour ¢t < ¢, et € < €,

On en déduit qu’il existe ¢, et £, tels que

t<t, et €<g; = |F(+ig)|<

0 | >

1 2
= <=

IN=F@+ie)| A
D’autre part

_a
f(t2 +€?) ? sina Arg(— ¢ +i€) du(a)

IN—F(+ ¢ +i€) |>Im F(¢ +i€) | = a
If(tz +62) 2 Q0 A=t +i8) gy (a) |2

f (+€2) 2 inf (sinab) du(e)

IN—=F(+t+ie)|=Z|ImF(+ig) |=

On en déduit une majoration, uniforme en €, de )
! IN—F( +ig)|

sur tout intervalle [¢,, ¢,] avec ¢, =1, .

Choisissons alors un tel £, =1 et soit b >0, b <1, tel que
r(J0,b[) > 0.
Alors pour t = ¢t, et x€]0,b[, on a
_a _b
(P +ed) 2> +ed) 2
et
1

IN—F(@ +ig)l

2 +2
< [f = du(a)] (1> +e2) *k

ou k est une constante positive, soit
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: b
<@ +ed)’ K
N Fetin ¢ ted

ou k' est une constante positive.

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue et on obtient

N f t~% sin o dp ()
t
[\ [ recosaraui +1] "+ [ A [ siner du)]

l o
vi>oa@m==[ e ; dt

m Yo

s, étant continue on voit donc que

gy IRY = 5,41 .
Or, puisque u({0}) = 0,
lim — F(—x) =
X —» oo
donc

lim <e '* e, >=0

X —> oo
et par conséquent
e {0}=0.
On a donc
€\ = s\ dt

et donc s, appartient a L'(R,).
Enfin

f 7\s,\(t) = f dex = xli_n)lo m =1

On pose alors
Vx€E S,x= f P,x s\ (t) dt
o
(S3)r> o est donc la Lo-famille résolvante de générateur F(A).

VIII.5.6. LEMME. —

vxeX S}\x=jo‘ R,x p(s, N ds
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ou
1 f s~%sin am du(a)
o(s, \)=— 2 2
m ()\fs““ cos am du(a) + 1) + (7\ fs‘“ sin am du(a))
En effet
Ao(s, N) o
—— ds = As, (1) dt = 1
S, == as= 0
(s, ) . S -
est donc intégrable et d’aprés Fubini :
s

TR, x (s, \) ds = ,,[ wae“"dt] (s, N ds =
=_[ P,x s, (£)dt = S,x .
0

VIIL.S.7. LEMME. — Si x appartient @ D, S,x appartient a D
pour tout \ > 0.

V étant fermé, il suffit de démontrer que

vxeD [ VR xllp(s,Nds<oo.
(1]
Or

1
VR, x = — (Vx — R, x)
s

et x étant fixé dans D, la fonction
s > Rox
est bornée.

Donc il existe kK = 0 tel que

VR, x || <

hl;r

“p(s, A S S . . .
t f v ( ) ds étant fini (egal a , le résultat est démontré.
s

(]

N

1
A
VIIL5.8. LEMME. — VXED WR x = R, W, et

1
IWRx <= (lxll +20Vxl) [ du .
N
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Si x appartient a D, soit y = Vx, on a :

VN, s>0 RyRx =R,R,x =R, (y — AR, ») .
Donc

2
IRy Ry x I <'S‘ Hvxll .

Soit 0 < a <1 et x appartenant a D

sin am o sinamr 2 IIIVx I
VYR = R, R.x A %ad\| < +
IVERxI = =00 R R XA NI < T S
sin am || x ||
o S

On a donc

1
IVER x|l <; @IVl +llxlh .

Cette majoration étant encore valable pour « = 0 et a = 1.

On a donc
1
VXED IWRxI <~ QIVxll+Uxl) [ du .

D’autre part, il est clair que
VxED V*R,x =R, V%x
et donc
WR, x = R, Wx .
VIII.5.9. LEMME. — VXxE€D , Vr >0 :
WS, x =S, Wx = [~ W(R,x) (s, ) ds .
0

Pour x appartenant a Det 0 <a<1 :

T
VoS, x = = "fo R, S, x A~ % du(a) =

v T
sinam e pee
= f A @ [»/o R,\Rsx<p(s,v)ds] d\.

w 0




FAMILLES RESOLVANTES GENERATEURS, COGENERATEURS, POTENTIELS 203
2
- -
AEIR Rx 1l p(s, ») < 15 (MDA N IVxllo(s,v) +

|
+ lIl ,,I()\) At lI—x—|lqn(s, V) .
’ x

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini, et on obtient
ve S,x = f” Va(Rsx)¢(s ,v)ds= f RsVax p(s,v)ds=S, V& .
o (1]

On a aussi
VS, x =8S,Vx (cf. lemme VIIL.5.7) .
On a donc

WS, x =8, Wx = [ [fVa(Rsx)sp(s, v)ds] du(o) .

D’aprés les majorations trouvées dans la démonstration du lemme
VIIL.5.8, on peut appliquer le théoréme de Fubini, ce qui achéve la
démonstration.

VIII.5.10.LEMME. —Si il existe a, 0<a<1, tel que Supp p C [0, al,
W est un prépotentiel précoengendrant la famille (S,)\~ -

Montrons d’abord que

VxeD w— lim S,x=Wx.
A—>o0

Soit 0 < b < 1. Il existe n > 0 tel que
2
A<n et s>l=>()\fs‘°‘cosomdy(a)+l) +

+ (7\ f s~ % sin am du(®) )2 =>b.

Donc

A<n et s=1= IIRstIcp(s,)\)<lxblfs‘a‘lsinomdu(oz).
™

Soit M= sup [IR.xIl.

se[0,1

On voit facilement que

(froama)
(fs‘o‘ sin o du(a))

M
s<1 = IIRstI(p(s,?\)<—1r—
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Soit @' = sup{x ;x ESuppu}. On a 0<d < I.

Posons  un réel tel que
Qa—D"<p<ad .
On a alors u(B,dD>0.

On a alors, pour s < 1 :
[ sinamdu(@ >s~* [ 1,5,,(c) sinor du(e) = C 5P

ou C est une constante strictement positive.

De méme, pour s < 1 :
2
([ s du@) <52
ou C' est une constante positive. Donc

IM'>0: s<1=|R,xllo@s,N)<Msf-2"

Or
f [fs“"‘l sin am du(oz)] ds = f nom du(a) < o
1 ar
et flsﬁ—Za‘ds<°° car B —2a>—1.

0

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue sur I’expression inté-
grale de S, du Lemme VIII.5.6, ce qui donne

1 oo
VxED w— lim S,x =— R, x s~ %sinand, a] ds.
Ao N ™ /(; § [f K@)
On voit facilement que le théoréme de Fubini s’applique, ce qui montre
que
vxeED w-— lim S,x =Wx .

A—>0
D étant dense, ceci prouve que (S,),s o est une L,-famille résolvante
et ceci montre, d’autre part, que W est codissipatif. Soit W' le po-
tentiel (qui n’est autre que H(V)), cogénérateur de (S,\),\>o . W' est un
prolongement fermé, codissipatif de W.

On a donc, compte tenu du lemme VIII.5.7 :

VA>0,VxeD (d+MW)d-AS)x=x
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et donc Imd+AW)DD

D étant dense, W' est nécessairement le plus petit prolongement fermé
de W, ce qui achéve la démonstration.

Démontrons maintenant le théoréme.

Soit, pour n entier strictement positif

My (@) =1 (@) du() + p(@ds (o) .

1
[0:1-7]
Pour n assez grand, u,, vérifie les propriétés imposées @ u dans le lemme

précédent

1
(Supp u, C [0, 1 —;]
p,{0H =0
k,(10,10D>0) .
Soit W Yopérateur de E de domaine D défini par
Wy = f V¥xdu, (@) pour x€D
et (S{"),>, la famille résolvante définie par

Si")x=£ R, x ¢,(s, N\ ds

ou ¢, est la fonction obtenue en remplagant, dans ¢, u par u, .

VxED s— lim W™x = Wx .

n—>w
Il en résulte, compte tenu du lemme VIIL.5.10, que W est codissipatif.
D’autre part il existe n > 0, il existe b > 0 tels que :
VALZn,Vn=21,Vs=21 ¢,(,N<
<b [f s~ % sinardu(a) + s7! u({l})].
Soit a, et a, tels que 0 <a, <a, <1 et u(lay,a,[) >0.

Il existe N, il existe ' > 0 tels que :

!

b
VA,Vn=N,6 Vs<|1 ‘p,,(s,x)<?s“°.
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D’autre part, d’aprés le lemme VIIL.5.8,

1
V€D [WMRx|I<— Ldu axn+20ven .

On a, d’aprés le lemme VIIL.S.10 :
Vn=0,VxED AWMSMx =AsMWMyx = WMy _g(Mx

Compte tenu des majorations précédentes, on peut utiliser le théoréme
de Lebesgue dans les expressions intégrales, ce qui donne :

VXED ,VASn AWS,x =AS, Wx =Wx — S, x .
Soit
VxED ,VA<n (I+W)I-AS)x=T-AS))T+AW)x=x.
Donc

VA<n Im+AW)DD=E.

Ceci prouve (d’aprés le corollaire 111.3.2) que W est le précogénérateur
d’une Lg-famille résolvante 4 contraction (S))y>o et
VxED (T -ASUI+AW)x =x .

Donc S, coincide avec S, pour A < 7, donc évidemment partout. W
est donc un prépotentiel, et le plus petit prolongement fermé n’est
autre que H(V) (puisque la famille résolvante coengendrée est (Sx)x>o)-

Démontrons maintenant les relations spectrales.

On a d’aprés le lemme VIIL.S.S et les résultats de J. Faraut
([71 p. 289).
a(F(A)) = F(a(A))

et F(A)¢L(E) ¢ A€ZL(E) .
Prolongeons F par F(e0) = o on a

0. (F(A)) = F(o,(A)) .

VIII.5.11. LEMME. — Soit h la fonction de C dans C définie par

1 _
h(z) =— si z&€C
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Soient L et M deux opérateurs injectifs fermés tels que
L=M"!

Alors o,(L) =h(e,(M)) .
En effet
o&€g,(L) © L non borné « 0€o,(M)

0€og,(L) © M non borné¢ ¢ oo &g, (M)
Soit maintenant a appartenant a C et a non nul
a€p(l) ® IBEL(E) : @l —L)Bx=x Vx€E
B@l -L)yx=x Vxe€D()

a€p(L) » IBEL(E) : aBx —~x=LBx Vx€E
aBx — x =BLx Vx€&€D(L)

< 3JBE€L(E) M@Bx —-x)=Bx Vx€E
@B -DMx=Bx VxeEDM)

« JBEL(E) @M -D@B -Dx=x Vx€E
@B -D@M-Dx=x VxeDWM)

1
® —€pM)
a

ce qui démontre le lemme.

On a donc o, (H(V))

—h o, (F(A))
=—(hoF)a,(A)
(h o F o h)(o,(V)) .

Or il est clair que & o F o & est précisément donné par la fonction H
prolongée comme il a été dit.

VIII.5.12. COROLLAIRE. — Si E est un espace @°(X ,R) et si V
est un potentiel de Hunt sur X, H(V) est un potentiel de Hunt sur X.

En effet dans ce cas
DOKXX,R).

Le domaine de H(V) contenant D, contient &K (X, R) et
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VIEKX,R) S, f= /:Rsﬁp(s,)\)ds.

Or les résolvantes R, sont des opérateurs positifs et ¢(s, \) est une
fonction positive, donc

VIEK,(X) S,feEC(X).

Par conséquent H(V) est bien un potentiel de Hunt.

Remarque. — On peut obtenir aussi VIII.5.12 3 partir de VII1.4.1.
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