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APPROXIMATION AVEC CROISSANCE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES
DE PLUSIEURS VARIABLES

par Jean-Pierre FERRIER

On étudie I'approximation des fonctions holomorphes dans un
ouvert de C" qui satisfont des hypothéses de croissance, par des fonc-
tions holomorphes dans un ouvert plus grand et qui satisfont des
hypotheses de croissance plus strictes. Les hypothéses de croissance
sont définies par des poids 8, &', avec §' = §, auxquels sont associées
des algébres O(8), ©(8'). On établit en particulier un théoréme d’appro-
ximation des fonctions de ©O(8) par celles de ©(§") lorsque & a une
propriété de convexité convenable relativement aux fonctions de
©(8"), a laide du calcul symbolique de L. Waelbroeck [8] et des ma-
jorations pour I'opérateur 8 de L. Hormander [6]. On démontre aussi
un énoncé de factorisation dans ©(8') avec la structure induite par
O(5).

1. Préliminaires.

La définition des conditions de croissance est tirée du mémoire
de L. Waelbroeck [8]. Dans tout ce qui suit, § désigne une fonction
positive sur C”, lipschitzienne dans le rapport 1 et telle que |z |6
soit bornée, si z = (z,,..., z,) désigne 'application identique de c"
et |z|> =1z, 1> +--- +|z,|%. On désigne par O(§) lalgebre des
fonctions holomorphes f dans I'ouvert 8§ > 0 telles que |f| 8" soit
bornée pour un certain entier N. Un ensemble borné de ©(8) est un
ensemble de fonctions f de ©(§) tel que I'on ait | f| sN<M pour un
certain entier N et une méme constante positive M. Avec cette struc-
ture ©(8) est une algébre compléte ; en d’autres termes, O(§) est la
limite inductive de la suite d’espaces de Banach yO(8), o O(8) est
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Pespace des fonctions holomorphes f dans I'ouvert § > 0 telles que
|£1 8N soit bornée, avec la norme f = sup |f(8)]8N(¢).
teCl

Un exemple de tel poids est donné par la fonction
8o =(1 + (2|72,

Un exemple plus général est, si S désigne un ensemble ouvert de C",
la fonction 84 donnée par :

85(5) = inf(84($), d(§, CS)) .

Comme il résulte aussitdot du théoréme de Liouville, I’algébre
O0(8,) est celle des polynomes.

On considére maintenant deux fonctions §, §' vérifiant toutes les
deux les hypothéses ci-dessus et telles que §' = §. On a un morphisme
naturel ©(8') - ©(8). On supposera en outre, pour simplifier, que
Pouvert 8’ > 0 est connexe ; de cette fagon, on se permettra d’identifier
lalgébre O(8') avec son image qui est une sous-algébre de ©(8). On
définit une nouvelle algébre compléte, notée ©(8"), et le probléme
d’approximation consistera 2 démontrer I'égalité ©(8') = O(8).

Plus généralement, suivant [3], rappelons que si E est un espace a
bornés et H un sous-espace vectoriel de E, on définit un espace a
bornés H de la maniére suivante : pour tout disque borné B de E, on
désigne par Ep I’espace semi-normé engendré par B, muni de la jauge
de B, et par HN Eg ladhérence de H N Ey dans Ey ; alors H est la
limite inductive du systéme (H N Ey)y dans la catégorie des espaces a
bornés. L’espace vectoriel H est ensemble des limites de suites con-
vergentes de H. On a des morphismes naturels

H->H->E,

et la structure de H est induite par celle de H, mais celle de H est a
priori strictement plus fine que celle induite par E. En revanche si E
est complet, il en est de méme de H.

Dans le cas qui nous intéresse, lalgébre complete ©(8") est
encore la limite inductive de la suite O(G')ﬂN@(B) ; la densité
0(8') = ©(8) implique en particulier approximation de toute fonc-
tion de ©(8) par une suite de fonction de ©(§') au sens d’une semi-

norme f '+ sup [f()] 8”(3‘). Il faut remarquer que la densité bor-
teCh
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nologique ©(8') = ©(8) est a priori plus forte que la densité pour la
topologie de © (), c’est-a-dire la topologie limite inductive des espaces
de Banach O(8). On ne sait pas, en effet, si ©(8") est en général
fermée.

Rappelons encore que deux fonctions positives définies sur C”,
8,, 6, sont dites équivalentes s’il existe € > 0 et un entier N tels
que Pon ait 4 la fois £8) < &, et €8} < §, . Il est clair que I'algébre
compléte ©(8) ne change pas si on remplace 8 par une fonction qui
lui soit équivalente. Il revient donc au méme d’imposer seulement a 8
(et de méme a 8') d’étre équivalente a une fonction 8§, lipschitzienne
dans le rapport 1 et telle que |z | §, soit bornée ; en particulier, on
peut se contenter d’imposer a § des hypothéses analogues a celles de
[S] : ©(8) contient les polynomes et il existe € > 0 et un entier N
tels que ¢ — ¢| < edN () implique 8§(¢') = €8N (¢). De la méme
facon, on peut remplacer I'hypothése 8 = § par une hypothése
8' =8N, Nous adopterons cependant les hypothéses fortes, parce
que les énoncés avec les hypothéses affaiblies se raménent aussitot
aux précédents.

On se propose de démontrer en particulier le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Les fonctions &, &' sont définies comme plus
haut ; la densité ©(8') = ©(8) a lieu en particulier sous les hypothéses
(¥€) suivantes :

1) la fonction 8/8' est bornée pour tout entier N.

2) la fonction &' est équivalente & une fonction &) telle que
— log 8, soit plurisousharmonique dans I'ouvert &' > 0.

3) la fonction & est équivalente a une fonction &, telle que
1/8, soit I'enveloppe supérieure sur l'ouvert 8' > 0 d’une famille | fy|
ou f, appartient a O(8").

On se raméne A prouver que & appartient au spectre A(z ; 0(8"))
de z dans O(8’) tel que le définit L. Waelbroeck [8]. En effet, le
calcul symbolique fournit alors un morphisme f > f(z) de ©(8) dans
0(8"), inverse du morphisme 0(8') = O(8), et la densité est établie.
Remarquons inversement que le point 3) de 'hypothése (¥€) implique
que — logd, soit plurisousharmonique dans Pouvert § > 0 : il en
résulte d’aprés un théoréme de I. Cnop [2], que § appartient au spectre
Az ; ©(8)) de z dans ©(8) et la densité ©(8") = ©(8) implique
Pappartenance de & a A(z ; ©(8")).



70 JEAN PIERRE FERRIER

2. Idéal des fonctions holomorphes nulles au point s.

On montre dans cette partie, que sous une hypothése un peu
plus faible que le point 3) de 'hypothése (4€), la fonction § est équi-
valente a une fonction qui n’est pas loin d’étre spectrale pour z dans
©(8"). Nous avons d’abord besoin de fixer quelques notations.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par H une algébre 4 bornés
unitaire de fonctions holomorphes dans un ensemble ouvert S de C*, qui
contienne z, , ..., z, et soit stable par les dérivations 9/0z, , . .., 8/0z,
(autrement dit d/dz, , ..., 8/dz, sont des applications bomnées de H
dans elle-méme). Pour tout point s de S et tout entier positif 7, on
désigne par ¥ I'idéal de H des fonctions qui s’annulent au point s
avec toutes leurs dérivées partielles jusqu’a ’ordre r. Alors, pour tout
disque borné B de H qui absorbe 1,

,05(5) = d(1,59 NEy)

désigne la distance de 1 au sous-espace vectoriel ;J N Ey relativement
3 la jauge de B. On peut alors énoncer le

LEMME 1. — On suppose que le disque borné B contient f ainsi
9
que chaque fonction zP a—fa— pour tout couple («,B) de multi-indices
z
tels que || <r, |B| <r ; alors pour tout point s de S, on a :

1£ )1, 85(s) 8 (s) < e

Démonstration, — On part de la relation :
-1
d(r-fie-s++ EL 0 o gy) = EX e gy
r
dans laquelle f . (z— sy désigne l'effet de la forme multilinéaire
9 sur le multivecteur (z — s)! et f*D . (z — 5)" est la forme linéaire
¢ > ,z—s,...,z—5). On en déduit :

1y
f—f’-(Z—s)+---+-(7'—)—f"’-(2—s)’=f(s)+g, (1)

oll g appartient a 3 puisque g(s) = 0 et que f (r* . (z — )" sannule
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en s avec toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre r — 1. D’autre part le
premier membre de (1) appartient a Eg et il en est de méme de g. Par
Hahn-Banach, il existe, pour tout point s de S, une forme linéaire Su

by

de norme inférieure a 1 sur Eg, nulle sur ;I NE, et telle que :
(1) = ,8,(s)
En appliquant ‘u aux deux membres de (1), il vient :
=1
r

W~ @ =D+ T (D - 5 ) = £9) (D) . (2)

Majorons le premier membre : chaque f . (z - s) est lasomme de

9
n' termes (z — s) ou |a| =j, et chaque (z — s) a—fest lui-méme
z¢

aa

b
la somme de 2”7 termes (— 1)'"’I 2857 5% oh o =(B,7) ; comme
z

9
chaque z8s” az—];appartient ad,(s)” vl B, le premier membre de (2)

est majoré par

;, (2n)

5576 ,
soit finalement par e?” 85 (s). On obtient enfin :

()
r <e 2n r B < 2n
1£(s)1,85(5) 85(5) ] S

On déduit du lemme 1 I’énoncé suivant :

COROLLAIRE 1. — On conserve les hypothéses déja faites sur 8.

On considére une sous-algébre unitaire H de © (8) contenantz, , ..., z,
et stable par 3/09z, , ..., 8/dz,. On suppose que & est équivalente a
une fonction &, telle que 1/8, soit I'enveloppe supérieure sur 'ouvert
8 > 0d’une famille | f, | , ou f, appartient a H. Alors, pour tout entier r
et pour tout disque borné B assez grand de H munie de la structure
induite par ©(8), la fonction 87,8, prolongée par O hors de & > 0,

est équivalente a §.

Démonstration. — On choisit € >0 et un entier N tels que £8" <§,
et E&T < §. D’abord, en utilisant la formule intégrale de Cauchy pour
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des polydisques convenables et le fait que 8 soit lipschitzienne, un
argument standard permet de démontrer que les dérivations

0/oz,,...,0/0z,

sont des applications bornées de I'algebre ©(§) dans elle-méme.

Soit alors f une fonction de H telle que | f| §, < 1. La fonction
f appartient a un ensemble borné fixe de H, de sorte que 1’on peut
encore trouver un disque borné fixe de H contenant les fonctions

0
z8 S—J;pour 1BI<r, |la|<r.
z

D’aprés le lemme 1, on a, pour 8(s) > 0, I'inégalité :
1 f(s)],85(s) 85(s) < e?.

Cette inégalité est vérifiée pour chaque fonction f, puisque | f |6, < 1;
en prenant la borne supérieure, on obtient :

(1/8,(s)) ,85(s) 85(s) < e,
soit finalement :
g€~ 2"N(,84(s) 8o (NN < 8(s) ,

et cette inégalité reste vraie quand on remplace B par n’importe quel
disque borné le contenant.

11 reste a prouver l'autre inégalité ; si B est un disque borné de H,
il existe un entier P et une constante strictement positive M tels que
B soit contenu dans le disque borné des fonctions f de H vérifiant :

118" <M.
Il en résulte que la jauge de B est minorée par la scmi-norme
fr UM sup 1F18°Q),
8(5)>0
et :
()= inf (/M sup (11— F(D)] 6"(:») .
reds 5(5)>0
En prenant { = s, il vient aussitot :

,8,5(5) = 1/M8°(s) .

Le corollaire 1 sapplique en particulier si on prend pour H
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Palgebre ©(8") ; en effet, ©(8") contient z,,...,z, et est stable par
0/0z,,...,d/dz, puisque &' est aussi lipschitzienne.

3. Existence de fonctions spectrales et factorisation.

On veut prouver maintenant que 8 appartient a2 A(z ; ©(8").
Rappelons que A(z ; ©(8')) est 'ensemble des fonctions positives ¢
sur C" telles que I'on peut trouver pour tout point s de C* des fonc-
tions u, ,...,%u,, *y, dans O(8") telles que :

n

Z. (Z,' - s,')sui + ‘P(s)syo =1,

i=1
et que, pour un certain entier N, les fonctions 8§(s) Uy, ...,
tz’:(s) ‘u, , Sg(s) ’y, appartiennent & un méme ensemble borné de
O0(8").

En réalité, pour les besoins du calcul symbolique, il n’est pas
nécessaire de construire les ‘u;,...,°u,,°y, pour les points s tels
que ¢(s) = 0, lorsqu’en chaque point s de la frontiére de ’ensemble
9()>0, ona:

lim inf p(¢) = 0 . 3
$—>s
8(g)y>0

Sila condition (3) est vérifiée et si I'on peut trouver les *u, ,...,%, %y,
pour ¢(s) > 0, on peut trouver une fonction ¢, < ¢ ayant les mémes
propriétés qui soit lipschitzienne et telle que |z| ¢, soit bornée. Le
calcul symbolique est alors un morphisme de ©(p,) dans I'algebre.

Ce fait est clair pour qui connait le calcul symbolique ; on peut
également le voir par la méthode suivante, suggérée par L. Waclbroeck :
considérons la fonction ¢, définie par

0,(8) =p(s) si 9(s)>0

v,(s) =1 si p(s) =0
La fonction ¢, est alors spectrale. Puisque le spectre posséde une basc
de fonctions lipschitziennes et contient 50 , on peut trouver une fonc-

tion spectrale ¢, < ¢, qui soit lipschitzienne et telle que |z | ¢, soit
bornée. Il résulte alors de (3) que I'on a également ¢, < ¢ sur '’ensemble
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¢ > 0. De plus, la fonction ¢, obtenue en remplagant ¢, par zéro Ia
ol ¢ = 0, est lipschitzienne et 'ouvert ¢, > 0 est une composante
connexe de I'ouvert ¢; > 0. On a donc un morphisme O(p,) > O(p;)
qui, composé avec le morphisme de ©(p;) dans I'algébre donné par le
calcul symbolique, est le morphisme cherché.

Dans le cas qui nous intéresse, puisque la fonction & est lipschit-
zienne, la condition (3) est automatiquement vérifiée. De plus, sous
les hypotheéses de convexité du lemme 1, on peut remplacer 6 par la
fonction 87,85 qui, si B est un disque borné assez grand de 08"
munie de la structure induite par ©(8), lui est équivalente. On peut
méme remplacer 8 par ,8,, puisque la fonction §, est toujours dans
le spectre.

En fait, toutes ces précautions ne sont pas essentielles. Elles ont
simplement pour but d’éviter 'emploi du lemme fondamental de
L. Waelbroeck qui nécessiterait I’introduction d’un paramétre supplé-
mentaire, ce qui alourdirait encore les notations déja assez compliquées.

Soit donc s tel que §(s) > 0. Il résulte de la définition de ,64(s)
qu’il existe une fonction °y, dans le disque borné 2B, telle que
‘g =1 — ,85(s) °y, appartienne a §J. La seule chose qui reste a dé-
montrer est que 'on puisse écrire :

n
‘g = Z (z; — s) "y,

=1

b

~

ol les Su; sont dans O(8") et, pour un entier N, , les 6N°(s) u; dans
un méme bomé. On va méme montrer que on peut trouver des
familles *u; dans ©(8") avec les bonnes majorations, c’est-a-dire des
familles de 0(8") qui soient §,(s)-tempérées dans ©(8). (Une famllle
°f de ©(8) est 8,(s)-tempérée s’il existe un entier N, tel que 60 ) °f
soit bornée ; cela signifie encore qu’il existe un entier N et une cons-
tante positive M tels que :

53°(s) 8% 1°F1 < M.)

Pour n = 1, ce dernier point résulte assez facilement du lemme de
Schwarz appliqué 2 un disque convenable. Pour n > 1, on doit faire
appel 3 I'énoncé de factorisation suivant :
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THEOREME 2. — On fait sur 8, 8' I'hypothése de convexité (3€).
Alors, si on considére pour 8(s) > 0 une fonction *f de ©(8') nulle en

s, telle que la famille °f soit §(s)-tempérée dans ©(8), alors *f s’écrit
n

Y. (z; — s) %u;, ou les *u; sont dans ©(8') et la famille u, est
i1

8, (s)-tempérée dans ©(9).

Pour démontrer le théoréme, on se raméne d’abord au cas ou °f
sannule au point s, avec toutes ses dérivées jusqu’a lordre r, si r
désigne un entier arbitraire donné. Pour cela, on écrit, comme dans
la démonstration du lemme 1 :

- @)+ (=1 -5 =5g.

La fonction g a la propriété souhaitée ; d’autre part les composantes
de 5f',...,5f") sont dans ©(8') et 8, (s)-tempérées dans O(8).

Il reste a prouver la décomposition de °f lorsque °f s’annule au
point s avec toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre r. Pour cela, nous uti-
lisons le procédé de diagram-chasing, imitant une idée de B. Malgrange
[7], reprise par L. Hormander [S] et, dans un contexte plus proche
du notre, par I. Cnop [2]. Pour tout point s de C" tel que 8(s) > 0,
soit °d une fonction positive semi-continue inférieurement dans I’ouvert
8' > 0, telle que |z |°d soit bornée. Pour tout couple (m, t) d’entiers
positifs, on note Lfn(“d) Iespace des formes 4 de type (0,m) & coef-
ficients dans A’ C" qui sont de carré intégrable pour une mesure
SdN d)\, ou N est un entier et dA la mesure de Lebesgue de C". Ainsi,
pour tout multi-indice 1 de longueur ¢, I'élément /# de Lﬁn(’d) a une

composante by = ¥' b, ;dz?, o f I Ay y1? *dNd\ < + oo, pour un
7

certain entier N. Comme dans [5], on considére deux opérateurs :
Popérateur non borné 3 de L! (°d) dans L, ,,(°d) et Iopérateur °P
de L' (°d) dans L;,(°d) donné par :

CPr) =(z, —s)h , +- -+ (z,—s,)h

n I,n *

Clairement 00 = PP = 0 ¢t P9 = 3 °P et on peut considérer
le complexe double :

¢0J|

L., (d) L)), Cd)
SP ~ lsP
Ledy 3 UL Cd



76 JEAN PIERRE FERRIER

La méthode consiste a partir de la décomposition triviale :

f=(z, — s)(‘ “f) s)(lz_ 5 *f)

et a améliorer les coefficients pour les rendre holomorphes, a 'aide
du double complexe cité. Comme il faut suivre de prés les majorations,
on doit utiliser une solution explicite de ce dernier. Avec les notations

de I Cnop [2], pour un choix convenable de °d, on définit par
récurrence :

1) une suite croissante (;4)g <, <, telle que Jh appartienne
a L%'"'(°d) et que 3 ‘h soit défini dans LX*?(°d), par les formules :

oh; =T;i_;j5 °f 4)
k+2 . Ei. - E; —
ket = 22 (- DF*? It?l_; (9 ,:h)(i]""’il" >k e2) S
j=

de L. Hormander [S]. Ainsi *Ph =°f, *P, Sh = h et 3 Jh =
puisque L} }1(°d) = 0.

2) une suite décroissante (Jh'), —1>k< o telle que ; ’h' appartien-
ne a LE¥*?(d) et a0 =,,ih—°P, K, enappliquant au second
membre les majorations de L. Hormander [6] pour 'opérateur 9. Si
on pose Su = gh — P Sh', on a a la fois 0 ‘u = 0 et °P°u = °f, Cest-

a-dire :
n

Sf=3 (z; — 5)%; .
il
La seule chose qui reste 2 faire est de choisir °d de fagon que la
construction indiquée soit possible et de prouver que les fonctions
holomorphes ‘u; satisfont les bonnes majorations.

4. Récurrence croissante.

Pour toute fonction fde ©(8'), on considére la fonction 6, définie
dans C" donnée par :

. . 1
#0) = Min(8o(©0, inf, In = £1+3705) ()
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ou, par convention, 1/|f(n)| = 0 si f(n) n’est pas défini, c’est-3-dire
si8'(n) =0.

On vérifie facilement que 6f est lipschitzienne dans le rapport 1,
que 8, < 8, et que |[f]8, <1 et §.(§) =0 pour §'({) =0 ; la fonc-
tion 6, est la plus grande fonction sur C" ayant ces propriétés.

On écrira seulement *8 au lieu de 6sf. Pour démontrer les bonnes

majorations pour les ;h de la récurrence croissante, on prend °d = 5.
On utilise a cet effet un lemme sur les fonctions différentiables
tempérées.

Rappelons que suivant les notations de L. Waelbroeck [8], si k
est un entier positif, on désigne par B, (°8) I'algtbre des fonctions
numériques complexes f qui sont k-fois différentiables dans I'ouvert
%6 > 0 et telles que pour toute dérivation partielle D d’ordre au plus
k, il existe un entier N et une constante positive M tels que

IDf| 8N <M .

Avec la bornologie évidente, B, (°8) est une algébre compléte.

Nous désignons, pour tout entier m tel que m < k, par 9, (°8),
I'idéal de %, (°8) des fonctions qui s'annulent au point s avec toutes
leurs dérivées jusqu’a I'ordre m.

LEMME 2. — On se donne un entier positif k et, pour tout point
s d’une partie S de C", une fonction positive °6 sur C", lipschitzienne
dans le rapport 1 et inférieure a 8 . Soit °f une fonction de (3, , , (°8),
les majorations dans cet espace étant 6,(s)-tempérées ; alors

= - 5/lz - s
est dans , 19, (°8), avec des majorations & (s)-tempérées.
Démonstration. — Tout d’abord, dire que *f vérifie dans ;J, ,, (°8),
Cest-3-dire dans T, ,,(°8) des majorations 8 (s)-tempérées signifie que

pour toute dérivation partielle D d’ordre au plus k£ + 1, on peut
trouver des entiers N, N et une constante positive M avec :

1D *F) )1 8™ @) 8,°() <M, (7
pour tout point s de S et tout point ¢ tel que *6() > 0.
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Nous allons démontrer le lemme 2 en deux étapes ; tout d’abord
nous établissons pour g les inégalités analogues a (7) pour

i¢—s|1=1/2%(@) .

Dans ce cas, puisque la fonction °8 est lipschitzienne dans le rapport 1,
on a encore |[{ — s| = 1/3 *6(¢). En effet, ou bien *6(s) = 2/3 *6 (%)
et c’est alors immédiat, ou bien *§(s) < 2/3 *6(¢) et on écrit alors
198(5) — 8 <1 —sl, dou |§—s1=°8() — 2/3°6(), ce qui
démontre encore I'inégalité souhaitée.

Si maintenant D est une dérivation partielle d’ordre £ au plus, la
fonction D ‘g est une somme de fonctions D,((z; —5;) | z—s ) D, (’f),
ou D, et D, sont des dérivations partielles d’ordres respectifs a et f3
avec o + < k. Nous allons vérifier le fait que la fonction

lz —s|*" D (z; — sp 1z —sI7%)
est 8,(s)>-tempérée dans B(§,), c’est-a-dire une majoration de type :
lz —s1"" D, ((z; — s)lz — 57285 65 () < M' .

Cest une conséquence immédiate du :

LEMME auxiliaire. — Soient o,y des entiers positifs ; pour toute
dérivation partielle D, d’ordre au plus o par rapport a z, la fonction
lz — s1?**? D,((z; — 5) |z — s|17?) appartient a lidéal

(dl (z — 5,2~ 5;%,(8,® 8" .

L’idéal 67 =idl(z -5,z — 5;‘67 (8, ® 8,)) est lidéal de
B, (6,® 6y)engendré parz, — 8, ,...,2, — S, 2y =81 5,2, = S, ,
Cest-a-dire par x, — ¢, ,..., X, — 8, , Yy —Vy,..., YV, —V,, si
z;=x; iy, 5 =84+, La puissance o + 1-¢me B:‘” de 57 est
lidéal de toutes les fonctions

P, — 8, . Xy =ty Vi —Visee s Vg — V)@,

ou P est un polyndme homogene de degré o + 1 et ¢ une fonction
de ‘287(60 ® §,). Sous cette forme, il est immédiat de vérifier que
chaque dérivation partielle d’ordre 1 envoie f)‘,x,” dans f)g_l .

On démontre le lemme auxiliaire par récurrence sur « : si @ =,
la propriété est claire ; on suppose donc le lemme démontré jusqu’a
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I'ordre « et pour tout v. Soit alors Y un élément de 69’“' et choisissons
une dérivation partielle d’ordre 1, par exemple 9/dx, ; on a :
oy

i)
—(z—sI?* Yy =20x, -t Y +lz—s? —>

|Z——-S|2(a t1)+2
ox, 0x,

0
et les fonctions (x; — #,) Y et |z — s|? a—- appartiennent chacune a
X1
62°2
On peut alors démontrer la premiére étape ; utilisant pour
| — s| = 1/2°6(s), 'inégalité |¢ — s| = 1/3 *8(%), il vient :
1D, ((Z; = ) |z = sITH @18 85 () g (5) <3*''M,
de sorte que la fonction D, ((z; — s;) |z — s|™2) vérifie, pour
[ —s1=1/2%(6),

une majoration §,(s)-tempérée dans B(°6). Comme il en est de méme
par hypothése de D,(°f), il en est encore de méme de leur produit,
puis de D(f).

Passons maintenant a la seconde étape. Il s’agit alors de démontrer
pour g des majorations analogues a (7) pour | ¢ — s| < 1/2°8(s) et
de vérifier que g s’annule au point s avec toutes ses dérivées jusqu’a
Pordre kK — 1 (ou plus précisément que ces derni¢res se prolongent

_continiment en des fonctions nulles en s).

Soit donc D une dérivation partielle d’ordre / avec I < k. La
fonction D(°g) est encore une somme de fonctions

h=D,((Z; - 5) |z — 517 D,¢F)

ou D, et D, sont des dérivations partielles d’ordres respectifs a et 8
avec a + =1 Il s'agit de prouver pour *h une majoration &,(s)-
tempérée dans B(°8) pour | ¢ — s| < 1/2 °6(s) sil < ket que *h(s) = O
(ou du moins que °h tend vers zéro au point s) si [ <k — 1.

La formule de Taylor donne :

|§_5|k—ﬁ+l k+1
D, *f) <— 7 A Il
[ (D, ) )] 1_p+ D! In—s|s‘<1I1)/2s6(s) II ()

Or d**! Sf vérifie par hypothése une majoration :
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%+ F ) Il *8N(m) 83°(s) <M .

D’autre part, puisque .|§ — s| < 1/28(s) et |n — 5| < 1/2 6(s), on a
a la fois :
1/2 °8(s) < °8(%) < 3/2 °8(s)

et :
1/2 6 (s) < °8(n) < 3/2 °8(s) ,
d’ou :
8m) > 1/37%() ,
et :

Id**t sF () 1l 8N () 5,°() <3V M,
C’est-a-dire :

1D, F ()1 °8N@) 8 () < BNJ(k — B+ D)D) M 1§ — 5|64

En utilisant la majoration donnée pour D, ((z; — 5;) |z — s|7?)
par le lemme auxiliaire, on obtient pour ‘4 la majoration souhaitée,
les facteurs |z — s| disparaissant pour / < k, puisqu’alors

a+1<k-p+1.

Enfin, pour / < k — 1, on a encore en revanche 4 = 0(|z — s|)
de sorte que & tend vers zéro au point s.

Nous sommes maintenant en mesure de suivre les majorations
des Jh. Puisque 8 < 1/|°f |, la fonction °f appartient & ©(°8) et vérifie
dans ©(°8) des majorations indépendantes de s ; a fortiori, elle vérifie
donc des majorations §,(s)-tempérées dans <, ,,(°6). D’autre part,
comme °f appartient a ;J, elle appartient en fait a },, , (°6). On déduit
du lemme 2 qu’en appliquant les formules (4) ou (5), la méme pro-
priété demeure, a cela prés que I'on perd chaque fois une unité pour r.
Il est évident qu’il en est de méme lorsqu'on applique 9. Par con-
séquent, si r = 2n + 1, on vérifie par récurrence que les composantes
de ;h vérifient des majorations 8 ,(s)-tempérées dans B(°8) ; autrement
dit, il existe des entiers N, , N et une constante positive M telle que:

|31, 198N 8,°() < M ©)

pour 0 < k < n et tout couple I, J de multi-indices.

Finalement, puisque 87" *' est intégrable par rapport a la mesure
de Lebesgue d\ sur C”, on déduit de (8) une majoration de type L?:



FONCTIONS HOLOMORPHES DE PLUSIEURS VARIABLES 81
N ;
(f 15n, 12562 82 an) sy°y < v f 82 an

2 . !
que I'on peut encore écrire, en posant | ,‘;h 12 = E | ,‘ch‘ ] |? et sachant

)
que ‘8 < §,, sous la forme :

(f 1m0 58 an) 8% < M’ . )

5. Récurrence décroissante.

Comme les majorations de L. Hormander pour I'opérateur d né-
cessitent la plurisousharmonicité, nous devons modifier le choix que
nous avons fait pour °d pour redescendre la récurrence. Nous avons
besoin du résultat suivant :

LeMME 3. — On fait les hypothéses de convexité (3€). A toute
fonction f de ©(8"), on peut associer une fonction positive 6, sur C"
vérifiant :

a) — log 5 s est plurisousharmonique sur I'ouvert 8§ > 0,
b) l/5f est 8'-tempérée,
) & r <$é IR

de telle sorte que 1/6 s reste bornée dans ®(8) quand f varie dans un
ensemble borné de O(5).

La conclusion du lemme 3 est équivalente a la proposition sui-
vante : pour tout entier positif N et toute constante positive M, il
existe un entier P et > 0 tels que I’on puisse associer a toute fonction
f de O(8") vérifiant | f| 8N < M, une fonction positive Sf vérifiant a),
b), c) et 8,) n8p.

Démonstration. — Partons d’une fonction f de ©(8') telle que
| f1 8N < M. On peut toujours supposer M assez grand pour que 1/M &N
soit lipschitzienne dans le rapport 1 et inférieure a 6, . De I'inégalité
|f1 1/M 8N < 1, résulte alors Pinégalité 5, > 1/M &".

Comme f appartient 3 ©(8'), il existe aussi un entier N’ et une
constante positive M’ (dépendant en revanche tous les deux de f) tels

7
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que |f1 8™ <M, et de la méme facgon, si on choisit M' assez grand,
il vient 8, > 1/M' "'
Grace a I'hypothése 2), il existe un entier N et €' > 0 tels que
N N;
€81 <8 et €8, ' <&, o —logd) est plurisousharmonique. On

a donc (€'N/M") 8] < &, . Grace a 'hypothése 1), il existe M, > 0

tel que
ENMMYSNN T > 5 (10)

Comme 8] est équivalente a §', 'adhérence K de ’ensemble des points
¢ de C" tels que 8;($) = 1/M, est compacte dans Iouvert §' > 0.
Pour tout point { n’appartenant pas a K, on a :

ENM MY 8 () < 8,0 (an

Griace a I’hypothése 3), il existe € > 0 et un entier strictement

N

positif N, tels que 1/M 8N>¢€8 !, la fonction 8, étant telle que

1/8, soit 'enveloppe supérieure d’une famille | f, |, ou f, appartient a

N

O(8") ; la méme propriété est vérifiée par £/2 611 avec la famille
N, . .

€/2 f,'. Par suite, pour tout point §{ de K, on peut trouver une

fonction f, dans ©(8') vérifiant

N
€21f18,' <1
et :

EIREIEO>T si 8(5)>0,
I£®18,6)>1 si 66 =0

(puisque 6, ne s’annule pas dans 'ouvert 8' > 0).

N
Dans tous les cas, puisque §, > 1M 8N = €6, ! ona

()18, > 1.

Comme 6f est continue, l'inégalité reste vraie dans un voisinage de ¢
et, par compacité, on peut trouver une famille f; , . .. ,fp dans ©(8")
telle que, si g désigne I'enveloppe supérieure de | f; |, ..., pr |, on
ait a la fois :

€/2 gaf‘ <1 (12)
g8(5)8,(5) > 1 pour tout point { de K. (13)
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Considérons alors la fonction :

N'Nj +1

6 = inf (™' M,/M") 8| .8 H .

D’abord — log 6 est plurisousharmonique, puisque — log 5f est 'enve-
loppe superleure de log(EZ'N M /M ) — (N'N} + l)log6 et de
loglfyl,...,log If |. Comme &) est equlvalente a &' et que g ap-
partient a (9(8 ), il est immédiat que 1/8 appartient a2 ®(8"). En fait
6 est équivalente a &', mais avec un entler et un € dépendant de f
De (11) et (13), on déduit que Bf\S Enfin, de (10) et (12),
résulte que 1 /8f est bornée dans V(8), de sorte que la demonstratlon
du lemme 3 est achevée.

On choisit maintenant pour redescendre la récurrence la fonction
5§ = 8 . L’inégalité (9) donne une majoration §,(s)-tempérée de

type L2 pour ;h dans L¥*'(°8), donc dans L¥*!(°6). Démontrons par
récurrence que kh satisfait une majoration & o (s)-tempérée de type
L? dans L’,: *2(58), et supposons pour cela la propriété établie pour
Sh' ..., 5k ; une telle majoration est encore valable pour ‘P ;A
puisqu’en appliquant ‘P, on perd seulement un facteur n 85" 85" (s).
Ainsi il existe des entiers N, , N et une constante positive M tels que

(S 1oh—p o 2 os™an) 8,°(9) <M. (14)

Comme 5(,5h — *P /h") = 0, une majoration classique de L. Hormander
assure l'existence d’une forme ,,$h' dans LE*) (°6) telle que

3, in=5n—Pin
et :

[l eosNstans< [1gn— P posNan (5
Comme *§ < 8o, on peut déduire de (14) et (15) une majoration
8, (s)-tempérée de type L?, pour ,_Sh'. Par suite Jh', puis
Su=gh— °Psh'
vérifient une majoration du méme type, c’est-a-dire :
(S 15u 8% an ) 55°() <M . (16)

Alors, pour s fixe, comme 1/°6 appartient a B(8"), il existe un
entier N’ et € > 0 tels que 6N > ¢€'8'N', de sorte que (16) donne
encore :
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f lul? 8N das M

(ou N' et M' dépendent ici de s). Puisque §' est lipschitzienne et u
holomorphe, on peut déduire de cette majoration de type L? une
majoration uniforme qui démontre que Su appartient 4 ©(§").

Quand s varie, comme 1 /6 reste bornée dans B(8), il existe un
entier P et n > 0 tels que 6 = n&P. On peut donc déduire de (16)
la majoration :

(f ful? 8% dX) 8°() <7 ™M .

Comme § est lipschitzienne, il en résulte une majoration §,(s)-tempérée
dans ©(6).

6. Affaiblissement des hypothéses.

Lesthéorémes 1 et 2 sont également vrais sous ’hypothése (3€")
qui suit, laquelle est un peu plus faible que ’hypothése (¥€) que nous
avons considérée :

2bis) I'ouvert 8’ > 0 est pseudoconvexe.

3) la fonction & est équivalente a une fonction &, telle que
1/8, soit Ienveloppe supérieure sur ouvert §' > 0 d’une famille
| fo| ou f, appartient & ©(8").

La démonstration est exactement la méme sauf en ce qui concerne
le lemme 3 qu’il n’est plus possible d’obtenir. On doit le remplacer
par le résultat plus faible qui suit, lequel suffit néanmoins.

LEMME 3 bis. — On fait les hypothéses (4€) et on garde les no-
tations du n° 3. 1l existe un entier N, et une constante M tels qu'a
tout point s de C" tel que 8(s) > 0, on puisse associer une fonction
positive 6 sur C" vérifiant :

a) — log § est plurisousharmonique dans l'ouvert §' > 0.

b) 1/°6 est &'-tempérée

o ([ 15017 %6 ax) 8,°() < M,
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de facon que 1/°5 reste bornée dans %(8) quand s varie dans I'ouvert
8 > 0 et °f dans un ensemble borné fixe de ©(95).

Il résulte d’abord des calculs faits au n° 4 que lorsque °f varie
dans un ensemble borné fixe de O(§), il existe des entiers N, , N et
une constante positive M’ tels que I'on ait :

1301 8N 65°(s) < M .

11 suffit de choisir pour °d la fonction § elle-méme ou bien d’utiliser
I'inégalité (8).
11 existe, grace a ’hypothese 3), un entier N, ete, > 0 tels que :

N
1/6 <sup [(1/e) fo ' 1,
a

ou les fonctions f appartiennent 4 ©(8"). Puisque la fonction 1/8 est
continue sur 'ouvert §' > 0, il existe une suite g; extraite de la famille

(l/el)f;1 telle que :
1/6 < sup ig 1,
i

et la famille g; ainsi construite est évidemment bornée dans ©(9).

Posons d’autre part :

o°f
§ —_
cp—-Max(l, sup |—5l)-
lal<n 02% )
Chaque fonction ¢ est §'-tempérée et telle que log *§ soit p.s.h. dans

I'ouvert §' > 0. Quand s et °f varient, la famille Sp reste bornée dans
©(5).

Pour s, °f et k fixes, on a Jh = 0(%p) puisque, par construction,
en dehors d’un voisinage de s, la fonction Ak s’exprime comme une
combinaison linéaire avec des coefficients bornés de dérivées partielles
de °f d’ordre au plus n, et que, grice au lemme 2, cette fonction se
prolonge continiment en s.

Considérons, pour tout entier /, la fonction :

S, — : s N\ 2 : 2N : . . 2n+1
$Y = Min ((l/cp) ’(,-"éfz l/if,l) )Mm (1 ,,_inf 1/lz, i)
On vérifie aussitot que — log Y est p.s.h. dans Pouvert §' > 0, que
chaque Y est &'-tempérée et que J¥ rteste dans un ensemble borné
fixe de ®(8). Enfin, on a pour tout n :
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= [ 1P an <+,

par construction de jy, de sorte que, par Beppo-Levi :

; ST — 2 : s
inf 31= S 1 (inf, iv)an,
et :

inf 1< Spi? 6N Min (1 i
tgo' flkhl m( ’irlu,l..f.,n

1/lz, |)2"“ d\

soit finalement :
N
inf §1)8,°(s) <M",
120
ou M’ est une constante fixe. On choisit alors M = M"' + | et [ assez
grand pour que :

N
S18,°(s) <M .

On prend pour °§ la fonction j{ ainsi mise en évidence.

Addenda

1) Sous les hypotheses de convexité (%) et a partir du lemme 3
ci-dessus, 1. Cnop donne dans [2] une démonstration trés élégante du
théoréme 2 s’appuyant sur le calcul symbolique modulo un idéal
complet qui évite les calculs compliqués du lemme 2. I} serait plus
difficile d’employer sa méthode avec les hypothéses de convexité plus
faible (¥€').

2) Toujours, sous les hypothéses de convexité fortes (¥€), il est
possible de déduire le théoréme 1 du théoreme de 1. Cnop ; une dé-
monstration est donnée dans [4].

3) Ayant eu connaissance de cette rédaction, B.A. Taylor m’a
communiqué qu’un énoncé analogue au théoréme | peut étre obtenu
en adaptant la démonstration d’un théoréme qu’il donne dans un
article a paraitre au Pac. J. of Math. Sa méthode est indépendante du
calcul symbolique ; en revanche, elle ne permet pas d’obtenir I’énoncé
de décomposition en (z; — s )u; +--- +(z, — 5,)u, .



FONCTIONS HOLOMORPHES DE PLUSIEURS VARIABLES 87

BIBLIOGRAPHIE

[1] 1. CNop, Un probleme de spectre dans certaines algébres de fonc-
tions holomorphes a croissance tempérée, C.R. Acad. Sc.
Paris, A 270, (1970), 1690-1691.

[2] 1. Cnop, A theorem concerning holomorphic functions with
bounded growth (thesis).

[3] J.P. FerRIER, Séminaire sur les algébres complétes, Springer Lec-
tures Notes, n° 164, (1970).

[4] J.P. FERRIER, Sur la convexité holomorphe et les limites induc-
tives d’algebres O(8) ; C.R. Acad. Sc. Paris. A, (1971).

[S] L. HORMANDER, Generators for some rings of analytic functions,
Bull. Am. Math. Soc., 73, 943-949, (1967).

[6] L. HORMANDER, L? estimates and existence theorems for the o-
operator, Acta Math., 113, 89-152, (1965).

[7] B. MALGRANGE, Sur les systémes différentiels a coefficients cons-
tants ; Coll. Int. du C.N.R.S., 117, (1963), 113-122.

[8] L. WAELBROECK, Etude spectrale des algébres complétes, Mém. CI.
Sc. Acad. Roy. Belg., 31, fasc. 7, (1960).

[9] L. WAELBROECK, Lectures in spectral theory, Dep. Math. Univ.
Yale, (1963).

Manuscrit recu le 22 février 1971
accepté par G. Choquet

J.P. FERRIER
Service de Mathématique
Université de Nancy
54 — Nancy



