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APPROXIMATION
DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES
SUR CERTAINS ESPACES DE BANACH

par Nicole MOULIS

0. Introduction.

E étant un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie, Q un ouvert de E le sujet de cette étude est 'appro-
ximation de fonctions de classe C*¥ définies sur Q & valeurs
dans un espace de Banach F, par des fonctions de classe C*.

Dans un article paru au « Journal of Mechanics » « An
approximate Morse-Sard Theorem » [6]. J. Eells et J. MacAlpin
montrent que s1 X et Y sont deux variétés paracompactes
de classe C* modelées sur E, toute application continue de
X dans Y peut étre approchée au sens de la CO-topologie
fine par une application de classe C* qui est une application
de Sard (I’ensemble des valeurs critiques est maigre). Ce résul-
tat a pour corollaire: soit B une sous-variété fermée de Y,
toute application continue de X dans Y peut étre approchée
au sens de la CO-topologie fine par une application de classe C”
transversale & B. Les seuls autres théorémes de transversa-
lités connus pour les variétés de dimension infinie sont dus a
S. Smale [13] et F. Quinn [12] et concernent les applications
Fredholm.

Ces résultats sont généralisés de la maniére suivante:

Dans le paragraphe 1, nous démontrons que I’ensemble des
applications de classe C* de Q dans F est dense dans I’en-
semble des applications de classe C2*! muni de la C*-topo-
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logie fine. 51 E est de dimension finie, un théoréme plus fort
est vrai et bien connu; mais sa démonstration utilise le produit
de convolution, donc une mesure de Lebesgue sur E.

f étant une fonction donnée de classe C*~1 définie sur Q,
nous construisons explicitement une fonction g de classe C”
qui est une C*-approximation de f. La construction se fait
en deux étapes: a 'aide du théoréme connu en dimension
finie, et en utilisant I'existence d’une suite de sous-espaces de
dimension finie de E - dont I'a réunion est dense dans E, nous
définissons:-une fonction g de classe C* qui est une CF1-
approximation de [ et telle que D*g « ne différe pas trop »
de D*f. Puis, ce lemme est utilisé localement pour, grace a
certaines partitions de I'unité construire la fonction g.

Pour clarifier 'exposé, nous avons d’abord fait la démons-
tration pour k = 1. Elle se généralise, alors, au cas ou Q
est un ouvert de ¢, oud’un espace [,: si a estla classe d’une
norme sur I’espace [2], nous démontrons que I’ensemble des
applications de classe C* de Q dans F est dense dans
I’ensemble des applications de classe C' de Q dans F, muni
de la C!-topologie fine.

Dans le paragraphe 11, nous donnons quelques applications
des théorémes du paragraphe I qui permettent de ramener
I’étude des variétés hilbertiennes de classe C* a celle des varié-
tés de classe C* (les seules pour lesquelles des théorémes
soient connus d’aprés [9] et [5]). Ces théorémes sont démon-
trés par des méthodes « classiques » [11].

Dans le paragraphe 111, nous approfondissons 1’étude des
fonctions construites au paragraphe I. Dans le cas d’une C!-
approximation, la fonction g s’obtient par recollement de
fonctions trés voisines de fonctions linéaires (qui sont des
fonctions de Sard). L’étude précise de Dg montre que, dans
le cas ou Q est un ouvert d’un espace de Hilbert, ’ensemble
des applications de Sard, de classe C* de Q dans F est
dense dans I’ensemble des applications de classe C!, muni de
la C-topologie fine.

Nous en déduisons que si M et N sont deux variétés de
classe C® modelées sur E, N; une sous-variété de N Den-
semble des applications de classe C® de M dans N trans-
versales 8 N; est dense dans I’ensemble des applications de
classe C* muni de la C!-topologie fine.
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1. Lissage de fonctions définies
sur certains espaces de Banach.

Dans tout ce paragraphe, E* désignera un des espaces de
Banach suivant:

l,: espace des suites de nombres réels {z,} tels que la série

Y |xz,|P soit convergente; p entier supérieur ou égal a 2.
n€N

Co: espace des suites de nombres réels {z,} tels que

lim z, = 0.

n>x
Nous supposerons E* muni d’une norme de classe C* sur le
complémentaire de I'origine dans E* D’apres [2] les espaces
¢, et l,, admettent une norme de classe C* équivalente a la
norme usuelle. Les espaces l,,,; admettent une norme de
classe C?».

A. TutoriME 1. — Soit Q un ouvert de E*, F un espace
de Banach. L’ensemble des applications de classe C* de Q
dans F est dense dans U'ensemble des applications de classe C!
de Q dans F muni de la C'-topologie fine. (Cet ensemble est
noté C(Q, F).)

Pour démontrer le théoréme 1 nous démontrons tout d’abord
un lemme fondamental qui sera utilisé comme lemme local
dans la suite.

A,. Lemme ronpaMENTAL 1. — Soit f wune application
de classe C1 définie sur une boule B, centrée a U'origine de E*
a valeurs dans F. Soit B, wune boule centrée a Uorigine de
E*, B,<B, et n un nombre positif tel que: sup |Df(z) < 7.

ZE€Bo

Soit ¢ un nombre positif arbitraire. Il existe 2 constantes A,
et A, et une fonction g de classe C* définie sur B, d valeurs
dans F telles que:

sup |f(z) — g(@)] <% et sup |Digla)] < n7

Démonstration du lemme fondamental. — Soit (e,) (neN)
la base canonique de E* (e, estlasuite {x;} telle que 25 =0
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si p#nax=1); notons E,, Despace engendré par les e,
1<p< ), n, la projection sur E, parallélement a
Pespace E” engendré parles e, (p > n). Posons E* = U E..

n€N
E* est un sous-espace vectoriel de E. Nous munissons E~

de la norme induite par celle de E. Cette somme induit sur
chaque E, une norme équivalente a4 la norme euclidienne
notée | |,

E* est un sous-espace vectoriel normé dense dans E, non
complet.

La construction de la fonction g se fait en deux parties:

1° Nous construisons une fonction f sur E* telle que la
restriction de f a4 E, soit de classe C* (quel que soit n) et
telle que f soit « proche de f ».

20 Nous construisons une application différentiable ¥ de E
sur E® telle que |z — ¥(z)| < r. La fonction g est ainsi
définie

10 Construction de f.
Soit ¢ une fonction de classe C* définie sur R et & valeurs
dans R telle que:

o) =1 s |q<%

o) =0 si  |f > 1

¢ est décroissante.
@
1 g
1--

[ o
-

]
_
o
-

Considérons la fonction f, (définie sur E) par

(@lyl.) dy; c—} o(lyl.) dy.
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Nous avons choisi la constante a, telle que

sup [£.(x) — f(z) < = et sup_ |Dfa) — Dffell < k-

z€E,N B, z€E,NB,

[ %]

La fonction f,, est de classe C!, mais la restriction a E, de f,,
est de classe C~.

Posons o, = f(e)-
Supposons définie par récurrence sur E,_; la fonction f,_;.
Posons :

fu(z) = fn(x) + fa-a(ma (@) — fn("‘u—l(x))-
Par récurrence on vérifie que:

(1) La restriction & E, de f, est de classe C*, f, coincide
avec f,., sur E,_,.

(i) sup |Ful@) — f(@)] < 2e <1 _ _21_>

Tz€E,NB,

(iti) sup |DF.(x) — Df(a)| < 21 <1 -4 )

z€E,NB,

Nous pouvons done poser f=1Lmf,;f vérifie les propriétés
survantes.

(1) La restriction de f a tout sous-espace E, est de classe C*

(i) sup (@) —fl@) < 2e.

x

(@) sup |Df(x) — Df(z) < 2u.

zeB,N

20 Construction de Uapplication Y.

Cette construction varie suivant la nature de I’espace E*
considéré.

a) E* est un espace 1,

Soit z un point de E*: z = Y =z.e,.

EA
Posons yx,(z) =1 — ¢ [‘>" : ] (p est la fonction dont le

rP

graphe est représenté sur la figure 1).
-1
Xa(2) =0 s1 (2 lxil")l“’ <Srx2°;
izZn
wz) =1 s (2 ]xilp)”" > r.
i>n
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Posons
V(@) = ta(@)T,  ¥(@) = 3 da(@)en
b) E* est Uespace c,.
Considérons la fonction ¢ définie sur R, & valeurs dans R
dont le graphe est représenté sur la figure 2:
¢ est de classe C~,
¢ est croissante au sens large,

b(—t) = — (1),
si |1 < %q)(t) —0, si | >rot) =t
()] < 4
Posons ¥ (zy, 25, ..., @,.. L)
v(n
c
-r 2

Fic. 2.

Dans chacun des cas a) et b) ’application ¥ a les propriétés
suivantes :

(1) ¥ est une application de E* sur E*.
En outre quel que soit =z dans E# il existe un entier n(x)
et un voisinage U, de z dans E tels que: ¥(U,)<E,y,.

(1t) L'application ¥ de E* dans E* est de classe C*.

Au voisinage de x, l'application ¥ est une application de
U, dans E,, dont chacune des composantes (considérée
comme application de U, dans R est de classe C%*), ¥ est
de classe C=*
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(tit) Il existe une constante C; telle que |D¥ ()| <-G,.
Démonstration dans le cas a) d'un espace 1

-
D¥,(z) = Dy.(z)z, + xa(z)en

(¢t est le vecteur dual de e,: ef.h = h,, h, composante de
h suivant e,). Posons yiz)=1-—¢ [2 |xi|P].

izn
DX%(x) = —p Z (Gi)Pxf—le?(P’ [ Z Ixilp] c; = signe de z,.
i>n i>n
Désignons par | |* la norme dans le dual de [,: [, (q= p_ p 1)
Y (o;)Paftff = ( 3 [xilq(l’—l))llq
izn izn
p=1
= (E |-"3i|p> P
izn

En tout point z tel que |z| > 1, Dyi(z) = 0 quel que soit =z,
IDxi{@)l < psupfe’(2).

Or y.(z) = <i>

r
Drafa) = - D ()

r

Il existe une constante M,, indépendante de r telle que:

DX, ()| <
D¥(z).h = 3 Dy.(z).hz.e, + X xa(@)hren
n€N n€EN
ID¥(a). k| < erﬂ‘ 3w+ 1A
nRzno

ol n, est le plus petit entier tel que ( > |x,,|”)1"’ <

n>ng
[D¥(z).h| < (My + 1)|A|.
Il suffit de poser C;, =M, + 1.
Démonstration dans le cas b) de Uespace c,.

Soit h = (hy, ..., by, ...) un élément de c,.

D' (2).h = (¢ (21)ha, ' (@2)hay < - vy O/ (@), - - .)
|DY¥(2)] < sup |¥'(z)] < 4
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Nous pouvons poser

Cl - 4.
() |z — ¥(z)| < r

a) Cas ot E est un espace [,:

z— ¥ = 3 a(l — gla)e,

nZng
I.’E - ‘P‘(x)l < 2 Z,6,

n>=ng

<r

b) Cas ou E est I'espace ¢,:
|x - lF(.’D)l < sup Ixn - "p(xn)l
< r  pardéfinition de ¢.
3° Définition et propriétés de g.
Posons  g(z) = f(¥(z)).

(1) g est de classe C* (car g est composée d’applications

de classe C®).

(1t) Il existe une constante A, telle que: sup |f(z) — g(z)| < %oe
ZTEBo

(@) = f(¥(@) + [ Df(¥(x) + tlx — ¥(@)). (¢ — ¥(a)) di
f(2) — g(2) = f(¥(2)) — f(¥(z))
+ [ Df(¥(a) + tla — ¥(2)).(z — ¥(a)) dt
Or ig£|Df(x)| <9 et |z— @) <.
If(z) — g(®)] < 3e + nr < 4e.

(11i) Il ewiste une constante %, telle que: sup|Dg(z) < Ay
T€Bo

Dg(x) = Df(¥(x)) X D¥(a)
|Dg()] < 39 X G,

Le lemme fondamental 1 est démontré.

A,. Fin de la démonstration du théoréme 1. — Soit ¢(z) une
fonction continue définie sur Q, a valeurs dans R, stricte-
ment positive. f étant une fonction de classe C! définie sur
Q, a valeurs dans F, nous allons montrer qu’il existe dans
€,(Q, F) une c-approximation de f, g de classe C* c’est-
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a-dire une fonction g telle que, quel que soit z:
F (@) — &)l < <(z)
|Df (z) — Dg(z)| < (=)

Dans toute la suite la norme considérée sur E* sera supposée
de classe C* (dans le cas de 'espace ¢, cette norme n’est pas
celle considérée d’ordinaire, mais celle définie dans [2]).

Définition d’un recouvrement dénombrable de Q.

LemMmE 2. — Quel que soit & point de Q, il existe une boule
B'(z) de centre x et de rayon o'(x) contenue dans Q telle

que:
@) sup |e(y) — e(y) < inf Z2

@, ¥V EB' @) zem(@ 2
b) ~sup |Df(y) — Df(y’)] < inf «(3)
¥, ¥Y)EB'(2) zZE€B'(x)
. B ' S 4 C)
c) si B(x)nB'(y) # ¢ — < S5-L < 4
) si Bl@)nBy) # 6 7 < &7
d) sup p'(z) < 2.
z€Q
Démonstration du lemme 2. — Considérons I’ensemble &(x)

des nombres positifs o(z) tels que la boule B(x) de centre z
et de rayon p(z) soit contenue dans Q, et que dans cette
boule les propriétés a) et b) du lemme 2 soient vérifiées. &(z)
n’est pas vide. Soit gy(x) la borne supérieure de &(x). Pour
chaque =z, choisissons un nombre positif 3(z) vérifiant:

0 < = eala) < B(a) < pola):

Posons

o) = P, oa) = inf (5(a), 2).

Sur la boule B’(z) de centre z et de rayon p’(z) les propriétés
a), b), d) sont trivialement vérifiées.

Vérification de la propriété c).

Supposons

B(z)nB'(y) #¢ et o'(z) > o'(y).
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Deux cas peuvent se produire

1o o'(2) = ¢'(y) = 2

p'(z) -1
°'(y)
La propriété est alors vérifiée. _ ,
202 > o'(z) > p'(y). Dans ce cas f—x) > M
Majorons =~ :
B(y)
o —yl < ¢'(a) + ¢'ly) < 2¢'() < BT
La boule B (y, 5(;)>, de centre y et de rayon 5—%”—); est conte-
nue dans la boule B(z, g(z)) de centre z et de rayon §(z).
Donc ﬂ;—) e 8(y).
8(@)

5 < eoly) < 2(y);  Bla) < 4B(y); e'(2) < 4e'(y)-

Dans les deux cas possibles p'(z) < 4p’(y) ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Posons p(z) = %

U B@, ¢@) = 0.

z€Q

De ce recouvrement, nous pouvons extraire un recouvrement
dénombrable par des boules B, de centre a, et de rayon o,
(neN). Nous désignerons par B, la boule de centre a, et de
rayon g, = 2p,.

Posons ¢, = ¢(a,).

Construction d’une fonction g de classe C*, « proche de f».
Considérons les fonctions ¢, définies sur E* par:

Pu(e) = @ (M>

Pn
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¢, est de classe C* égale a 1 sur B,, 0 en dehors de B,.
Considérons les fonctions linéaires [,:

L) = f(ai) + Df(a,).(@ — a,) sup |Dly(r) — Df(z)| < <,
A la fonction (f —1,) nous pouvons appliquer, sur B;, le

lemme fondamental 1. Il existe pour chaque n une fonction 3,
de classe C* telle que:

sup |f(z) — L(z) — 3,(2)] < 27"eqps

TEBn

sup | Df(x) — Diy(z) — D3,(a)| < Ae,

T€B

(A est une constante indépendante de n).
Posons  f,(z) = 8,(x) + L(x).
f.(z) est une fonction de classe C* telle que:

(i) sup |fu(@) — f(@)] < 27e,p,

ZTE€Bn

(ii) sup |Df,(x) — Df (@) < Are,.
Z€Bn
Nous définissons une suite de fonctions g, par:

gn=f—l-<91(fx—f)-l-%(i—%)(fz—f)-l-~-- _
+(Pn(1 "“CP,._l) (1'—'(?1)(fn_f)

Propriétés de la suite {g,}.

[Py] La suite {g,} se stabilise.

Soit 1 < p < n; en tout point z de B,

g() = g(2) = f(@) + e1(@)(ful®) — f(z)) + ---
+ (1 — #pa(@))(1 — #p2(2)) . . . (1 — 02(2))(Fi(2) — f(2))-

Les boules B,(ne N) recouvrent tout I’espace. Dans un voisi-

nage de tout point z,, a partir d'un certain rang, la suite
{g.(z)} est constante.

[Py] Sur B,, g, est de classe C%.

Posons, par récurrence sur 'entier p(2 < p < n), la récur-
rence se faisant suivant les valeurs décroissantes de p:

hyy = (Pp(fp -+ 10— '\%)hg; hy = 0.
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Par récurrence, on démontre que la fonction g, s’exprime de la
maniére suivante

8n =f—|" <PI(IT‘I . f) + -+ (Pp—l(i - ch—2)- ..
(L= 9){for1 — )+ (L =o)L —9ps). . . (1 — 1)Rps.
h::—] :(Pn(fn~f)’ gn:h’:—i’f’

Sur B,, A2_, + f est de classe C*
Par récurrence sur B,g, = h} 4 f est de classe C=*

[Ps] Il existe une constante .
(Ao 1ndépendante de n) telle que:

sup |g,(z) — f()] < Meea.
Supposons, par induction sur p démontré que:

" 2¢,
sup |hp(@)l < ooy X ben

hp-y = q’p(fp —f) + (1 — 9,k
— st B,nB,=¢g, sur B, la fonction ¢, est nulle

p-1(2) = hy(z)

— s1 B,nB, # @;
sup |fy(@) — f(a)] < 2e, X 27 X 4o,
B,

’

z€BpNB,

(car e, < 2¢,; p, < 4p,)

Par récurrence sur p sachant que h}= g,
sup | g,(z) — f(z)] < 2770,
z€B,

comme p, < 1, [P3] est démontrée.

[P,] Il existe une constante \; indépendante de n telle que:
sup | Dg,(2) — Df(z)] < M,

Posons par récurrence sur p, pour les valeurs décroissantes de
p:
hy-s = ¢4(Df, — Df) + (1 — @ )hiy5 k=0

Dg, — D= + 3 (1 — o) ... (1 — g,)De(f, — ) — B3]
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D’aprés la propriété (ii) de f, le méme raisonnement que pré-
cédemment montre qu’il existe une constante k' telle que
sup |h"(z)| < 2k'e,
ZEB,
D’autre part:
sup |hy(x)] < 27P¢, X 4o,

ZEB,
sup_[fy(@) — (&) — W@ < 27[egey + ¢ X oy,

Z€B,NBp

La différentielle de la fonction norme ayant, dans ’espace dual

une norme majorée par une constante C; d’apres la défini-
tion de o,

4C
| De,|* < o

S P
sup 11— g2).--(1 — 9,0)Dey(fy — f — k)] < 27 x 20Cs,,
z€B,NB,
Sommons sur l'indice p, remarquons que, si un point de z
n’appartient pas & B,, en ce point Dg,(x) =0 et le terme
correspondant de la série est nul; nous obtenons:

n

5 (1= %)t = 0)De, — [ — 1)

p=1

|
< 40Ce,.

La propriété [P,] est donc démontrée.
Posons g = lim g,.

n>w

Pour tout élément x de Q, posons:
n(z) = inf {n; z < B,}.

Il existe un voisinage de =z, V(z) tel que V(z)=B,, sur
V(z),
g(.’l)) = gn(.t)(x)‘

Des propriétés P,, P;, P,, nous déduisons respectivement les
propriétés P,, P;, P,
[P;]g est de classe C*
[Ps] sup |8(2) — f(2)] < hoz(2)
z€
[Pa] sup |Dg(x) — Df(x)| < ne()

ol 2, et A, sont deux constantes.
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La fonction ¢ pouvant étre choisie arbitrairement proche
de 0, le théoréme 1 est démontré.

B. TutoriME 2. — Dans toute cette partie B), E désignera
un espace de Hilbert séparable de dimension infinie.

Soit Q un ouvert d’un espace de Hilbert séparable E de
dimension infinie et F un espace de Banach. L’ensemble des
applications de classe C* de Q dans F est dense dans Uen-
semble des applications de classe C**1 muni de la Ck-topologie
fine (cet ensemble est noté Cj_, (Q, F)).

Remarque. — D’apres [14], sur 'espace ¢, 1l est impossible
d’approcher au sens de la C2-topologie fine toute fonction de
classe (C? par une fonction de classe C=.

B,. LEMME FONDAMENTAL 2. — Soit [ une application de
classe C**1 de E dans F. Soit B, une boule centrée a
Porigine de E, et n un nombre positif tel que sup |D**71f(x)|< .

TE€Bo

Soit & un nombre positif arbitraire. Posons r= —. I

N
existe (k 4 1) constantes ¥, (0 < i < k) et une fonction g
de classe C* définie sur E et a valeurs dans F telle que:

0 <i<k—1 sup|Df(z) — Dig(z)| < nerk1—i
TE€Bo v

sup | D¥g(a)] < Aen.
Z€Bo

La construction est une généralisation de celle faite pour
démontrer le lemme fondamental 1.

Nous construisons une fonction f sur E* telle que la restric-
tionde f & E, soit de classe C” et telle que f soit « proche »
de f.

Par le méme procédé, nous construisons des applications
L' de E~ dans 4{E, F) (espace des applications i-multili-
néaires symétriques de E dans F). Les applications L/
sont de classe C* et « proches » de D pour 1 <1 < k — 1.
La fonction ¥ étant celle construite précédemment la fonc-
tion g est ainsi définie:

go) =F(¥@) + 3 < L(¥(@). (= — V().

1<i<k—1 1
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10 Construction de f etde L1l <1 < k—1).

Dans tout ce qui suit, nous conviendrons d’identifier la
différentielle d’ordre 0 d’une fonction avec la fonction elle-
méme. Notons ¢ la fonction dont le graphe est représenté
sur la figure 1 et posons:

ou ¢= ./1;. o(lyl,) dy et ou b, est une constante telle que:

. k—1—i
0<i<k—1 sup |Dfia) — Dfa)l < ¢
ZEE,NBo
2k —1>j>k sup |Df(z) — Dif(a) <
z€F,NBo

L’existence de la constante b, est une conséquence des pro-
priétés du produit de convolution; nous avons:

1<i<k Dz '‘f(z — y)o(balyl,) dy

La fonction f, est de classe Cz"—l, mais les restrictions a

E, des applications f, Dif, (1 < i < k) sont de classe C=.
Soit e, l'origine de F. Posons

fo = f(eo) L; = Dif(e,).

Supposons définies sur E,,_1 les fonctions f,.; et Li.
Posons

?,,(27) f "I’I + ?n-— n—1 x)) - fn(nn—l(x)),
— Df,(2) + Lics(maa(2) — Df (s (@)):

Lemume 1. — Les fonctions f, et Li vérifient les propriétés
suivantes :

() sup IFulo) — flo)] < 22 (1 = 55 ),

" 1 k—1—i
(1) 1<i<k—1§€1;p|L;',(x)—D‘f(x)|<2s<1——2—;>" ;
(i) sup|Li(z) — DHf(a)| < 27 (1 — zi)

(i) la restriction @ E, de Li et de [, est de classe C=,
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(¢) fa coincide avec f,, sur E,.,, Li coincide avec Li_,
sur En-—l". J - o B
Démontrons ces propriétés par récurrence. Elles sont
vraies 4 'ordre 0 puisque E; = {¢,}. A l’ordre n, nous avons

Fu(@) — (@) = fofa) — [(@) + Fas(maa (@) = Flmaes(®))
— (Fumaea(2)) — f(-a(a))

A 1 1
< ar"1<2" +2<1—2—n_—1>+—27>
< erk1 <1 ——21—"—>

Les propriétés (iz) et (izz) se vérifient de méme que (i). La
restriction & E, de f, et Dif, étant de classe C=, il en est
de méme pour f, et Li. La propriété (¢) est triviale et nous
pouvons poser: [ = limf,, L' = lim Li.

Les fonctions f et L' vérifient les propriétés suivantes :

(@) [f(@) — f(@)] < 2er*,

() 1 < v < k— 1|Li(z) — Dif(z)| < 2erk1—,

(iii) |L¥@) — DHf(a)] < 2,

(i) La restriction & tout sous-espace E, de f et de L
est de classe C~.

20 Construction de Uapplication ¥.
Soit z = Y, =, un point de E.

Posons "N
DEAN
(@) =1—0 [—;——( T ) ]
1 _1
() =0 si ( xf,)z <rX 2%
Pon
1
Yi(z) =1 s1 (pzn a:f,) R
Posons '
$a(®) = Xa(@) 20,y
¥(z) = 3 du(x)e,

De méme que dans la partie A; (cas d’un espace l,) I'appli-
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cation ¥ vérifie les propriétés suivantes : a), b), c) (les démons-
trations sont identiques a celles faites précédemment).
a) L'application ¥ est une application de E dans E°°
b) L’apphcatwn Y est de classe C=.
Quel que soit z 1l existe un entier n(x) et un voisinage U,
de x dans E tels que ¥(U,)<E,y,.
¢) Il existe une constante C, telle que |D'W¥(z) < C,.
d) Il existe des constantes C; telles que |D'¥(z)] < Crt—.

Démonstration de d).
D,(z) = Diy,(2)z, + Dly,(2) X (id.e,).
Plus explicitement :

DY,(2). (L, ..., K) = Dig,(a). (K, ..., k), |
+ Y Dty (a). (k. R ) (B e,

1<j<i

D¥(2).(RY, ..., k) = 3 Diy(a).(k, ..., k)ze,

nZ=ne

+ 3 S D) (B o B B (R e,

1<j<inZne

(n., désigne le plus petit entier tel que Y a2 < r“‘)
n=>n,
S e,

DY (@). (R, ..., K)| < sup Dy, (@[] ||| §
+ Z Ih’lSUPID‘ a(@)] R -l_h’l---lhil-

n>ng

Or (voir appendice Bj) 1l existe des constantes b; telles que:
. b, . b_
IDYn(@)] < =5 [Da(@)] < S50
| D% (z)| < (b; 4 1by—y)r*
e) lx — ¥(z)| < r.
z—¥(z) = ¥ z(l — x(@)en

Remarque. — S1 x est dans B, alors ¥(z) est dans B,.
30 Définition et propriétés de g.
Posons

go) =T(¥(@) + 3 = L(¥(@).(z — ¥(@)
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Propriétés de la fonction g.

a) g est de classe C~.

Pour tout point -z de E, il existe un voisinage U, de =z
et un entier n(z) tel que ¥ (U,)<E,,. Soit y un point de

z

gy) = FuolP) + 3~ L)y — (o)

1<i<k—1

L’application | g, composée d’applications de classe C* est
de classe C-~.

b) Il existe une constante A, telle que

sup |f(z) — g(x)| < Ager*.
ZE€Bo

Démonstration.

fla) = f(¥@) + 3 7 DA(¥().(o — ¥(a) |
o1 | ¥ @) + o — ¥(@). (o — ¥l de

f@) — g@) = f(¥(@) = F(¥@) + 3 77 [DF¥(E)

1<i<k—1 L+

— L(¥(@).(e — ¥(@)] + 57 [ ¥
+ t(z — ‘P‘(x1))) e I ¥ (z))* dt.
sup [f(a) — gla)] < 3ert R w4 gyt

0<i<k—1
Or yr* = er*1. Posons A, = 3e. La propriété b) est démon-
trée.

c¢) Il existe une constante A, telle que

sup |Dif(z) — Dig(z)] < Arert2.
Z€Bo
Dans la suite de cet exposé (paragraphes ¢) et d)), x étant
un point de E, pour simplifier les notations lorsque aucune
confusion ne sera possible, nous poserons ¥ (z) = z.
Tous les calculs seront supposés faits dans un voisinage U,
d’un point z, tel qu’il existe un entier n vérifiant ¥(U, )< E,.

Etant donnée une fonction 6 définie sur E a valeurs dans
un espace de Banach, nous noterons, si elles existent, par D6,
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la différentielle d’ordre j de la restriction & E, de 0, par D6,
la différentielle d’ordre j de 6. En tout point z de E D/6(x)
est une forme j-multilinéaire et s1 D/6(z) existe:

Di0(z). (R, ..., h) = DIO(@).(m,(hY), ..., m(h))).

Etant une forme j-multilinéaire F/ nous noterons F/ o x{
la forme j-multilinéaire :

Fiond (R, ..., b) = F.(m,(RY), ..., =(k));
T DY(0  w,)(@) = Dif(m,(a)).

Avec ces notations D!(0 o ¥)(2) = D}i0(z). D'¥(=).
1

Dige) = | 3, gy L — 9
+ [(0F(@ — 126 + 2 (DiL(z) — Loaga). E
1[k-1(5). (& ) 1
+ D L,, (Z) -‘(k—_i—'J D IF
1

Df (z) =

r D'f(2).(z — 2)"*

1<ie—1 (0 — 1)!

+ j;l (k——lT)_' D¥f(z + t(x — z)).(x — z)*1 dt.

Retranchons ces deux égalités membre & membre. De méme
que précédemment la différence des premiers termes est majorée
par 2eer*2.

D’autre part:

sup

Z€Bo
[z—z|<Tr

‘J;’l @'?11_)! D"f(z + t(a: — z)) -(.’E . Z)k—l

_ gk rk—2

sy e iy

L’existence de la constante A, sera donc une conséquence
du lemme suivant:

<

LEMME ¢.
ID¥fw(y) — Li(y) o 7P| < 2e+-2
|DiLi(y) — Li™(y) o =3 < 2ertr
|DILE(y)| < 24.
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(Nous rappelons la convention d’écriture suivante):
Li7 (y) o =P (hyy - . oy hiyy) = LIt (y) . (7u(hy), gy - . oy hisq).

Démonstration. — Nous la faisons dans le cas général pour
¢ quelconque; elle s’applique au cas ¢ = 0 grace 4 la conven-

tion Lg=Ff,.
Par définition :
= D f ) + Liy(x — Dif(x
D,I.L;',(y D'*‘f a(Y) ° W“’ + D‘-an— ( Tu1(y)) © th.‘lx
. Di+lfn Tp-1 ) ° 7‘;1—)17
DiLi(y) — Lit(y) o =¥ = Di_ Li_;(m,-1(y))
— Liri(mana(y)) o 72y + DHf (m, i (y))
— Liti(ma-a(y)) o (70 — =i2,).
Pour n = 0 la différence est nulle. Par induction nous trou-
vons :

DiLi(y) — Lifi(y) o = 3 [DHf . (m,(y))

0<p<n—1 )
~ Ll o = o)
(D1 f 1 — L) (ry(y)) = (D f 1y — D] )(x,
+ (Df, — L J)(vrp-l(y)).
Par définition de f,
; ; Qerk1—
]D‘+1fp+1 _ Dt+lfpl < 52_’_,_1_,

Nous pouvons calculer de méme:

DILE(y) o 7® = Difu(y) o n® + 8 (D*f,oa(m,ma(y))

1<pP<n—1

_Dfp Tp-1 ))°“;1)1

IDILE ()] < 5(1 n i) vy 2o

2" 1<pan—1 2P71

Le lemme ¢; est donc démontré.
Fin de la démonstration de la propriété c).

sup | ¥ (DI — L) B
©€Bo  |0<i<kh—2 l.
je—z|<N -
+ DILE(z) .____<f("k—_ 2)1)‘ < Zecrt-?

Il suffit de poser A, = 2e¢ + 1.
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d) Il existe des constantes N(1 < i < k) telles que:
1 <1< k—1 sup|Df(x) — Dig(z) < rerk1,
sup | D*f(z) — Dig(a)] < 2,7,

La démonstration est une simple généralisation de celle de
la propriété c). Elle se fait en une suite de lemmes.

LemME d;. — Soit (1 <« < k) un entier e¢ x un point
de E. ¥(z) =2z; z est un point de E,.

Désignons par b, l’ensemble des mondémes a au plus «
indéterminées (X;, ..., X,) de poids inférieur ou égal & «
de coefficient directeur 1.

b, est un ensemble fini.

Digla) = 3§

: Li(z).(x — z)=
a<i<k—1 (1 — a)!

+ 3 4o(2).Q(D¥(x), ..., DW¥(x)).
Qe b,
4o (z) est une forme multilinéaire, Q est un élément de Jb,
(St « = k seul subsiste le deuxiéme terme de cette somme).
4o et Q sont liés par la « condition Ca ».
Désignons par B, le poids de Q; yo le degré de Q (si
d(Q) désigne le degré de Q par rapport a 'indéterminée X,
Bo= X 1d(Q); vo= X d(Q).

1<iLa 1<i<a

Condition C,.

do(x) est une forme « — By + yo multilinéaire,

ou
e =1 si h<hk—1, e, =0 si h=k—1
149 +h—1=xvq a1 = gk,

Les aj3" sont des éléments de Z dépendant de «, Q, i, h
| mais indépendants de la fonction f, du point =z, de .

D’aprés les conditions sur le degré et le poids de Q, on
vérifie que D*g(z) est une forme a-multilinéaire.
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Démonstration du lemme d,.

Elle se fait par récurrence sur «. Si a =1 il est vérifié.
Supposons le lemme vrai 4 ’ordre « et montrons-le a ’ordre
a 4+ 1.

En différentiant une fois I’expression de D*g(z), nous obte-
nons :

Detig(z) = a+1<2i,$k—-1 (i—:;it—i_)-! Li(z).(x — z)—e1
+ DIL*(z) m] DU¥(2)
+ 2, Dl QD¥(a), ..., D*¥(2))
+ Ezd 4o(z) . DQ(D¥ (), . . ., D*¥ ().

Montrons que chacune des 3 derniéres lignes du 2¢ membre
de cette égalité peut se mettre sous la forme d’une somme
de termes vérifiant la condition C,,,.

Etude de la 2° ligne.

Posons

QI(XD Y Xa+1) = X, Bo, = Yo, = 1
fh(a) = DILI(2) — Lot(s) o 0

En remarquant que i —a =1 — (« 4+ 1) 4 B, la condition
Ca41 est vérifiée pour la deuxiéme ligne.

Etude de la 3° ligne.

Dd{o(x) = D* (2 _(i_—ai——l—ﬂéﬁ do(z) . (x — T(x))i—a+ﬁo)
_ 1 ‘ B et
N z?a—zﬁq+1 (l —a + Bo— 1)! et ( ) - (:I} ‘I’(a:)) +8
+ NZ_BQ (D ()

— 5 1(x) o 7)) (“Ei—_q;(ﬁ);:)‘:%] . D'¥(z),

ou =1 s1 t#k—1, ¢=0 si i=Fk—1.
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Posons

1
9o(z) = -
.Q(x), i?a—zﬂo-*-l (1l—a+Bo—1)
do(2).Q(D*Y, ..., D*¥) vérifie la condition C,i, (en
écrivant t —a + B — 1 =1 — (« + 1) 4 Bo)-
Posons Q(Xy, ..., X, = X;Q(Xy, ..., Xy).

() — 19 () il g) o @) . & ¥ (2)) e
‘(’EQ(x) i}az—pq (Dn"gQ(x) st‘c’fQ (CD) T ) (L —a + BQ)!
Dty (z) — ediy(z) o m,

, — E(aiéh — _eiag-Lh)[D;thLh __'D:lh+1Lh o 7.:’9)]
— gaybH DM DAL o £ O],
Or p+h+2—1it=vo+1=rvg

En écrivant
t—a+Bo=1t—(«+1)+Be+1=1—(x+ 1)+ By

on voit que $5(x)Q vérifie aussi la condition C,.,.

G (x) . (z — P(z))-athet

Etude de la 4° ligne.

Q étant un mondéme a j indéterminées X, ..., X;; soit
Q) la dérivée d’ordre 1 de Q par rapport a 'indéterminée X,.

DQ(D'¥(z), ..., D¥(z)) = 3 Q(DY, ..., D'¥)

1<y
X DY (z).
Posons Q7= Q; X X;;. .
Soient d, di, d; les degrés respectifs de Q, Q;, Q; par
i, o5 aeg P P
rapport a l'indéterminée X,.

St v #1 et 1#14+1

di=d£=dlg’ dl—1=d2= ’;’
dl+1"|‘1=d;+1+1= ,;,
Bt =Bo+ 1 Yol =7t B — Yol =Bo—vet+ 1

Posons 4gi(x) = 4o(x). En écrivant
1 —a+Bo=1— (x+ 1)+ Bol

on vérifie que 4yr(z).QyDY, ..., D*HY¥) vérifie la condi-
tion Gy,



316 ‘ : ~ NICOLE MOULIS

LemME d,. — (Généralisation du lemme ¢)

h+n+1<hk—1 e
sup | DI1LA(z) — DIL*1(z) o n®)| < Qer*—2h—n,

2€B,

k<h+nn+1<2k—-1 ‘ ‘ 3
sup | DJHLY(z) — DIL*1(z) o =¥| < 2.

2€B,
Démonstration. — Nous remarquons que
DD'f,(z) = DID*f,(2) o w2
Le méme calcul que celui fait dans le cas n =0 montre (}iue:

DILAz) — DILMi(z) om0 = 3 [DIDMIf . (m,(2))
0<p<n—1
— DLy (my())] o (7R — m0).
Or en un point y de E,: ' :
D3Ly*(y) = DFD*1f,(y) + Di-Lii(m,a(y))
-~ — D 1D+1fp p—l y))
DID*f,a(y) — DILE™(y) = DID“f,s(y) — DID1 (y
' + Dp DM (m, s (y) — DS-xLﬁtﬁ(m—l(y))
DMLA(z) — DAL (z) o s® = 3 D."Dh+lfp+l -r:p(z))

oL<pLn—1

—-D"D”pr )] o (=P — =),
Par définition de f,
n+h+1<k—1
h I erk—2—h-n
sup | DIDMf, . (my(y) — DIDf(m,(y)) <~
k<n+h+1<2k—1 )
sup |DID*f 1 (m,(y)) — DID*f(x, < 2%1’
n+h+1<hk—1
. 1 3€rk—2—h—'q
sup | DZD* #f (y) — DD (y)] i

<n+h+1<2k—-1
< 7 X 271

Le lemme d; est donc démontré.
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Fin de la démonstration de la propriété d).
Considérons I'expression de D%g(z) du lemme d,.

Degle) — D*f(z) = 3, o (Liz) — Df(2)) . (x — 2)—

a<i<k—1 (l — “)

t o2 Tl z) X QD*¥(a), ..., D*¥(a))

Qe.lb,
1 . -
mf D¥f(z + ta). (@ — o) de
B 0 = o1 (L&) — Df(@).(z — 2

1 , .
< Y ey 2T X < 2eert®
a<,$k -1 (L — Ot) .

|f D¥f(z + tz).(x — z))*= dtl < nrk;“
do(z) X Q(D'Y, ..., D*¥) est une application «-multilinéaire
de E dans F.
Soit (Uy, ..., U,) une suite de « vecteurs.

QD'¥, ..., D®¥).(Us, ..., Us) = (o1, .-, %acpoey,)

(L’opérateur (D'¥)* transforme une suite de Id, vecteurs
de E en une suite de d;, vecteurs de E).
D’autre part, d’aprés la propriété d) de opérateur V.

ID'¥ (U, ..., U] < Cr=Uy...|U,.

DOHC I‘)ll X oo X Iva—BQ‘FYQI
< H (C)d,(rl——l)dtlU l X o0 X |U1E
1£iLa
< (I (C)rmaba Ul x5 U]

Appliquons le lemme d, pour majorer |4j| (en remarquant
que pour tous les termes de £, la somme v, X h + 1 est
constante).
Il existe des constantes C} (dépendant exclusivement des
aiy")  telles que
Iibl < Cberk_l_YQ_‘,
st k<yo+i1<2k—1:

145l <

'O.
= |
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Donc s1 yo+ i <k —1:
I19iy(2) . (x — z)~%tPe X Q] < Ch X (C))

1<i<a
X erk 1Yot X pi=tBy X pYo

N

en posant bh = ch (c)%, on vérifie que:
1<i<a

|4h(e) (& — 2=+ X Q| < bher1—x,

De méme si k < yq + ¢ < 2k — 1, il existe une constante bj
telle que

[Lo(z ) (@ — z)'~He X QI < b y]r'—aﬂiQ X rle—Be
bQ.,)r: a+Ye < b .nrk-a

Or nous avons posé r = —
U]
|§£b(x)(x — z)i““+BQ X Ql < er"“l‘“ s1 a < If,
|4(®) . (x — 2)~*He X Q] < si. a=k

L’ensemble b, des mondmes Q étant fini la propriété d)
est démontrée.
Le lemme fondamental est démontré.

B,. Fin de la démonstration du théoréme 1.

Soit e(x) une fonction continue définie sur Q a valeurs
dans R, strictement positive.

Etant donnée une fonction f de classe C2*~1 définie sur Q
a valeurs dans F, nous allons montrer qu’il existe une appl-
cation g de classe C* définie sur Q, a valeurs dans F
telle que, quel que soit z dans Q, et quel que soit a,

0<ac<k: |D*(z) — D*g(z) < e(x).
Définition d’un recouvrement dénombrable de Q.
Lemme 1. — Quel que soit z élément de Q, il existe une boule

B'(z) de centre x et de rayon p'(x), contenue dans Q telle
que:

a) sup |ely) —e(y) < inf =+ <(2)

2, YHERB' (®) z€B'(x) 2
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b sup IDHly) — D)l < inf e(a)

7, Y')EB' (%)
o) si B'(z)nB(y) # ¢ < 28 <4
d) sup ¢'(z) < 2.

zEQ

La démonstration est la méme que celle faite dans le cas
=1 (partie A, de la démonstration).

Construction d’une fonction g de classe C* « proche » de f.
La construction est une généralisation de celle faite dans le
cas |=1.

Considérons les fonctions ¢, définies sur Q & valeurs dans
R  définies par:

T — a,|%*
Pa(T) =@ <|_9T|>

La fonction ¢, est de classe C* égale & 1 sur B,; 0 en dehors

de B,.

Considérons les fonctions I, définies par:

Wo) = fle) + 377 Df(a).(o — o)
DH,(2) = D¥f(a,),  sup|D¥,(2) — DH(a)] < .

T€B,

A la fonction (f—1,) nous pouvons appliquer sur B, le
lemme fondamental. Il existe une fonction §, de classe C®
telle que:

sup |f(z) — 1,(x) — 8,(2)| < 27"e,0n

TEB,
1<i<k—1
SuB'I:in () — Dil(z) — DB,(x)] < 27,05~
sup | D¥f(z) — D*,(z) — D*3,()| < Ae,
z€B,
(A est une constante indépendante de n).

Posons
fu(@) = 3.(%) + L(@).
f. est une fonction de classe C= telle que:

(1) :;plfn(w) — f@)] < 27"e.0n
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(ii) sup |Dfy(a) — Dif(a)| < 27e,0h  si i<k

ZTEB,

(tut) sup ||D"f,,(x) — D¥f(a)] < e,

TE€B),

Nous définissons une suite de fonctions g, :

gn=f+¢1(ﬁ—f)‘f“Pz(i"‘Pl)(fz_f)‘i‘"' _
Ut ol — ) (L — 2 — f)-

Propriétés de la suite g,.

[P;] La suite g, se stabilise.

[P,] Sur B,, g, est de classe C~.

[Ps] 1l existe des constantes A; (0 < ¢ < & — 1) indépen-
dantes de n telles que:

0<t<k—1 sup|Dglz) — Dif(z) < reyor™
TE€B,
L=k sup | D¥g,(x) — D*f(x)| < e,

ZE€B,
Si 1 = 0 la démonstration est la méme que celle faite dans le
cas k=1. Posons p,=0,(1 — ¢, 4)...(1 — o).

Dg,—Df= 3 (1) 3 Di@DHf, 1.
a:’pp=i 1<p<n

Majorons ¥ D%, (x)DE(f, — f):
1<pP<n
(1) Da“‘p(‘w) :( 2 )ra'n'“pDaP(PP X o X Da,(i - <Pl)'
@y A,

La sommation étant étendue a ’ensemble des familles ordon-

nées de p entiers positifs ou nuls («;, ..., «,) tels que:
.al + oo —I— ap = o

s1 a; > 0 Dai(i - CPi) = - D“lcpi.

Calculons X D%, (2)D¥f, — f), en développant chaque

1<p<n
D*s, suivant P'expression (1), et en regroupant les termes

contenant comme facteur la méme expression

]:)‘ll(pn4 ><- e X D%gpnq (“1 + o+ x, = O(..).
S Do (@)DE(f, —f) = X re.. aD%p X .-+ X DU,
1<p<Ln (o, ... Gg)
X X e(1 — 91-1)

ng<i<m

. (1 - (an)(i - (qu') cee (1 - cpﬂu)(Dpﬁ - Dpf)'
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Dans I’écriture de cette expression nous avons fait la conven-

tion n; < ny < --- < n, La suite croissante (m,, ..., m,)
est la suite complémentaire de la suite (n;, ..., n,) dans
I’ensemble (1, 2, ..., m)

or sup | DEf, — DEBf| < 27 ,plP si B <,

.’L‘El

sup | D‘f, — Df] < 2%,
J:EB;

Le coefficient dans g, de D#f, — f) est non nul si et seule-
ment si B;NB, # ¢. Donc

sup |DFfj(x) — DFf(a)] < 2-+1e,2-fpF.

T€BJNB,

Le méme raisonnement que celui fait dans le cas k=1
montre que :

3 el — o) (1 —0n)(1 — ng). - (1 — o) [DEFfi — £)]

ng<I<n
< 27Mateg kP,
Supposons donnée une famille («;, ..., &) &y + -+ 4 o, =«.

1
L’entier n, étant fixé, il existe H familles (n,, ..., n,)
ng —4q
contenant comme facteur Pexpression D%¢, X --- X D%g, .
Désignons par N(q) (¢ < «) le nombre de suites ordonnées
(3, ..., %) de ¢ entiers strictement positifs tels que

o+ e o, =
N(q) dépend uniquement de ¢ et de «. Posons

N(a) = sup N(g).
9<a

Il existe donc au plus N(x) X n¢ termes de la somme

Y D%, (z)D¥f, — f) contenant comme facteur
1<P<n

D#g, X .-+ X D%, (a; + -+ +a,=a,n < -+ < ny)
chacun de ces termes est majoré par
2-ngtee 2Bk,

Donc
| Y Do, (x)DF{, —f)} S N(x) X ng x 272,24 Fphp
1<P<Ln 1<n,<n

X sup |ry, ... r5] X sup|D%p, X - X Dig,|.

13
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La série de terme général n*2—" étant convergente il existe
une constante K, indépendante de n telle que:

3 Do, (@)DE({f, — f )‘ < Ke,ph#
1<P<n
X sup |[D*g, X -+ X D%q,|.

sup
ZE€B,

Or d’aprés 'appendice (B;) 1l existe des constantes K/
(1 <j<a) telles que:

. K/
| Digy(z)| < ‘;jl‘
si BijnB, # 0
. K/ x 2/
I Do (z)| < T
J=a, )
|D*g,, X .-+ X D%g, | < ,131, KJ2/p77.
Sachant que «; + --- + «, = «, 1l existe une constante K

telle que: |D%p, X --- X D%g,| < Ko,
Il existe une constante K;(i = a« + B) telle que:

sup| ¥ Da“P(x)Dp<fp—f>‘ < Kie,on,
z€B, |1<pLn _
sup | Dig,(z) — Df] < 2'Kepr™.
ZEB,

Le méme calcul se fait pour =k

sup [D*g,(z) — D¥f()] < 2K,
ZEB,

La propriété [Ps] est donc vérifiée.
Posons g=1im g, g est de classe C* et il existe des
constantes ; telles que:

0 < i < k sup|Dig(z) — Dif(x)]| < Ne(a).
z€Q)

La fonction ¢(z) pouvant étre choisie arbitrairement proche
de 0 le théoréme 2 est démontré.

B,. Appendice.

Etude des différentielles de la fonction y définie sur E a
| |2
r2k

paleurs dans R par: y(z) = <p< > (est la fonction réelle

¢ est celle définie dans A;z).
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Posons ' o
(@) = ellad™); Dy ]Dx<m>l><—1—

Pour étudier la différentielle d’ordre; ¢ de yx;, nous intro-
duisons les notations suivantes :

Soit B un entier 1 < B <t tel que (1 — B) soit pair.
Soit PB I’ensemble des parties 3 B éléments de I’ensemble
des entiers compris entre 1 et i, noté [1, i]. Soit SePg,
T le complémentaire de S daris [1, ¢]. Nous désignons par
25, l'ensemble des permutations d’éléments de T. Soit g
un élément de Zq.

Posons

S=(i1, . ey ip), TT——(]I, . ey iY)

y est pair, B+ y =1

Soit 21T l'application i-multilinéaire définie par:
I (hyy, ..., b)) = (x.hy) :
X e X (.’E.hig) Z (hj{.hj')...(hw

t€dp i j.i‘r)'
LemMme 1. — La différentielle d’ordre o de la fonction 1y,

au point x est de la forme:

Diya(z) = 3 Az)e*(|x|*)

1ga<gi

ou ¢%*t) est la dérivée d'ordre « de ¢ au point t; et

Ai—a ( x) — 2 K a.l $| 2(k—1)a—f’ 2 2TIT,
1<8<i SEP,
=B pair
(i+B) <2ka

Dans cette formule, on a posé B’ =8 + ¢ — 2 (B’ est pair).
L’ensemble Z; est ’ensemble des permutations du complé-

mentaire de S dans [1, i]. Kj* est une constante indépen-
dante de r.

Démonstration du lemme 1. — Elle se fait par récurrence,
en appliquant les régles de calcul suivantes:

0 D(|z]?Y) = 2v|=|>0V2*, on désigne par z* le vecteur
dual de z; a*(h) = x.h; (2%) X 2* = 2% ou S§'ePy,).
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20 Dyf([af*) = |af2¢-Da%pe*1(|a™)

30 D(xs) —_— Z xS'I(S—S')Uliﬁ-H{
S'EPF_,(S)

ou Pg_,(S) désigne I'ensemble des parties a (B — 1) élé-
ments de S et S'U{ig,} =S.

LemME 2. — St S est une partie a B éléments, la norme de
Uapplication i-multilinéaire z°1 est majorée par (i — B)!|z|b.

CoroLLAIRE. — Il existe une constante K' telle que:

. ) 3 Ki
|Diyi(z)] < Ki5  |Diy(z)] < ——

rl

Démonstration. 2ka — (1 + B) > 0 donc il existe une
constante K'~* telle que:

A=) < 3 Kaff.

<B<i
Or ¢ est non nul si 0 < |2/ <1: |[Diy(z) < K' et
|D'x()] <

-

ri

2. Applications a des problémes de lissage de fonctions
définies sur des variétés.

Dans ce paragraphe M désignera une variété paracompacte,
séparable modelée sur E* (E* est I'un des espace [, ¢, et
admet une norme de classe C*), N une variété paracompacte,
séparable modelée sur F. Si 0 < B < «, nous désignerons
par C¥M, N) I’ensemble des applications de classe 8 de M
dans N.

Lemme 1. — Sotent U, V, Q, 3 ouverts de E* tels que:
UcsVeVeQ et f une fonction de classe C1 définie sur Q
a valeurs dans F. Quelle que soit la fonction = continue, stric-
tement positive définie sur Q, il existe une fonction g définie
sur Q, a valeurs dans F telle que:

a) g est de classe C* sur U.

b) g=1{f en dehors de V.
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c) :gglg(w) — f(2)] < ().
d) sup|Dg(e) — Df(z)] < <(a).
.Eiljnefgonction vérifiant ¢) et d) sera dite une e-approximation

Démonstration du lemme 1. — D’aprés [6], il existe une
fonction ¢ définie sur Q, a valeurs dans R telle que:

$1(0)2Q —V, ¢1(1)>T.
Soit &,(z) une fonction continue strictement positive telle
que: 0 < g(x) < £(x) .
2 sup (1, |D¢(z)|)
Nous appliquons le théoréme 1 pour la fonction ¢,. Il existe
une fonction f; de classe C* telle que:

a) Sgglfl(x) — @) < &),
b) s;lg |Dfi(x) — Df (z)] < e().
La fonction g=4{f; + (1 — ¢)f est la fonction cherchée.

TutoriME 1. — Supposons M et N de classe a«. C*(M, N)
est dense dans C'(M, N), munt de la C-topologie fine.

Démonstration. — Soit f un élément CY(M, N); il existe
un atlas dénombrable localement fini de M, défini par
Iensemble de carte (Q,, x.).en- S0t (Wi, 9,).en ’ensemble
des cartes d’un atlas de N tel que le recouvrement par les
W, soit localement fini. Nous pouvons choisir les cartes
(Q,, x.) de sorte que pour tout n, il existe i: f(Q,)<=W,.

D’aprés [2], 1l existe des ouverts U, et V, (neN) tels
que :

UJu,=M* e TU,cV,cV,cq,

Soit ¢ une fonction continue, définie sur M?* strictement
positive.

Appliquant le lemme fondamental, nous définissons par
induction une suite de fonctions {g,} telles que:

a) g, = gua sur Q, — V.
b) g, est de classe C* sur UUP.

p<n
c) g, est une 27"¢ approximation dé g,_;.
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Posons g=1limg,; g est de.classe C* est-et une e-

n>»o0

approximation de f. . : :
Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que
les: immersions et les plongements considérés sont fermés et
que l’image par l’application linéaire tangente & [ de l’espace
tangent & M en un point z est un sous-espace fermé admet-
tant un supplémentaire de, 'espace tangent 4. N en f(x).

CoroLLAIRE 1. — L’espace des immersions (respectivement
plongements, respectivement dszeomorphtsmes) de M dans N
de classe C* est dense dans Uespace des immersions (respecti-
vement plongements, respectivement difféomorphismes) de M
dans - N de classe C' -pour la G'-topologie fine.

La méme démonstration que celle faite en dimension finie
montre que I’ensemble des immersions de classe C!' de M
dans N est ouvert dans C(M, N). Le corrollaire 1 est donc
une conséquence des deux lemmes suivants:

Lemme 2. — Soit f un plongement de M dans N il existe
un voisinage wy de f dans C'(M, N) tel que tout élément g de
wy soit injectif.

. Démonstration. — L’apphcatlon linéaire Df(z) définit un
1somorph1sme de E* sur un sous-espace fermé de F encore
noté E* , ‘ .

Soit z un point de M, (Q, x) une carte de M au voisinage
de -z; il existe au voisinage de f(z) une carte de N: (W,{)
telle que x(Q) soit.homéomorphe a une boule ouverte B de
E* de centre ¢ o f(z) et telle que ¢(Q) soit homéomorphe
a B X B ou B’ est une boule ouverte d’'un espace E/,
supplémentaire de E* dans E, E*9¢E’ ~ F.

Nous pouvons en outre supposer que: [(Q)cW et

$ofox™y ="(y, 0)-
B

‘Posons : .,Q, =y <—2—

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un
voisinage w, de [ tel que, quel que soit ge w,, on ait:

a) g(Q")=W.

b) ¢ o g est un plongement.
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Soit d une distance sur N compatible avec la topologie
de N; soit ¢ une fonction continue strictement positive telle
que: d(f(z), f(y) < «(z) implique ye Q.

Soit w; = gg; geC(M, N) g est une £(=) approxima-

tion de f}. 2
Soit  w = wy N w;.
On vérifie que quel que soit gew, g est injective.

Lemme 3. — Soit f un difféomorphisme de M sur N, il
existe un voisinage w, de [ dans C*(M, N), tel que tout élément
g de w, sout surjectif.

Les notations étant les mémes que précédemment, il existe
un voisinage w, de f, tel que quel que soit g dans wy, ¢ o g(Q’)
contienne une boule ouverte de centre ¢ o g(z) et de rayon
r(g, x).

Il existe une fonction continue o« telle que:

0 < «(z) < infr(g, z)
gewy

soit w; = {g; g C*(M, N), g est une a-approximation de f}.
On vérifie que w! = woNw; est le voisinage cherché.

TutorEME 3. — Soit X! wune structure de classe C' sur
une variété M; X contient une structure Z* de classe C°.

Démonstration. — Elle est calquée sur celle faite en dimen-

sion finie [11].

Lemme 4. — Sotent U, V, Q 3 ouverts bornés de E tels que
UcVeVcQ et f un plongement de classe C* de Q dans
E. Supposons qu’il existe une décomposition de E en somme
directe E=E, @ E; telle que II,of (II; projection sur
E, parallélement & E,;) soit un difféomorphisme de classe
G de Q sursonimage Q'. Quelle que soit la fonction continue
e(x), strictement positive, il existe une fonction g telle que:

a) g(U) est une sous-variété de classe C* de E.
) 8=1{f sur Q— V.
) sup|g(z) — f(2)] < e(z).

d) SUPIDg( ) — Df(2)] < e(a).

SN

3]
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) St Qy<cQ et si f(Qp) est une sous-variété de classe C*
de E, g(Q;) est une sous-variété de classe C* de E.

D’apres [8], il existe un plongement de classe C! de M
dans E, la fin de la démonstration du théoréme 3 est basée
sur le lemme suivant: o

Lemme 5. — Soit [ un plongement de classe C1 de M dans
E. Soit ¢(z) une fonction positive définie sur M; il existe une
e-approxzimation de f, g de classe C! telle que g(M) sout
une sous-variété de classe C* de E.

Remarque. — Supposons que la structure X' sur M soit
une structure « étalée » (layer) de classe C!'; [7] il existe un
atlas étalé (Q,, y;) sur M, un isomorphisme T de E sur
un sous-espace fermé de E tels que: (fo ! — T)(Q,) soit
contenu dans un sous-espace de dimension finie de E. La
construction de g au lemme 5 montre qu’il existe un atlas
étalé (Q;, Xi) sur M tel que (go X;* — T)(Q;) soit contenu
dans un sous-espace de dimension finie de E. L’image
réciproque par g de la structure de g(N) est une structure
étalée de classe C* sur M.

Supposons que E soit un espace de Hilbert, du § I théo-
réme 2, nous déduisons les résultats suivants:

TratortME 4. — Soit M une variété de classe C* modelée
sur un espace de Hilbert, Uespace des applications (resp. immer-
sions, resp. plongements, resp. difféomorphismes) de classe C~
de M dans une variété N est dense dans U'ensemble des appli-
cations (resp. immersions, resp. plongements, resp. difféomor-
phismes) de classe C*~' de M dans N, muni de la C*-topo-
logie fine.

TratorEME b. — Soit Z* une structure de classe C* (k > 2)
sur une variété M modelée sur un espace de Hilbert E, X*
contient une structure X de classe C>.

Démonstration. — Soit [ un plongement de classe C* de
M dans E. Soit v(F(M)) le fibré normal de f(M); nous
identifions v(F(M)) & un sous fibré de la restriction a f(M)
du fibré tangent & E de la maniére suivante : nous identifions
la fibre F, de v(f(M)) en un point z de f(M) avec le

sous-espace de E supplémentaire orthogonal du sous-espace
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tangent & f(M) en xz. F, étant un sous-espace fixé de E,
soit ((E, F,) 'ensemble des sous-espaces F de E tels qu’il
existe un isomorphisme ! de E sur lui-méme qui applique
F, sur F. . :

De méme que dans le cas ou E est de dimension finie,
nous pouvons munir G(E, Fy) d’une structure de variété de
classe C*® modelée sur un espace de Banach.

Un systéme de cartes locales est obtenu de la maniére
suivante :

Soit F; un sous-espace de E isomorphe & F, et F; le
supplémentaire orthogonal de F;.

Il existe un voisinage de F; wu; dans G(E, Fy) tel que quel
que soit F. Dans u;:

F = {u + o(u); ueF,, o application linéaire de F; dans F;}.

Nous définissons ainsi un homéomorphisme yx;, de
sur un voisinage de 0 dans I’ensemble des applications linéaires
o de F; dans F; yx; est une carte locale de (E, F,).

v(f(M)) étant un fibré de classe C*¥, il existe une appli-
cation naturelle « de classe C** de f(M) dans G(E, F,)
telle que

a(z) = F,

Désignons par exp I'application exponentielle définie sur E
pour la métrique Riemanienne naturelle de E,

(exp (z, ¢) =z + ¢).

Il existe D voisinage de E X {0} dans E X E tel que la
restriction & D nNvy(f(M)) de exp soit un difféomorphisme.

Soit B une application quelconque de classe CF(p > 2)
de f(M) dans G(E, F,); B définit un sous fibré vg(f(M))
de f(M) x E et l'application exponentielle est définie sur
un voisinage de la section nulle de vg(f(M)). Désignons la
restriction de I'application exponentielle a ce voisinage expg.

Calculons la différentielle de cette application en un point
(a;, 0) de la section nulle de vg(f(M)). Soit U une carte locale
au voisinage de (x;, 0); U est homéomorphe a un ouvert
de E X E. Supposons U assez petit de sorte que, quel que
soit (z, 0)e U, B(x) soit contenu dans une carte locale de
G(E, Fg) w. Soit g, lapplication linéaire telle que la
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fibre en (z, 0) de vp(f(M)) soit:
Fﬁ.a: = {u + wp,z(u); ues Fﬂ,mg}

Soit V, un voisinage de 2; dans E homéomorphe 4 un
ouvert de E, X E, par un homéomorphisme ¢, tel que:

e(f(M)NV;) = E; X {0} no,(V)),
ei(FonVy) = {2} X Eyno (V)

(F, est la fibre en z du fibré normal a f(M)).
Dans ce systéme de coordonnées locales :

D expg (%, 0).(w1, we) = (w1, 0) + (0, wa) + (Dzop,.w1)w,

D,ws, =0 (04, application associée au fibré normal
défini par 'application «).

Si 8 =a la différentielle D expg(w, 0) est un isomor-
phisme. Il existe un vmsmage de o« pour la C'-topologie
fine tel que quel que soit B dans ce voisinage D expg(z, 0)
soit un isomorphisme pour tout (z, 0) de f(M). Choisissons ¥y
dans ce voisinage tel que y soit de classe C*.

D expy (z, 0) est un isomorphisme, donc il existe un voisi-
nage w, de la section nulle de v,(f(M)) tel que la restriction
4 w, de lapplication exponentielle soit un isomorphisme de
classe C*.

I1 existe, d’apres le théoreme 3 un plongement g de classe
Ck de M dans E tel que:

a) g(M) est une sous-variété de classe C* de E.

b) g(M) < expy (wy)-

c) g(M) est transversal a toutes les sous-variétés Nyg);
N, : image par l'application exponentlelle de la fibre (7).

Considérons I'application qu1 a tout point z de f(M)
associe le point p(M) de g(M) situé sur Ny(x); p est bijec-
tive.

Considérons un ouvert W, de exp (wy) tel que W;Nf(M
soit un ouvert d’une carte locale de f(M). Il existe un homéo-
morphisme ¢; de W, sur un ouvert de E; X E, tel que:

(W nf(M)) est un ouvert de E, x {0}.
$:(Wi nNy(w)) est un ouvert de {$i(x)} X E,

pour zef(M).
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g(M) est une sous-variété de classe C* de E; ¢,(g(M) W)
est une sous-variété de classe C* de ¢,(W,) transversale aux
sous-variétés {¢;(z)} X E,.

D’aprés le théoréeme des fonctions implicites ¢; o p o 72
est de classe C*; nous en déduisons, les formules de change-
ment de carte étant de classe C* que p est de classe C*.

Cororraire 2. — Toute variété hilbertienne de classe Ck
est C¥ difféomorphe a un ouvert d’'un espace de Hilbert.
Ce corollaire est une conséquence du théoréme 5 et de [5].

Remarque. — La démonstration du théoréme b peut se géné-
raliser au cas ou E: est un espace de Banach a condition
de définir avec soin une application « de classe C*' qui a
tout point z de f(M) associe un sous-espace supplémentaire
de I'espace tangent en z a f(M).

3. Approximation de fonctions par des fonctions de SARD.

Soient Q un ouvert d’un espace de Hilbert E, séparable,
de dimension infinie, F un espace de Hilbert séparable de
dimension finie ou infinie; une application f de Q dans F
est dite de Sard si ’ensemble de ses valeurs critiques n’a pas
de point intérieur [6].

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant :

TutorimMe 1. — L’ensemble des applications de Sard de
classe C* de Q dans F est dense dans Uensemble des applica-
tions de classe C!', muni de la C*-topologie fine.

Démonstration :

Soit f une application de classe C!' de Q dans F el ¢
une fonction continue définie sur Q, strictement positive.
Soit g la fonction de classe C* définie au § I A, telle que

18(@) — f()] < Tac(a)
|Dg(z) — Df(2)] < %ela)

(A, et 2; sont deux constantes).
Pour démontrer le théoréme 2, il suffit de prouver que la
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fonction g est une fonction de Sard. Considérons le recouvre-
ment de Q construit au §1 A, par des boules B, de centre a,
et de rayon p,. Soit z, un point de Q et n le plus petit
entier tel que x, soit situé dans B,. Sur B,, g coincide avec
la fonction g,:

g(@) = ¥ wl2) [fla,) + Df(q).(x — a,) + 3,(x)]

1<p<sn

wp() = @,(2)(1 — 9,1(2)). . . (1 — @4(x))

3,(x) est une fonction construite en appliquant le lemme fonda-
mental 1 (§ I A,) de la maniére suivante:

Soit ¥, l'application différentiable de E sur E= telle
que |z — ¥, (2)] < 27",

Il existe une boule ouverte Q’(x,) de centre z, contenue
dans B, et un entier m tels que ¥, (Q'(x)) soit contenu
dans un sous-espace E, de dimension finie m; quel que soit
p(1 < p < n), il existe une application de classe C*3,de E,
dans F telle que: 3,(z) = §,(¥,(2)).

Soit Q(z,) une boule ouverte de centre z, telle que:
Q(z,) = Q(m,) < Q'(z,) = B,.

Les boules Q(z,) quand z, varie dans Q forment un
recouvrement de Q: il existe une famille dénombrable de
points z,(i e N) telle que U Q(z;) = Q. Posons Q(z) = Q,
et Q'(z) = Q.. ieN

Il existe un entier n; tel que sur Q;:

g(#) = 3 w(a)[f(a) + Df(a).(z — a) 4 3,(¥(z)]
p<my

Nous allons démontrer que le complémentaire de ’ensemble
des valeurs critiques de la restriction de g a4 Q; est une inter-
section dénombrable d’ouverts denses. L’espace F étant
un espace de Baire, nous en déduisons que la fonction ¢
est de Sard.

Désormais nous supposerons I'indice i fixé. Pour simplifier
les notations nous poserons pour tout z de Q;:

Bo) = 3 wfa)lfle) + Df(@).(z = ) + 3y(a)]
) 3,(a) = 5,(¥(x))

L’image par ¥ de Qp est située dans le sous-espace de
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dimension finte E,. D’aprés la définition de ¥ les points
de Q; tels que ( > xi) soit constant ont méme image par
¥, a>m

Soit A le sous-espace affine de dimension finie engendré
par les points a,(1 <p < n) et E,. Soit =, la projection
orthogonale sur A; soit A’ le sous-espace engendré par A
et un vecteur e, orthogonal & A, de norme 1, colinéaire a
(¢, — my(x;)). Soit p, lapplication de E sur A’ définie
par:

pa(e) = ma(2) 4 |& — m\(2)|ea

L’application ¢, est de classe C* sur Q; — (ANQj.

Soit S, = {y; ye Qi palx) = pa(y)}-
Nous remarquons les trois faits suivants:

a) S1 x n’est pas situé dans A, S, est un ouvert d’une
sphére de codimension finie (égale a4 la dimension de A);
la restriction & S, des applications u,, de 8§, est constante.
La vestriction de g a S, coincide avec la restriction a S,
d’une application linéaire et est donc de Sard.

b) L’espace A étant de dimension finie la restriction de g
a A est de Sard.

¢) Au voisinage d’un point z non situé dans A, la struc-
ture de E est localement produit: il existe un voisinage U,
de z homéomorphe & X, X U, ou X, est un voisinage de x
dans S, et U, un voisinage de z dans A.

La démonstration du théoréme 1 est pour I'essentiel basée
sur les 3 remarques a), b), c¢), précédentes. Elles se décompose
en 3 parties. Dans la premiére, nous démontrons le théoréme 1
dans le cas particulier ou F est de dimension finie. Dans la
deuxiéme, nous utilisons le résultat de la premiére pour étudier
I'image de certains points critiques. L'image des autres points
critiques est étudiée directement dans la 3¢ partie.

Prorosition 1. — Supposons F de dimension finte. Le
complémentaire de Uensemble des valeurs critiques de la restric-
tion de g a Q est maigre.

Démonstration. — Le noyau de I’application linéaire Df(a,)
noté Ker (Df(a,)) est de codimension finie quel que soit
p(l < p < n). Smt B le sous-espace affine engendré par A
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et le supplémentaire orthogonal de | | Ker (Df(a,)). De
1<PLa
méme que précédemment, nous désignerons par wp la pro-

jection orthogonale sur B, par ez un vecteur unitaire ortho-
gonal a B et colinéaire a (x; — wg(2;)). Posons

e8(2) = mn(a) + |(z — wa(2))|en.
D’aprés la définition de g:

g(en(z)) = g(z)

ps est de classe C* sur le complémentaire de B.

a) Supposons x non situé dans B.
Dg(es()) X Des(z) = Dg(a).

L’application Dpgy est surjective: I’ensemble des valeurs
critiques de la restriction de g & Q; — (BNQ,) est I’ensemble
des valeurs critiques de la restriction de g a un sous-espace de
dimension finie (le sous-espace engendrée par B et ep).
D’aprés le théoréme de Sard connu en dimension finie, cet

ensemble est maigre.

b) Supposons x situé dans B.

Quel que soit I’'élément h de E: Dg(z).h = Dg(z).ng(h).

L’ensemble des valeurs critiques images d’un point de
BNQ; est 'ensemble des valeurs critiques de la restriction
de g a BNQ; cet ensemble est maigre. La réunion de

2 ensembles maigres est maigre et la proposition 1 est démon-
trée.

Cas général ou F est de dimension infinte.

Soit € l’ensemble des points critiques de g situés dans Q.
Soit €, l’ensemble des points critiques = de Q; tels que
le conoyau de l'application linéaire :
( > y.p(x)Df(ap)) soit de dimension infinie.

1<p<Ln
Soit G, le complémentaire dans € de C,, C, est ouvert

dans G, G, est fermé dans C.

Prorosition 2. — g(C,) est maigre.
D’apres la propriété de Baire, 1l suffit de montrer que tout
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point z, de C, admet un voisinage W(xz,) tel que

) . 8(W(zo) NCy)
so1t maigre.

Soit x, un point de C,, E, le noyau de Dg(z,), E; un
sous-espace de E supplémentaire de E,. Nous identifierons
E, et E, avec les sous-espaces affines de E, d’origine z,
qui leur sont paralleles. Posons F, = Dg(z,)(E,). Soit F,
un sous-espace supplémentaire de F,; F, est de dimension
finie. Soit = la projection sur F, parallelement & F,. Dans
la suite, nous identifierons E a E, X E, et F a F, X Fy;
un point de E (respectivement de F) est déterminé par deux
composantes (£, &) (resp. (¢, ¢')). Posons z, = (&, &).

L’application = o g =g, est une application de E dans
un espace de dimension finie F, du type précédemment.
Pour gy, nous pouvons définir, comme dans la proposition 1
un sous-espace B, de E, de dimension finie et une applica-
tion p, de E sur un sous-espace B, de dimension finie,
laissant fixes les points de B,, de classe C* en dehors de B,

et telle que: go(po(z)) = go().

a) Supposons x, non situé dans B,.

Nous allons définir un difféomorphisme ¢ d’un voisinage
fermé W de =z, ne rencontrant pas B, tel que

a) go (& &) = (n(& &), m(&))
ou v; est un difféomorphisme d’un voisinage de &, dans E,
sur un voisinage de 7,(,) = po dans F;,

b) po o @[(Ey X {€"}) "W] est une sous-variété de B,.
La codimension de Dg(E,) nKer (Dgy(z)) est constante sur
W.

L’application ¢ est un difféomorphisme d’un voisinage de
%, : I’ensemble des valeurs critiques de go ¢ coincide avec
I'ensemble des valeurs critiques de g.

Fin de la démonstration de la proposiiion 2 en supposant ¢
construdt.

D’apres a) un point (&, £') situé dans W est un point
critique de g si et seulement si il est point critique de la res-
triction & Ey X {£'} de mwogog =1y, Or

nogo(Pz‘r:ogopoocp,
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Un point (£, &") est point critique de la restriction & E, X {£'}
de 7, sietseulement si1l est point critique de la restriction de
mog & poo9[Eg X {E}AW]; o0 a[E, X {£'}nW] est
une sous-variété de dimension finie d’apreés la condition b).

Or F=l ,Fo X {¢'}s

{'€F,

L’application %, étant un difféomorphisme, nous en dédui-

sons que le complémentaire de g(C, "'W) est dense.

Montrons que le complémentaire de g(C, NW) est ouvert.

Soit {y;};en une suite de valeurs critiques convergeant vers
Y.

Posons: y; =g o (&), &)); y; = (& C)s y = (e, T); ()5 E))
est point critique de 3.

La suite {{;} converge vers {’, donc la suite {£;} con-
verge vers un point £’

La suite {no(£;, £))} converge vers . Or

")o(‘ij, E}) = &o ° Po?(‘ij’ a;}

De la suite {py o ¢(§;, &)} nous pouvons extraire une suite
{eo o ¢(§;,, £')} qui converge vers un point

oo (&, &);

Posons y = goo(&, &).

Raisonnons par I’absurde et supposons que y soit valeur
réguliére, alors (£, £') est un point régulier de go ¢. Donc
eo o 9(€, &) est point régulier de la restriction de wog a
eo o ¢(Eq X {€'}nW); pour ; assez grand d’aprés la pro-
priété b) de ¢ p o ¢(§;, &j) est point régulier de la restriction
de mog a pop(E, X {€;} "W), d’ou une contradiction.

Construction du difféomorphisme ¢ d’un voisinage W de x,
vérifiant les propriétés a) et b).

Le noyau de Dpy(x) est le sous-espace orthogonal a B,
et & (z—mp(z)). Le noyau est de codimension finie. Il existe
un sous-espace E, supplémentaire de E; tel que la codimen-
sion dans E de (E, NKer Dgy(z,)) soit minimum. (Si dimen-
sion E, > codimension Ker Dpy(z,): E,+ Ker Dp,(z,) = E.)
Quel que soit z voisin de a,, Ker Dpy(z) est isomorphe
a4 Ker Dpo(z,) et les deux sous-espaces sont voisins. Il existe
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un voisinage W’ de z, tel que, quel que soit =z dans W':

dimension [E, + Ker (Dpy(z))]
= dimension [E, + Ker (Dp,(z,))]-

Donc sur W’ la codimension de E, nKer (Dgy(z)) dans E,
est constante [4].
Il existe une application linéaire inversible 8 de E dans E.
8: Ey X E; > E; X E; de la forme: (dans le systéme de
coordonnées de E, X E,)

8 O 3, est un isomorphisme de E, sur E,,
8; Idg,/ 8, est une application linéaire de E, dans E,.

Pour obtenir le difféomorphisme ¢ cherché, il suffit de compo-
ser 81 avec un difféomorphisme obtenu en appliquant
le théoréme des fonctions implicites. Plus explicitement, sui-
vant une démonstration de [1] posons:

8E &) = (vo(& &) ni(E &) (€ &)eE, x Ey).
Soit 7, la restriction de Dg(0, 0) a E,.
Posons 3 _
(& E) = (& n' o8 &));
goY (& &) = (vol& &), n1(E")).
Nous remarquons d’autre part que en identifiant F &

E, XxE, F a F, x F,:
F g ‘0 0
Dge v2E 8 =(p x)

et DY(E()’ E.-(I)) = <I(;l Iod>

Pour &’ voisin de &g,y 1(Ey X {£'}) est une sous-varicté de
E dont I'espace tangent en tout point voisin de &, est voisin
de E,.

Il existe une application 7, de E = E;, X E; dans I
telle que: si (§, &) e E; X E,, la relation suivante soit véri-
fiée :

g ° Y_18_1<En El) = (Vlo(a, E’)7 7]1(‘2.',))‘

Posons ¢ = y™1 0871,

’ TS 0
D(P(go’ E—* ) = K— 8018(71 ]dF. )
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L’image par ¢ de E, X {§'} est une sous-variété dont
I’espace tangent en tout point voisin de (£,) est voisin de Eq.

La codimension de De¢(E, X {£'} nKer Dp,(z)) étant
constante dans un voisinage W de x,, I'image par p, de
o[(Eq X {£'}) "W] est une sous-variété de B,. ¢ est 'appli-
cation cherchée.

B) Supposons z, situé dans B,.

Le méme raisonnement que celui fait lors de la démons-
tration de la proposition 1 montre que s1 , est un point
critique de wo g, x est point critique de la restriction de
nog a B, Limage par wog de I'ensemble des points
critiques de B, est de mesure nulle dans F,, et wog
(€, NBy, NQ;) est compacte. On en déduit que g(C, "B, NQ,)
est compact. Son complémentaire est un ouvert dense.

ProrositioN 3. — g(C,) est maigre.

Nous allons démontrer que tout point x non situé dans A
admet un voisinage U, tel que le complémentaire de g(C, NU,)
est un ouvert dense.

Lemme 1, — Tout point = non situé dans A admet un voisi-
nage V. tel que le complémentaire de g(V,N C,) soit dense.
Soit {L,} (1 < p < n) une famille de n éléments de
Y(E, F).
Soit H, I'hyperplan de R" d’équation ¥ A, =1.
1sp<n
Soit G, lapplication de H, dans Y(E, F) définie par:
G.») = 3 L,
1sp<n
Soit A; l’ensemble des points A de H, tels que le conoyau
de G,(A) soit de dimension infinie, et soit A! un point de A,.
Sous lemme 1. — 1l existe un voisinage X de A' dans H,
et un sous-espace F de F de dimension infinie tels que, quel
que soit A = (7,) élément de X nNA,;: Image
( S 7‘pr) NnF, = {0}.
1<pP<n

Démonstration du sous-lemme. — Nous la faisons par récur-
rence sur 'entier n si n =1, H, est réduit & un point et le
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lemme est vrai: supposons le lemme vrai pour des espaces
de Hilbert E et F quelconques des applications L, arbi-
traires et quel que soit m < n.

Soient E, le noyau de G,(A\'), E; un sous-espace supplé-
mentaire de E,. Posons F; = G,(A!)(E,). Soient F, un sous-
espace supplémentaire de F; et n la projection sur F, paral-
lelement & F;.

I existe un voisinage X' de A' dans H, tel que quel que
soit A dans X’ la restriction de G,(A) a E; soit injective.
Pour que le conoyau de G,(A) soit de dimension infinie, il
faut et 1l suffit que le conoyau de la restriction & E, de
7 o G,(A) soit de dimension infinie. Soient L, ,, G, , les res-

trictions respectives de L, et G, a E,. Eo[ ML ,1=0
1<P<n ’
(AL est la p*™ composante de A 1<§<n M,pmoly,=0).

Un des A} au moins n’est pas nul, supposons que ce soit A}

- Mmoo L
— 1,p 0,p
T o Lo'" — 2 )\1 )
1<pLn—1 n
-TEOL — — _z_—_)\lpnoLo»B
0, n )\l
1<pLn—1 n
- AL _
o G,(A) = Y (xp — £ x,,> 7o Ly b
1<pP<n—1 A

AL 1
A, — =23 )=1——
1<p2<:n-1 < P AL "> A
— Supposons AL # 1 le point de p*™® composante

1<psn—1)(1-— 1\ 3 A, ) est dans I'hyper-
P AL P
plan H,_, de R, 4

En appliquant I’hypothése de récurrence a I'application

/ \—1 _
(1 — :1 ) 7t o G,(A) le sous-lemme est démontré dans ce cas
n

— Supposons ALl =1
ou bien A} =0, quel que soit p<n,

ou bien L,,=0

p0,p*

AL, = AL
PP 1\1;\:»
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Nous pouvons encore, dans chacun des cas appliquer I’hypo-
theése de récurrence.

Fin de la démonstration du lemme 1.

Soit w Plapplication de Q; dans H, définie par p(z) = A
(A, = py(x)). Soit x un point de €;, posons u(z;) = A,.
Soit V; une boule ouverte de centre z; contenue dans
e 1(X) (X voisinage de- A, défini dans le sous-lemme). Il

existe un sous-espace F, de F tel que, quel que soit =«
dans V;NC,.

Image ( p.p(x)Df(ap)) Nk, = {0}.
1P

Considérons d’autre part, pour tout point x non situé dans
A, la spheére S, de codimension finie passant par z. Sur S,
les applications @, sont constantes si & est un point de C,,
tous les points de 5, NQ; sont dans C,. Nous dirons que ¢,
posséde la propriété de symétrie 9.

Soit F; un sous-espace supplémentaire de F,; comme
espace affine, F est engendré par les sous-espaces F, X {y}
ou y décrit 'ensemble des points de I’espace affine paralléle
a F, passantpar g(z,) = y,. Soit z un pointde C,. L’image
de Papplication linéaire dont la restriction & S, coincide avec
g est un sous-espace contenu dans un supplémentaire de
F, X {y}; son intersection avec F, X {y} est réduite &
au plus un point, quel que soit g. gS,NnQ)NF, X {y}
est vide ou réduit & un point pour tout z dans C.

Le point z n’étant pas situé dans A, au voisinage de =z
la structure de E est localement produit: Il existe un voisi-
nage V, de z homéomorphe & = X £’ ou X est un voisi-
nage de x dans S, et X’ un voisinage compact de z dans
I’espace de dimension finie engendré par E’ et z.

L’ensemble des points & de X' tels que

g X €'} NFo X {yu} #0

est un compact =; de X'. g(X X Z)NF, X {y} est un
compact quel que soit y;. L’espace F, étant de dimension
infinie, le complémentaire dans Fy X {y,} de

g2 X Z)nFy X {y:}
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est un ouvert dense. Le complémentaire de g(V,N¢,) est
dense.

LemMme 2. — Tout point z non situé dans A admet un vousi-
nage V, tel que le complémentaire de g(V,N C,) soit ouvert.

C, possédant la propriété §, (propriété de symétrie), la démons-
tration repose sur le sous-lemme 2 suivant :

Sous-lemme 2. — Soit G un fermé de Q) possédant la
propriété J et contenu dans une boule fermée de centre =z,
V, ne rencontrant pas A, g(G) est fermé.

Démonstration. — Soit y un point de F et supposons qu’il
existe une suite {z;};ex de points de G telle que la suite
g(x;) converge vers y.

Montrons qu’il existe un point =z de G tel que g(z) =y.
ea ¢étant Iapplication de E dans A’ définie précédemment,
considérons la suite {ps(z;)}; tous les points de cette suite
appartiennent a G.

Remarquons que: p4(Vy) = Vgn A’. La boule Vy étant
fermée ViN A’ est compact: il existe une suite {z; }nen
extraite de la suite {z;},en telle que la suite {p,(z; )} con-
verge vers un point z' de G:

y=1lm 3 u,(2)[f(a,) + Df(a,). (2, — a,) + 8,(a")].

n>o 1LPKm

Soit KL le noyau de I’application linéaire :

(1, It

Soit K le supplémentaire orthogonal de K! et =wgx1 la
projection orthogonale sur K+

S w(2)Df(ay) mxa(zy, — ') = 3 w,(a).Df(a,). (2}, — ')
1<p<Ln 1<psn

Soit H le sous-espace engendré par Kl et A, =y la
projection orthogonale sur H; H’ le sous-espace engendré
par H et le vecteur ey de norme 1 orthogonal 3 H dont le
support passe par .

Posons pu(z) = 7n(2) + |(z — mu(2))len

Nous remarquerons que si deux points z; et =z, vérifient
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la relation p,(2,) = pa(x,), 1ils vérifient aussi la relation
en(®) = pu(x;) (car A< H).
La suite g( 3 p.p(x')Df(ap)) mxi(Z;, — x')% converge.

1<p<n
La suite {m,(z;,, — 2')} convergeant vers 0, la suite

(g S pp(x')Df(ap)).ﬂH(:vjm——x')g converge.

1<p<n
D’aprés le théoreme du graphe fermé la suite {ry(z; — ')}
converge.

|z;, — &' — mu(z;, — )2 = |z

+ |(7a — 7u)(z;, — o)
La suite {pa(z;,)} étant convergente, la suite pg(z;) con-
verge vers un pomnt z.

Le point z est un point de G et on vérifie que g(z) = y.
D’autre part A NG, NQ est compact, donc le complémentaire
de Z(ANC,NQ) est un ouvert dense. Nous en déduisons
g8(€; NQ) est maigre.

TutoriME 2. — Soient M et N deux variétés paracompactes
séparables, de classe C* modelées respectivement sur les espaces
de Hilbert E et F. Soit N, une sous-variété de N. L’ensemble
des applications de classe C* de M dans N transversales a
N, est dense dans C'(M, N) munt de la Cl-topologie fine.

Le théoréme 2 se déduit du théoréme 1 suivant une méthode
classique [6] et [10]. Soit Q un ouvert de E.

LemmEe 1. — L’ensemble des applications de classe C* de Q
dans F transversales @ {0} est dense dans C,(Q, F) mum
de la C! topologie fine.

Démonstration. — Soit ¢ une fonction continue définie
sur Q, a valeurs dans R, strictement, positive. Appliquons
la méthode de construction du § I, A,. Nous définissons un
recouvrement de Q par des boules B,(a,, ¢,).

Posons ¢, = Sn M-

Soit 2 2

. €g
a, = P18101 + ¢2(1 — 1) —21 pg + -+

4ol — gua). (1 — ) S2En
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Posons «(z) = lm a,(x). On vérifie que 0 < «(z) < =(x),
00

et |Da(z) < e(acn); en particulier |Da(z)] est borné. f
[ étant une application de Q dans F posons: f; = -1
o

Appliquons a la fonction f; le théoréeme 1 du § III; il existe
une fonction g, de classe C* telle que:

Ifilz) — &)l < 1;  [Dfi(e) — Dau(a)] < 1

et g est une fonction de Sard.

L’ensemble des valeurs critiques de g; est maigre : 1l existe
un point b de F,|b| < 1, tel que b n’appartienne pas a
I’ensemble des valeurs critiques de g,.

Posons g,(z) = g;(x) — b. 0 est une valeur réguliére de g,.

Posons g(z) = «(z)g(2); 8(0) = g*(0), et

Dg(z) = Da(2)ga(2) + «(2)Dgs(2).
En un point 2z, tel que g(z,) = g(x,) =0,
Dg(z,) = «(z)Dgy()

0 est valeur réguliére de g.

If = |fi(z)a(2) — ga(@)(2)
|f(=) s(2)lfr(2) — gal@)] < 2¢(2)
Df(z) — Dg(z) = ( )[Dfl( ) — Dgu(x)] + Da(z)[fi(z) — ga(2)]
|Df (z) — Dg(a)] < 3e¢().

Lemme 2. — Soit Fy un sous-espace fermé de F. L’ensemble
des applications de classe C* de Q dans F transcersales a
F, est dense dans C'(Q, F) pour la C! topologie fine.

Démonstration. — Soit F, un sous-espace supplémentaire
de F, I la projection sur F; parallelement & F,. Apph-
quons & ITof le lemme 1, soit g une Cl-approximation
de IIof tranvsersale a 0 Dapplication (1 —1II)of+ g
est une Cl-approximation de [ transversale a F,.

Fin de la démonstration du théoréme 2.

Soit (x) une fonction strictement positive définie sur M,
f une application de M dans N considérons un recouvre-
ment dénombrable localement fini de N par des ouverts
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(W;). Soit ¢; un homéomorphisme de W; sur un ouvert de F

() — g(a)| < e(@)|fi(x) — ga(@) < 2¢(2)
|Df(x) — Dg(x)| = «(2)[Dfi(x) — Dgy(x)] + Da()[fi(x) — ga(x)]
|Df(2) — Dg(2)| < 3e(a).

Lemme 2. — Soit Fy un sous-espace fermé de F. L’ensemble
des applications de classe C* de Q dans F transversales a F,
est dense dans C'(Q, F) pour la Cl-topologie fine.

Démonstration. — Soit F,; un sous-espace supplémentaire
de F, II la projection sur F, parallelement & F,.

Appliquons & II o f le lemme 1, soit g une C*-approxima-
tion de II o f transversale a 0.

L’application (1 — II)o f+ g est une C! approximation
de f transversale & F,.

LemME 3. — Soit K un fermé de Q et f une application
de Q dans F de classe C* telle que la restriction de f a K
soit transversale a F,. Quelle que soit ¢ fonction continue
strictement positive il existe une application de classe C*, trans-
versale a F, telle que:

a) g coincide avec [ sur K.

b) 18(z) — [ (2)| < ().

¢) |Dg(z) — Df (z)| < e(a).

Démonstration. — Soient Q; et Q, deux ouverts tels que .
(i) KeQ,cQ,cQ,<Q.
(ii) La restriction de f & Q, est transversale a F,.

Il existe un voisinage de f, w dans C(Q, F) muni de C!-
topologie fine tel que la restriction & Q, de toute fonction g
de w soit transversale & F,. Nous pouvons supposer w loca-
lement convexe. D’apres [6] il existe une fonction ¢ de classe
C~ telle que: K<™ (1) (Q,<¢72(0). D’aprés le lemme 2 il
existe une application g transversale a F,, située dans
w telle que:

(i) 2g@) — f(@)] < inf <s<x>, E<“i>—~>;

| Do (2)|
(1) 2|Dg(z) — Df ()|
La fonction o¢f 4 (1

< =(2);
— ¢@)g est la fonction cherchée.
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Fin de la démonstration du théoréme :

Elle se fait par induction, en construisant grace au lemme 3
la fonction g successivement dans chaque carte d’un atlas

de M[6].
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