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APPROXIMATION
DE FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES

SUR CERTAINS ESPACES DE BANACH
par Nicole MOULIS

0. Introduction.

E étant un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie, Q. un ouvert de E le sujet de cette étude est l'appro-
ximation de fonctions de classe Ck définies sur 0, à valeurs
dans un espace de Banach F, par des fonctions de classe C°°.

Dans un article paru au « Journal of Méchantes » « An
approximate Morse-Sard Theorem » [6]. J. Eells et J. MacAlpin
montrent que si X et Y sont deux variétés paracompactes
de classe C°° modelées sur E, toute application continue de
X dans Y peut être approchée au sens de la C°-topologie
fine par une application de classe C°° qui est une application
de Sard (l'ensemble des valeurs critiques est maigre). Ce résul-
tat a pour corollaire : soit B une sous-variété fermée de Y,
toute application continue de X dans Y peut être approchée
au sens de la C°-topologie fine par une application de classe C°°
transversale à B. Les seuls autres théorèmes de transversa-
lités connus pour les variétés de dimension infinie sont dus à
S. Smale [13] et F. Quinn [12] et concernent les applications
Fredholm.

Ces résultats sont généralisés de la manière suivante :
Dans le paragraphe I, nous démontrons que l'ensemble des

applications de classe C°° de Q dans F est dense dans l'en-
semble des applications de classe C2^"'1 muni de la C^-topo-
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logie fine. Si E est de dimension finie, un théorème plus fort
est vrai et bien connu; mais sa démonstration utilise le produit
de convolution, donc une mesure de Lebesgue sur E.
f étant une fonction donnée de classe C2 '̂"1 définie sur i2,

nous construisons explicitement une fonction g de classe C°°
qui est une C^-approximation de /*. La construction se fait
en deux étapes : à l'aide du théorème connu en dimension
finie, et en utilisant l'existence d'une suite de sous-espaces de
dimension finie de E dont la réunion e^t dense dans E, nous
définissons une fonction g de classe C00 qui est une C^"1-
approxiination de f et telle que Dkg « ne diffère pas trop »
de DY. Puis, ce lemme est utilisé localement pour, grâce à
certaines partitions de l'unité construire la fonction g.

Pour clarifier l'exposé, nous avons d'abord fait la démons-
tration pour k = 1. Elle se généralise, alors, au cas où t2
est un ouvert de CQ ou d'un espace lp : si a est la classe d'une
norme sur l'espace [2], nous démontrons que l'ensemble des
applications de classe C^ de Î2 dans F est dense dans
l'ensemble des applications de classe C1 de 0. dans F, muni
de la O-topologie fine.

Dans le paragraphe II, nous donnons quelques applications
des théorèmes du paragraphe 1 qui permettent de ramener
l'étude des variétés hilbertiennes de classe C^ à celle des varié-
tés de classe C°° (les seules pour lesquelles des théorèmes
soient connus d'après [9] et [5]). Ces théorèmes sont démon-
trés par des méthodes « classiques » [il].

Dans le paragraphe III, nous approfondissons l'étude des
fonctions construites au paragraphe I. Dans le cas d'une C1-
approximation, la fonction g s'obtient par recollement de
fonctions très voisines de fonctions linéaires (qui sont des
fonctions de Sard). L'étude précise de Dg montre que, dans
le cas où Q est un ouvert d'un espace de Hilbert, l'ensemble
des applications de Sard, de classe C90 de û dans F est
dense dans l'ensemble des applications de classe C1, muni de
la G^-topologie fine.

Nous en déduisons que si M et N sont deux variétés de
classe C°° modelées sur E, Ni une sous-variété de N l'en-
semble des applications de classe C00 de M dans N trans-
versales à Ni est dense dans l'ensemble des applications de
classe C1 muni de la C^-topologie fine.
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1. Lissage de fonctions définies
sur certains espaces de Banach.

Dans tout ce paragraphe, E® désignera un des espaces de
Banach suivant :

lp : espace des suites de nombres réels {x^} tels que la série
^ \Xn\p soit convergente; p entier supérieur ou égal à 2.

n€N
CQ : espace des suites de nombres réels {x^} tels que

lim x^ = 0.
n->-oo

Nous supposerons E01, muni d'une norme de classe C01 sur le
complémentaire de l'origine dans E®. D'après [2] les espaces
CQ et l^p admettent une norme de classe C°° équivalente à la
norme usuelle. Les espaces ?2p+i admettent une norme de
classe C2P.

A. THÉORÈME 1. — Soit 0. un ouvert de E^ F un espace
de Banach. Uensemble des applications de classe C^ de ti
dans F est dense dans l'ensemble des applications de classe C1

de 0. dans F muni de la C^-topologie fine. (Cet ensemble est
noté ^(îî, F).)

Pour démontrer le théorème 1 nous démontrons tout d'abord
un lemme fondamental qui sera utilisé comme lemme local
dans la suite.

Ai. LEMME FONDAMENTAL 1. — Soit f une application
de classe C1 définie sur une boule Bi centrée à l'origine de E"
à valeurs dans F. Soit Bo une boule centrée à l'origine de
E01, BQ^BI et f\ un nombre positif tel que'. sup [D1/'^)] < T].

a;6Bo
Soit s un nombre positif arbitraire. Il existe 2 constantes \
et Xi et une fonction g de classe C" définie sur Bi à valeurs
dans F telles que :

sup \f{x) — g{x)\ < Xo£ et sup ID^nQI < \^
;z;6Bo a;eBo

Démonstration du lemme fondamental. — Soit (ej (n e N)
la base canonique de E01 (^ est la suite {x^} telle que x^ == 0
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si p ^ n x^ == 1) ; notons E^, l'espace engendré par les e^
(1 ^ p < M), Tc/i la projection sur E^ parallèlement à
l'espace E" engendré par les 6p(p > n). Posons E00 = L J E^.

n6N
E00 est un sous-espace vectoriel de E. Nous munissons E°

de la norme induite par celle de E. Cette somme induit sur
chaque E^ une norme équivalente à la norme euclidienne
notée [ !„.

E00 est un sous-espace vectoriel norme dense dans E, non
complet.

La construction de la fonction g se fait en deux parties :
1° Nous construisons une fonction f sur E00 telle que la

restriction de f à E^ soit de classe C°° (quel que soit n) et
telle que J soit « proche de f ».

2° Nous construisons une application différentiable Y de E
sur E°° telle que \x — ^¥(x)\ < r. La fonction g est ainsi
définie

gw = rw^))-
1° Construction de J .
Soit y une fonction de classe C00 définie sur R et à valeurs

dans R telle que :

?(() - 1 si M < ^
<p(() ==0 si \t\ > 1
9 est décroissante.

Considérons la fonction f^ (définie sur E) par

fnW == -av Ç f(x - y)v(a^) dy; c = f <p(|y|J dy.
c Jîn Jî-n
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Nous avons choisi la constante a, telle que

sup \f^(x} - f(x)\ < —— et sup |D^(^) - D/-(aQ| < - .̂
aîGE^nBo 2 a-GE^nBo Z"

La fonction f^ est de classe C1, mais la restriction à E^ de f^
est de classe C°°.

Posons 7'o = f(eo).
Supposons définie par récurrence sur E^-i la fonction 7n-i*
Posons :

W = ̂ (X) + Tn-^n-lW) - A(^n-X^)).

Par récurrence on vérifie que :

(i) La restriction à E^ de J^ est de classe C00, ^n coïncide
avec ^_i sur E^_i.

(u) sup \Ux) - f{x)\ < 2e(l - l\
^eE^nBo \ 2 /

(ziÏ) sup |D^(^) - D )̂! < 2^ (l - i\
xe^nB, \ 1 /

Nous pouvons donc poser J •== lim 7n ? 7 vérifie les propriétés
suivantes.

(i) La restriction de J à tout sous-espace E^ est de classe C00

(u) sup \J{x) - f{x)\ < 2s.
.ceBonE00

(ui) sup |D^) — Df(x)\ < 2^.
a;6BonE°°

2° Construction de Inapplication V.
Cette construction varie suivant la nature de l'espace E01

considéré.
a) E01 e5( im espace lp.
Soit a; un point de E01 : x == ^ .r .̂

n6Nrs î in
Posons Xn(•:l:;) = 1 — y | <s"—— 1 (? est 1& fonction dont le

graphe est représenté sur la figure 1).

X,(a-)=0 si /SN^ < r X 2'^;

^(.r)=l si^Vs l^l^^ > »••
\i?.n /
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Posons
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W == ïn^n, ^) - S k(̂ n.
n€N

b} E01 est l'espace Co.
Considérons la fonction ^ définie sur R, à valeurs dans R

dont le graphe est représenté sur la figure 2 :
4> est de classe C°°,
^ est croissante au sens large,
+(- t} = - ^(t),

si M < y^O-0, si |(| > r^{t)=t
\^{t)\ < 4

Posons T(a;i, ^, . . ., ^n • • . • ) = ( î)? ^(^2)5 • • • ? ^(^n)?- • • ) •

V(D

J:

p

FIG. 2.

Dans chacun des cas a} et &) l'application T a les propriétés
suivantes :

(i) ^F est une application de E01 sur E00.
En outre quel que soit x dans E01, il existe un entier n{x)

et un voisinage V^ de a; dans E tels que : YÇU^) <= E^).
(n) L'application Y de E" dans E00 est de classe C01.
Au voisinage de x, l'application Y est une application de

Ua; dans E^) dont chacune des composantes (considérée
comme application de Ua; dans R est de classe C^, Y est
de classe C01.
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{iii) I I existe une constante Ci telle que |DY(rr)| < Ci.
Démonstration dans le cas a) Sun espace lp.

DT^) = DXn(^ + Xn(̂ *n

(eî est le vecteur dual de e^ : e*i. h == h^ h^ composante de
h suivant ej. Posons ^(x) == 1 —- 9 T S l^i^t-

Li^n J

D%^) = - p 5 (<^-WT 5 kH ^. == signe de x,.
i>n Li^-n J

Désignons par | |* la norme dans le dual de lp : Iqi q== ———]

S ^W-1^^!^^-1^^
i^n 1 \i^n /

-^ kh^
\i^n /

En tout point x tel que |̂ | ^ 1, D/^(rc) == 0 quel que soit x^
\WW\ < psup|9'(î)|.

Or ^)=^^

Dx^)==^-Dxi(f-\

II existe une constante Mi, indépendante de r telle que :
M

|DX^)|.<-^.

W{x).h= S Dx,(aO./^,A+ S Xn(^)^
n€N n6N

[DT(a;)./i| < M11^ S ̂  +|A|
' n^-7»o

où Mo est le plus petit entier tel que / S l^n^V^ ^ r-
\n>no I

\DV{x).h\ ^ (Mi+1)|À|.

Il suffit de poser Ci == Mi + 1-
Démonstration dans le cas b) de Vespace CQ.

Soit h = (Ai, .. ., h^y . . .) un élément de CQ.

W(x).h = ( î)/^ ̂ (x^ . . ., ̂ (x^ . . .)•
ID^F^)] ^ sup|Y'(^)| < 4

i^i
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Nous pouvons poser
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C, = 4.
{w) \x- Y(.r)| < r.
a) Cas où E est un espace lp :

x^^{x)= S (̂1

\x-^(x)\ ^ \t x^

Xn(^))^

n^no

^ r

b) Cas où E est l'espace CQ :

\x — V(x)\ ^ sup \x^ — +(^)|
^ r par définition de ^>.

3° Définition et propriétés de g.
Posons g(rc) == TW^)).
(i) g e^t de classe C30 (car g est composée d'applications

de classe C00).
(ii) II existe une constante \ telle que : sup \f{x)— g{x)\ < XQ£

a;€Bo

f{x) = f(V{x)) + ̂  î)f(T{x) + t{x - T^)).^ - Y(a;)) dt
f(x) - g{x) = f^Çx)) - Wx)}

+ f^ Df^(x) + t{x - Y(^)). (.r - Y(.K)) ̂ .

Or sup | Df{x)\ < ̂  et |a; — Y(a;)| < r.
.rCBo

|/'(a;) — g(a;)| < 3s + TQr < 4e.

(ni) I I existe une constante X^ telle que: sup|Dg(.r)| < \^f\
.tCBo

Dg(x) = Dj^Çx)) X W(x)
\Dg(x)\ ^ STÎ X Ci.

Le lemme fondamental 1 est démontré.

Ag. Fin de la démonstration du théorème 1. — Soit e(x) une
fonction continue définie sur ti, à valeurs dans R, stricte-
ment positive, f étant une fonction de classe C1 définie sur
ti, à valeurs dans F, nous allons montrer qu'il existe dans
fii(î2, F) une s-approximation de /*, g de classe C^ c'est-
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à-dire une fonction g telle que, quel que soit x :

\f{x)-g{x)\ < s(rr)
\Df(x)-Dg{x)\ < s(x).

Dans toute la suite la norme considérée sur E01 sera supposée
de classe C01 (dans le cas de l'espace CQ cette norme n'est pas
celle considérée d'ordinaire, mais celle définie dans [2]).

Définition Sun recouvrement dénombrable de Q.

LEMME 2. — Quel que soit x point de Q, il existe une boule
B\x) de centre x et de rayon p'(rc) contenue dans Q. telle
que:

a) sup [ s(î/) — e(î/')[ < inf £w

( y , DSBW 2eB'(.c) L

b) sup |D/-(î/)-D/-(y)| < inf s(z)
(y, j")eB'(a?) zeB'(x)

c) si B'(^)nB'(î/) ^ p -^ < p^ < 4
d) sup p'(^) < 2.

a;€Q

Démonstration du lemme 2. — Considérons l'ensemble ë(n;)
des nombres positifs p(rc) tels que la boule B(.r) de centre x
et de rayon p(rc) soit contenue dans û, et que dans cette
boule les propriétés a) et b) du lemme 2 soient vérifiées. ê(a;)
n'est pas vide. Soit ^o{x) la borne supérieure de &{x). Pour
chaque x, choisissons un nombre positif p(rr) vérifiant :

j[
0 < y Po(^) < ?W < Po(^).

Posons

p(^)^P^), p'(a;) = inf (p(.r), 2).

Sur la boule W{x) décentre x et de rayon p'(*r) les propriétés
a), 6), d) sont trivialement vérifiées.

Vérification de la propriété c).
Supposons

B'(^)nB'(y) ̂  et p'(^) ^ p'(y).
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Deux cas peuvent se produire
lo p'(.r) - p'(y) = 2

JL^-i
9'{y) ~

La propriété est alors vérifiée.
2o 2 > p'(aQ > p'(y). Dans ce cas p(^ > ̂ M
„ . p(,r) P(2/) P (2/)
Majorons 5— :p(y)'

p(^)la;-2/1 < p'(o;) + P'(2/) < 2p'(.r) < ^

La boule B ( y, p" ), de centre y et de rayon pw est conte-
\ •" / 2

nue dans la boule B{x, p(a;)) de centre x et de rayon p(x).
Donc ^eê^).

<w/ \

^ < po(î/) < 2p(i/); p{x) < 4p(y); p'(.r) < 4p'(i/).

Dans les deux cas possibles p'(a;) < 4p'(y) ce qui achève la
démonstration du lemme.

Posons p{x) = p^.
2i

UB(^ p^))=a
a;eû

De ce recouvrement, nous pouvons extraire un recouvrement
dénombrable par des boules B^ de centre a^ et de rayon p^
(n e N). Nous désignerons par B^ la boule de centre a^ et de
rayon p^ == 2p^.

Posons s^ = s(aj.

Construction d'une fonction g de classe C01, « proche de /».
Considérons les fonctions <?„ définies sur E" par:

,̂ ) = , (î -̂ -A
\ Pn /
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cp^ est de classe C® égale à 1 sur B^, 0 en dehors de B,,.
Considérons les fonctions linéaires ^ :

^) = /•(aj + D/'(a,).(.r - aj sup |D^(n) - D/̂ )| < .̂
a;6Bn

A la fonction (/* — ^) nous pouvons appliquer, sur Bn, le
lemme fondamental 1. Il existe pour chaque n une fonction 8^
de classe C^ telle que :

sup )/-(a;) - ̂ ) - W\ < 2-»e,p,
a;€Brt

sup \Df{x) - DW - D8,(a;)| < As,
a;6Bn

(X est une constante indépendante de n).
Posons f^x) = W + l^x).
f^(x) est une fonction de classe C0^ telle que :

(i) supi^)-/1^)! < 2-^p,
a?€B,î

(u) sup|Dto-D/-(a;)| < X^.
aî€Br»

Nous définissons une suite de fonctions g^ par :

gn =f+ 91^ - f) + ?2(1 - 9l)(/2 - /•) + • • •

+ 9n(l - ?n-l) ... (1 - Çl)^ - /•).

Propriétés de la suite {gn}'
[Pi] La suite {g^} se stabilise.
Soit 1 ̂  p ^ n; en tout point a; de Bp

gn )̂ = gpW = fW + 9l^)(A(^) - /N) + • • •

+ (1 - 9p-i(^))(l - 9p-2(^)). . .(1 - 9i(^))(^) - A4).

Les boules B^yie N) recouvrent tout l'espace. Dans un voisi-
nage de tout point Xç, à partir d'un certain rang, la suite
{gnW} est constante.

[Pg] Sur B^, g^ e5( de classe C®.
Posons, par récurrence sur l'entier p (2 < p ^ yi), la récur-

rence se faisant suivant les valeurs décroissantes de p :

hî-i = ??(/? -/•)+(!- yp)Ap; ^ = 0.
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Par récurrence, on démontre que la fonction ^ s'exprime de la
manière suivante

en = f + 9i(Â - / ' ) + • • • + 9p-i(l - 9p-2). . .
(1 - <pX-i - /•) + (1 - 9p-i)(l - 9p-2).. . (1 - 9i)^-r

^-1 - ?n(/. - /•), gn = AÏ + /*.

Sur B^ A;_i + /* est de classe C^
Par récurrence sur B^ =hJ[+ f est de classe C01.
[Ps] 7Z existe une constante Àç.
(Xo indépendante de n) telle que :

^P Ign(^) -/'(^)l < ^n.
a;€Bn

Supposons, par induction sur p démontré que :

^PJWI <|Srx4p,
^-i=yp(fp-/)+(i-9p)^

— si BpnB,= 0, sur B, la fonction ipp est nulle

-̂i(a;) = ̂ (.r)
— si BpOB, ?£ 0;

^P Ito - /'(^l < 2s, x 2-^ x 4p,
•CSBpnBn

(car ep < 2e,; pp < 4p,)
Par récurrence sur p sachant que h^ = g,

sup|g,,(a;)-/^)| < 2-/)+3s„p„
»"„

comme p, < 1, [Pg] est démontrée.

[P4J J? ea;î ?te une constante 'k[ indépendante de n telle que :

sup|Dg,(a;)-D/-(^| < X^.
^Bn

Posons par récurrence sur p, pour les valeurs décroissantes de
P ' -

h';., = ̂ (Dfp - Df) + (1 - <pp)^, ; ^» = 0

Dg,. - Df^ A," + ̂ | (1 - ̂ ) . . . (1 - y^Dy^ - ^) - ̂ ].
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D'après la propriété (u) de f^ le même raisonnement que pré-
cédemment montre qu'il existe une constante /c' telle que

sup | TOI < 2/c'^

D'autre part :
sup |/î (.r)| < 2-% X 4pp
XG.BH

sup \f,(x) - f(x) - hï(x)\ < 2-r[^^ + £„ X 4p,].
x€B,,r\Gp

La différentielle de la fonction norme ayant, dans l'espace dual
une norme majorée par une constante C; d'après la défini-
tion de cpp

.-^ ,,. 4C
w <^

sup 1 (1 - ci)... (i - 9p-i)D<pp(f, p-f-hî,)\< 2-P x 20C^.
a;€B«nBp

Sommons sur l'indice p, remarquons que, si un point de x
n'appartient pas à Bp, en ce point D9p(rc) == 0 et le terme
correspondant de la série est nul ; nous obtenons :

S (1 - <pi).. .(1 - <Pp-i)D^ - f- Ap) < 40Ce,.
ip=i

La propriété [P^] est donc démontrée.
Posons g =^= lim g^.

nx»

Pour tout élément x de Î2, posons :

n{x) == inf {n; x e B,J.

Il existe un voisinage de rr, V(rc) tel que V(.r) c= B^) sur
V(^),

g(^) "= gn^)'

Des propriétés Pg, Pg, P4, nous déduisons respectivement les
propriétés Pg, P^, P^

[Pgjg est de classe C'1

[P^suplg^)-/^)! ^ ^{x)
a-eQ

[P^supIDg^-D^)! < ^(x)
a-eû

où XQ et Xi sont deux constantes.
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La fonction s pouvant être choisie arbitrairement proche
de 0, le théorème 1 est démontré.

B. THÉORÈME 2. — Dans toute cette partie B), E désignera
un espace de Hilbert séparable de dimension infinie.

Soit Q, un ouvert d'un espace de Hilbert séparable E de
dimension infinie et F un espace de Banach. ^ensemble des
applications de classe C00 de £î dans F est dense dans V en-
semble des applications de classe C2^ muni de la Ç^-topologie
fine {cet ensemble est noté Ê^-i (ti, F)).

Remarque. — D'après [14], sur l'espace CQ il est impossible
d'approcher au sens de la C^topologie fine toute fonction de
classe C2 par une fonction de classe C00.

B .̂ LEMME FONDAMENTAL 2. — Soit f une application de
classe C2^1 de E dans F. Soit Bo une boule centrée à
l'origine de E, et f\ un nombre positif tel que sup \'D2k~lf(x)\<'^.

a;€Bo
Soit e un nombre positif arbitraire. Posons r =-^-' II

fl
existe (/c + 1) constantes \ (0 < i ^ k) et une fonction g
de classe C°° définie sur E et à valeurs dans F telle que :

0 ^ i ^ k — 1 sup \Wf{x) ~ Dig(x)\ < À^-1-1,
a?€Bo
supjD^)] < X^.
;B€BO

La construction est une généralisation de celle faite pour
démontrer le lemme fondamental 1.

Nous construisons une fonction f sur E°° telle que la restric-
tion de f à E^ soit de classe C°° et telle que f soit « proche »
de /•.

Par le même procédé, nous construisons des applications
L1 de E°° dans Ï^(E, F) (espace des applications i-multili-
néaires symétriques de E dans F). Les applications L1

sont de classe C°° et « proches » de D1/* pour 1 ̂  i < k — 1.
La fonction Y étant celle construite précédemment la fonc-
tion g est ainsi définie :

g{x) = f{^(x)) + S A- L'(Y(.r)). (x - YQr))1.
Ki<t-l l;
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1° Construction de J et de U(i ^ i ^ k — 1).
Dans tout ce qui suit, nous conviendrons d'identifier la

différentielle d'ordre 0 d'une fonction avec la fonction elle-
même. Notons ç la fonction dont le graphe est représenté
sur la figure 1 et posons :

fn{x)=-^- f f{x-y)^\y\^dy
c J^n

où c = f <p(|î / |n) dy et où b^ est une constante telle que:
»/E^

0 ^ K k - 1 sup ID1^) - D1/^)! < s rk-^
•ceEnOBo 2>

2k - 1 > / ^ k sup |D^(^) - iyf(x)\ < —
•ceF^nBo Z"

L'existence de la constante b^ est une conséquence des pro-
priétés du produit de convolution ; nous avons :

i ^ i ^ k D-f^x) = bn C WfÇx - yWW dy.
c ^^n

La fonction /*„ est de classe C2^"1, mais les restrictions à
E^ des applications f^ D1^ (1 ^ i ^ k) sont de classe C00.

Soit eo l'origine de F. Posons

To = f{e^ Lo = D1/^).

Supposons définies sur E^_i les fonctions Jn-i et U-r
Posons

M = fn(x) + /'n-l̂ n-l̂ )) - fn^n-l{x)),

U{x) = Vf^x) + U_,(7r,_i(^) - D^ .̂r)).

LEMME 1. — Le5 fonctions f^ et L^ vérifient les propriétés
suivantes :

{i) sup \J^x) - f{x)\ < 2e (l - 1 ) r"-!,
v / / 1 \

(u) i < i < k - 1 sup | U(x) - D^x) \ < 2e 1 - -^ } r"-1-1,
x^ _ i \ v /

{iii) sup |U(rr) - DY(.r)| < 2^ (l - 1 ) ,
a;GE^ ^ ^ y

(^) la restriction à E^ de L^ et de 7n e5t ^e classe C00^
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(^) 7n coïncide avec /,_i sur E,_i, Lj, coïncide avec U_i
Aur E,_i.

Démontrons ces propriétés par récurrence. Elles sont
vraies à l'ordre 0 puisque Eo =={('o}. A l'ordre n, nous avons

M - fW = f^{x) - f(x) 4- Tn-l^n-lW) - f(^.,{x})

- {fn^n-lW) - /K-l(^))

. ^ / l +^ f l - ^ . ^2» • - ̂  ^J -r 2» )

^^(l-t)

Les propriétés (ii) et (u'i) se vérifient de même que (i). La
restriction à E^ de ^ et D1^ étant de classe C°°, il en est
de même pour ~f^ et L^. La propriété (^) est triviale et nous
pouvons poser : f = lu^i /^, L1 == Ing L^.

Les fonctions J et L1 vérifient les propriétés suivantes :

W \7W-fW\ < 2^-1, ,
(u) 1 ^ i ^ k - 1 \U{x) - D1/^)) < 2£rk-l-i,
(ur) IL^-DY^)! <'2^
(i^) La restriction à tout sous-espace E^ de f et de L1

est de classe C°°.

2° Construction de l'application Y.
Soit x = ^ a;̂  un point de E.
Posons n€N

r( ̂  ̂r(s^n
VP^n /

L r^ JXn(^) =1-9 l1^ '

X,(.r) =0 si / ^ ^\'2 ^ r X 2"^,
\P^n /

^(^ == 1 si / ^ ^\^ ^ r.
\ P .̂n /

Posons
k^) = XB(̂ ,, . ,

y^) = 2; ,̂(^) .̂
n6N

De même que dans la partie Ai (cas d'un espace lp) Pappli-
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cation Y vérifie les propriétés suivantes : a), fc ) ,c ) (les démons-
trations sont identiques à celles faites précédemment).

a) L9 application T est une application de E dans E00.
b) Uapplication Y est de classe C00.
Quel que soit x il existe un entier n[x) et un voisinage H,

de x dans E tels que ^(UJ <= E^).
c) I I existe une constante Ci telle que [D11?^)] < Ci.
d) I I existe des constantes Ci telles que \W(x)\ < C^r1"1.
Démonstration de d).

D1^) = D^n^n + D1-1^^) X (id.^).

Plus explicitement :

D^).(/i1, . . ., h1) = D1^).^1, . . ., frX
+ S D1-^^).^, ...,H ... ̂ (y.e^

l^J^i

m{x). (y, ..., h1) = s • D1/^). (^, :..., h^
+ S S^D1-^^).^1, ..., ÀV ..., ^)(^.^n

l<y<in>no

/ no désigne le plus petit entier tel que ^ x^ ^ r2 \
\ n^no /

ID^^).^1,...^1)! < ^sup|Dix^)||/ll|...|/ll| S x^

+ S °|^| sup ID1-1^)! .lÏf0 . . 1 ^ 1 . . .|^|.
J n>no

Or (voir appendice îî^) il existe des constantes &i telles que :

ID'Xn^l < A' ID-1/,-!^)! < ̂

ID-Y^)! < .(&. + ifc._i)r1-.

e) |a;— Y(a;)| ^ r.

^ - W = S ^(1 - U^n.
n^no

Remarque. — Si x est dans Bo alors 'V(x) est dans Bo.
3° Définition et propriétés de g.
Posons

g{x) == fWo;)) + S ^W^)).^--^))1. ,
l^i^fc-1 l •
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Propriétés de la fonction g.
a) g est de classe C°°.
Pour tout point x de E, il existe un voisinage V^ de x

et un entier n[x} tel que T(T-y <= E^). Soit y un point de
U,:

gW = Tn^my)) + S -l-L^(Y(^/)).(y-Y(y))i.
l^i^k-l l 1

L'application g, composée d'applications de classe C00 est
de classe C°°.

b) II existe une constante Xo telle que

sup \f{x) — g(x)\ < Xosr^1.
;c6Bo

Démonstration.

f{x) = f{^(x)) + S A- D^Y(^)). (^ - T^))1

Ki<t-l l !
+ JT- f1 DY(T(a;) + t(o; - ̂ ¥{x)}}.{x - Y^))" ̂

"' • Jo

f{x) - g{x) = f^x)} - J{V{x}) + 2 1- [D^Y^))
Ki<*-l l•

- LWx)) .{x- Y^))'] + -^ ? DY(Y(^

+ ((a; — Y(a;))). (a; — Y^))" dt.

sup [/-(.r) - g{x)\ < Ser"^ S ± + -1,- ï) ̂
a?6Bo 0^i<A-l 1 1 n' 1

Or T]^ == sr^"3. Posons \o == 3e. La propriété b) est démon-
trée.

c) I I existe une constante X^ telle que

sup IDY^) — D^)) < À^^-2.
.c€Bo

Dans la suite de cet exposé (paragraphes c) et d)), ^ étant
un point de E, pour simplifier les notations lorsque aucune
confusion ne sera possible, nous poserons ^{x) == z.

Tous les calculs seront supposés faits dans un voisinage U^
d'un point XQ tel qu'il existe un entier n vérifiant y(U^)<=E^.

Étant donnée une fonction 6 définie sur E à valeurs dans
un espace de Banach, nous noterons, si elles existent, par D,(6,
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la différentielle d'ordre / de la restriction à En de 9, par D^O,
la différentielle d'ordre / de 9. En tout point x de E D^6(a;)
est une forme /'-multilinéaire et si D-'6(a;) existe :

Wx). {h\ ..., W)= W9{x) ,(7 )̂, . . ., n^W)).

Étant une forme /-multilinéaire ¥•> nous noterons F^ o w^
la forme /'-multilinéaire :

F^ o ^.{h1, . . ., V} = F^(/i1), . . ., 7t,(^));
D^(e o 0(;r) = D^{x}).

Avec ces notations D^e o Y)(a;) = Di6(z). D^Ça;).

^^-^.â-xA^-^-^"1

+.f(Dy(z) - L^)) + S (0^(2) - L^(z)) .^—z)l

l 1-^i-^fc—2 i' •

+DlL^(.).(^^l].D^(^)

DW= S 7,———,D^).(.r-^
Ki^k-l (l — 1);+ r Tr^ D^z + ̂ a; -z)) • ̂  - z)'t-l d(-JQ [K —— 1 / -

Retranchons ces deux égalités membre à membre. De même
que précédemment la différence des premiers termes est majorée
par 2eer^2.

D'autre part :

^P ^7—-nïD^Z+î(a;-z))•(a;-z)fc"l
a?€Bo JQ [K —1)\

h^r^0

y.k-1 yk-2

< ^Tî-——T^ < £i {k - 1)! {k - 1)!

L'existence de la constante Xi sera donc une conséquence
du lemme suivant :

LEMME Ci.
Wn{y)-w^y\ ^ ^k-2

1 DiU(i/) - L^{y) o ny\ _< 2^-'
|D3iU-i(i/)| < 2^.
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(Nous rappelons la convention d'écriture suivante):
U-^y) o ̂ .{h,, . . ., h^) = U+i(y).(^), h,,..., h^).

Démonstration. — Nous la faisons dans le cas général pour
i quelconque; elle s'applique au cas i = 0 grâce à la conven-
tion U=Jn.

Par définition :

U(y) = D-to) + U_^,-,(y)) - D1/,^.^)),
DîU(y) = D^y) o ̂  + Di_iU_,(^,_,(y)) o <»,

D^)-^(^.^B^^^^
- L^»-l(l/)) o ^2x + D^^(7.,_,(y))

- Uti("n-i(y)) ° (̂ n" - ̂ i).
Pour n = 0 la différence est nulle. Par induction nous trou-
vons :

D^U(y) - L^(y) o ̂ ) = S [D••+l^„(^(y))
0<P^n-l

, . . -L^(^(z/))].(^-^)),
(D-+7,^ - L^)(7T,(y)) = (D^/^ - D-+^,)(^(y))

Par définition de ^ + (Di+lfp - L^^^)-

ID^-D^,)^^.

Nous pouvons calculer de même :

Wn-^y) o î> = DîÂ(y) o <D + s (D^-^,_,(y))
l^P^n-1

_ , . - ̂ f^p-^y))) o ^"x
|D^-^)|^(l+^\+ ^ ^<2,.

\ z / l^P^n-1 ̂

Le lemme Ci est donc démontré.
Fin de la démonstration de la propriété c).

sup S (DJiL1^) - L^(z)) . ̂ -^- ^)1

^PO 0<^/c-2 v / / l !1.̂  lo^/c-2

+D;L;-.W.(^2 '̂ ,2..̂ .
Il suffit de poser Ai == 2e + 1.
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d) I I existe des constantes \(1 ^ i ^ k) telles que:

1 ^ i ^ k — 1 sup ID^) — D1^)] ^ X^-1-1;
.r€Bo _
sup|DV(^) — Wg{x)\ ^ À^.
a;€Bo

La démonstration est une simple généralisation de celle de
la propriété c). Elle se fait en une suite de lemmes.

LEMME di. — Soit a (i ^ a ^ k) un entier et x un point
de E. ^y^x) = z'y z est un point de E^.

Désignons par M)^ l'ensemble des monômes à au plus a
indéterminées (Xi, . . ., Xa) de poids inférieur ou égal à a
de coefficient directeur 1.

Jlfba est un ensemble fini.

0'^)= s ^—^^.(x-zy-
OL^i^k-1 (l —— ^ ) ' -

+ S W.Q(DiY(a;), . . . , D'Y^)).
Qejlilo,

^Q [x) est une forme multilinéaire, Q est un élément de jlfca
(Si QL == k seul subsiste le deuxième terme de cette somme).
Ïq et Q sont liés par la « condition Ça ».

Désignons par (ÎQ le poids de Q; YQ ^e degré de Q (si
rf/Q) désigne le degré de Q par rapport à l'indéterminée X^,
PQ== S ^(Q); YQ= 5 ^(Q)).

l^^a l^^a

Condition Ça.

^(.r) est une forme a — PQ + TQ multilinéaire,

w= s (_ i w^x-zy-^.
a-PQ<i</c ^ — a + Pc) 1

^(^) = ^ OQ^D^L^^) - c.D^L^^^ o ^œ),
/i^i

où
s^ == 1 si h < k — 1, £n = 0 si fc == /c — 1

1 + ^ + ^ - 1 = Ï Q a^^^a^.

Les a^ sont des éléments de Z dépendant de a, Q, i, /i
mais indépendants de la fonction /*, du point rr, de Y.

D'après les conditions sur le degré et le poids de Q, on
vérifie que D^a;) est une forme a-multilinéaire.
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Démonstration du lemme d^.
Elle se fait par récurrence sur a. Si a = 1 il est vérifié.
Supposons le lemme vrai à l'ordre a et montrons-le à l'ordre

a + 1.
En différentiant une fois l'expression de 'Doig(x), nous obte-

nons :

D^g{x} = ^ r'——^-m Li^ • (^ - z)l~a~l
<x+i4?<fc-i (l — a — 1) ! v / v /

+^-x[(DiL•(z)-Li+l(z)o<l)•(^Ta

+D.L-(.)̂ ]̂D"F(.)

+ S D'W • 0(0^(3;),..., D'T^))
çeJlll)»

+ S W.DÏ^D1^),...^^)).
QeJlll),

Montrons que chacune des 3 dernières lignes du 2e membre
de cette égalité peut se mettre sous la forme d'une somme
de termes vérifiant la condition Ca+i.

Étude de la 2e ligne.
Posons

Qi(Xi, ..., X,^) = Xi, Pc, == YQ. = 1
W = DiL'(z) - L'+i(z) o TT^.

En remarquant que i — a = i — (a + 1) + ̂  la condition
Ca+i est vérifiée pour la deuxième ligne.

Étude de la 3e ligne.

D%(^) = DI (s ^ _ ̂  ̂  , ÏQ^) . (^ - T^))-«+P,)

= S 7^————-L^———,-, ^o(a;) • (^ - ^(a;))1-^-?-1
,^a-pç+i (i - a + pç - 1)! Qv / v v / /

+ ^ S p [(D^(^)
9 - s.̂ ) „ ,0)) (^^^•^Q] . DXT(.),

où s; = 1 si i ^ A* — 1, s, = 0 si i = k — 1.
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Posons

w = ̂  a^-n^T) W •(' - ̂ ))i-a+p--l

^(^.(^D11?, ..., D'Y) vérifie la condition C,,i (en
écrivant i — a + pç — 1 = i — (a + 1) + p ).

Posons Q(X,, . . . , X,)=X,Q(X,, ..., X,).

W= S (Wx) - ̂ {x) o ̂ )). (^-yN)'^
i>a-PQ (l — a + Pô)!

D )̂ - ̂ (x) o ̂  PQ/

== S(aQ'1-^^•^[D^L''-.D^+iL" o ^a)]
- eiaQ+l•l+l[D;?•+l+lLi+l - D^+iL'+i o 7r0)].

O1' Îh + / + 2 — i = YQ + 1 == YQ.
En écrivant

i - «• + PQ = iî - (a + 1) + Pc + 1 = i - (a + 1) + p^

on voit que (̂a;)̂  vérifie aussi la condition C,+i.

Étude de la 4e ligne.

^Q étant un monôme à / indéterminées Xi, . . ., X-; soit
Q; la dérivée d'ordre 1 de Q par rapport à l'indéterminée X,.

DC^D^), . . . , W(x)) = S Q^D^, . . . , OT)
!<;</

X D^Yra;).
Posons Q'; == Q; x X^.
Soient d,, d'i, d'i les degrés respectifs de Q, Q;, Q'; par

rapport à l'indéterminée X;.
Si i + l et i ^ l + 1

d, = d[ = d"., di - i = d\ == rf;,
^(+1 + 1 = ̂ ;+i + 1 = d';,

PQ!' = PQ + 1, ÏQ;' = YQ, PQ;' - ÏQ;' = Pc - YQ + 1.

Posons Ï^(x) = ÏQ(x). En écrivant

i - a + PQ = i - (a + 1) + p ,̂

on vérifie que ^(x). QÎ(DIY, .. . , D^Y) vérifie la condi-
tion Ca+i.
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LEMME d^. — (Généralisation du le mme Ci)

h+ ï) +1 < k — 1
sup jD^+^^z) - D^L^z) o ̂ i)| < 2srk-2'-Tl,

' zeB, , . ' ; : . ' '•;

/ C < / l + Y ) + 1 ^ 2 / C — 1

sup jD^+^L^z) - D^L^z) o TC^^J < 2ï).
•Z^BO

Démonstration, — Nous remarquons que

D^D^z) = D^D^^z) o T^.

Le même calcul que celui fait dans le cas T] = 0 montre que :

D^L^) - D^L^+^z) o 7^ - S [D^D/l+l^l(7^,(z))
O^P^n—l
-D5L^(^(z))]o(^-^i)).

Or en un point y de Ep :

D54+i(î/) == D?DA+1^(^/) + .D?-imV^p-i(î/))
- D^D^ î/))

D?D'•+lf̂ l(!/) - D^L^(</) == D^1^^) - D?D"+l^(l/)
+ D?_iD^^,_i(2/)) - DÏ_iL^(^(</))

D^L^z) - D^+^z) o<i> = S [D5D'•+l^l(7^p(z))
O^P<"-1
- D^D^^^TT^Z))] 0 ^^ - <»).

Par définition de fy

ï ) + / l + l < / C - l

s^|D5D"+^,^(7t,(</)) - D^D'^A^^î/))! < £r '̂"T''

/c < ï) + A + 1 < 2/c - 1
sup|D5D"+^,^(^(y)) - D?D"+Y(^(i/))| < —,,
J c "o

ï ) + ^ + i < ^ — 1
„ . 'î-,.h-2-A-Tl

su^p|D?D^^(2/)-D?D^to)| ^ -r^—'

0 < 7 } + / i + l < 2 / c — 1
^ vï x 2-î-1,

Le lemme ^3 est donc démontré.
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Fin de la démonstration de la propriété d).
Considérons l'expression de D^gÇx) du lemme di.

D^) -^f{x)= ̂ ^(^yy(L^) - D^z)).^-^)1-

- 4- ̂ tT W X Q(D1Y^), . . . , D^))
QeJlfla

l̂- Tr-1-̂  r D^ + ̂  - (x - ̂ ^ ̂[K -^ ff.)\ JQ
- • - fc_a

S ————, (L^) - D if(z)).(^ - z)-a^i<A-i (i — a) !

^ S -— l——2£^fc- l-^X r^ ^2^^-^. a^^fc-i {t — a) !
|̂ 1 DY(z + tx). (a; - z))^-01 dt ^ 73^ .̂

^(^ x Q(Dll^^ • • • ? D01^) est une application a-multilinéaire
de E dans F.

Soit (Ui, . . . , Ua) une suite de a vecteurs.
Q(OT, .../D^.CU,, . . . , U , ) = = ( ^ ...,^_p^)

(L'opérateur (D^Y)^ transforme une suite de H vecteurs
de E en une suite de di vecteurs de E).

D'autre part, d'après la propriété d) de l'opérateur Y.
ID'Y.(UI, . . . , uj < c^-'iu,i...im.

Donc |pi| X • • • X l^a-pç+Tj^ n (c,)v-')<i'lUl| x • • • x i u , {
1 ̂  l < a< ( n (c^vTp-pQjuii x . . . x i u , i
\l^^<a /

Appliquons le lemme d^ pour majorer |Ï^| (en remarquant
que pour tous les termes de ^ la somme T^ X h 4- 1- est
constante).

Il existe des constantes CQ (dépendant exclusivement de&
a^) telles que

si YQ + i ^ ^ — 1 ^
l^bl ^ C^r^-ÏQ-1,

si /c ^ YQ + i ^ 2k — 1 :

?11 ^ c^
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Donc si YQ + i < /c — 1 ;:

11^). (rr - ̂ -^P, x Q|[ ^ CQ X ' 'II (C,)
I^<A
X s^-1-^-1 X r^+PQ X rÏQ

en posant &^ == c^ JJ (c^, on vérifie que :
l^<a

\%{x). (x - z)1-^ X Q| ^ fc^-1-01.

De même si k ^ YQ + i ^ 2/c -— I, il existe une constante &Q
telle que

j^(^).(^ - ̂ -^PQ X Q| ^ &Q7îri-a+PQ X rTo-Po

^ 6^rl-a+TQ ^ b^r^
Or nous avons posé r = -̂ -

•yî
|^).(^ _ ^z-a+p, x Q] ^ fc^-l-a ^ ^ ^ ^

I^Q^).^ - z)l-a+PQ X Q| ^ fe^ si a = /c.

L'ensemble jlba des monômes Q étant fini la propriété d)
est démontrée.

Le lemme fondamental est démontré.

Bg. Fin de la démonstration du théorème 1.

Soit z(x) une fonction continue définie sur û à valeurs
dans R, strictement positive.

Étant donnée une fonction f déclasse C2^"1 définie sur t2
à valeurs dans F, nous allons montrer qu'il existe une appli-
cation g de classe C00 définie sur Q, à valeurs dans F
telle que, quel que soit x dans A, et quel que soit a,
0 ^ a ^ k: IDV^) - D^g{x)\ < z{x).

Définition Sun recouvrement dénombrable de Î2.

LEMME 1. — Quel que soit x élément de Q, il existe une boule
B'(a;) de centre x et de rayon p'(.r), contenue dans 0, telle
que :

a) sup \e(y) - z(y)\ < inf 1 £^
0, ;r)eB'(aO ZGBW L
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"..^«'"^-"W^K.^'C).
c) si Bf(x)^Bf{y) ^ 0 -^^ < 4,4 p'(î/) ?

d!) sup p'(.r) < 2.
•ceû

La démonstration est la même que celle faite dans le cas
k = 1 (partie Ag de la démonstration).

Construction d'une fonction g de classe C°° « proche » de /*.
La construction est une généralisation de celle faite dans le

cas l == 1.
Considérons les fonctions 9^ définies sur Q. à valeurs dans

R définies par :

,.(,)=, (l£_^
\ rn /

La fonction y, est de classe C°° égale à 1 sur B,; 0 en dehors
de B,;.

Considérons les fonctions f, définies par:

W=/'(a„)+ S ^-D'^aJ.^-aJ-
l-^i'-^/c ï •

D^(a;) = DY(aJ, sup |D^(a;) - DY(a;)| < e,.
œeBn

A la fonction (f — ZJ nous pouvons appliquer sur B'n le
lemme fondamental. Il existe une fonction §„ de classe C00

telle que :
sup \f{x) - l^x) - 8^)| < 2-^p;
a'€B^

1 ^ l ^ k — 1

^up [D1/^) - m^x) - D^,^)! < 2-7l£,p^-l

^P IDY(^) - D^(^) - D^)) < Xe,

(X est une constante indépendante de n).
Posons

fn{x) = 8^X) + I^X).

fn est une fonction de classe C°° telle que :
(i) ^P\W-f(x)\ < 2-7l£^

îc€B'n
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(a) sup|D1/^) - D1/^)) < 2-ft£^-f si . < k
.C6B»

(iu)sup||DY^)-DY(.r)|| < À^.
.z;6B«

Nous définissons une suite de fonctions o. •0/1

^ = /"+ Çl(A - /•) + V2(l - <Pl)(/2 - / ' )+ • • •

+<Pn(l-^-i) . . . ( l -yi)(^-/-) .
Propriétés de la suite g^
[Pi] La suite g^ se stabilise.
[Pg] Sur B^ g^ est de classe C00.
[Pa] II existe des constantes X; (0 ^ i ^ /c — 1) indépen-

dantes de M telles que :

0 ^ i < k - 1 sup [D1^) - D1/^)! < À^,p^
xeBn

i=k supID^^-DY^)) < À^.
•relin

Si i == 0 la démonstration est la même que celle faite dans le
cas k = 1. Posons (A, = <p,,(l - y^)... (1 - <pi).

D^-D'/-= 2 ( l ) S D^^)D^-^).
a, p \ a / l^p<n

a-i- p=i

Majorons ^ ^V-p^Wfp - f) :
1<P.$B

(1) D^(x) = S ^,.^D^ X ... X D l̂ - 91).
(a, • • • a?)

La sommation étant étendue à l'ensemble des familles ordon-
nées de p entiers positifs ou nuls (04, . . . , a ) tels que:
a! + • • • + a? = a

si a, > 0 D^l — y,) = — D^,.
Calculons ^ D^^D^fp — /*), en développant chaque

l^P^n

D^p suivant l'expression (1), et en regroupant les termes
contenant comme facteur la même expression

D^ X • • • X D^ (^ + ... + a, = a.).
S D^)DP(/, - /) = S ^a,..a,D^ X ... X D^

^•^^ (a^, ... ag) y

x S y,(i - y,-i)
^q^sl^rn

• • • (1 - yn,)(l - y.,.) . . . (1 - yj(Dl^ - DP/-).
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Dans l'écriture de cette expression nous avons fait la conven-
tion n^ < n^ < • • • < Ttq. La suite croissante (mi, . . . , mq.)
est la suite complémentaire de la suite (/Zi, . . ., riq) dans
l'ensemble (1, 2, . . . . m)
or sup ||Dl^ - DP/11 ^ 2-^p?-P si (3 < ^

sup||D^-Dy|| ^ 2-^,
.K6IÎÎ•^

Le coefficient dans gn de DP(/^ — /*) est non nul si et seule-
ment si B;nB^ + 0. Donc

sup |DP^)~DP^)[ ^ 2-^^-Pp;rP.
xW^

Le même raisonnement que celui fait dans le cas k = 1
montre que :

S <p,(l - y,.,). . .(1 - ̂ ,)(1 - 9,,,). . .(1 - yj[DP(f,-^]
< 2-»^s„2't-Pp^.

Supposons donnée une famille (ai, . . ., a^) a^ + • • • + a^ === a.

L'entier n^ étant fixé, il existe L-2———z- familles (ni, . . ., nq)
[riq — q).

contenant comme facteur l'expression D^y^ X • • • X D^'ç^.
Désignons par N(ç) {q < a) le nombre de suites ordonnées

(03, . . . , oiq) de y entiers strictement positifs tels que

ai + • • • + a<7 == a.
N(ç) dépend uniquement de q et de a. Posons

N(a) = sup N(ç).
î^a

II existe donc au plus N(a) X n^ termes de la somme
^ Da(JLp(^)Dl3(^p — /*) contenant comme facteur

l^P^n

D^ X • • • X D^<p^ (^ + ... + a^ == a, ni < ... < n^)

chacun de ces termes est majoré par

2-;lg+2c,2/c-Pp^.
Donc

S D^xWf, - f)\ < S N(a) X n? X 2-^^2;c-Pp^P
10<n 1 l^n^n

X sup|r^ . . . r^| X supjD^ X • • • X D^cpj.
13
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La série de terme général ^2""" étant convergente il existe
une constante K, indépendante de n telle que :

sup S D-i^D^,-/•)|< Ke,pii-P
•CCBn KP-^n I

X supjD»^ X • • • X D^yj.

Or d'après l'appendice (83) il existe des constantes W
(1 < /' < a) telles que :

si B', n B, + 0

\D^(x)\ < ̂
9i

l|DAp^)|| < K / x 2 'pi
/-a,

[D^x • • • X D^pj < n K^p^.
y=a.

Sachant que ai + • • • + "-y == a, il existe une constante K
telle que : | D'-y,, X • • • X D^y^l < Kp,-".

Il existe une constante K;(i == a + P) telle que :

sup S D^^DP^-/•)!< K'e^-S
a-eBn i^p^n |_

supID^^-D1/*! < ÏK^pS-1.
^n

Le même calcul se fait pour i = k.

sup|D^)-DY(^)| < ^K^.
.C€B^

La propriété [^3] est donc vérifiée.
Posons g = lim g^. g est de classe C00 et il existe des

constantes \ telles que :

0 ^ i < k sup ID1^) - D1/^)] ^ \e{x).
.reû

La fonction e{x) pouvant être choisie arbitrairement proche
de 0 le théorème 2 est démontré.

B3. Appendice.
Étude des différentielles de la fonction ^ définie sur E à

([^J2/t\
valeurs dans R par : -^(x) = 9 i—^- ) (est la fonction réelle

9 est celle définie dans A^i).
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Posons

Xi(^) - 9(1^) ; | D1^) = D^. ̂ \ X -^

Pour étudier la différentielle d'ordre i de %i, nous intro-
duisons les notations suivantes :

Soit (3 un entier 1 ^ (3 ̂  tel que ^ — (3) soit pair.
Soit Pp l'ensemble des parties à (3 éléments de l'ensemble
des entiers compris entre 1 et i, noté [1, i]. Soit S ePg,
T le complémentaire de S dans [1, ij. Nous désignons par
ST, l'ensemble des permutations d'éléments de T. Soit TT
un élément de ST.

Posons
S == (i\, ..., ip), TT = (/i, . . ., ^)

y est pair, (3 + y = i.
Soit rc8!11 l'application i-multilinéaire définie par:

^F.^i, . . . , h,)={x.h^)
X • • • X (^.^) S (^A)---(W^

T^ST

LEMME 1. — La différentielle d'ordre i de la fonction %i
au point x est de la forme:

DbCî ) = S A-^^d^/c)
Ka^i

ou ^{t) est la dérivée d'ordre a de 9 au point t\ et

A1-^) = ^ K^l^l2^-1)01-?' ^ ^IT.
l^P^i sepg

(i-p)pair r

(ï+p)^2fca

Dans cette formule, on a posé j3' = (3 + i — 2oc (j3' est pair).
L'ensemble ST est l'ensemble des permutations du complé-
mentaire de S dans [1, i]. K1^ est une constante indépen-
dante de r.

Démonstration du lemme 1. — Elle se fait par récurrence
en appliquant les régies de calcul suivantes :

lo DO^^YN2^-1^*, on désigne par ^ le vecteur
dual de x, x^h) = x.h-, (x^) X ^* = x^ où S'ePp^).
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2o Dç^W) = W^x^^x^).
30 D(^) == S ^F8-^0^

s'ep^(S)
où Pp-i(S) désigne l'ensemble des parties à ( ( î — 1 ) élé-
ments de S et S' U { 164.1} == S.

LEMME 2. — 5i S est une partie à (3 éléments, la norme de
Inapplication i-multilinéaire a?8? est majorée par ( i—p)![ rc[P.

COROLLAIRE. — I I existe une constante K* telle que:

jD-Xx^l < K1; \D^x)\ < J^.

Démonstration. 2/ca — (i + P) ^ 0 donc il existe une
constante K1"" telle que :

lA1-^)] < s K^M15.
l<P<i

Or 9 est non nul si 0 ^ |.r| ^ 1 : [D'/i^)) < K' et

ID'x^l < - .̂

î. Applications à des problèmes de lissage de fonctions
définies sur des variétés.

Dans ce paragraphe M désignera une variété paracompacte,
séparable modelée sur E® (E01 est l'un des espace lp, CQ et
admet une norme de classe C01), N une variété paracompacte,
séparable modelée sur F. Si 0 ^ (3 ^ a, nous désignerons
par (^(M, N) l'ensemble des applications de classe P de M
dans N.

LEMME 1. — Soient U, V, Q, 3 ouverts de E® tels que:
U ^ V ^ V ^ i i et f une fonction de classe C1 définie sur Î2
à valeurs dans F. Quelle que soit la fonction e continue, stric-
tement positive définie sur Q, il existe une fonction g définie
sur i2, à valeurs dans F telle que:

a) g est de classe C" sur U.
b) g == f en dehors de V.
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c) jsup|g(a;) —f{x)\ < s(x).

d) suy\Dg{x)-Df{x)\ < e(rc).
xeQ

(Une fonction vérifiant c) et d) sera dite une e-approximation
de f.)

Démonstration du lemme 1. — D'après [6], il existe une
fonction ^ définie sur Q, à valeurs dans R telle que:

^(O^û - V, ^(l^U.
Soit £i(a;) une fonction continue strictement positive telle

<iue: °< -M " 2»up (tmw
Nous appliquons le théorème 1 pour la fonction Si. Il existe

une fonction /i de classe C" telle que :
a) sup|/i(a;) — f{x)\ < ei(.r),

a-eû
b) supID/.^-D/1^)! < s(a;).

a-eû

La fonction g == 4/i + (1 -- ^y est la fonction cherchée.
THÉORÈME 1.— Supposons M et N de classe a. (^(M, N)

est dense dans (^(M, N), muni de la C^-topologie fine.
Démonstration. — Soit f un élément C^M, N); il existe

un atlas dénombrable localement fini de M, défini par
l'ensemble de carte (t^, ^n)nw soit (w^ 9i),eN l'ensemble
des cartes d'un atlas de N tel que le recouvrement par les
Wi soit localement fini. Nous pouvons choisir les cartes
(Û^ ^) de sorte que pour tout n, il existe i: /'(fîJcW;.

D'après [2], il existe des ouverts U^ et V^ ( n e N ) tels
que :

UU^M» et U^V,c=V,c^
n€N

Soit s une fonction continue, définie sur M® strictement
positive.

Appliquant le lemme fondamental, nous définissons par
induction une suite de fonctions {g^} telles que :

a) g^ == g^_i sur û^ — V^.
b) g^ est de classe C01 sur l J Up.

P^n

c) g^ est une 2~n£ approximation dé g^_i.
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Posons g = = l i m g ^ ; g est de classe C01 est et une e-
n-^QQn>oo

approximation de f.
Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que

les immersions et les plongements considérés sont fermés et.
que l'image par l'application linéaire tangente à f de l'espace
tangent à M .en un point x est un sous-e&pace fermé admet-
tant un supplémentaire de. l'espace tangent à N en f(x).

COROLLAIRE 1 . — U espace des immersions (respectivement
plongements, respectivement difféomorphismes) de M dans N
de classe C01 est dense dans V espace des immersions (respecti-
vement plongements, respectivement difféomorphismes) de M
dans N de classe C1 pour la ^-topologie fine.

La même démonstration que celle faite en dimension finie
montre que l'ensemble des immersions de classe C1 de M
dans N est ouvert dans (^(M, N). Le corrollaire 1 est donc
une conséquence des deux lemmes suivants:

LEMME 2. — Soit f un plongement de M dans N il existe
un voisinage w^ de f dans C^M, N) tel que tout élément g de
Wi soit injectif,

Démonstration, — L'application linéaire î)f(x). définit un
isomorphisme de E01 sur un sous-espace fermé de F encore
noté E»,

Soit x un point de M, (ti, /) une carte de M au voisinage
de x\ il existe au voisinage de f(x) une carte de N : (W,^)
telle que 5c(tî) soit homéomorphe à une boule ouverte B de
E^ de centre ^ o f(x) et telle que ^(^) soit homéomorphe
à B X B' où B' est une boule ouverte d'un espace E',
supplémentaire de E* dans E, E^E' ^ F.

Nous pouvons en outre supposer que: /*(Q).c:W et
-- ^^-i(y)^,^ o^-

Posôns: a' ̂ ^-i^y\ J /
D'après le théorème des fonctions implicites, il existe un

voisinage WQ de f tel que, quel que soit g e= WQ, on ait :
a) g(t2')<=W.
b) ^ o g est un plongement.
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Soit d une distance sur N compatible avec la topologie
de N ; soit e une fonction continue strictement positive telle
que: d{f(x), f{y)) < s{x} implique yeti .

Soit Wi = ]g; geÊ^M, N) g est une 8W approxima-
tion de /*}. ( 2

Soit w == WQ r\ Wi.
On vérifie que quel que soit ge w, g est injective.

LEMME 3. — Soit /* un difféomorphisme de M sur N, il
existe un voisinage w^ de f dans (^(M, N), tel que tout élément
g de w^ soit surjectif.

Les notations étant les mêmes que précédemment, il existe
un voisinage W'Q de /", tel que quel que soit g dans Wo,^og(Q ' )
contienne une boule ouverte de centre ^ o gÇx) et de rayon
r{g, x)^

II existe une fonction continue a telle que :

0 < (x.(x) < inf r(g, x)
ffew'e

soit w[ = {g ; geÊ^M, N), g est une a-approximation de /*}.
On vérifie que w1 = WQ n Wi est le voisinage cherché.

THÉORÈME 3. — Soit S1 une structure de classe C1 sur
une variété M$ S contient une structure S" rfe classe C®.

Démonstration. — Elle est calquée sur celle faite en dimen-
sion finie [11].

_ LEMME 4. — Soient U, V, f2 3 ouverts bornés de E tefc çue
U ^ V ^ V ^ t i et f un plongement de classe C1 de t2 dan^
E. Supposons qu^il existe une décomposition de E en somme
directe E = Ei © E^ ^H<? çue Tii ° f (Hi projection sur
EI parallèlement à Eg) 5oi( un difféomorphisme de classe
C1 de îî 5ur son image û'. Quelle que soit la fonction continue
s[x), strictement positive, il existe une fonction g telle que:

a) g(U) est une sous-variété de classe C01 de E.
b) g = f sur Q - V.
c) sup|g(a;) — f(x)\ < e{x).

.reQ

d} svip\Dg(x)-Df{x)\ < ^x).
xeQ
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e) Si' Qi<=û et si /*(ûi) est une sous-variété de classe C01

de E, g(ûi) est une sous-variété de classe C0^ rfe E.
D'après [8], il existe un plongement de classe C1 de M

dans E, la fin de la démonstration du théorème 3 est basée
sur le lemme suivant :

LEMME 5. — Soit f un plongement de classe C1 de M dans
E. Soit e(^x) une fonction positive définie sur M; il existe une
^-approximation de /*, g de classe C1 telle que g(M) soit
une sous-variété de classe C11 de E.

Remarque. — Supposons que la structure S1 sur M soit
une structure « étalée » (layer) de classe C1; [7] il existe un
atlas étale (Qi, ^) sur M, un isomorphisme T de E sur
un sous-espace fermé de E tels que: (/*o ^-1 — T)(i^) soit
contenu dans un sous-espace de dimension finie de E. La
construction de g au lemme 5 montre qu'il existe un atlas
étalé (ûS, X;) sur M tel que (g o Xf1 — T)(Q;) soit contenu
dans un sous-espace de dimension finie de E. L'image
réciproque par g de la structure de g(N) est une structure
étalée de classe C0^ sur M.

Supposons que E soit un espace de Hilbert, du § 1 théo-
rème 2, nous déduisons les résultats suivants :

THÉORÈME 4. — S o i t M une variété de classe C'0 modelée
sur un espace de Hilbert, l'espace des applications (resp. immer-
sions, resp. plongements, resp. difféomorphismes) de classe C00

de M dans une variété N est dense dans V ensemble des appli-
cations (resp. immersions, resp. plongements, resp. difféomor-
phismes) de classe C2^"1 de M dans N, muni de la Ck-topo-
logie fine.

THÉORÈME 5. — Soit S^ une structure de classe C^ (/c ^ 2)
sur une variété M modelée sur un espace de Hilbert E, S^
contient une structure S de classe C30.

Démonstration. — Soit f un plongement de classe C^ de
M dans E. Soit v(F(M)) le fibre normal de /'(M) ; nous
identifions v(F(M)) à un sous fibre de la restriction à /'(M)
du fibre tangent à E de la manière suivante : nous identifions
la fibre F^ de v(/'(M)) en un point x de f(M) avec le
sous-espace de E supplémentaire orthogonal du sous-espace
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tangent à jf(M) en x. Fo étant un sous-espace fixé de E,
soit Ç(E, Fo) l'ensemble des sous-espaces F de E tels qu'il
existe un isomorphisme l de E sur lui-même qui applique
Fo sur F.

De même que dans le cas où E est de dimension finie,
nous pouvons munir Ç(E, Fo) d'une structure de variété de
classe C00 modelée sur un espace de Banach.

Un système de cartes locales est obtenu de la manière
suivante :

Soit F, un sous-espace de E isomorphe à Fo et F[ le
supplémentaire orthogonal de F^.

Il existe un voisinage de F, u, dans Ç(E, Fo) tel que quei
que soit F. Dans u, :

F = {u + co(u); ue F^, œ application linéaire de F, dans F;}.

Nous définissons ainsi un homéomorphisme ^ de u
sur un voisinage de 0 dans l'ensemble des applications linéaires
œ de F, dans F,'; /, est une carte locale de (E, Fo).

v(/*(M)) étant un fibre de classe (?-1, il existe une appli-
cation naturelle a de classe C?-1 de f(M) dans û(E, FJ
telle que XQ

^)-F,

Désignons par exp l'application exponentielle définie sur E
pour la métrique Riemanienne naturelle de E,

(exp (x, ^ = x + ^).

Il existe D voisinage de E X {0} dans E X E tel que la
restriction à Dnv(/ '(M)) de exp soit un difféomorphisme.

Soit [B une application quelconque de classe V (p ^ 2)
de f(M) dans Ç(E, FJ; p définit un sous fibre vp(/'(M))
de f{M) X E et l'application exponentielle est définie sur
un voisinage de la section nulle de vp(/'(M)). Désignons la
restriction de l'application exponentielle à ce voisinage exp@.

Calculons la différentielle de cette application en un point
(a,, 0) de la section nulle de vp(/*(M)). Soit U une ôarte locale
au voisinage de (x,, 0); U est homéomorphe à un ouvert
de E X E. Supposons U assez petit de sorte que, quel que
soit (x, 0) e U, ç>{x) soit contenu dans une carte locale de
^(ËÎ F^) u,. Soit œ p ^ l'application linéaire telle que la
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fibre en (x, 0) de ^(/"(M)) soit :

Fp^ == {u + œp^(u) ; u e Fp^J

Soit V^ un voisinage de x^ dans E homéomorphe à un
ouvert de Ei X Ë2 par un homéomorphisme cp^ tel que :

<p,(AM)nVO=E, x {0}n^(VO,
ç,(F,nV,)- {^} x E,n<p,(V,)

(F^ est la fibre en x du fibre normal à /'(M)).
Dans ce système de coordonnées locales :

D expp (^, 0).(wi, Wg) == (wi, 0) + (0, Wg) 4- (D^œ^.Wi)w2

Da;œ^a; === 0 (œ^a; application associée au fibre normal
défini par l'application a).

Si (3 = a la différentielle D expp(^, 0) est un isomor-
phisme. Il existe un voisinage de a pour la C^-topologie
fine tel que quel que soit (3 dans ce voisinage D expp(rc, 0)
soit un isomorphisme pour tout (rc, 0) de /'(M). Choisissons y
dans ce voisinage tel que y soit de classe Ck.

D expy (rc, 0) est un isomorphisme, donc il existe un voisi-
nage w^ de la section nulle de v^(/*(M)) tel que la restriction
à w^ de l'application exponentielle soit un isomorphisme de
classe C^.

Il existe, d'après le théorème 3 un plongement g de classe
Ck de M dans E tel que :

a) g(M) est une sous-variété de classe C°° de E.
b) g(M)c:exp^(^).
c) g(M) est transversal à toutes les sous-variétés Ny^;

]N^): image par l'application exponentielle de la fibre ^(rc).
Considérons l'application p qui à tout point x de jf(M)

associe le point p(M) de g(M) situé sur N^(a;); p est bijec-
tive.

Considérons un ouvert Wi de exp (wJ tel que WiO/^M)
soit un ouvert d'une carte locale de jf(M). Il existe un homéo-
morphisme ^; de W^ sur un ouvert de Ei X Eg tel que :

^(Win/*(M)) est un ouvert de Ei X {0}.
^(W^nN^)) est un ouvert de {+i(^)} X Eg

pour xef(M).
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g(M) est une sous-variétéde classe C°° de E; ^i(g(M)nWi)
est une sous-variété de classe C°° de ^(W,) transversale aux
sous-variétés {^i^)} X Eg.

D'après le théorème des fonctions implicites ^i ° P ° +i"1

est de classe C^ nous en déduisons, les formules de change-
ment de carte étant de classe C°° que p est de classe Ck.

COROLLAIRE 2. — Toute variété hilbertienne de classe C^
est Ck difféomorphe à un ouvert Sun espace de Hubert.

Ce corollaire est une conséquence du théorème 5 et de [5].

Remarque. — La démonstration du théorème 5 peut se géné-
raliser au cas où E : est un espace de Banach à condition
de définir avec soin une application a de classe C^"1 qui à
tout point x de /'(M) associe un sous-espace supplémentaire
de l'espace tangent en x à /'(M).

3. Approximation de fonctions par des fonctions de SARD.

Soient 0. un ouvert d'un espace de Hilbert E, séparable,
de dimension infinie, F un espace de Hilbert séparable de
dimension finie ou infinie; une application f de t2 dans F
est dite de Sard si l'ensemble de ses valeurs critiques n'a pas
de point intérieur [6].

Dans ce paragraphe nous démontrons le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Uensemble des applications de Sard de
classe C00 de û dans F est dense dans V ensemble des applica-
tions de classe C1, muni de la C^-topologie fine.

Démonstration :
Soit f une application de classe C1 de û dans F et s:

une fonction continue définie sur 0., strictement positive.
Soit g la fonction de classe C00 définie au § 1 A^ telle que

\g{x) -f[x}\ ^ \^_{x)
\Dg(x) - Df(x)\ ^ ^(x)

(XQ et Ai sont deux constantes).
Pour démontrer le théorème 2, il suffit de prouver que la
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fonction g est une fonction de Sard. Considérons le recouvre-
ment de û construit au § 1 Ag par des boules B^ décentre a^
et de rayon p^. Soit XQ un point de Q et n le plus petit
entier tel que XQ soit situé dans B^. Sur B^, g coïncide avec
la fonction g^ :

gn[x) = S ^) [fW + D^a,). {x - a,) + W]
l^p^n

^pW = Pp^X1 - Pp-i^))... (1 - 9i(^))

8p(rc) est une fonction construite en appliquant le lemme fonda-
mental 1 (§ 1 Ai) de la manière suivante:

Soit Y^ l'application difîérentiable de E sur E°° telle
que \x-^V^x)\ < 2- ,̂

II existe une boule ouverte û'(^o) de centre XQ contenue
dans B^ et un entier m tels que Y^tl'^o)) soit contenu
dans un sous-espace E^ de dimension finie m; quel que soit
p (1 ^ p ^ n)y il existe une application de classe C30 8p de E^
dans F telle que: Sp{x) = 8p(Y^r)).

Soit t2(oîo) une boule ouverte de centre XQ telle que :
û(^)c=^o)c=û/(^)c=B,.

Les boules tî(^o) quand XQ varie dans 0. forment un
recouvrement de Q, : il existe une famille dénombrable de
points ^i(ieN) telle que [_j ii(^) = t2. Posons Q(^) == Q^
et Q'(^) = Q;. i€N

II existe un entier n^ tel que sur Q^ :

g(a;)= S (ip(^[A^)+D/-(ap).(a;-a,)+S,(Y^)]
p^n,

Nous allons démontrer que le complémentaire de l'ensemble
des valeurs critiques de la restriction de g à O-i est une inter-
section dénombrable d'ouverts denses. L'espace F étant
un espace de Baire, nous en déduisons que la fonction g
^st de Sard.

Désormais nous supposerons l'indice i fixé. Pour simplifier
les notations nous poserons pour tout x de Q'i :

g(x) = S t^)[/'(^) + ^f{a,}.[x - a,) + W]

8^) = 8^))

L'image par Y de Q.\ est située dans le sous-espace de
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dimension finie E^. D'après la définition de Y les points
de O.'i tels que / ^ x^\ soit constant ont même image par
y \ a > m /

Soit A le sous-espace affine de dimension finie engendré
par les points Op (1 ^ p ^ n) et E^. Soit TCA la projection
orthogonale sur A; soit A' le sous-espace engendré par A
et un vecteur e^ orthogonal à A, de norme 1, colinéaire à
(Xi — TTA^O). Soit PA l'application de E sur A' définie
par :

pA^r) = TTA^) + \x — ^^(x)\e^

L'application PA est de classe C00 sur t ^ — ( A n û ; ) .
Soit S,. = {y ; y ^ Q [ PA(^) = pA(î/)}.
Nous remarquons les trois faits suivants :
a) Si x n'est pas situé dans A, S^ est un ouvert d'une

sphère de codimension finie (égale à la dimension de A) ;
la restriction à S^ des applications p.p, de 8p est constante.
La restriction de g à S^ coïncide avec la restriction à S .̂
d'une application linéaire et est donc de Sard.

b) L'espace A étant de dimension finie la restriction de g
à A est de Sard.

c) Au voisinage d'un point x non situé dans A, la struc-
ture de E est localement produit : il existe un voisinage llp
de x homéomorphe à S^ X U^ où S^ est un voisinage de x
dans S^ et U^ un voisinage de x dans A.

La démonstration du théorème 1 est pour l'essentiel basée
sur les 3 remarques a), fc), c), précédentes. Elles se décompose
en 3 parties. Dans la première, nous démontrons le théorème 1
dans le cas particulier où F est de dimension finie. Dans la
deuxième, nous utilisons le résultat de la première pour étudier
l'image de certains points critiques. L'image des autres points
critiques est étudiée directement dans la 3e partie.

PROPOSITION 1. — Supposons F de dimension finie. Le
complémentaire de V ensemble des valeurs critiques de la restric-
tion de g à O.i est maigre.

Démonstration. — Le noyau de l'application linéaire î)f(ap)
noté Ker {Df(ap)) est de codimension finie quel que soit
p(l ^ p ^ n). Soit B le sous-espace affine engendré par A
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et le supplémentaire orthogonal de f | Ker (D/'(ap)). De
io^a

même que précédemment, nous désignerons par 773 la pro-
jection orthogonale sur B, par e^ un vecteur unitaire ortho-
gonal à B et colinéaire à (x^ — 713(^1)). Posons

pB(^) = ̂ {X) + \{X —— ^{X)}\e^

D'après la définition de g:

g(pB(^)) ̂  g(x)

PB est de classe C00 sur le complémentaire de B.
a) Supposons x non situé dans B.

Dg(pB(^)) X DpB(a;) = Dg{x).
L'application Dpa est surjective : l'ensemble des valeurs

critiques de la restriction de g à ^ — (B nt^) est l'ensemble
des valeurs critiques de la restriction de g à un sous-espace de
dimension finie (le sous-espace engendrée par B et 63).
D'après le théorème de Sard connu en dimension finie, cet
ensemble est maigre.

b) Supposons x situé dans B.
Quel que soit l'élément h de E : 'Dg{x).h = 'Dg{x) .n^Çh).
L'ensemble des valeurs critiques images d'un point de

Bnt^ est l'ensemble des valeurs critiques de la restriction
de g à Bnûiî cet ensemble est maigre. La réunion de
2 ensembles maigres est maigre et la proposition 1 est démon-
trée.

Cas général ou F est de dimension infinie.
Soit 6 l'ensemble des points critiques de g situés dans Q.[.
Soit (°i l'ensemble des points critiques x de 0.[ tels que

le conoyau de l'application linéaire :
/ S ^p{x)^f{ap)\ solt ^e dimension infinie.
\ l<Pf» /

Soit 63 le complémentaire dans G de Ci, (Sg est ouvert
dans (3, (?i est fermé dans G.

PROPOSITION 2. — g{^2) es^ maigre.
D'après la propriété de Baire, il suffit de montrer que tout
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point XQ de 63 admet un voisinage W(rCo) tel que

g(W(^)n<°,)
soit maigre.

Soit XQ un point de 63, Eo le noyau de Dg(^o)? Ei un
sous-espace de E supplémentaire de Eo. Nous identifierons
Eo et EI avec les sous-espaces affines de E, d'origine XQ
qui leur sont parallèles. Posons Fi == Dg(^o)(Ei). Soit Fo
un sous-espace supplémentaire de Fi ; Fo est de dimension
finie. Soit n la projection sur Fo parallèlement à Fi. Dans
la suite, nous identifierons E à Eo X Ei et F à Fo X Fi ;
un point de E (respectivement de F) est déterminé par deux
composantes (^, Ç') (resp. (^, Ç')). Posons XQ = (Ço? So)-

L'application n o g = g^ est une application de E dans
un espace de dimension finie Fo du type précédemment.
Pour go? nous pouvons définir, comme dans la proposition 1
un sous-espace Bo de E, de dimension finie et une applica-
tion po de E sur un sous-espace Bo de dimension finie,
laissant fixes les points de Bo, de classe C00 en dehors de Bo
et telle que : go(po(^)) = go(^)-

a) Supposons XQ non situé dans Bo.
Nous allons définir un difîéomorphisme 9 d'un voisinage

fermé W de XQ ne rencontrant pas Bo tel que
a) g o c p ( Ç , q = ( ^ ( Ç , Ç ' ) , ^ ' ) )

où 7]i est un difîéomorphisme d'un voisinage de Ço dans Ei
sur un voisinage de ^1(^0) === Po dans Fi,

b) p o o < p [ ( E o X {Ç"})nW] est une sous-variété de Bo.
La codimension de D<p(Eo) nKer (Dpo(rc)) est constante sur
W.

L'application cp est un difîéomorphisme d'un voisinage de
XQ : l'ensemble des valeurs critiques de g o cp coïncide avec
l'ensemble des valeurs critiques de g.

Fin de la démonstration de la proposition 2 en supposant <p
construit.

D'après a) un point (Ç, Ç') situé dans W est un point
critique de g si et seulement si il est point critique de la res-
triction à Eo X {Q de n o g o <p == 7^. Or

TC o ff o <p === 7C o ff o OQ o (0.
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Un point (Ç, Ç') est point critique de la restriction à Eo X {Ç'}
de ï)o si et seulement si il est point critique de la restriction de
T T C g à p o ^ o 9 [ E o x { O n W ] ; ^ p o o 9 [ E o x {QnW] est
une sous-variété de dimension finie d'après la condition fc).

Or F = L J F o X {0;
Ç'eF,

L'application 7}i étant un difféomorphisme, nous en dédui-
sons que le complémentaire de g((?2 nW) est dense.

Montrons que le complémentaire de g((°2 ^W) est ouvert.
Soit {î/j}^eN une suite de valeurs critiques convergeant vers

2/-
Posons : ^ - g o <p(^, Ç;.); .̂ == (^, Ç;.); y = (p, Ç'); (^ Ç;.)

est point critique de g.
La suite {^y} converge vers Ç', donc la suite {Ç}} con-

verge vers un point Ç'.
La suite {'^o{'^j, ^j}} converge vers Ç. Or

73o(^, Çy) = go ° PO?(Ç^ ^}-

De la suite { p o ° y(^/? ^ /)} nous pouvons extraire une suite
{ p o ° ? (S/ ? S')} qui converge vers un point

po"? (^ S');
Posons y = g o <p(Ç, Ç').

Raisonnons par l'absurde et supposons que y soit valeur
régulière, alors (Ç, Ç') est un point régulier de g ° 9. Donc
Po ° ?(^? S') es^ point régulier de la restriction de TC o g à
po o (p(Eo X {^ '}nW); pour / assez grand d'après la pro-
priété 6) de 9 p o 9(2^, Çy) est point régulier de la restrictiDn
de TC o g à p o <p(Eo X {Çy} <^W), d'où une contradiction.

Construction du difféomorphisme 9 d'UTz voisinage W rie .z'o
vérifiant les propriétés a) et fc).

Le noyau de Dpo(^) est le sous-espace orthogonal à Bo
et à {x-—TI;B/^)). Le noyau est de codimension finie. Il existe
un sous-espace Eo supplémentaire de Ei tel que la codimen-
sion dans E de (Eo^Ker Dpo(^o)) ^it minimum. (Si dimen-
sion Eo ^ codimension Ker Dpo(^o) : Eo+Ker Dpo(^o) ==: E.)
Quel que soit x voisin de XQ, Ker Dpo(^) est isomorphe
à Ker Dpo(^o) e^ les deux sous-espaces sont voisins. Il existe
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un voisinage W de Xç tel que, quel que soit x dans W :

dimension [Eo + K-er (Dpo(rc))]
= dimension [Eo + Ker (Dpo(^o))]*

Donc sur W la codimension de Eo nKer (Dpo(a;)) dans Eç
est constante [4].

Il existe une application linéaire inversible 8 de E dans E.
S : Eo X EI -> Eo X EI de la forme : (dans le système de

coordonnées de Eo X Ei)

/So 0 \ §o es^ UI1 isomorphisme de Eo sur Eo,
\8i I^E,/ 81 est une application linéaire de Eo dans Ei.

Pour obtenir le difféomorphisme 9 cherché, il suffit de compo-
ser 8~~1 avec un difféomorphisme obtenu en appliquant
le théorème des fonctions implicites. Plus explicitement, sui-
vant une démonstration de [1] posons :

g(Ç, Ç') = (y.,(i, Ç'), Y,(Ç, ^')) ((l, ^ )eEo X E,).

Soit if)i la restriction de Dg(0, 0) à Ei.
Posons

y(Ç,_Ç')=(Ç, ^o^(Ç, Ç'));
g o Y-I(Ç, Ç') = (^(Ç, Ç'), 7ii(Ç')).

Nous remarquons d'autre part que en identifiant Fi à
Eo X Ei, F à Fo X Fi :

Dg,,-^)^ ^;

Dy(^)=(^ )̂.

Pour Ç' voisin de Çoyï'^Eo X {Ç'}) est une sous-varifité de
E dont l'espace tangent en tout point voisin de Ço es^ voisin
de Eo.

Il existe une application 7]o de E = Eo X Ei dais Fo
telle que : si (^, Ç') e Eo X Ei, la relation suivante soit véri-
fiée :

goY-i§-i(Ç, ^ )=(7 îo(Ç, S'), ^(^)).

Posons 9 = y"1 ° S""1 ;
T\. /?: î:'\ / "O IJ \Dy(^, Ç ) = (^_ ^^, ^^ ).
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L'image par <p de Eo X {Ç'} est une sous-variété dont
l'espace tangent en tout point voisin de (Ço) est voisin de Eo.

La codimension de D<p(Eo X {Ç^nKer Dpo(aQ) étant
constante dans un voisinage W de XQ, l'image par po de
<p[(Eo X {Ç'})nW] est une sous-variété de Bo. cp est l'appli-
cation cherchée.

(3) Supposons XQ situé dans Bo.

Le même raisonnement que celui fait lors de la démons-
tration de la proposition 1 montre que si XQ est un point
critique de TT ° g, x est point critique de la restriction de
TT o g à Bo. L'image par n o g de l'ensemble des points
critiques de Bo est de mesure nulle dans Fo, et TT o g
(62 ^Bo nt2,) est compacte. On en déduit que g{&^ nBo ^tif)
est compact. Son complémentaire est un ouvert dense.

PROPOSITION 3. — g(^i) es^ maigre.
Nous allons démontrer que tout point x non situé dans A

admet un voisinage U^ tel que le complémentaire de g((3i ^Ua.)
est un ouvert dense.

LEMME 1, — Tout point x non situé dans A admet un voisi-
nage V^ tel que le complémentaire de g(V^ n Q^) soit dense.

Soit {Lp} (1 ^ p ^ n) une famille de n éléments de
Ï(E, F).

Soit H^ l'hyperplan de R" d'équation ^ Xp == 1.
l^p^n

Soit G^ l'application de H^ dans li(E, F) définie par :

GnW= S ^pLp-
l^p^n

Soit Ai l'ensemble des points À de H^ tels que le conoyau
de G^(X) soit de dimension infinie, et soit X1 un point de A^.

Sous lemme 1. — II existe un voisinage X de À1 dans H^
et un sous-espace F de F de dimension infinie tels que, quel
que soit X = (Xp) élément de XnAi : Image

( IS ^pLp\nFo={0}.
V KP<n /

Démonstration du sous-lemme. — Nous la faisons par récur-
rence sur l'entier n si n = 1, Hi est réduit à un point et le
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lemme est vrai : supposons le lemme vrai pour des espaces
de Hilbert E et F quelconques des applications Lp arbi-
traires et quel que soit m < n.

Soient Eo le noyau de G^(X1), Ei un sous-espace supplé-
mentaire de Eo. Posons Fi == G^X^Ei). Soient Fo un sous-
espace supplémentaire de Fi et TC la projection sur Fo paral-
lèlement à Fi.

Il existe un voisinage X' de X1 dans H^ tel que quel que
soit A dans X' la restriction de G^(X) à Ei soit injective.
Pour que le conoyau de G^(X) soit de dimension infinie, il
faut et il suffit que le conoyau de la restriction à Eo de
TC o G^(X) soit de dimension infinie. Soient Lo^p, Go^n les res-
trictions respectives de Lp et G^ à Eo. ^o f S ^Lo.pl = 0

Lio^n ' J
(À? est la p^6 composante de X1 ^ ^i,p 7r ° Lo^p = 0).

KP^n
Un des A? au moins n'est pas nul, supposons que ce soit X^

"°Lo,=- s ^OL^-,
'KïXn—1 ^nKP^n—1 ^n

~_ T V AI pTT o LQ p7r ° ^.n = ~ 2i —r'—LÀ \1
KP^ra—l ^n

T t o G ^ x ) - 5 (\>-^-^°LoÀ1 \ —
p- - f - ^JTCo Lo.p,

An /l<p<n-l \ ^n /

v /. ^p . \ _ i 12j [ ^p — —r ̂  ) — i — -^r-
l^P^n-l \ * \1 / X^

— Supposons X^ i=- 1 le point de p01116 composante

(1 ^ p ^ n — 1) (l — -^-\ 1 (\ — -̂ - A^ est dans l'hyper-
\ '^n / \ "n /

plan H^i de R"-1.
En appliquant l'hypothèse de récurrence à l'application

/ j[ \-i _
( 1 — —— ) TC o G^(X) le sous-lemme est démontré dans ce cas
\ À" /

— Supposons X^ = 1
ou bien Àp == 0, quel que soit p ^ n,
ou bien Lo^n ====0

S ^p^o,? =:= S ^pLo,?*
l^P<n - " l^P<n-l
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Nous pouvons encore, dans chacun des cas appliquer l'hypo-
thèse de récurrence.

Fin de la démonstration du lemme 1.

Soit (i l'application de û, dans H^ définie par ^(x) = X
(^p = ^p^))- Soit x^ un point de 61, posons ^i) == Xi.

Soit Vi une boule ouverte de centre ^ contenue dans
^(X) (X voisinage de^ Xi défini dans le sous-lemme). Il
existe un sous-espace Fo de F tel que, quel que soit x
dans ViUÊi.

Image ( ^ ^W(a,) \ nFo = {0}.
\I^P^" /

Considérons d'autre part, pour tout point x non situé dans
A, la sphère S .̂ de codimension finie passant par x. Sur S^
les applications ^p sont constantes si x est un point de (3^
tous les points de S^nQ^ sont dans 63. Nous dirons que (°i
possède la propriété de symétrie îf.

Soit Fi un sous-espace supplémentaire de Fo; comme
espace affine, F est engendré par les sous-espaces Fo X {y}
où^y décrit l'ensemble des points de l'espace affine parallèle
à Fi passant par g(xo) = y^ Soit x un point de 61. L'image
de l'application linéaire dont la restriction à S^ coïncide avec
|[ est un sous-espace contenu dans un supplémentaire de
l^o X {î/}; son intersection avec Fo X {y} est réduite à
au plus un point, quel que soit g. g (S^nû^)nFo X {2/1}
est vide ou réduit à un point pour tout x dans 61.

Le point x n'étant pas situé dans A, au voisinage de x
la structure de E est localement produit : II existe un voisi-
î^g6 Yz; de x homéomorphe à 2 X S' où S est un voisi-
nage de x dans S^ et 2' un voisinage compact de x dans
l'espace de dimension finie engendré par E' et x.

L'ensemble des points Ç' de S' tels que

g(S x {Ç'})nFo X {2/1} ^0

est un compact Si de 2'. g(S x Si) 0 Fo X {2/1} est un
compact quel que soit î/i. L'espace Fo étant de dimension
infinie, le complémentaire dans Fo X {î/i} de

g(2 x Si) nFo X {yi}
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est un ouvert dense. Le complémentaire de g(V^O(°i) est
dense.

LEMME 2. — Tout point x non situé dans A admet un voisi-
nage Va; tel que le complémentaire de g(Va; H (°i) soit ouvert.

61 possédant la propriété ^f, [propriété de symétrie)^ la démons-
tration repose sur le sous-lemme 2 suivant :

Sous-lemme 2. — Soit G un fermé de û'; possédant la
propriété 3 et contenu dans une boule fermée de centre XQ,
VQ ne rencontrant pas A, g(G) est fermé.

Démonstration. — Soit y un point de F et supposons qu'il
existe une suite {xj}je^ de points de G telle que la suite
g(Xj) converge vers y.

Montrons qu'il existe un point x de G tel que g{x) = y.
PA étant l'application de E dans A' définie précédemment,
considérons la suite {pA^-)}; tous les points de cette suite
appartiennent à G.

Remarquons que: PA(V(») = V^nA' . La boule V^ étant
fermée V ^ n A ' est compact: il existe une suite {rr^J^eN
extraite de la suite {^y}yeN telle que la suite {pA^yj} con-
verge vers un point x ' de G :

y = lim S ^'}[fW + D/-(a,). (^ - a,) + 8^')].
n>oo KP-^m

Soit K1 le noyau de l'application linéaire :

/ S ^(x)Df(a^
\1<P<" /

Soit K le supplémentaire orthogonal de K1 et n^± la
projection orthogonale sur K1.

S ^{x}Df{a,)w{x^-x)^ S ^).Df{a^(x^-x)
l^p^n l^p^n

Soit H le sous-espace engendré par K1 et A, TCH la
projection orthogonale sur H; H' le sous-espace engendré
par H et le vecteur en de norme 1 orthogonal à H dont le
support passe par XQ.

Posons pH(^) = ̂ n(^) + |(^ — ^H^))!^.
Nous remarquerons que si deux points x^ et x^ vérifient
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la relation pA(^i) == PA^)? 1!8 vérifient aussi la relation
PH(^i) == pH^s) (^r A<=H) .

La suite ( / ^ ^p{x/)Df{ap)\.nv.±(x^—x/)) converge.
( \ i^p<" / )

La suite {^\{xj^ — a/)} convergeant vers 0, la suite
/ ( S ^W^p) ^ • ̂ (^ — ^') ^ converge.
\ ( l ^P^n 1 )

D'après le théorème du graphe fermé la suite {^ïi{x^ — a/)}
converge.

1^ - ̂ / - ̂ Jm - ^)12 = 1^ - ̂  - ̂ A(^, - ̂ |2

+|(^A-7rH)(^-^)|2

La suite {PA(^)} étant convergente, la suite ç>n{Xj^) con-
verge vers un point x.

Le point x est un point de G et on vérifie que g{x) = y.
D'autre part AnCi r\0, est compact, donc le complémentaire
de ^(AnÊi0^) est un ouvert dense. Nous en déduisons
g((?int2) est maigre.

THÉORÈME 2. — Soient M et N deux variétés paracompactes
séparables, de classe C00 modelées respectivement sur les espaces
de Hilbert E et F. Soit Ni une sous-variété de N. L'ensemble
des applications de classe C°° de M dans N transversales à
Ni ^5( dense dans (3'(M, N) muni de la C^-topologie fine.

Le théorème 2 se déduit du théorème 1 suivant une méthode
classique [6] et [10]. Soit 0, un ouvert de E.

LEMME 1. — H ensemble des applications de classe C00 de Q
dans F transversales à {0} est dense dans (°i(0, F) muni
de la C1 topologie fine.

Démonstration. — Soit e une fonction continue définie
sur û, à valeurs dans R, strictement, positive. Appliquons
la méthode de construction du § I, A^. Nous définissons un
recouvrement de 0. par des boules B^(a^, pj.

Posons ^==^-=^.
Soit " "

«•n == IPl6!?! + ¥2(1- —— ?l) -<f- P2 + • • •

+ <?„(! -<p,-i)... (l-<pi)^".
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Posons a(.r) ==lima^(;r). On vérifie que 0 < v.{x) < s(rc),
n^-oo

et |Da(n;)| < e(^); en particulier |Da(rc)| est borné. /.
f étant une application de Q dans F posons : f^ = -/—

a
Appliquons à la fonction /i le théorème 1 du § III; il existe
une fonction gi de classe C°° telle que :

IA(^) - giW\ < 1; IDA(^) - Dg^)| < 1
et gi est une fonction de Sard.

L'ensemble des valeurs critiques de gi est maigre : il existe
un point b de F, \b\ < 1, tel que b n'appartienne pas à
l'ensemble des valeurs critiques de gi.

Posons gz{x) = gi(x) — &. 0 est une valeur régulière de gg.
Posons g{x) = a(a;)g2(^); gg-^O) = gF^O), et

Dg(.r) = Da(^g,(^) + a(o;)Dg^).

En un point XQ tel que g(^o) == §2(^0) :== O?

Dg(^o) == a(^)Dg2(^o)

0 est valeur régulière de g.

\f{x) - g(x) = \f,Wx) - g,{xW\
\f{x) - g{x)\ < .(x)\f,{x} - g,{x)\ < 2^x}

Df(x} - Dg{x) = ̂ x}[Df,{x) - Dg,{x)] + Da(aQ[A(aQ - g,{x)]
\î)f(x}-Dg{x}\ ^ 3.(x).

LEMME 2. — Soit FQ un sous-espace fermé de F. L'ensemble
des applications de classe C°° de Q dans F transversales à
FQ est dense dans 6'(û, F) pour la C1 topologie fine.

Démonstration. — Soit F^ un sous-espace supplémentaire
de Fo n la projection sur Fi parallèlement à Fo. Appli-
quons à II o f le lemme i, soit g une C1-approximation
de II o f tranvsersale à 0 l'application (1 — II) o f -[- g
est une C1-approximation de f transversale à Fo.

Fin de la démonstration du théorème 2.
Soit s (a;) une fonction strictement positive définie sur M,

/ une application de M dans N considérons un recouvre-
ment dénombrable localement fini de N par des ouverts
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(Wy). Soit ^j un homéomorphisme de Wy sur un ouvert de F

\f(x) - g(x)\ < e{x)\f,(x) - g,{x)\ < 2e{x)
\Df{x) - Dg(x)\ = ̂ (x)[Df,{x) - Dg^)] + Da(^)[A(^ - g,(x)]

\Df(x) - Dg{x)\ ^ 3e{x).

LEMME 2. — Soit FQ un sous-espace fermé de F. U ensemble
des applications de classe C'° de 0. dans F transversales à FQ,
est dense dans (3'(û, F) pour la C^'topologie fine.

Démonstration. — Soit Fi un sous-espace supplémentaire
de FQ II la projection sur Fi parallèlement à Fo.

Appliquons à II o f le lemme 1, soit g une C^-approxima-
tion de II o f transversale à 0.

L'application (1 — n) o f -\- g est une C1 approximation
de f transversale à Fo.

LEMME 3. — Soit K un fermé de SI et f une application
de Q dans F de classe C00 telle que la restriction de f à K
soit transversale à Fo. Quelle que soit s fonction continue
strictement positive il existe une application de classe C00, trans-
versale à Fo telle que :

a) g coïncide avec f sur K.

b) \gW-fW\ < ̂ ).
c) \Dg(x) — Df(x)\ < e(x}.

Démonstration. — Soient û^ et û^ deux ouverts tels que :
{i) Kc:tîiC:ÛiC:^c:ii.

(ii) La restriction de f à tig es^ transversale à Fo.
Il existe un voisinage de /*, w dans (^(tî, F) muni de C1-

topologie fine tel que la restriction à Qg de toute fonction g
de w soit transversale à Fo. Nous pouvons supposer w loca-
lement convexe. D'après [6] il existe une fonction 9 de classe
C' telle que: Kc:cp-i (1) (^ <==- cp-^O). D'après le lemme 2 il
existe une application g transversale à Fo, située dans
w telle que :

(02|^)-^)|<inf (.(.). ̂ );

(ii) 2\Dg{x)-î)f(x)\ < ^{x);
La fonction y/'+ (1 — y)g est la fonction cherchée.
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Fin de la démonstration du théorème :

Elle se fait par induction, en construisant grâce au lemme 3
la fonction g successivement dans chaque carte d'un atlas
de M [6].

BIBLIOGRAPHIE

[I] R. ABRAHAM et J. ROBBIN, Transversal mappings and flows (Benjamin).
[2] R. BONIC et J. FRAMPTON, Smooth functions on Banach manifoids,

Journal of Mathematics and Méchantes, 15 (1966), 877-895.
[3] N. BOURBAKI, Topologie générale, chapitre IX.
[4] A. DOUADY, Le problème des modules sur les sous-espaces analytiques

compacts d'un espace analytique donné, Annales Institut Fourier,
Grenoble 16-1 (1966), 1-95.

[51 J. EELLS and K. D. ELWORTHY, Open embeddings on certain Banach
manifoids. A paraître aux Annals of Mathematics.

[6] J. EELLS et MAC-ALPIN, An approximate Morse-Sard theorem, Journal
of Mathematics and Méchantes, 17 (1967), 1055-1064.

[7] K. D. ELWORTHY, Frodholm maps and GL-(E) structures, Bull. Amer.
Math. Soc., 74 (1968), 582-586.

[8] N. H. KUIPER et B. TERPSTRA, Difïerentiable closed embeddings of
Banach manifoids, Conférence in honor of G. de Rham Springer
Verlag (1970), 118-125.

[9] N. H. KUIPER et D. BURGHELEA, Hilbert manifoids, Annals of Mathe-
matics, vol. 90, n° 3, 379-417.

[10] C. MORLET, Le lemme de Thom et les théorèmes de plongement. Sémi-
naire H. Cartan 14, 1961-1962, exposés 4-7.

[II] J. R. MUNKREES, Elementary difîerential topology, Annals of Mathe-
matics Studies, n0 54 (1963).

[12] F. QUINN, Transversal approximation in Banach manifoids, à paraître
aux « Proccedings Summer institute in Global Analysis », Berkeley,
1968.

[13] S. SMALE, An infinité dimensional version in Sard's theorem, American
Journal of Mathematics, 87 (1965), 861-866.

[14] J. WELLS, Difïerentiable functions in CQ, Bulletin Amer. Math. Soc.,
75 (1969), 117-118.

(Thèse, Fac. Sciences, Orsay, Juin 1970)

Nicole MOULIS
Service de Mathématiques

Université de Poitiers 1
route de Chauvigny

86-Poitiers.


