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ESPACES L* RELATIFS
A UNE FAMILLE DE MESURES

par Jean-Paul BERTRANDIAS

Dans certains problémes d’analyse fonctionnelle, les inter-
sections d’espaces L” définis sur un espace localement com-
pact X par rapport & une famille S de mesures s’introduisent
naturellement (Bertrandias [2], [3], Lumer [15]). Les proprié-
tés de ces espaces sont reliées étroitement aux propriétés de
compacité de la famille S. Dans cet article, nous étudierons
quelques-unes de ces relations.

La premiére partie est essentiellement consacrée aux pro-
bléemes d’approximation: 'espace & des fonctions continues
4 support compact n’est en général pas dense et 1l est intéres-
sant de caractériser les fonctions qu’on peut approcher par
des éléments de KX (théoremes I et III). Une question liée
a celle-ci est celle de la compacité relative de la boule unité de
A (théoreme III et IV).

Dans la seconde partie, I’espace X est un groupe localement
compact commutatif. Le groupe dual s’applique canonique-
ment dans les espaces étudiés. Les conditions de continuité
faible ou forte de cette application sont données par le théo-
réme V. Des propriétés de compacité relative de 'image sont
aussi étudiées (théoremes VI et VII).

A. ESPACES [
SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT

1. Définitions - Notations.

Soit JMb T’espace des mesures (de Radon) complexes bornées
sur l’espace localement compact X.

Soit S un ensemble de mesures positives bornées.

Aunombre réel p supérieur ou égal & 1, on associe I’ensemble
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des fonctions complexes [ définies sur X, appartenant a
L?(s) quel que soit seS et telles que

1
(1) Iflere = (fxlflp ds) <M quel que soit s dans S.

Sur cet ensemble, la relation «f~g si f— g est s-nul pour
tout s dans S » est une relation d’équivalence. Nous dési-

I3

gnerons l'espace des classes d’équivalence [ par | l ou sim-

S
plement N. L’application f— f qui, & une fonction véri-
fiant (1), associe sa classe d’équivalence, sera appelée appli-
cation canonique.
L’espace N est d’une fagon évidente un espace vectoriel
normé, la norme étant donnée par

Ifla = sup [flre.
sES

Cet espace est complet pour cette norme (Lumer [15]).
On vérifie immédiatement que s1  I'(S) est 'enveloppe

convexe de S, les espaces et ‘ I sont les mémes. Nous
s (S
supposerons donc dans la suite que S est un ensemble convexe

de mesures positives bornées.

Soit A D’espace des fonctions continues & support compact.
On s’intéressera a I'application canonique de # dans nN.
On voit facilement que:

— pour que cette application soit définie, il faut et il suffit
que S soit borné pour la topologie vague o(Mb, X) ([6], ch. III,
§1, n°9),

— pour que cette application soit continue pour les topo-
logies d’espaces normées (X étant muni de la norme | |,
de la convergence uniforme et Jb de sa norme de dual de R),
il faut et 1l suffit que S soit borné en norme dans Jb.

Nous supposerons donc que Uensemble convexe S est borné
en norme par 1:

/;ds < 1 quel que soit s dans S.

Dans ces conditions, 'application canonique ~: A — N
est continue pour les topologies faibles o(H, db) et (N, N’)
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et elle admet une application transposée N’ —.Jdb, cette
application étant continue pour les topologies faibles s(N’, N)
et o(Jdb, X). Nous noterons « cette application transposée.

Enfin, nous supposerons dans la suite que l’ensemble S est
fermé pour la topologie vague o(JMb, R) donc compact pour cette
topologie.

2. Espace U associé a un espace N.

Notons l ’ ou simplement U l’espace des mesures com-

S
plexes bornées ¢ définies par do = p ds, la mesure s variant
dans S et p variant dans ’ensemble des fonctions apparte-

nant a Li(s) <avec —%——I— ——:— = 1)- On posera ():
(2) lely = 1inf [elLa
de=pds
sES

10 L’ensemble U est un sous-espace vectoriel de Jb.

En effet, si ¢ appartient & U et si A est un nombre com-
plexe, la mesure Ac appartient évidemment a U.

D’autre part, si do; = p; ds; et do, = py ds, sont deux
éléments de U, on a, pour toute fonction ¢ continue a sup-
port compact,

1 1
[ alerdsy + eadss)| < ([ lelPdsy) " ny + ([ lol? ds) " ro
d’aprés l'inégalité de Holder, en posant n, = [p;[19,) et
1

ny = |pallrtey) La concavité de application z+—z? pour
z > 0 montre que

(3) i/; ?(p1 ds; + p2 dsz)‘ < (m + nz)"q)"LP(:)

avec ds = —"2  ds —i——i—ds.
n + ny ! Z, + n, :

(Y) La borne inférieure est un minimum car I'application

sf o5 | Lol f1oba)
eds # 0
x

est semi-continue inférieurement pour la topologie vague sur le compact S.
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Comme S est convexe, s appartient & S et comme l’en-
semble des fonctions continues a support compact est dense
dans Lr(s), 1l existe une fonction p appartenant & L(s)
telle que

/; o(doy + doy) = ‘/; ¢ pds quel que soit 9 K.

On en déduit que la mesure do; + do, est égale & la mesure
p ds et appartient bien & U.

20 L’expression (2) définit une norme sur .

Si ¢ est un élément de U et A un scalaire, on a évi-
demment

[Aey = (A o] y-

L’inégalité de Holder montre que

lola = J_lel ds < Telutwlsha,

pour tout seS tel que do =p ds, donc |o|y < lolu,
ce qui montre que |[o]y = 0 si et seulement si la mesure o
est nulle.

L’inégalité triangulaire provient de I'inégalité (3) qui donne :
leltay < =+ ne = llpallasy + leelroeys

en prenant les bornes inférieures, on obtient

le dslu = llox + oallu < loally + loe]u-

3% Compacité de la boule unité de U.
Soit X la boule unité fermée de U.

Prorosition 1. — L’ensemble X est compact pour la topo-
logie vague o(Mb, K).

Démonstration. — L’ensemble X étant borné en norme dans
Jdb, il est relativement compact pour o(db, K). Toute base
de filtre @ sur X admet donc au moins un point adhérent
dans Jb. II suffit de montrer que p appartient aussi & .
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Soit ®, une base d’un filtre plus fin que le filtre de base @
et convergeant vers w. A chaque élément P de ®@,, on associe
la partie P’ de S formée par les mesures s telles que p ds
appartienne & P pour une fonction p appartenant a la boule
unité de LI(s). Cet ensemble de parties @5 = {P'},c4, est
une base de filtre sur S. Comme S est compact, elle admet
au moins un point adhérent s, dans S.

Soit maintenant ¢ un élément quelconque de HA. On a

vl < fvows < (e

pour tout élément o de X tel que do =pds avec seS.

Donc
1
Sl ds|7.

En prenant les limites suivant @, et en tenant compte de la

i
p

inf
GcEP

j ¢y dc\ < inf
X sep’

continuité des applications ¢ —— fx ydo et si—> ‘/;I‘H” ds,
on a

lim inf | /"¢ do| < lim inf ([ |4/ ds)

Ped, meP PE P, seP’
= lim inf ([ [y} ds)
P'ed; seP’ X

1

Jy ¥ da] < lim inf (lfxwds);
\‘/;41 d”] < (,fxl‘l’lpd%); = ¢ Lrey-

10

o

lim
G0

L’application ¢ —— /x ¢ dp. est une fonctionnelle linéaire

bornée par 1 sur X considéré comme sous-espace (dense) de
Lr(sy). Il existe donc un élément o de LI(s,) tel que

lelleay < 1
et

/;q;dya =./X¢pdso pour tout ¢ dans XK.

Par suite, du = p ds, et p appartient bien a .
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3. Relations entre les espaces N et U.

Si ¢ est un élément de U et f un élément de N, ona

L fds| =| [ fods| < If lmolel < Iflalelue
(4) [ fds|< IfValsly
Les applications
A UG définie par cl——>‘/;fdc

et ls: N =G définie par fl——»Lfdc

sont linéaires et bornées. Elles définissent respectivement des
éléments des espaces de Banach U’ et nN’.

Prorosition II. — Les applications
A N> U définie par  fr—1,
et l: U—>n' définie par o>l

sont des applications linéaires et isométriques.

Le schéma suivant résume les différentes applications intro-
duites :
A

K> N 2> U’
M <" A<y

Deux résultats intermédiaires de la démonstration de la
proposition II sont intéressants:

Prorosition III. — L’image de la boule unité B(N') de
N par Uapplication transposée « est Uensemble Z.

Prorosition IV. — Soit A le sous-espace vectoriel fermé

engendré dans N par Uimage K de K. Le dual fort A’ de
Vespace de Banach A s’identifie a Uespace normé U.

Démonstrations.

10 L’application A est linéaire et isométrique.

Les applications A et [ sont évidemment linéaires.
L’inégalité (4) montre que |[Afy’ < [fln-
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Si f est un élément de N et si on se donne ¢ > 0, il
existe un élément s, de S tel que

1fla—e < If ey

Par suite :
Fla — e < sup { su f dcl=7\ ,
1£1a nonw(wsl h lla:u% ’ xf Il
ce qui entraine bien que |7y = |f]v.

20 L'vmage de X par | est dense dans B(N').

On a |fla = I2lu = suplCy o)l =sup|(f, k). Pour

que |(f, l)] <1 quel que 5011: ceX, 1l faut et 1l suffit que
Iflan < 1. La polalre dans N de llmage [(Z) de Z est
donc la boule unité de N et le théoréeme de la bipolaire montre
alors que ’adhérence de [(X) pour la topologie faible o( N’, N)
est la boule unité de nN’.

30 La composée de 1 et «~ est Uapplication identité: [, =o.
En effet, d’aprés les définitions de « et [;, on a:

(f, l) = f fdl, quel que soit fe X,
(f, c) = ( fr 6) = fx fds quel que soit feX.

-

On en déduit bien que les mesures bornées [; et o sont égales.

40 [’vmage de B(N') par Uapplication « est ensemble 3.

D’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, la boule unité
B(Nn’) de N’ est compacte pour la topologie o(N’, N).
Son image par l'application continue « est un compact
de Jb pour la topologie o(db, X). Ce compact contient X
et est contenu dans ’adhérence de X pour o(db, K) d’apres
20 et 3°. Comme X est compact pour o(Jdb, R) d’apres la
proposition I, on en déduit bien la proposition III.

50 Le dual fort de A est Uespace normé U.

L’orthogonal A° de A dans N’ estle noyau de I'appli-
cation transposée « etle dual fort de A s’identifie & I'espace
quotient N’/A° muni de la norme quotient ([5], Ch. 4, § 4
et 5) ou encore 4 I'tmage de 'application transposée munie de
la norme correspondante.

11
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D’apres 40, I'image de 'application transposée est exacte-
ment ’ensemble U cJdb. Il reste donc & comparer les normes
dans U et dans A’. Soit B la boule unité fermée de ’espace
quotient N'/A° = A’. Identifiée & une partie de U ou b,
elle contient 'image de B(N') par « et est contenue dans
I'image de toute boule de rayon 1 + ¢ > 1. D’aprés 4°, on a
donc :

T cBec(l+ ez

Par suite
lolu < 1==|ola" <1,
lela" < 1=>|oly <1+5¢
d’out
lola” < lolly < (1 +¢) [ola’,
ce qui montre que |o]y = |o]p" et donne la proposition IV.

6° L’application 1 est isométrique.
D’apres I'inégalité (4), on a [l;|n’ < [o|y et d’aprés 59):

lofy = lola’ = sup | [/ de < sup | [ f do| = alo

nfi, <1 Hflin<1

ce qui montre bien que |ofy = |l et achéve la démons-
tration de la proposition II.

On peut se demander a quelles conditions les 1sométries [
et A sont surjectives. Une réponse est donnée par la propo-
sition suivante.

Prorosition V. — «) L’application | est un isomorphisme
si et seulement si 'image & de R est dense dans N (Cest-d-
dire st A= n).

B) L’application \ est un isomorphisme st et seulement si la
boule unité B(N) de Uespace N est compacte pour la topo-
logie faible (N, l(V)) (et alors on a A" = N ).

Démonstration. — Les applications ! et A sont transposées
I'une de l'autre ainsi que ~ et «. Les propriétés de dualité
montrent que :

«) I'image de P'application ~ est dense dans N s1 et
seulement si  « est injective c’est-a-dire si et seulement
si | est surjective (d’apres 3° et 49);
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B) la polaire de A(B(N)) est I'image réciproque par I de la
boule unité de N’ c’est-a-dire la boule unité B(u) de .
Donc P'adhérence de A(B(N)) pour o(U’, U) est le com-
pact B(U’), ce qui permet d’obtenir facilement le résultat.

La condition de compacité intervenant dans B a été
introduite par T. S. Pitcher [17]. Il a montré que, si p > 1,
elle est réalisée en particulier si S est dominé c’est-a-dire s’il
existe une mesure positive bornée u telle que toutes les
mesures de S solent absolument continues par rapport a .
Cette condition est elle-méme réalisée si S est compact pour
la topologie affaiblie o(b, M’) (voir [11], 4.23.4).

Une conséquence du théoréme III donné plus loin est donc
que a«=> B et qu'on peut énoncer le résultat suivant:

Prorosition VI. — St p > 1, Pespace N est réflexif si
et seulement si R est dense dans N.

4. Prolongements de I’application canonique J — N.

Soit JMb" le dual de 'espace Jdb muni de sa norme et soit F
un sous-espace vectoriel de Jb’ contenant 3.

On sait que K est dense dans Jb" pour la topologie o(Jb’, Jb)
donc que R est dense dans F pour la topologie o(F, Jb). Si
Papplication canonique ~ : & — N se prolonge en une appli-
cation F — N continue pour les topologies faibles o(%, .lb)
et o(N, N’), on notera encore cette application ~ et on
Pappellera aussi application canonique de % dans nN.

Un raisonnement classique de dualité ([12], [11], § 9.3)

permet d’obtenir le résultat suivant.

TutorimME [. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) L’application canonique F — N  existe et est continue
pour les topologies faibles o(F, o) et o(N, N').

b) L’ensemble X est compact pour la topologie oMb, F).

Ces conditions entrainent les propriétés suivantes :

—~

c) L'vmage B(R) de la boule unité de & est dense dans 'image
B(%) de la boule unité de .
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d) L'image R de % est dense dans U'image § de F (autre-
ment dit: F c A).

Remarque I. — Dans le cas o F est un espace vectoriel de
fonctions universellement mesurables et bornées (considérées
comme éléments de b) tel quel’application canonique (au sens
du paragraphe 1) soit continue pour o(F, Jdb) et o(N, N’),
on vérifie facilement que les deux définitions de ’application
canonique coincident. Pour un tel espace, les quatre propriétés
a), b), c) et d) sont équivalentes.

Remarque II. — Dans ¢) et d), la condition de densité est
relative indifféremment & la topologie de la norme ou a la
topologie affaiblie o( N, N’). Les ensembles qui interviennent
sont en effet convexes et leurs adhérences sont les mémes pour
ces deux topologies.

Remarque 111. — On peut prendre pour espace F un espace
dont I’adhérence F pour la norme | | contienne X.
En effet, la topologie o(lb, F) et o(Ab,F) ont mémes restric-
tions & tout ensemble borné de b, en particulier a S et X.
D’autre part, si I’application canonique existe, elle est conti-
nue pour les topologies définies par les normes | |y, et | | q.

Dans le théoréme I, la condition b) est une condition portant
sur ’ensemble Z. Pour obtenir une condition analogue por-
tant sur I’ensemble S, 1l faut faire une hypothése supplé-
mentaire sur 'espace #F. Nous formulerons cette hypothése
au moyen d’une structure intervenant d’une maniére naturelle
dans certains problémes d’analyse harmonique (voir Th. V
et [3]).

On sait qu’on peut munir Jb" d’une structure d’algéebre
stellaire commutative ([9], Ch. I, § 6) en définissant un « pro-
duit d’Arens » ([1], [10]) de la maniére suivante:

— A medb et ek, on associe I'élément m, de Jb
défin1 par

(Mg, §) = fx Yo dm quel que soit beR

— A ded’ et medb, on associe I'élément @, de
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Ab  défini par
D, ) f ¢ d®, = (@, my) quel que soit ¢ e K.

— On définit le produit @Y de deux éléments @ et ¥
de . par

(Y, m) = (¥, @,) quel que soit m e Ab.
L’involution est définie par
(®*, m) = (®, m) quel que soit m e b

Le produit d’Arens prolonge a b" le produit ponctuel défini
sur R et coincide avec celui-ci lorsque @ et ¥ sont repré-
sentées par des fonctions.

Le calcul fonctionnel dans les algebres stellaires ([9], Ch. I,
p

§ 6) permet de définir Papplication @ — (Q®*)2 = | |7
dans V', cette application prolongeant la méme application
définie sur les fonctions.

S1 s est une mesure positive bornée, application L(s)— b
qui associe a ’élément r de L'(s) la mesure rds de densité r
par rapport & s est continue et sa transposée h: b’ — L*(s)
est un homomorphisme continu d’algébre stellaire commutative
de AV dans L*(s) (voir [1]).

On a A(|®|F) = |h(D)|? et, par suite

JoIh(@)rds = [ h(@[?) ds = (|@]?, s)

S e

Si on note @[y~ la quantité (|®|?, s)
« mnégalité de Holder »:

, on peut écrire une

1
P

[(®, rds) ’/h rds’ < (/;Ih(CD)IPds) <L|rl‘1 ds)_;—

(@, rds) < [®]erglr]c

Tuktorkme Il. — Soit F wune sous-algébre auto-adjointe de
W' dont Uadhérence pour la norme | |y contient K. Les
conditions a) et b) du théoréme 1 sont équivalentes a:

b') L’ensemble S est (relativement) compact pour la topologie
o(Jdb, F).
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Démonstration. — Compte tenu de la remarque III sur le
théoréme précédent, on peut supposer que JF est fermée et est
donc une sous-algébre stellaire de Jb’ contenant X.

Supposons que X soit compact pour la topologie o(Ab, F).
Comme S s’identifie & une partie de X, il est relativement
compact pour cette topologie. Comme S est compact pour
o(M, X) par hypothese, il est fermé pour la topologie plus
forte o(Mb, F) et 1l est compact pour cette topologie. Donc
b) = b').

Supposons que S soit compact pour la topologie o(Ab, F).
Soit ® une base de filtre sur X. D’apreés la proposition I,
elle admet un point adhérent p dans X pour la topologie
o(M, K). Il suffit de montrer que ce point est aussi adhérent
pour la topologie o(db, F).

Reprenons les notations de la démonstration de la proposi-
tion I. ®, est une base de filtre convergeant vers p pour
o(M, R). Onlui a associé une base de filtre ®; sur S. D’apres
I’hypothése, celle-ci admet un point adhérent s, pour o(db, F)
et, par suite, pour la topologie plus faible o(.lb, ). On a donc
dp. = p ds,.

Soit @; une base d’un filtre sur S plus fin que le filtre de
base ®; et convergeant vers s, pour o(Jdb, F). A tout élé-
ment P; de ®; et & tout élément P, de @, on associe
la partie P, de X formée par les mesures dm = p ds
telles que m appartienne a Py, s appartienne & P; et la
fonction p appartienne a la boule unité de L¢(s). L’ensemble
{P,} de ces parties est une base ®, d’un filtre plus fin que
le filtre de base ®, donc convergeant aussi vers p pour
o(db, ). L’ensemble des parties P, = P;qP, est une base
de filtre sur S convergeant vers s, pour o(.db, ).

Supposons que @ ne soit pas limite de ®, pour o(b, F)
et montrons que cette propriété est incompatible avec les
hypotheéses. Il existe un élément f de F tel que

lim sup |(f,m — u)] =¢ > 0.
@

Comme R est dense dans LP’(sy), il existe un élément ¢ de X
(identifié & un élément de F noté aussi ¢) tel que

<[ IR(F) — dSo>; = If — ¥l < &
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Alors
I(fy m — w) <|(f — ¢ @)l + 14, &0 —m)| + (4 — f, m).

Pour chaque terme du second membre, on a:
(F =4 @l =1 — ¥ edsa)l < If — $luny < 5
lim|(q», w—m)] =0 car ¢ appartient a X,

1
p

b —fml = —feds)] <Ib — flwey= (¢ —FI? )7

Comme on a supposé que F est fermée, |¢ — f|? appartient
a4 F et on en déduit que

limq)sup [(b — f, m)|< lfbm Iy — f1%,
= (4 = f17 ) F = 19 = fluwo < &

\_/
o=

Par suite,
e = limsup|(f, m — p)| < 2e
®: 3
d’ou la contradiction. L’élément p de X est bien adhérent a
®, donc a ®, et & @, ce qui montre que b’)=>b).

5. Compacité faible des applications canoniques.

Soit % l’espace vectoriel de toutes les fonctions universel-
lement mesurables et bornées et soit § le sous-espace de %
engendré par les fonctions caractéristiques des fermés de X.
Si G estl’adhérence de § dans % pourla norme de la conver-
gence uniforme, on a KcGecH et il est intéressant d’appli-

quera G et % les théorémes I et IT compte tenu du résultat
suivant de Grothendieck ([12], p. 150):

Une partie P de Pespace Jb est relativement compacte
pour la topologie affaiblie o(Mo, M) si et seulement si elle
est relativement compacte pour la topologie faible o(lb, G).

Rappelons qu’on dit qu’une application linéaire T d’un
espace normé E dans un espace de Banach F est faiblement
compacte (resp. compacte) si elle transforme la boule unité
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de E en une partie relativement faiblement compacte (resp.
relativement compacte) de F. Une application ayant cette
propriété est continue et sa transposée ‘T ala méme propriété,
la réciproque étant vraie: T est faiblement compacte (resp.
compacte) si et seulement si ‘T est faiblement compacte
(resp. compacte). ([11], ch. 9).

Ces divers résultats permettent de déduire des théoréemes I
et Il énoncé suivant (F désignant un sous-espace vectoriel
de 'espace de Banach . dont I’adhérence pour la norme
contient R):

Tutorime III. — Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) L’application canonique % — N  est continue pour
o(Bdb) et s(N, N').

a’) L’application canonique § — N est continue pour
a(G, JAb) et o(N, N’).

a") L’application canonigue ' — N existe et est continue
pour o(db, ') et o(N, N').

b) L’ensemble X est compact pour la topologie affaiblie
o(db, b)) ou oAb, §).

b") L’ensemble S est (relativement) compact pour la topologte
affaiblie oAb, W) ou o(db, G).

o~~~

c) 1/3?57{) est dense dans B(§) ou B(%).
d) % est dense dans ( ou R.
e) % est relativement compacte pour o( N, N’').

f) Les applications canoniques F — N  sont faiblement
compactes.

6. Compacité des applications canoniques.

Pour que l'application canonique JF — N soit compacte,
il est nécessaire que les mesures s de S soient toutes ato-
miques ([7], § 5, n® 10). Cette propriété intervient & cause
du résultat suivant.

LeMmmME — Soit o une mesure de Radon positive bornée.
L’image canonique de la boule unité de B dans LP(a) est
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(relativement) compacte pour la topologie de la norme | |ypq
st et seulement st la mesure o est atomique.

Démonstration. — Supposons que la mesure « soit atomique.
Comme « est bornée, elle est portée par un ensemble au plus
dénombrable I. Etant donné une suite quelconque d’éléments
de la boule umté B(®) de &, on peut en extraire par le
procédé diagonal une suite qui converge ponctuellement sur [
vers une fonction f appartenant a B($). L’image canonique
de cette suite est une suite convergente dans LP(a) vers
I'image de f. L’image canonique de B(®) est donc (relative-
ment) compacte.

Supposons que la mesure o ne soit pas atomique.

On peut décomposer « en une somme u -+ v d’une mesure
atomique p portée par un ensemble au plus dénombrable I
et d’'une mesure diffuse v non nulle ([7], § 5, n° 10).

Il existe une partie mesurable A de X telle que

v(A) =k > 0.

Lorsque E parcourt ’ensemble des parties mesurables de A,
I’ensemble des valeurs de v(E) est I'intervalle [0, k] ([7] § 5
ex. 7). On construit une suite de fonctions f, appartenant a la
boule unité de ®# de la facon suivante:

— Il existe une partie mesurable E; de E telle que

W(E,) = —’2‘-

de I’ensemble E; N [:I
— Il existe deux parties mesurables E,c E, et EgcE — E;

telles que v(E,) = v(E;) =

; la fonction f; sera la fonction caractéristique

——; la fonction f, sera la fonction

92
caractéristique de I'ensemble (E, UE;), [: I... etc.

La suite {f,} est telle que Ilfn—fmIILP(a):<~l2€—>p pour

n # m. Elle nadmet donc aucune sous-suite convergente et
I'image canonique de la boule unité de $% n’est certainement
pas (relativement) compacte.

TrtorimE [V. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
«) Les applications canoniques F — N sont compactes pour

ReFcdb'.
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B) L’ensemble X est un ensemble de mesures atomiques
compact pour la topologie de la norme dans Jb.

v) L’ensemble S est un ensemble de mesures atomiques
(relativement) compact pour la topologie de la norme dans Jb.

Démonstration. — Supposons que 'application canonique
A — N soit compacte. Elle est faiblement compacte et conti-
nue; sa transposée est continue. On en déduit, d’aprés la propo-
sition III, que X est relativement compact pour la topologie
de la norme. Comme X et ScX sont vaguement compacts
(proposition I), ces deux ensembles sont fortement fermés
donc fortement compacts.

D’apres le théoreme III, 'image de la boule unité de X
est alors dense dans I'image de la boule unité de %, qui est
donc aussi relativement compacte: Dlapplication ®# — N
donc compacte.

S1 s est une mesure quelconque appartenant a S, I'apph-
cation canonique N — LP(s) est continue car |f]wre < |fl,-
L’image de la boule unité de % dans L? doit donc &tre rela-
tivement compacte. Le lemme montre que cela entraine que les
mesures de S (et par suite de X) doivent étre atomiques.
On a donc o) =>p)=> 7).

Supposons que S soit un ensemble compact de mesures
atomiques. Soit I la plus petite partie de X portant toutes
les mesures de S.

Chaque mesure ¢ de X est une mesure atomique portée
par I. Les ensembles S et X s’identifient donc & des parties
de I’espace de Banach .b(I) des mesures bornées sur I’espace
discret I ou del’espace de Banach [*(I) des suites sommables
indexées par I. Or, on sait que dans [!(I), les ensembles
compacts pour la topologie de la norme et les ensembles
compacts pour la topologie affaiblie o(I*(I), I*(I)) sont les
mémes ([b] ch. IV, § 5, ex. 4). L’ensemble S est compact
pour la topologie faible o(Jdb(I), [*(I)) et le théoreme II,
appliqué a l'espace X =1 et a Pespace F =B = I*(]),
montre que X est compact pour o(l(I), I(I)) donc est
compact pour la norme dans .Ab(I) ou Jdb(X). Par suite
Y) = B).

Supposons que X soit un ensemble compact de mesures
atomiques. La proposition IIT montre que I'application trans-
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posée « est compacte; 'application ~ : X — N est aussi
compacte ainsi que les applications F — N d’aprés le théo-
réeme III. Donc B)=-«).

B. ESPACES N
SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT

1. Définitions - Notations.

On suppose maintenant que X est un groupe localement
compact commutatif G.

Soit T' le groupe localement compact commutatif dual
de G. C’est ’ensemble des caractéres unitaires de G, c’est-
a-dire ’ensemble des fonctions continues y définies sur G
et a valeurs dans I’ensemble des nombres complexes de module
1 telles que

Y@+ y) = v(@)y(y)

On notera (y, z) les valeurs y(z) de v.

L’opération de T' est la multiplication ponctuelle des fonc-
tions y et la topologie de T' est la topologie de la convergence
compacte, c’est-a-dire de la convergence uniforme sur les
compacts de G ([9], ch. II, § 1).

On utilisera dans la suite les propriétés classiques de la
transformation de Fourier (Bourbaki [9], Rudin [16]). S1 u

A

est un élément de JAb = JAb(G), on notera { sa transformée de
Fourier qui est définie sur I' par

a(r) = [ (v, @) du(a).

La fonction (. appartient a I'espace C(I') des fonctions conti-
nues et bornées sur I' ou, d’'une maniére plus précise, a
Pespace C,(I') des fonctions uniformément continues et bor-
nées sur I'.

L’application ~: JAb(G) — C,(I') est continue pour les topo-
logies définies par les normes. Elle admet une application
transposée Cy(I') —b'(G) qu’on notera aussi~ :

(s A) = (f, 2) quel que soit  p e.db(G).

La restriction de cette application & Jb(T') 1identifiée & un
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sous-espace de C,(I'), est une application de .b(I') dans
Cu(G); quel que soit pedb(G), on a

(,9) = {0.9) = [, [, (v, @) dua) dv(y)
done V() = /F (vs @) dv(y)

2. Continuité de l’application I' > N.

Les fonctions y définissent des éléments ¥ de 'espace N.
On peut étudier la continuité de 'application I' = N ainsi
définie, le groupe I' étant muni de sa topelogie et N de la
topologie de la norme ou de la topologie affaiblie o( N, N').

La topologie sur ’espace b qui intervient ici est la topolo-
gie o(Jdb, €) qu’on appelle « topologie étroite ».

Si H est une partie de b, une condition suffisante pour
que H soit relativement compact pour la topologie étroite
est la « condition de Prokhorov »:

L’ensemble H est borné en norme et, a tout « > 0, on peut

assocter un compact K., de G tel que supf dh < ¢

heH
Si H est constitué de mesures positives, cette condition

est aussi nécessaire ([8], § b, n° b).

Rappelons que si S est ensemble de mesures positives, les
conditions suivantes sur S sont équivalentes (%):

c) S est relativement compact pour la topologie étroite.

¢') S est relativement compact dans ¢(T') muni de la topo-
logie de la convergence compacte.

(1) Les relations c¢==> ¢’ =3 ¢” sont classiques ([8], § 5, ex. 13).
La démonstration de ¢” == ¢ utilise un critére de convergence étroite donné dans
la référence citée et un théoréme de Grothendieck ([11], § 8-12-8).

Soit U une base d’ultrafiltre sur S. Son image 4 dans § converge ponctuel-
lement vers ¢eC(I') et donc lxr{ﬁs (0) = 9(0). D’autre part, si keX(I') et si

A 55
K est le support de k, S|g est relativement compact pour la topologie affaiblie

6(CK)), C'(K)) et 4l restreint a K converge pour cette topologie vers ¢|¢. En
considérant kdy comme un élément de C'(K), on a

nmf;kd =f kdy quel que soit ke X(T),
lim i Y pPhdy quelq ()

ce qui montre que AU converge étroitement vers la mesure . telle que fl. = 9.
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¢") S est relativement compact dans ¢(I') muni de la topo-
logie de la convergence ponctuelle.

Les conditions qu’on obtient en remplagant « relativement
compact » par « compact » sont aussi équivalentes entre elles.

TutorEME V. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’application T' — N est continue pour la topologie de
la norme sur N.

b) L’application T — N est continue pour la topologie
affarblie (N, N').

¢) L’ensemble S est (relativement) compact pour la topologte
étrotte.

¢') L’ensemble S est ( relativement) compact dans C(T') muni
de la topologie de la convergence compacte.

¢") L’ensemble S est (relativement) compact dans C(T') muni
de la topologie de la convergence ponctuelle.

d) L’ensemble S est équicontinu a Porigine.

DeriniTioN. — Lorsque les conditions a) ou b) sont vérifiées,
on dit simplement que Uapplication T — N est continue.

Démonstration. — Comme S est fermé pour o(b, X) donc
pour o(Ab, €), la compacité relative de S pour o(db, C)
entraine la compacité et les trois conditions ¢), ¢’) et ¢”) sont
équivalentes. .

Supposons que S soit équicontinu & l'origine.

Les éléments de S sont des fonctions définies-positives et
par suite,

18(vo) — 8(x)I* < 28(0)R(5(0) — 8(vo — 7))

L’ensemble S est donc uniformément équicontinu et, d’aprés
le théoréme d’Ascoli, est relativement compact dans C(T)
muni de la topologie de la convergence compacte. On en déduit
que d)=c).

Le théoréme d’Ascoli montre immédiatement que ¢’) =~ d).

Supposons que S soit relativement compact pour la topo-
logie étroite.
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Il vérifie la condition de Prokhorov: étant donné ¢ > 0,

il existe un compact K tel que sup f ds < ¢P. Le compact
sES

K étant ainsi fixé, il existe un voisinage V de y, dans T
tel que, pour tout yeV, on ait

sup [(vo, ) — (Y, @)| < e.

z€K
Alors,

o=

1Yo — ¥ln = sup (f [{Yo> x) —{y, )| ds)
= sup (f /;x) < (e 4 2"51’)% < 3e.

Cela montre la continuité de I' — N en un point quelconque
Yo de I' pour la topologie de la norme et par suite pour la
topologie affaiblie. Donc ¢) = a) = b).

Supposons que 'application I' = N soit continue pour la
topologie affaiblie.

Soit ! un élément de N’
par

La fonction ¢, définie sur T

ely) = (L, ¥)
est continue et vérifie la condition d’Eberlein ([16] §1.9):

I

S codr) = 3 all 7 = (b 3 )

i=1 i=1 i=1

W plZetila < 1UalZerl.

| D=

I

2 ey )| <

i=1

Il existe donc une mesure y, telle que

ely) = tulv) = J_ (v, @) dua).

Si o est une mesure de U, etsi [; est ’élément de N’ qui
lui est associé, on a

= J; {y, z) do(z) donc ¢, =6 et w, = o.

Soit  Jby(I') D’espace des combinaisons linéaires finies de

mesures ponctuelles sur I'. L’application Jby(T') - N défi-
I

I
nie par Y a8y, +—> Y a;¥; est évidemment linéaire et admet
i=1 i=1
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pour application transposée N’ — C(I') Papplication [+— g,.
Ces applications sont donc continues pour les topologies
faibles correspondantes. L’image de la boule unité de N’
est compacte dans C(I') mum de o(C, Jdb;) qui coincide avec
la topologie de la convergence ponctuelle. Comme ¢, = 8,
I’ensemble £ est une partie de cette image et 3 est donc
relativement compact dans C(I') pour la topologie de la conver-
gence ponctuelle. On en déduit que b) = c").

Remarque. — 51 (et seulement si) les conditions du théoreme
V sont réalisées, I’ensemble £ est compact pour les topologies
étroite, de la convergence compacte et dela convergence ponc-
tuelle. D’aprés la proposition I1I, I'ensemble £ est alors
I'image de la boule unité B(n’) de N’ pour I'application
N’ — C(T') définie par l+— o,

3. Compacité relative de I’image de I' > N.

TutortMe VI. — On suppose que Uapplication T — N
est continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'image T de T — N est relativement faiblement com-
pact.

A,

b) L’ensemble X est (relativement) faiblement compact dans
C(r).

c) L'ensemble S est (relativement) faiblement compact dans
e(r).

Démonstration. — Les ensembles S et £ sont des parties de
C,(T'). Sur ces ensembles, la topologie faible coincide avec la
topologie o(C,, C,). Transportée sur S et X, cette topolo-
gie est la topologie o(.lb, C;). L’équivalence de b) et c) résultera

S5
du théoréme II lorsqu’on aura démontré que C, est une
sous-algébre autoadjointe de b’ dont ’adhérence contient A.

Cette derniére condition est réalisée car (/‘i\; contient I’en-

semble A(G) des transformées de Fourier des fonctions de

LYT') dont Padhérence contient ’espace Co(G) des fonctions
continues nulles a P'infini.

D’autre part, €, peut étre muni d’une structure d’algébre
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involutive en définissant un « produit de Buck » de la maniére
suivante [4]:
— A ¢eC, et yeT, on associe 'élément ¢, de ¢,
défini par
oY) = o(y + ¥) quel que soit v el,
— A pelC, et 9eC, on associe I'élément u, de C,
défini par
wo(y) = (s 9y) quel que soit vyel.
— On définit le produit A x pu de deux éléments A et p
de C, par
(A *u, @) = (A, uy) quel que soit ¢ €C,.

L’involution est définie par (3%, o) = (A, ¢_) quel que soit
9eCy avec o_(y)=o(—v)

Il faut vérifier que I'application ~ est un homomorphisme
d’algeébres involutives de Cu(I') dans Jb'(G). On obtient
facilement 2% = %*. Pour le produit, on a

——

A*xp,m) = Axp,m) = (A ps) quel que soit medb(G),
(Ag, m) = (&, (0)n) = (2, ﬁ;) quel que soit  m e Jdb(G).

. e 14 r
On a donc a vérifier que py = (,, comme éléments de C,(T
donc comme éléments de L*(T'). Pour tout «eL!(T"), on a

(825 ) = [ (w, )aly) dy = [ (@, v dm)a(y) dy
IﬁY(YI) = /c‘;('y + v, z)dm (z)
- fG &'y @)y, @ydm (z) =y dm(y'),

vy dm notant la mesure de densité y par rapport & m. Or
Papplication T' — JAb(G) définie par y —— y dm est continue

et bornée. Elle est intégrable par rapport & la mesure bornée
ady et on a

f, (&, v dm)a(y) dy = (g, j; yo(y) dy dm) = (g, & dm).
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Par ailleurs, on a

(Bms ) = (p'm’ &) = (p, my) = (&, &dm).
Donc
(?L;, a) = (pp, «) quel que soit a e LYT).

o

On en déduit bien que pz = %, et donc A% w =A@, ce qui
achéve la démonstration de ’équivalence de b) et ¢).

Supposons que I' soit relativement compacte.

Comme I — N est continue, 'application .by(T) — N
introduite dans la démontration du théoréme V est continue
pour les topologies o(b,, C) et o( N, N’). L’image de la boule
unité de Jby(I') est I'enveloppe convexe équilibrée de T.
D’apres le théoréme de Krein ([10], § 8-13), cet ensemble est
relativement faiblement compact et 'application .b,(T') — N
est faiblement compacte. Sa transposée N’ — C(T") ¢ (Aby(T"))’
est aussi faiblement compacte. L’image £ de la boule unité
de N’ est donc relativement compacte dans (My(T'))" pour
la topologie o((M,)’, (M,)”"). Comme C(I') s’identifie & un
sous-espace fermé de (My(T'))’, I'image de la boule unité de
N’ est relativement compacte dans C(I') pour o(C, M)
qui coincide avec o(C, C'). Par suite, on a a)=- b) => ¢).

Supposons que 3 soit relativement faiblement compacte.

Les deux applications Jdb; — N et N’ — ¢(T') sont fai-
blement compactes et comme I' s’identifie & une partie de la
boule unité de JMy,(T'), on en déduit que b)=> a).

Tutortme VII. — On suppose que Uapplication T — N
est continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'image T de T — N est relativement compacte.

b) L’ensemble £ est un ensemble de fonctions presque pério-
diques (relativement) compact dans C(I') muni de la norme de la
convergence uniforme.

¢) L’ensemble S est un ensemble de fonctions presque pério-
diques (relativement) compact dans C(I') munt de la norme de la
convergence uniforme.

Démonstration. — Rappelons qu’on dit qu’une fonction
continue et bornée définie sur I' est presque-périodique si

12
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I’ensemble de ses translatées est relativement compact dans
C(T") et que toute fonction presque-périodique peut s’obtenir
comme limite uniforme d’une suite de combinaisons linéaires
finies de caractéres unitaires (sur TI') ([14], § 41). La transfor-
mée de Fourier d’'une mesure bornée atomique est presque-
périodique et la transformée de Fourier d’'une mesure bornée
diffuse non nulle n’est pas presque-périodique ([16], § 5-6-9).
L’espace des fonctions presque-périodiques muni de la norme
de la convergence uniforme s’identifie a ’espace C(T',) des
fonctions continues sur un groupe compact I', contenant T
comme sous-groupe dense et dont le dual est le groupe Gy
(groupe G muni de la topologie discrete) ([16], § 1.8).

Supposons que I' soit relativement compacte.
Comme dans la démonstration du théoréme VI, on montre

que £ et S sont (relativement) compacts dans €(T') pour la
topologie de la norme. D’autre part, comme X est un ensemble
de mesures invariant par multiplication par les caractéres

unitaires, ’ensemble 2 est invariant par translation. L’en-
semble des translatées de chaque fonction de % est donc

relativement compact; les fonctions de £ (et de S) sont
presque-périodiques. On a donc a)=> b) =>¢).

Supposons que S soit ensemble de fonctions presque-pério-
diques compact dans C(T').

L’ensemble S est alors un ensemble de mesures atomiques
sur G (ou sur G;) et s’identifie & une partie de ’espace
M(G,). L’ensemble S s’identifie & une partie compacte de
Pespace C(I';). Le théoréme V, appliqué aux groupes G,
et I',, montre que 'application T', = N est continue. Comme
I' ¢’identifie & une partie du compact I',, on en déduit
bien que I' est relativement compacte dans N. Par suite
¢) = a).
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