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UN PROBLEME AUX LIMITES
POUR UNE CLASSE D’OPERATEURS
DU SECOND ORDRE HYPOELLIPTIQUES

par Makhlouf DERRID]J

Introduction.

Nous considérons un opérateur différentiel du second ordre,
donné par:

(1) P=3Xj+ X +e

ou X,, ..., X,, sont des champs de vecteurs & coeflicients
réels de classe C* dans un ouvert O de R" et ¢ est une
fonction a valeurs complexes de classe C* dans 'ouvert O.
Les opérateurs de la forme (1) ont été étudiés par Hérmander
[7] qui a donné une condition suffisante et presque nécessaire
pour que ces opérateurs soient hypoelliptiques dans O. Soit
Q un ouvert borné a frontiére réguliére tel que Q<=0. Nous
nous posons les problémes suivants:

a) Existence de problémes aux limites bien posées pour P.

b) Régularité au bord T' =2Q de Q des solutions dans le
cas ou le point a) est résolu.

La condition d’hypoellipticité des opérateurs qui s’écrivent
sous la forme (1) donnée par Hormander est la suivante:
(H.O) : L’algébre de Lie L(X,, ..., X,), engendrée par les
champs de vecteurs X,, ..., X, est de rang constant égal
a n dans louvert O.

Remarquons que Mme Q. A. Oleiniket E. V. Radkévitch [17]
ont généralisé le théoréme d’hypoellipticité d’ Hormander au cas
ou 'hypothése (H.O) n’est pas vérifiée sur un sous-ensemble
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d’une variété de dimension (n — 1) contenue dans O. Nous
verrons que cette généralisation est intéressante dans le cas
ou les champs de vecteurs X, ..., X, ne sont pas analytiques.
Nous montrons dans le chapitre 1 que la condition d’Hérman-
der est nécessaire et suffisante pour que les opérateurs a coeffi-
cients analytiques de la forme (1) et tels que les champs X, . . .,
X, ne s’annulent simultanément en aucun point de O, soient
hypoelliptiques dans O. Nous donnons aussi dans ce cha-
pitre, mais brievement, quelques résultats sur les champs de
vecteurs vérifiant I’hypothése (H.O). Dans le chapitre 2 nous
démontrons une estimation a la frontiére qui nous permettra
de démontrer au chapitre 3 la régularité des solutions.
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Lions pour ses continuels encouragements et ses nombreuses
suggestions. v

Je remercie M. Mohammed-Salah Baouendi qui a guidé
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CHAPITRE 1

1. Quelques conséquences de I’hypothése d’Hérmander.

Dans ce chapitre, nous montrons que I’espace des distri-
butions u appartenant a L2(Q) telles que Xu est dans
L2(Q)j =0, ..., r admet des traces sur I' =3Q. Dans une
deuxiéme partie, nous démontrons que I’hypothése d’Hérman-
der est nécessaire et suffisante pour que les opérateurs P qui
s’écrivent sous la forme:

P=3Xi+X,4+ec=P,+¢; Pys,D)#0 VzeO
1

a coefficients analytiques, soient hypoelliptiques dans O.

1.1. Notations. — A un champ de vecteurs X donné par ses
coordonnées «,(z), ..., a,(z), défini dans un ouvert de R?,
nous pouvons associer de maniére biunivoque un opérateur
différentiel homogéne du premier ordre dans cet ouvert:

ou

5, (@)

iz
1 ox;

X(z) = {ay(x), ..., a,(x)} = Xu(z)

|
D=
K

Si deux champs de vecteurs X et Y sont de classe (1,
nous définissons leur crochet par:

[X, Y]u = (XY — YX)u; ueC”

Remarquons que [X, Y] est un champ de vecteurs et que si
les coordonnées de X et Y sontrespectivement oy(z), . . .,o,(z)

»*n

et Bi(x), ..., B,(x) alors celles de [X, Y] sont égales a

(Geoa) o 362)

Considérons maintenant un systéeme {X,, Xl, ey, X} de
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champs de vecteurs qui soient de classe C* dans un ouvert O
de R"; nous pouvons alors définir les crochets de tous ordres

a partir des champs de vecteurs X,, ..., X.
Soit I = (i, ...,7,) un multi-indice, avec i;& {0, 1, ..., r}
pour j =1, ..., k; alorsle champ X; sera défini par

Xi=[Xi, [Xiy « o [Xipp Xi] -]

On désigne par J I’ensemble des multi-indices 1= (i, ..., 1,).
Nous appelons algébre de Lie L(X,, ..., X,) engendrée par
Xoy ---5 X, l’ensemble des champs de vecteurs, définis dans
Pouvert O, qui s’écrivent sous la forme

7 =Y MnX, A e C?(0; R), somme finie.
1

1.2. L’hypothése (H.0.). — Le rang de L(X,, ..., X,) en
un point de O, est la dimension de 'espace vectoriel engendré
par les champs Z en ce point. Alors I’hypothése (H.O) est
la suivante :

(H.O) : Le rang de L(X,, ..., X,) est égal & n en tout point
de O.
1.3. Ezemples : N N
a) Soient O =R?; X, =— X2=gz—  Alors
ox oy
[
[Xla Xz] :5?/

Ainsi 'hypothése (H.O) est vérifiée.

b) Plus généralement, nous pouvons prendre dans R?:
k
X, =%; X, =jl;[l(x— xj)"is%- Il suffit de considérer
le crochet [X,, [X; ... [X;, X;]...] ou X, figure

(my + ny + - + ny) fois.

. 0 0 0
¢) Soit O =R3 X, =——2—; X,=—; alors on a
ot oy ox

[Xy, Xg] :%/- Donc L(X,, X;) engendre R® en tout point.

Cet exemple montre que le nombre de champs de vecteurs
vérifiant I’hypothése (H.O) peut étre inférieur a la dimension
de Vespace.
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1.4. Existence detraces (). — Soit Q unouvert borné tel que
Q< O, et a frontiére réguliére, c’est-a-dire qui soit une variété
de dimension (n — 1) et de classe C*. Nous supposons de plus
que Q est localement situé du méme coté de T.

Soit M(Q) UPespace des fonctions wuel?(Q) telles que
XoueL2(Q), ..., Xuel?(Q). Nous nous demandons si
Iespace M(Q) admet des traces sur I'. Ce probléme a été
suggéré par l'inégalité d’Hormander qui, toutefois, si elle
n’est vraie que dans L2(Q) n’indique pas s’il y a des traces
sur I'. (C’est pourquol nous avons été amenés a voir si 'iné-
galité d’Hoérmander est vraie dans LP(Q).

Tutoreme 1.1. — Soit p tel que 2 < p < + . Suppo-
sons que le systtme {X,, ..., X,} vérifie Uhypothése (H.O).
Alors pour tout compact K <O il existe un nombre positif s,
indépendant de p, et une constante positive C = C (p, K)
tels que :

(1) 1Vl < C(Iulw+ 3 1Xulw); ueCs(K)

ou ||ul;, désignela normede u dans Uespace de Soboley W*P.
Ce théoreme se démontre avec les techniques utilisées par
Hoérmander dans [7].
Soit maintenant Q tel qu’il a été défini ci-dessus. Alors
Q est un compact. Par suite il existe un nombre positif s,
indépendant de p et une constante C tels que:

42 ul, < ((Qulo + 5 1Xulw); weCs(K)

CororraIre 1.1. — Soit s le nombre positif donné par (1.2).
Choisissons p tel que p > —81— (puisque s est indépendant
de p). Alors nous avons Uinclusion algébrique et topologique :

(1.3) M,(Q) = WeP(Q)

Dans (1.3) aM,(Q) désigne la fermeture de D(Q) dans
M,(Q), qui est I'’espace des fonctions wueL?(Q) telles que
XoueL#(Q), ..., Xuel’(Q) muni du produit scalaire évi-

(1) Les démonstrations de ce paragraphe seront données dans un prochain
article.
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dent, et WgP(Q) le sous-espace des fonctions de W=P(Q)
nulles sur T.
L’inclusion (1.3) découle de (1.2) par densité.

CororraIre 1.2. — Les fonctions de M, (Q) admettent des

P

traces nulles sur T =0Q pour p > —
s

Remarque. — Le nombre s qui apparait dans (1.2) est,
sauf dans le cas ou 'opérateur P est elliptique, inférieur ou
égal 4 1/2. S1 p = 2, H® n’admet pas de traces, d’ou I'intérét
d’avoir l'inégalité (1.2).

TutoriME 1.2. — Soit {X,, ..., X,} un systéme de champs
de vecteurs vérifiant Uhypothése (H.O). Soit Q un ouvert
borné de frontiére T réguliére tel que Q<O. Désignons par E
Densemble des points x €T tels que tous les vecteurs Xy(z), .. .,
X,(z) soient tangents @ T'. Alors E est un ensemble de mesure
nulle dans T.

Le théoréme découle du lemme suivant:

Lemme 1.1. — Sotent X et Y deux champs de vecteurs
réels de classe C1 dans R* Soit F Uensemble des points zeT
tels que:

a) les vecteurs X(x) et Y(x) sont tangents a T.

b) le vecteur [X, Y](z) est transversal a T'. Alors F est de
mesure nulle sur T.

Pour démontrer le théoréme (1.2) a partir du lemme (1.1),
nous faisons une récurrence sur la longueur des crochets Xj.
La longueur de ces crochets est nécessairement finie puisque
Q est compact.

Cororraire 1.3. — Supposons les hypothéses du théoréme (1.2)
vérifides. Alors les fonctions de M,(Q)={u e L2(Q); Xu e L2(Q);
10, ..., r} admettent des traces quti sont des fonctions mesurables
sur T.

Le corollaire (1.3) se démontre par utilisation de cartes locales
qui nous permettent de nous ramener au demi-espace R™ et &
I' = R*'. Comme E est de mesure nulle, pour tout ¢, on
peut trouver un compact I'. de I' tel que la mesure de



UN PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE CLASSE D OPERATEURs 105

Lebesgue de I' — T'; soit inférieure & ¢ et tel que le systéme
{X,, ..., X,} soit transversal en tout point & I'.. D’apres
un résultat classique, les fonctions de M,(Q) admettent des
traces sur I'; qui sont dans L23(I';). Le corollaire (1.3) en
découle.

Le cas particulier de la dimension 2 :

by I3

Dans le cas ol n =2, on arrive a préciser la nature des
traces dans I'. Tout point de R? sera noté (z, y), et:

0 0
oy ox

Si I est un multi-indice, on pose |I| = longueur du crochet
Xy, alors on a le:

. [} .
Lemume 1.2. — Le coefficient de v dans Dexpression de tout

crochet X; avec |l| = p, est de la forme:

(1.4) A=3 S o 4) 2%, y)

J=0i=0 i
Le lemme (1.2) se démontre par simple récurrence sur p.
Cororraire 1.4. — Il existe un entier m tel que

2™u(z, 0)e L3(T),

au voisinage de x =0, et pour ueM,y(Q).

Remarque. — Un cas particulier est celui de ’espace sui-
vant :
u e L2(R2)
(1.6) YR
oy

Baouendi et Grisvard [00] ont montré que ’on a dans ce cas:

|l * u(z, 0)<LA(R)
2. Un cas de nécessité de I’hypothése d’Hormander.

Nous donnons d’abord un théoréme sur les ‘champs de vec-
teurs analytiques. Ce théoréme est un cas particulier d’un
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théoréme de T. Nagano sur les variétés analytiques. Ce théo-
réme a été aussi démontré, dans un récent papier, par Zach-
manoglou [20]; nous en donnerons une démonstration simple.
Pour cela donnons d’abord une définition :

DeériniTion. — On dit que le systeme (X,, ..., X,) est de
rang k au point xzy de Uouvert O, silalgébre de Lie L(X,, ...,
X,) est de rang k en ce point.

Tutorime 2.1. — Supposons que le systéeme (X,, ..., X,)
de champs de vecteurs analytiques soit de rang k au point z,.
Il existe, au voisinage de x,, une variété analytique de dimension
k telle que, pour tout point x de cette variété, tous les vecteurs
Xi(z), 1 multi-indice quelconque, sont tangents a cette variété.

Démonstration. — Remarquons d’abord que ce théoréme
est trivial si k = 0 ou k = n. 1l s’ensuit que si la dimension
de Pespace est égale a 1, il n’y a rien & démontrer.

Nous allons faire une récurrence sur la dimension de ’espace.
Supposons que le théoréme est vrai si la dimension est infé-
rieure ou égale & n — 1. Démontrons-le dans R". Nous pou-
vons supposer que z, estlorigine. Sile systeme (X, ..., X))
est de rang k tel que 0 < k < n, nous pouvons supposer,
en faisant un changement de coordonnées analytique, que,

0
par exemple, X, =
01,
j=1, ..., r, sont analytiques, nous pouvons écrire :

; comme les champs de vecteurs X,

X, = a,s%;ﬂ;oxl;.xj,k; — <3 <
ou les champs de vecteurs X;, sont des champs de vecteurs
dans R"? & coeflicients ne dépendant que des variables
(g oo ey ).

Il est facile de voir que P'algébre de Lie L(X;,) engendrée
par les champs de vecteurs X;, est derang k — 1 al’origine.
D’apres la récurrence il existe une variété analytique V; de
dimension k — 1 dans l'espace (z, ..., z,) telle que tous les
champs X, soient tangents & V,;. Si nous prenons

V= le]_ xg’ x2[7

nous voyons que tous les champs de vecteurs X; sont tangents
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a la variété analytique V qui est bien de dimension k. Le
théoréme est ainsi démontré.

Le théoréme précédent va nous permettre de démontrer la
nécessité de la condition d’Hoérmander pour les opérateurs

P=3 X+ X, +ec tels que les champs X, Xy, ..., X,
j=1

ne s’annullent simultanément en aucun point de l'ouvert

Y

considéré et soient a coeflicients analytiques.

TatorimE 2.2. — Soit P = Y X2+ X, 4 ¢ un opérateur
Jj=1

différentiel du second ordre a coefficients analytiques, les champs
X; étant a coefficients réels. Supposons qu’en tout point de Q
les champs X,, X; ne sannulent pas simultanément. Une
condition nécessaire et suffisante pour que P soit hypoelliptique
dans Q est que le systéme (X,, ..., X,) soit de rang n en
tout point de Q.

Démonstration. — Le théoréeme d’Hormander dit que la
condition est suffisante. Soit z, un point de Q tel que le rang
du systeme (X,, ..., X,) soit égala 1 < k < n au point z,.

Nous pouvons supposer z, = 0. Nous savons qu’il existe

0 ’
au voisinage de 0, une variété analytique V de dimension
k telle que tous les champs X; soient tangents & V; par un

b

changement de coordonnées analytiques, nous pouvons sup-
poser que V est un plan. Dorénavant nous décomposons
tout champ X; en:

L 0 < 0
24) X;=Y;+7Z;, Y;= — L= a; —
(2.4) J it 4y Y iéla"bx,-’ j i:%—l-l Ly
Tout point de R" sera noté (z,y) avec == (x5, ..., T;);
Yy = (%1, ..., 2,). Remarquons alors que les coefficients de

Z; sont nuls sur V.
Nous cherchons une fonction analytique u(z) telle que si
3(y) désigne la masse unité sur V, on ait:

(2.5) Po =Pu.3) =0
tenant compte de la nullité des champs Z; sur V, on a:
X (u.8) = (gju).S + u.(Z;.3) )
(2.6) —3. < 3 ay(z, 0) %) + a.( 3 g, 0)>.

i=1 i=k+1 0X;
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De méme, on a:

Xy — s[z ap(@, 0) p<2 a;(z, 0)2%

i=1 bxi
_ ¥ 2
. 32000
) ¢ 24, ou
+3(=,3 o xO)[Zaﬁx, 03

3 Qg ())].

i=k+1 bxi

Finalement nous pouvons écrire :

28) Pu.p)=3.[ 3 o, )b__:;‘x + 3,000 2%+ 0(a)u]
{ B,p(2) = jgl a;(z, 0)a,(z, 0)
oa) = 3 (— alw, 0) 3 - Z—‘g‘clf(x, 0)
(2.9) + 3l 0) Sk )
+ ao l(x’ O)
) = 5[5, 3, el 00325 ,0)
+ <i:ik+lbb%i‘(x, 0)>2 - i:i,,“ b:;): (z,0) + ¢(z, 0)].

Nous voyons d’apres (2.8), que nous sommes ramenés a une
équation en la variable =z, a coefficients analytiques.

Soit « un petit voisinage de 0 dans V. S’1l existe dans o
un point y, tel que les champs X;, pour j=1, ..., 7, ne
sont pas tous nuls en y,, alors il existe te {1, ..., k} tel
que la fonction 0;(x) soit positive au voisinage de y, dans
V. Alors, d’apreés le théoreme de Cauchy-Kovalevska 1l existe
dans un voisinage de y, dans V, une fonction analytique
u(xz) non nulle telle que:

P(u.8) =0

Comme le support de la distribution ©.3 est contenu dans V,
cela entraine que P n’est pas hypoelliptique.
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Supposons maintenant qu’il existe un voisinage de 0 dans
V, tel que tous les champs X; pour je {1, ..., r} soient
nuls dans ce voisinage. D’aprés ’hypothése faite dans 1’énoncé
du théoréme, le champ X, n’est pas nul dans ce voisinage
Nous voyons, compte tenu de (11 9), que toutes les fonctions
0,,(z) sont nulles dans ce voisinage. L équation (11.8) s’écrit
dans ce voisinage :

(210)  P(u.3) = 3. [g 0,(2) 32 + Bo(a)
(ei<x) = ay(z, "O)
a1y V%@ =2 [ 3 3%, 0)]

i=k+1 0

ke oay,
— Y i 0
\ P oz, @ O el 0.
Comme X, est non nul, il existe i1e {1, ..., k} tel que
0,(x) ne soit pas nulle. En appliquant le théoréme de Cauchy-
Kovalevska, 1l existe une fonction analytique w(z) non nulle

telle que ,
P(u.8) =0

ce ciui entraine que P n’est pas hypoelliptique.

Remarque 2.1. — Nous savons, d’aprés un résultat d’Oleinik
et Radkévitch que I'hypothése d’Hormander n’est pas néces-
saire dans le cas ou les coefficients des champs de vecteurs
Xo» --., X, ne sont pas tous analytiques.



CHAPITRE 2

UNE INEGALITE FONDAMENTALE

1. Un lemme préliminaire.

1.1. Définitions et notations. — Dans ce chapitre nous consi-
dérons un ouvert qui soit un cylindre Q@ = X I de R~
ol o est un ouvert borné de R*™' et I un intervalle de R,
par exemple 0, 1[. Tout point de R" sera noté (z, y);
D’autre part nous considérons un systéme de champs de vec-

\ , T 0
teurs ou figure l'opérateur de dérivation normale —:
d ) ,.
o X, Xiy -- o, X,g. Nous supposerons toujours qu’il
Y
existe un ouvert O contenant Q tel que le systéme

%i, Xgr -+ X,g
oy
vérifie I’hypothése (H.O).

Soit M(Q) Despace des distributions ue D'(Q) telles que

ue L2(Q),:—§ c12(Q), Xuel#Q), pour j=1,...,r

Muni du produit scalaire naturel M(Q) est un espace de Hil-
bert, nous désignerons par JAb(Q) la fermeture de D(Q) dans
M(Q) et M'(Q) le dual topologique de .Ab(Q).

Rappelons les notations suivantes :

Soit X un champ de vecteurs a coeflicients réels et de
classe C* dansunouvert O, soit K uncompact contenu dans

0.

Nous savons qu’il existe un voisinage V de K dans O,
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un nombre ¢ > 0 et une application de classe C~

flz, t): VX]—ty, t,[ = 0
Telle que:

(1.1) df(;; 4 = X(f (=, 1)); (@, 1) e VE]— to, t[

f(z,0) =z

L’application e* est alors définie par

e*u(z) = ulf (z, t)); ueC”

pour t assez petit e* applique Cg(K) dans Cg(0).

Il est utile de remarquer que e* représente une petite
translation le long des lignes intégrales du champ X.

A chaque couple (s,e) avec 0 <s<1,0<ce<t, on
associe la semi-norme |u|x,. définie par

(1.2) |ulxoe =ocpteclt]le"u — u|; ueCy(K),

| | désignant la norme dans I’espace L2. Alors la quantité

1

(1.3) lulx,se = (lul® + |ulk,..) ®

est une norme sur Cg (K).
D’autre part s1 e, et ¢, sont deux nombres tels que

0 < g <ty 0 < e <ty |ulx, e, et |ulx s e,

ne différent que par une quantité majorée par [ul.

Comme par la suite ce sont les normes [u|x,. qui nous
intéresseront, nous voyons que nous pouvons omettre e
dans la notation et considérer |u|x, au lieu de |u|x,.; dela
méme maniére nous noterons

sup
(1-4) lul —o<|h[<s|h| lmu — ul

comme Q est un compact de I'ouvert O, alors nous avons

Iinégalité suivante due & Hérmander [7]:

S0y Syy 15 - .., S, étant des nombres positifs et inférieurs ou
égaux a 1, 1l existe un nombre s > 0 et une constante C
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tels que:
(48) Jul < C( B lulsye, 1wl , + Jul) wes(@).
oy Y

1.2. Un lemme préliminaire. — L’inégalité (1.5) ne nous
permettra pas de montrer la régularité des solutions pour un
probléme aux limites. Cependant nous pourrons la modifier
et obtenir une inégalité qui sera une estimation & la frontiére.
Pour cela introduisons les composantes tangentielles Y,,
Y,, ..., Y, de champs de vecteurs X,, X;, ..., X,. Nous
allons, pour montrer que (1.5) est valable en remplacant les
champs X,, X, ..., X, par leurs composantes tangentielles,

. 0 . .
démontrer que le systéme ] Yo, @; Y, ..., Y,g vérifie (HO)
R (]
Tout champ X de vecteurs, s’écrivant X; =«; — +'Y;, on

‘ o "oy
appellera Y; la composante tangentielle du, champ X,

Lemme 1.1. — Sotent Y,, Y;, ..., Y,, les composantes
tangentielles des champs de vecteurs X,, X;, ..., X, ‘Alors
nous avons ’équivalence

0 0
%;xmxwwx,ﬂﬁm¢$k;nwa,ﬂHm
Démonstration. — Pour cela 1l nous suffit de montrer que

tout crochet d’ordre p formé avec les champs du systéme
3%, Xoy -y Xr§ s’exprime comme somme finie, a goefﬁ-
cients de classe C* dans O, de crochets d’ordre inférieur ou
égal & p formés avec les champs %%; Yo, ..., Y,.{. Cette

propriété est vraie pour les crochets d’ordre zéro car
X, = o>+ Y
J T by Je

Supposons qu’elle est vraie pour p — 1, montrons qu’elle
est vraie pour p. Soit donc un crochet X; = [X;, X;] avec
Il =p,|J] =p—1, et X;=2Za5Xx ou Xg est un crochet

, 0 .
formé avec les champs ™ Yo, ..., Y.{. Alors il nous
' Y ,
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suffit de montrer que [Kxg, X;] est un crochet d’ordre < p

0
formé avec les mémes champs. Comme X;=a;— 1Y,
oy

nous avons

[Xx, X4] = [XK’ “jgb:;] + [Xx, Y]

Nous voyons alors que le lemme est immédiat.

1.3. Quelques opérateurs régularisants. — L’inégalité (1.5)
est valable en remplagant les opérateurs X; par les opéra-
teurs Y;; =0,1,...,r d’aprés le lemme 1.1. Nous obtenons
ainsi :

(1.6) ul, < (z Jul sy + [l + uuu) ued(Q)

FY s

1
Prenant s, = s, = S = 1 et s = 57 et remarquant que
nous avons les majorations

|ul

by et IulY.,-,‘ < C|Yul L. =1,

(1.6) devient
w7) Jul, < C (1l + |32

d
Y

leull + |uly,, 1> uedDQ).

Par suite il nous reste a estimer IuIYO, 1. Nous allons montrer
2

que, étant donné un compact K contenu dans o, alors nous
avons la majoration

(1.8) ulve,x < Clulawe + 1 Youlae; vweCo(K X 1)

st I=(y,...,1) estun multi-indice, rappelons la notation :
k
XI = ad Xl'.” c e ey ad )(M__“1 Xl]‘d_(—— ;1

Dans notre cas s; =1 si 1 # 0 s,

m]»a- =

si s, =0. Pour

tout champ de vecteurs X de classe C* et tangentiel, défi-
nissons :

oxU = f eue(r) dr avec oeCq(—k, k)
6
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k petit nous avons les estimations suivantes :
Xoxu = [ (u — e*u)e’(r) dr
| Xoxul < [ |do| sup [e%u — u]
[TI<k

loxu — ul| < sup [e*u—u] st ¢ >0 et fcp de = 1.

Irl<k
Il convient de remarquer que ¢x est un opérateur régularisant
suivant les caractéristiques du champ X.

Maintenant @(h) étant une fonction dans Cg(B) ou B
est la boule unité de R™', posons

Ou= / u(x — ch, y)®(h) dh = ®u(x, y).

Alors pour j=1, ..., n — 1, nous avons les majorations
D0l < [ID,0] sup Jule — ek, y) — u(z, y)l
[Ou —ul < sup lule—ch, y) —ulz, )l s ®© >0

lh|<k
et
J O dx = 1.
De plus remarquons que % et ®, commutent. D’autre part,
d’aprés le lemme de Friedrichs [8]
1(Xee — 9 X)ul < Clul, ueCy(K xI)

X tangentiel. Soit J l'ensemble des multi-indices tels que:

_ 1
1< (D) = 5 < 201

Cette derniére condition exprime le fait que le crochet X;

. ey . , ]
contient aussi bien Y, qu’un des champs o7 Y, ..., Y,. Ordon-
Y

nons ensemble 7} de sorte que m(I) = L soit une fonction
croissante de Ie}. Posons: s(I)
Su=1]]em(Dy,® ;u o >0
i€J iy

fu=1[ oY@, Jel

=7 10
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Ces notations étant données, 1l nous parait inutile de réécrire
tous les lemmes qui se trouvent dans [7]. Mais nous allons
mettre en évidence la différence essentielle qui existe avec la
démonstration de [7].

2. L’inégalité fondamentale.

TutorimMe 2.1. — Soit K un compact de R" ayec
Kcw. Sule systéme %Xo, ai, D, ST X,g périfie Uhypothése
Yy

(H.O) avec 0>Q; Q=0 X I, il existe un nombre positif
t et une constante C tels que:

b r
@0) ke < C (1 + |3+ 31Xl
Xl we G (K x
Remarque 2.1. — 1l convient de noter la différence avec

P'inégalité donnée dans [7]. Dans cette derniere, Hormander
considérait la norme | X,u| w0 avec ueCy(K) K compact
de 0. (2.1) est une estimation a la frontiére dans ce cas parti-
culier d’un cylindre Q = o X I et d’un systéme de champs

\ . 0
de vecteurs ou figure I'opérateur .

Le théoréeme (2.1) découlera des lemmes et proposition
sulvants :

Lemme 2.1. — Soit ueCy(K X 1)). Alors pour t assez
petit (|t| < t,) les fonctions Su et Slu sont dans D(Q).

Démonstration. — Le lemme 2.1 sera établi si nous montrons
que, pour Ief%, tout champ de vecteurs Y; est tangentiel:
en effet ¢”! étant une petite translation tangentielle, si Y
est tangentiel, le lemme en découlera.

Mais pour Ief, Y; contient au moins une fois le champ Y,,
c’est-a-dire un champ tangentiel. Comme le crochet de deux
champs de vecteurs tangentiels est tangentiel et que le crochet

d’un champ tangentiel et du champ 2 est tangentiel, le
lemme 2.1 est établi. 0y
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LemMme 2.2. — Linégalité suivante:
22) Nl < C (1l + 32|+ 3 1Y

+ Yol v e G (K X 1
entraine I'inégalité (2.1):

Démonstration. — Le lemme (2.2) découle des inégalités
suivantes qui sont évidentes

1) 1Y < C< g—;‘ + HX_,ull> ueCo(K x 1)

(ii) IYoulwa < C<”:_;

iy Xoull.mlo'<g)>

L’'inégalité (2.2) montre que 'inégalité (2.1) est vraie si on
montre la:

Prorosition 2.1. — Supposons les hypothéses du théoréme
2.1 vérifiées. Pour tout compact K contenu dans o, il existe
un nombre positif t et une constante C tels que:

a r
23) ule < (1l + 3+ 5 v
1 Youlaie Ju e G5 (K D).
Démonstration. — Si nous regardons la démonstration de

[7], la seule difficulté est I'estimation de I’expression
(You, (€7°S,)*(e™Su — Su)) r < 2 t  petit.

D’aprés le lemme 2.1, ¢€™S,u — Su est dans D(Q), si u
est dans Cg(K X I).

Comme (e™)* = — A,e™® ou A, est le Jacobien de la
translation €"° comme (e"1)* = — A" et comme
"™ est une translation tangentielle nous avons aussi:

(2.4) (€7°S,)*(™Su — Su) € D(Q) s1 ue Gy (K x I)
Grace a (2.4) nous avons I'inégalité

(2.5) |(You, (e"°S,)*(e”°S,u — Su)|
< Cl Youl wal (€7°S,)*(e™Su — S| ya
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la majoration de |[(e7°S,)*(e™*S,u — Su| @ est faite comme

dans [7].

Remarque 2.2. — Nous voyons que le plus important est
Pappartenance de (e7°S)*(e™Su — Su) a 9D(Q), sinon
dans le second membre de (2.5) apparaitrait | You| gy ou O

est un ouvert contenant , ce qui ne donnerait pas I’estima-
tion désirée.



CHAPITRE 3

EXISTENCE - UNICITE
REGULARITE DES SOLUTIONS

1. Existence et Unicité des Solutions.

1.1. Notations-Espaces fonctionnels-Hypothéses :

{Xo, X;, ..., X,} étant un systéme de champs de vecteurs
a coefficients réels et de classe C* dans un ouvert O, notre
probléme est de montrer existence, I'unicité et la régularité
des solutions de 1’équation :

Pu= Y X2 4 Xyu+ Cu=f dans 9'(Q)
1

ulog = g

(1.1)

Q étant un ouvert régulier tel que Q<O, moyennant
certaines hypotheses. Nous supposons que:

a) Q est un ouvert borné tel que Q<0, et ' =dQ est
une variété de classe C” et de dimension (n — 1). De plus Q
est localement situé d’un méme coté de T

b) le systeme {X,, X;, X,} vérifie I’hypothése (H.O).

¢) Hypothése (H.I'): pour tout point zeI', il existe un
indice j,, j,= {1, ..., r}, tel que le vecteur X, (z) soit trans-
versal a T.

Remarquons alors que, puisque les champs X; sont de
classe C* dans 0, il existe un voisinage o, de z, dans R",
tel que pour tout yew,NT' le vecteur X, (y) soit transver-
sal a T.

d) Hypothése (H.C): s1 a; — X; désigne I'opérateur adjoint

de X; nous supposons:

— ReC > —%E(Xjaj——aﬁ)—l—%’— sur Q
Jj=1
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Maintenant nous allons introduire certains espaces: Nous
désignons par M(Q) lespace des distributions ue®'(Q),
telles que uel?(Q), Xuel?(Q)j=1, ..., r muni du pro-
duit scalaire

(s V)m = (4, ) + 2 (Xu, X))
Jj=1

Si Mo(Q) désigne la fermeture de D(Q) dans M(Q), MN'(Q)
sera son dual topologique. Tous ces espaces sont des espaces
de Hilbert.

La norme dans .Jb'(Q) est donnée par

o A el
(1.2) Iflave st 1l awe

Le produit scalaire dans Jb'(Q) peut étre défini ainsi:
soit J lisomorphisme canonique de Jb(Q) sur JM'(Q);
solent u, vedb’(Q) et uy, v,edb(Q) tels que u = Ju,,
p = Jy, alors

(1.3) (U )@ = (U0, Yo)ame

Il v = Tuoling
Il convient de noter que les normes (1.2) et (1.3) sont les

mémes. Introduisons les espaces suivants qui nous seront

utiles :
Q) = {ueb(Q) Xoueb'(Q)};

2(Q) est un espace de Hilbert.
NQ) = {uel?(Q); Xuel?Q), =1, ..., r;
Xou e V'(Q)}
%(Q) sera la fermeture de D(Q) dans N(Q), celui-ci étant
muni de la norme naturelle:

lult = lulbd + | Xoul i@

1.2. Le probléme:
Nous cherchons des solutions du probléme de Dirichlet

Pu=f fedv(Q)

ulp =g g donnée sur T’

(1.4)
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Pour cela, comme dans le cas elliptique traité par la méthode
variationnelle nous commencerons par résoudre le cas du
probléme de Dirichlet homogéne :

2Pu =f feM(Q)

(1.5) o — 0

Dans ce but, nous essayons de résoudre le probléme :

Pu=/f fe'(Q)
9 e (o).
Lemme 1.1. — Les solutions du probléme (1.6) sont solutions
du probléme (1.5).
Démonstration. — Nous montrerons que les fonctions de

M(Q) admettent des traces sur I' et que ces traces sont nulles
pour les fonctions de JM(Q). D’aprés ’hypothése (H.T'),
chaque point zeT' admet un voisinage ©, et un champ de
vecteurs X, ,j,« {1,...,r}, tel que pour tout point ye w,N T’
le vecteur X,(y) est transversal a I'. Comme I' est un
ensemble compact, il existe un nombre fini de ces voisinages,
que nous noterons maintenant Qg+ vy Wgpy tels que pour
i =1, ..., p il existe un indice j;, avec je{l, ..., r} tel
que le vecteur X;(x) soit transversal & I' pour tout point
zew;NI'. Maintenant considérons un de ces ouverts o;
fixé : appelons-le dorénavant ® et appelons également X
le champ de vecteur qui est transversal & I' sur onI. Si
Pexpression de X est:

d 0
1.7 X=%b—
( ) i§1 ¢ bxi
soient 0, ..., 0,5, (n — 1) solutions linéairement indépen-
dantes de I’équation aux dérivées partielles
d 20
1.8 b— =0.

D’autre part, soit ¢ une fonction telle que

¢ = C7(R")
(1.9) e(z) > 0 <=2 Q
o) =0<=>zel
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Alors, on vérifie que 6 = (04, ..., 0,_;, ¢) est un difféomor-
phisme de classe C* qui envole ® sur un ouvert o’ qui
transforme o NT' en un segment de R™?, d’autre part X

, s 4 ]
est transformé en I'opérateur a- a# 0 sur o'

Ainsi, en utilisant une partition de I'unité, nous nous rame-
nons & l'espace des fonctions suivantes:

u e L2(R")
[
(149 oy < LAR2)
Or nous savons [13] que ces fonctions admettent des traces

sur R*1, quisont dans L2(R"'). De plus les fonctions appar-
tenant 4 la fermeture de D(R") pour la norme
E_l,

1
2 2
oy L*(R’i))

ont des traces nulles. Le lemme est ainsi entiérement démontré.

(nun%m +

1.3. Un théoréme d’Isomorphisme. — Dans cette partie,
nous utilisons essentiellement les hypothéses (H.T') et (H.C).
Nous allons montrer le:

Tutorime 1.1. — St les hypothéses (H.T') et (H.C) sont
vérifiées, Uopérateur P = 3 X2+ X, + C est un isomor-

1
phisme de To(Q) sur JM'(Q).

Nous montrerons le théoréeme 1.1 en deux étapes. Dans une
premiére étape nous montrons que, étant donnée une distri-
bution f dans Jb'(Q), il existe une fonction uw dans £(Q)
telle que Pu={f dans 9'(Q). Dans cette méme étape nous
montrons que si u est dans MW(Q) et vérifie Pu=f, alors
u est unique. Dans une deuxiéme étape nous montrons que
£(Q) et M(Q) coincident. Dans cette derniére étape I’hypo-
thése (H.T') est essentielle.

Prorosition 1.1. — Supposons que P vérifie U'hypothése
(H.C). Soit feM'(Q); il existe une fonction ue2(Q) telle
que Pu={ au sens de D'(Q); de plus st ue¥(Q), alors u
est unique.
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Démonstration. — Nous utilisons le théoréme des projections
de J. L. Lions [14].

Définissons sur JIb(Q) X 7(Q) la forme sesquilinéaire
suivante :

(L41) a(u, ¢) = — ; (Xu, Xp) -+ ; (Xu, ap)
— Lu, Xo9> o av+ + (U, ag9) + (Cu, )

(,) désigne 1ci le produit scalaire dans L3(Q).
Alors nous avons les deux propriétés suivantes :

a) pour ¢ fixé dans 6(Q), a(u, v) est une forme linéaire
continue sur Jb(Q), ce qui est facile & montrer.

b) Nous avons I'inégalité (coercivité).
(1.12) — Rea(u, u) > afu|yq; ueTo(Q)
et

« = Min <—513— S (X, — af) — % — ReC> (z)

ze Jj=1

Nous avons o« > 0 d’aprés 'hypothése (H.C). L’inégalité
(1.12) s’obtient d’abord pour ueP(Q), par simple intégra-
tion par parties. Ensuite, elle s’étend par densité & Ib(Q).

Les propriétés a) et b) étant vérifiées, le théoréme de J. L.
Lions assure que, étant donnée une forme linéaire L, continue
sur 1(Q), muni de la topologie de JMb(Q), il existe une fonc-
tion uedb(Q) telle que

(1.13) a(u, v) = L(¢) Vv eT(Q)
Soit feb'(Q). Prenons:

szvdx

L est définie, continue sur 1(Q), muni de la topologie de
Ab(Q). Il s’ensuit qu’il existe une fonction ueJdb(Q) telle
que :

(113 bw) a(u’ 9) = <f’ V>J“9'(Q)><.JM7(Q) v e %(Q)

En particulier si nous prenons ¢e%®(Q), nous obtenons:

a(u, ¢) = f(9) @ <2
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mais si ¢ eD(Q):
a(u, 9) = (Pu, ¢)ay(Q) = axe;
(1.13 bis) donne alors:
(1.14) Pu=/f dans 9(Q)
Il nous reste & montrer que u est dans £(Q). En effet il

suffit de remarquer que si u est dans JAb(Q) alors ¥ X3u
est dans J'(Q). Alors 1

Xou =f— 3 Xou — Cuedb(Q).

Donc ue %(Q).
Pour achever la démonstration de la proposition 1.1, il
nous reste & montrer 'unicité de uw dans T6(Q). Supposons

Pu=0
u e T(Q)

alors Rea(u, u) =0, mais Rea(u, u) > |uf2.. Dou u=0.

Proposition. 1.2. — Sous Uhypothése (H.T') les espaces
£(Q) et M(Q) coincident.

Démonstration. — Il est immédiat que nous avons I'inclusion :
M%(Q)=%(Q). Nous allons donc montrer que toute fonction
£(Q) peut é&tre approchée par des fonctions de D(Q) pour
la norme de 7(Q). En utilisant les cartes locales introduites

)
dans le lemme (1.1) et en écrivant u =y, + ) u; avec

1
u, =Eu et (&, ..., &, étant une partition de I'unité subor-
donnée au recouvrement (w,, ..., ®,), en utilisant d’autre
part les difféomorphismes du lemme (1.1), il nous suffit de
considérer le cas d’un cylindre © X I, o étant un ouvert de
R*1 et I wun intervalle de R, et un systéme de champs

I}
de vecteurs ou figure ™
Y

D’autre part remarquons, puisque les fonctions &u sont
a support compact dans ;, qu’il nous suffit de considérer une
fonction de %(Q), Q = o X I, telle que son support soit
contenu dans un ensemble de la forme K X I, ou K est
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compact dans 'ouvert . De plus, il nous suffit d’approcher
u, qui a son support dans K X I, par des fonctions de
H§(Q). (Hy(Q) est la fermeture de D(Q) pour la norme de
H(Q)).

La méthode que nous emploierons semblera longue, mais
nous obtiendrons en cours de démonstration des lemmes que
nous utiliserons par la suite. C’est une méthode dérivée de la
méthode de Hérmander [7], adaptée au cas tangentiel.

Comme u a son support dans K X I, nous pouvons consi-
dérer sa transformée de Fourier en =z soit:

(%, y) = (2n) 2 [ e Fu(a, y) da

soit ¢ une fonction de la seule variable z, avec
¢(z) e G (R™1)

et ¢ valant 1 sur K. Nous définissons les fonctions us(z, y)
par:
. 1
| (5, y) = T a9 u(€, y)
us(x, y) = o(x)Fs(E, y),

F est la transformée de Fourier inverse en z.

Lemme 1.2. — u; converge vers u dans L3(Q) = L*(w X I),
pour 8 — 0.

Démonstration. — Utilisant le théoréme de Plancherel,
nous avons :

ff |us(z, y) — u(z, Y2 dx dy = ff | G5, y) — ﬁ(E, y)|? dk dy
<1—+—82IEI2 >a(g Y) tzdg dy puisque ou=u

<146 |IL(E>ff| A8, 17 e — 1|2

Le théoréme de Lebesgue achéve la démonstration du lemme.

Lemme 1.3. — Les fonctions uj(z, y) sont dans

H3(Q) = Hi(w X I).
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Démonstration. — Nous montrons le lemme en deux étapes:

a) ug(z, y)e H(Q): en effet, nous avons:

b_u_S__ ______1 6_12 b_L.'@ 2
oy O T ey &Yy <
1

D’autre part opérateur F —————
opérateur linéaire continu de L3(I, H' (o
1l s’ensuit que nous avons:

U, y) = 4(u), est un
)) dans L2(I, H'**(w));

AU ¢ La(I; Hi(w))<L¥Q) i=1,...,n—1

ox;

13

b) uy(z, y) e HY(Q) : s1 nous prenons [ = (0, 1), comme u
est dans Jb(Q), u est nulle sur o X {0} etsur o X {1}.
D’autre part u est nulle au voisinage des arétes du cylindre
Q. Il s’ensuit que us qui a une trace sur o X {0} et sur
o X {1}, a une trace nulle sur o X {0} et sur o X {1},
ainsi qu’au voisinage des coins du cylindre grice a la présence
de la fonction ¢(z). D’aprés un théoréme de traces, u; appar-
tient & H}(Q). En particulier u;e%%(Q) car manifestement
H3(Q) < To(Q).

Lemme 1.4. — Les fonctions u; appartiennent & un ensemble

borné dans T6(Q).

Démonstration. — Nous allons montrer que |usl yq et
| Xousl g sont bornés par une constante C, indépendante
de 3

Si nous introduisons la notation suivante:

us = ¢(z)(1 — 3%A) ™y,

A étant le Laplacien dans R*, nous allons montrer les deux
inégalités suivantes :

(1.15) le(1 — 32A)u @ < Clulu
(1.16) [ Xop(1 — 3A)u @ < ClI Xoulav@ + lul i)

Pour montrer (1.15) et (1.16) nous utiliserons les points
suivants :

a) soit R un opérateur différentiel tangentiel d’ordre
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j <2 a coefficients dans Cg(Q), alors nous avons

(147) |(1—8°A) 38 Rol1q < Clolug e D(Q)

En effet | (1 — 32A)72 Ro|yg = [|P*¥(1 — 32A)71|
|E|787
1+ 82¢|2

immeédiate.

b) Soit S un opérateur différentiel tangentiel d’ordre infé-
rieur ou égal & 1 & coeflicients dans Cg(Q), alors nous avons
I'inégalité :

(1.18) [[S, (1 — 3A)7 ]V < CIV][r VeD(Q)

En effet s1i Ve ®P(Q), alors

(1 — A = ¢ <= V= (1 — 82A)¢:
[S, (1 — 82A)1o] = (1, 82A)71[S, 32A]b = (1 — §2A)152R¢

Comme <1 pour j <2 Ulinégalité (1.17) est

en posant R =[S, A]. Comme R est un opérateur diffé-
rentiel tangentiel d’ordre < 2, & coefficients dans Cg(Q),
nous pouvons appliquer l'inégalité (1.17). Ainsi (1.18) en

découle.
Revenons maintenant a la démonstration des inégalités

(1.15) et (1.16). Montrons (1.15). Pour cela il suffit d’avoir les

deux inégalités
, > )
(1.15) ”5; o1 — 318)u
(1.15)" 1Ye(1 — 82A)ufer < Clulmw

< Clul

Y; désignant la composante tangentielle du champ X
(1.15)" est immédiate car:

ou
oy

LS el ave

<c|

L!

K L S2ANV=1g e — 32 ~1b_u
Jay ot — 008t =t — ey
D’autre part:

1Yjo(1 — 82A)ufe < [[Y), (1 — 8%A)7 Julw
+ lo(1 — 32A)7Yul v

L’application des inégalités (1.17) et (1.18) donne le résultat
pour (1.15)". Il nous reste & montrer I'inégalité (1.16). Or
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nous avons

Yoo(l — 32A)2u = [Y,, o(1 — 32A)u 4+ ¢(1 — 32A)1Y,u
1Yop (1 — 82A)ul i < [ Yo, @(1 — 82A) ulmig

+ le(1 — 328)7 Youl
Mais d’aprés l'inégalité (1.18) nous avons
1Yo, o(t — 328) Tl wigp < CI[Yoy @t — 8%A)Julye < Cluly
d’autre part l'inégalité
le(1 — 828) Youlmw < Gl Youlm

s’obtient en passant au dual, par considération de I'inégalité

(1.15) le(1 — 3%A)ul e < Clul g
Ainsi nous obtenons bien

[ Xop(1 — 82A)ul g < G Xoulme + Il )
Le lemme 1.4 est ainsi entiérement démontré.

Démonstration de la proposition 1.2 — Soit
ued(Q) = %o X I)

telle que son support soit contenu dans K X I, ou K est
un compact de . D’aprés le lemme (1.3) les fonctions u;
sont dans H}(Q), donc peuvent étre approchées par des fonc-
tions de D(Q) pour la norme H!(Q). Mais d’apres le lemme
(1.4) les fonctions u; sont dans un ensemble borné de T(Q);
par suite, pour § — 0, 1l existe une sous-suite, que nous note-
rons encore u; qui converge faiblement dans T6(Q); mais
comme, d’aprés le lemme (1.2), uz converge vers u dans
L2(Q), pour & — 0, la limite faible, dans (Q), de la sous-
suite u; n’est autre que uw. Donc u appartient & To(Q).
La proposition 1.2 est ainsi démontrée.

Ainsi le théoréme 3.1 est établi. Ce théoréme résout le pro-
bleme (2.3), donc le probléme de Dirichlet homogéne. Dans le
cas non homogeéne on a le:

TratoriME 1.2. — Supposons les hypothéses (H.T') et (H.C)

1
satisfaites. Soient fedb'(Q) et geH?2(T'). Il existe une



128 MAKHLOUF DERRIDJ

fonction u, unique dans Te(Q) + HY(Q) telle que
Pu=f dans 9'(Q)
u=g sur T

Démonstration. — Soit g un relévement de g dans H(Q)
[13]. Considérons alors le probléme

Pu=f—Pg fel(Q)
u e To(Q)
Comme Pg est dans JM'(Q), le probiéme (1.19) admet une

solution wu, unique d’aprés le théoréme 1.1.
Prenant ¢ =u + g, nous avons bien

Py =Pu+ Pg=f dans 9D'(Q)

p=9g sur ' car u=0 sur T

(1.19) 3

D’autre part s1 ¢, =u; + g, et v, = u; + g, sont deux
solutions dans %(Q) + H(Q), nous avons P(v; — ¢,) =0
et ¢, — 0, €T(Q). Cela entraine ¢; = ¢, d’aprés le théo-

réme (1.1).

2. Régularité des Solutions.

C’est dans cette partie que ’hypothése (H.O) sera essentielle,
combinée avec I’hypothése (H.T'). Nous nous attachons a
démontrer la régularité a la frontiére des solutions.

2.1. Régularité tangentielle :

Nous commencerons par énoncer le:

Lemme 2.1. — Supposons les hypothéses (H.O) et (H.T)
périfiées. Il existe un nombre ¢ > 0, tel que nous ayons Uinclu-
sion algébrique et topologique

(2.1) To(Q) < H(Q)

Démonstration. — Nous nous ramenons comme dans la pro-
position (3.2) au cas d’un ouvert Q = o X I et d’une fonc-
tion de To(Q) telle que son support soit contenu dans un
ensemble de la forme K X I, ou K est un compact de
Pouvert . Nous avons vu qu’une telle fonction peut étre
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approchée par des fonctions de Cg (K; X I), ou K, est un
autre compact de .
11 suffit alors d’appliquer le théoréme (2.1) du chapitre 2.
Dorénavant, nous nous plagons, grice & nos hypotheéses,
dans le cas d’un cylindre Q =w X I, I = (0, 1), avec un
opérateur P de la forme

02 .
P=5t I XX+

De plus nous considérons des fonctions ayant leur support
dans un ensemble de la forme K X I. D’autre part ces fonc-
tions ont des traces nulles sur » X {0} et o X {1}. Dans
la suite nous utiliserons le :

Lemme 2.2. — Il existe une constante C telle que :
(2.2)  lul a1 Kol < CI Pull gy + [l wa)u = Te(€2)
Démonstration. — Nous savons déja que:

g IXul + alults < — Re(Pu, u)ud e (Q)

Mais :

—~ Re(Pu, u) < o (IPulio + leli).

D’ou
1 Xouliwe < CIPulivq + luli)u<D(Q)
D’autre part:

1Xoulwe < IPullivg + 1Qullwe:; Q=P—X,
Mais :
1Qulv < Cluliva,
ce qui se vérifie aisément; ce qui donne facilement
lulae + 1 Xoulave < ClIPulapvg + lule) wed(Q)

Comme To(Q) est la fermeture de 9(Q) pour la norme
(lwelfmg + 1 Xoul %) 1inégalité (2.2) en découle.

Pour établir la régularité tangentielle, nous allons montrer
que si fe HY(Q) alors ue L2(I, H*(w)) et ainsi de suite, nous
gagnons ¢ en régularité tangentielle & chaque opération.
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Définissons comme suit, les fonctions ¢5:

Comme le support de u est dans I X K, nous pouvons
considérer sa transformée de Fourier; appelons:

Tau(z, y) = T, (1 + [E*)*a(E, y)
%, désignant la transformée de Fourier inverse en z. Soit:

vz, y) = ¢(x) Tu(z, y), o¢x)eD(w) o¢=1 sur K
vs(@, y) = d(@) (1 + S*E*)710(E, y)

ou
v5(@, y) = d(2) (1 — 3%8)eTeu(z, y) $eD(w) et dop =0

Nous avons alors les lemmes suivants:

LemMe 2.3. — o5 converge vers ¢ dans L*(Q) = L*(w X I)
pour 3 — 0.

Démonstration. — Méme démonstration que dans le lemme
(1.2).
LemMe 2.4. — Les fonctions v5 sont dans Hj(Q).

Démonstration. — Voir le lemme (1.3).

Lemme 2.5. — St [ est dans H(Q) avec Pu=1{f et
ueT(Q), alors Po est dans W'(Q).

Démonstration. — Nous pouvons écrire P¢ sous la forme
Py = PoTu = [P, oT.Ju + ¢T.Pu= [P, oT.Ju + oT,f
Comme fe HY(Q), ¢T.fe L3(Q) donc ¢T.,fedb'(Q). Il nous

reste donc a montrer que:
[P, oT Ju e b'(Q).

Utilisons P'expression de P; alors nous avons
0 )
[P, oT.Ju = 253—/ [537 qJTe]u
2.3 S . 2 ]i]
(2.3) +2 3 XXy oTJu+ [0 o] 5

+ 3 (X, 9T, Xyl + [Xo, ¢TJu +[C, ¢ T Ju
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(2.3) s’obtient en remarquant 1’égalité suivante :
[X3, oTe] = 2X,[X; @Te] + [[Xp @Te], X

D’apres I'égalité (2.3), nous voyons qu’il nous suffit de mon-
trer:
[X;, T Jue L2(Q)
(2,4) ([X), oTe], X;]u e '(Q)

[Xo, T Ju e b’ (Q)

0 0
a) [Xj9 ?Te]u = [BJ @’ (PTE] u—+ [Yj) @Ts:lu; Xj = BJ@ + Yj

Comme b—b— et 9T, commutent et que—Z—L-l' e L2(Q), il en découle

[pj % <st] uel2(Q).

D’autre part [Y;, ¢T.] est un opérateur pseudo-différentiel
tangentiel d’ordre . Comme ue?(Q)<H:(Q), on a bien
[Y), ¢TcJue L2(Q) [11]

b) [[X,, oT.], X;]eL?(Q). Cela se fait comme dans a).

¢) [Xo, @TJuedb'(Q):

X, = 8o j—y + Yo [Xo, oTJu =8, gg/ oT.|u
+ [Yo, cPTe]u-

Comme dans a):

[(30 :—y (st]u e L3(Q) = v'(Q),
[Yy, oT.JueL?(Q)

Le lemme 2.5 est ainsi entiérement démontré.

En utilisant 'inégalité (2.2), nous allons montrer que les
fonctions ¢; appartiennent & un ensemble borné de To(Q).
En effet d’aprés cette inégalité (2.2) il suffit de montrer que
les distributions P%P; appartiennent & un ensemble borné
de M'(Q). Soit:

Prorosition 2.1. — Les distributions Po; appartiennen:
& un ensemble borné de W'(Q).
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Nous démontrerons cette proposition aprés avoir établi
un certain nombre de lemmes. Nous allous d’abord donner
une nouvelle expression de Py

a) Nouvelle expression de Pyj:
Rappelons I’expression de ¢;

"'8("”’ y) = ‘p(x)(i - szA)—lq)(x)Tsu(x’ y)

¢(z) vaut 1 sur un voisinage «; du support de ¢(z), dans o.
Notons Q; louvert o, X [: Q;, = w, X L
Avec ces notations nous avons:

(2.5) p = (1 — 3A)p; dans Q,

(2.6) Py =P(1 — 32A)v; = [P, 1 — 32A]p; + (1 — 32A) Py
dans Q,.
En utilisant de nouveau la décomposition :

(X3 A] = 2X[X;, A] + [[X;, A], X[]

et en posant:

r

Ay =[X; 8] Ay = 3 [[X;,A], Xj] + [Xo + G, A]

nous avons :

Po = (1 — 32A)Po; — 3 32X,A,0; — 32A,0; dans Q,

1

(2.7)

(1 — 32A)Py; — Py + ; 32X,A05 + 32A,0;

Définissons maintenant les distributions h; par:

0 sur Q

(2.8) hs = 3(1 — 832A)Pp; sur Q — Q

En combinant (2.7) et (2.8) nous obtenons:
(29) (1 — 32A)Pp; = Py + 3 82X, A 05 + 52A,05 + Iy
1

Appliquant Popérateur (1 — 82A)' aux deux membres de
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(2.9) nous avons:
(2.10) Poy = ¢1(x)3(1 — sy Pe + g XA, 05
+ 32Ay0s + hs]}
ol {,(z) est une fonction de D(w) telle que ¢4 = ¢.
b) Etude de Pos:

Nous utiliserons l’expression (2.10) pour montrer que la
quantité |Pes|amqy reste bornée lorsque 3 tend vers zéro.
Remarquons de suite que nous pouvons nous débarrasser
de Yopérateur ¢,(z)(1 — 82A)~* qui apparait dans le second
membre de (2.10). En effet nous avons montré dans le lemme
(1.4) Pl'inégalité:
I4:(1 — 3*A) Yol < Clolawey ¢ = D(Q)

En passant au dual, nous avons I'inégalité:

(2.41) 411 — 3*A)flwe < Clflwey feW'(Q)

En regardant les inégalités (2.10) et (2.11), pour montrer que
IPosll ) reste borné, il suffit de montrer que les quantités:

182 X,A 05l 13%A0slav et lhelawve
restent bornées lorsque & tend vers zéro.
LemmMmE 2.6. — Les quantités |32 X;A 03] wy et 132A095] @)
restent bornées lorsque 8 tend vers zéro.

Démonstration.
a) |12XA05l i est borné'

Si nous remarquons que | Xflmww@ < Clflwq, 1l suffit
de montrer que |[32A;05] 1 reste borné.

° d
Af = 2[Yj’ A] + 2[@5—2;7 A]XJ = Yj _|_ BJ@
[Y;, A] est un opérateur différentiel tangentiel d’ordre 2.

Donc:
[182[Y;, Alvsling < Cl9¢lre
D’autre part remarquons que nous avons:
0

d? —
(2.12) [BJ — A E Sy + p oy o < C>(Q)
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D’ou en utilisant (2.12) et la définition de v¢;5:

) 0vd
2.13) ||8%w — < G982 —
( ) ® dy vs . Y |le
ou ou
< C |32 — 32A) 1T, == ou
< G182 (x)(1 e >y
Szg.i Vs < C||82 ﬂ—
0x; 0y | 0x; OY||re
0 ou
< 52 -2 — 32A)1¢T, ==
< Gl % s — ey rem.
Comme <a < %) :x (1 —32A) 1T, est un opérateur continu
de L? dans L2 nlous obtenons :
02 du
2 i
(2.14) ls TR
(2.12), (2.13) et (2.14) donnent:
-0 ou
52 ,—-,A] <ClI¥ <
LBJ by “s L2 by Le

b) 13%Avsll i@ Teste borné:
Ao = 3 [1X, A1 X] + [X + G, 4]

Il est immédiat d’aprés a) que nous avons:

182[Xe + C, Aloslav < Clolawe
Reste a4 montrer que |182[[X Al, X;lvslaw reste borné.
Réécrivant: X, = BJ + Y;. Alors:

(0% 83, X1 = [[815, 8] 815, ] + (1% 41 )

Hlersg ] ][ 2k g

Les opérateurs Y; étant tangentiels et utilisant a), nous

voyons qu’ll nous suffit de considérer le premier terme du
second membre.

(2.15)
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Ici nous avons:

(2.16) [[B,b ],;sjb_g]z-ab—eryb_gé
+§ Yi A I ¢) YieC“(ﬁ)

D’autre part nous avons les inégalités suivantes faciles a
montrer

| 52 avsL < C’a_u
62y oY [y
247 {[ys22 "SL < Clfs= 22 du
byz 1% by Le by L
( M T Py ]82 29 < Clulu
{ ox; dy OT; ||Le

Les égalités (2.15) (2.16) et les inégalités (2.17) donnent

le lemme.

LemuMe 2.7. — |hs| g tend vers zéro lorsque 8 tend vers
zéro.
Démonstration. — Rappelons la définition de h;
. 0 sur 6y =w; X I
(28bis) by = (1 —8A)Pps sur Q — Q
si nous appelons G la distribution transformée inverse de
. . 1 .
Fourier de la fonction ————, nous avons I'égalité
(MR ¢

(218) w5z, y) = (2)(1 — 3*A)7Y0(z, y)
= q;(:c)S—("‘l)f G <%> v — 2, y)dz
soit 7 la distance de Cw,; au support de ¢ dans o; o,

étant un voisinage du support de ¢, m est un nombre
strictement positif. Par suite nous obtenons:

(219) zeo —w; |zl <n=>vx—2z,y) =0
220) oo, y) = pape> [ G (—) oz — 3 y) ds,
2127 3

rTEW — W
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G et ses dérivées décroissent exponentiellement vers zéro,
lorsque la variable tend vers l'infini [18].

Ainsi, quel que soit 'opérateur différentiel tangentiel  Q,
nous avons:

(2.21) 1Qesl -0y —~ 0, & =0

P
Pour montrer (2.21), il suffit de prendre Q = ——, i =1, ...
1 N dx,P
n—1, pe

bP
(2.22) P (1 — 32A)(z, y)

i

P L
= 8‘("—1)—9 f Q_E <.§.> ‘;(x —_— 2’ y) dz’ TE
I

20 OTF
PG

Comme b—;;(—;—) décroit exponentiellement vers zéro, a
Pinfini, et comme vel?(Q), (2.21) découle de (2;22).

Ecrivons P sous la forme:
P= 4 SV S YRS+ 582y + X +C
by2 1 J n J jby g jby j 4o

Remarquons que nous avons:

Ihslxgy = lhsllLxo-y

Ceci nous permettra d’utiliser (2.21).
Pour montrer que |hs| @ = lhslaq-gy tend vers zéro
il nous suffit de montrer, d’aprés I’expression de P que:

“(1 — a2, >0, 50

oy?

L%’(Q—Q,)

Les autres termes étant bien plus simples & traiter. Comme

”(1 a2, <C H s24) 2%
oy* -0 Y [lxa-Q)
il nous suffit de montrer que:
0vy
(2.23) ”(1 — 320) 2% >0, 530
Y [x@-0)
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(2.23) découle aisément de:

(2.24) QU1 — s2A)-1T, 2%

>y — 0, 8 >0, Q tangentiel.

L4Q—-Q)

Montrons (2.24) :

du_ 1, QU _1art He(RA
(225) 1 e1¥(Q) = ¢T3 « LI, H(R™)

< La(I, HA(R"))
(2.25) nous permet d’écrire :
n—1

(2.26) TE%I—; —ut+ ¥ 2w u yelxQ)

i—1 0X;

13

(2.26) nous permet de nous ramener a étudier les deux limites :

lainz lo(1 — 3%A)oulva-qy,

 N2A )1, QU
QU — 324)-1

13

lim L
3>0

(Q-Q,)

Comme le support de ¢ est contenu strictement dans ’ouvert
;. (2.22) est applicable et ainsi:

lim [Q(1 — 8%A) oulxggy=0 Q tangentiel

3>0
= glim |Q(1 — 324) puli-0) =0 Q tangentiel
>0

(2.24) découle alors de (2.27). Ainsi (2.23) est montré.

Le lemme (2.7) est établi, et par suite il en est de méme de la
proposition 2.1.

Maintenant nous sommes en mesure de montrer la:

Prorosition 2.2. — Soit u la solution dans To(Q) de
Péquation Pu ={, avec feW'(Q). St fe H(Q), u est dans
L2(I, H2¢(u)).

Démonstration. — D’aprés la proposition (2.1), [Pes] i
reste borné pour 3 — 0. L’inégalité (2.2) entraine que |¢5]q,q)
reste borné. Donc il existe une sous-suite, que nous noterons
encore ¢5, qui a une limite faible dans To(Q). Comme ¢;
converge dans L?(Q) vers ¢ (lemme 2.3), on déduit que cette
limite faible est égale a .
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Ainsi v eT(Q)<=HY(Q). Mais ¢ =¢Tu; nous avons
alors

v =o¢Tu= [, TJu + T puisque U = u

Comme [¢, T.Jue H* et que ¢« H*, on en déduit T.ue H:
D'ou uel?(l, H*(w)).

Si nous continuons ainsi par récurrence, nous gagnons a
chaque étape, H¢ en régularité tangentielle. Nous pouvons
énoncer le:

TutoriME 2.1. — Soit u la solution de Pu = f, fe W'(Q).
Supposons que feL%(I, H*(w)), ou k est un entier positif.
Soit ¢ wune fonction de D(w) telle que ou = u. Alors

o Tyt < To(Q).
En particulier weL2(I, H¢D:H (o)),

2.2. Régularité normale :

Pour cela, revenons a notre équation
Pu:<1+épz>ﬂ+éwu+égi u
1 J by2 1 J 1 J ay J
4 0
+ 3 Yjﬁjg—u + X, + Cu.
1 Yy

Nous procéderons aussi par étapes:

Soit fe H*=(Q); donc fe L3I, H25(Q)). Appliquons alors
le théoreme (2.1), ¢T,ue¥o(Q). Soit, en particulier:

XioTyu e L2

J

(2.28) o1, 2 o 12
oy

De (2.28) nous tirons encore :
You < 13(Q)

B Yue 12(Q)
(2.29) v
Y — 2
Y]BJ by ueL (Q)

(Xo + Clue L2(Q)
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(2.29) et l'équation donnent alors:
(2.30) U 12(Q)

Comme pour la régularité tangentielle nous voyons bien
comment s’effectue la récurrence, ceci comme dans le cas
elliptique.

En revenant a notre ouvert de départ nous avons le:

TutoriME. 2.2. — Soit Q wun ouvert borné, de frontiére T,
' étant une variété de dimention (n — 1), de classe C*, et Q
étant localement d’un méme cété de T'. Soit P wun opérateur

différentiel du second ordre de la forme P = }r] X2+ X, + G,

1
satisfaisant les hypothéses (H.O), (H.I') et (H.C). Nous savons
que P est un isomorphisme de To(Q) sur MW'(Q). Soit u la
solution dans To(Q) de Pu=1{f, avec feW'(Q). St f est
dans HK¥Q), alors u est dans H*+9(Q). En particulier st
feC2(Q), alors ueC*(Q).

CororraIre. 2.1. — Soit u la solution dans Te(Q) + H'(Q)

.3
du probléme (1.4). St fe H¥Q) et ge H (T'), alors ue H*+o
(Q). En particulier si feC*(Q), g C(T), alors ueC*(Q).

Remarque générale. — 11 est intéressant de noter la simili-
tude de cette méthode avec celle de Niremberg pour le cas
elliptique. Niremberg montre que les quotients différentiels
Chu — u

h

n — 1, etil en déduit que

restent bornés dans H} lorsque A, —0 1 =1, ...,
ou

e H}. Ensuiteil reviental’équa-
i

. 0 . .
tion Au=f, pour montrer que b—u e H'. Ici les fonctions

v5 jouent le rdole des quotients différentiels [16].

3. Quelques exemples.

3.1. Un exemple simple:

Prenons comme ouvert Q la boule unité ouverte de R3.
[ est alors la sphére unité. Tout point sera désigné par (=, y, z).
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Considérons les champs de vecteurs suivants:

-3
X, = w;—x + y%/
nedtl
Nous avons [X;, X,;] = —%- Donc en tout point de

R3, lespace vectoriel formé par les combinaisons linéaires
des trois vecteurs X,, X, [X;, X,], est de dimension trois.
Donc (H.R3) est vérifiée. Montrons qu’en tout point de T,
I’un au moins des deux vecteurs X,, X, est transversal & TI'.

Si en un point (z, y, z) e I' les deux vecteurs X,(z, y, 2)
et Xy(z, y, z) sont tangents & I', on devrait avoir

x2+y2=0
(3.1) 24yt 2=1
z+2z2=0

Manifestement (3.1) ne peut avoir lieu. Par suite I’hypo-
thése (H.T') est vérifiée. D’autre part, les opérateurs X, et
X, ont pour adjoints — X, et — X,, et X; a pour adjoint
—2—X,.

Considérons alors l'opérateur:
P=Xi+ X3+ X, +C
Ecrivons alors la condition (H.C) qui donne ici

— ReC > —1—ReC < 1

Remarque 3.1. — Cherchons les points o P est elliptique.
Le polyndéme caractéristique est égal a:

(281 + y&s)® + (&1 + Ea)%
Il s’annule en un point si:

x€y + yE»z =0

(3.2) 21 + &= 0



UN PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE CLASSE D OPERATEURs 141

Quel que soit le point (z, y, z), (3.2) peut avoir lieu, pour un

triplet & = (&;, &,, &) # 0.
En effet il suffit de prendre:

51 - Es
et
a) siy=0 &, peut étre choisi arbitrairement &, =—%£;=0

b) st x =0 £, peut &tre pris arbitrairement
c)x # 0,y #0 £y, &, &5 peuvent &tre non nuls.

Donc P n’est elliptique nulle part.

3.2. Deuxiéme exemple — L’équation de Kolmogoroy :
L’équation de Kolmogorov est I’équation suivante:

du ou o2u
(3.3) a——l—x;g;—bxz =f

Tout point de R?® sera noté (z, y, t). Considérons la bande
B =10,1[ X Rg, ze]0,1[ (¢, y) e R2.

L’équation (3.3) s’écrit encore :

Xou + Xiu = f

(3.3) X1=-:—w’Xo=__”'x_

Comme dans la section 2, nous considérons les espaces M(B)
M(B), P(B), M'(B) que nous rappelons dans notre cas.

M(B) = fueLi(B), 2 < LiB)]
Mo(B) = {fermeture de D(B) dans M(B)};
ou ou '
2(B) — %ue(ﬂﬂo(B), R (B)g
J'(B) = {dual topologique de Jb(B)}

Nous avons alors le

Trtorime 3.1. — Soit fe'(B). Il existe ue%(B),
unique telle que: Pu=f dans 9'(B).

De plus, si f e H*=(B), alors pour toute fonction ¢(y,t) € D(R?)
eue H¥B). En particulier st feC=(B), ueC*(B).
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Démonstration. — Le systéme {X,, X;}, ou X, et X,
sont donnés dans (3.3)’, vérifie I’hypothése (H.R2). En effet

il suffit de remarquer que [X,, X;] = bi

L’hypothese (H.I') est aussi vérifiée car le champ 2 est
transversal aux hyperplans {z =0} et {z=1}. °%
Quant & I’hypothése (H.C), elle est immédiate car

ox

lollrae < 9 € D(B)

L%(B)

d’aprés I'inégalité de Poincaré. Donc:

o ¢ « Mb(B)

o llLae <

L(B)

Démonstration de Uunicité. — Il convient de remarquer que
B n’est pas un ouvert borné; l'application de la section 2
donne dans ce cas seulement I’existence. Mais ici, 1'unicité
est facile a établir. Soit

ofu  du_ du_
(3.4) da? dy  dt
u < 2(B)

D’aprés le résultat de régularité ueC=(B). De plus u est
nulle sur les hyperplans {x =0} et {xz = 1}. Nous avons

alors :
Re | <ﬁ‘—x°—”—°—“>adxdydt=0
JB ot

dx? oy
(3.5) ou
dulP

ou ou\ _
__L’(B)_Reﬁ<xg§+gz>udwdydt.

ox
Utilisant le fait que u est de classe C* dans B et qu’elle est
nulle sur les hyperplans {x =0} et {x =1} on obtient

ou ou\ _
(3.6) Reﬁ<x5&—|—a—t>udxdydt-—0
De (3.5) et (3.6) on déduit
(3.7) gﬂ = 0= |ulug=0—>u=0
Z |lxs)
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Maintenant nous allons écrire I’équation de Kolmogorov,
comme équation parabolique, en faisant jouer un réle privi-
légié a la variable t.

L’équation (3.3) sera donc notée:

%% +Au=f
(38) Fe) D2
A=gr—— —
dy  dz?
L’équation :
(3.9) Au=g

a été étudiée par Baouendi-Grisvard. Considérons l'ouvert :

Q =10, Y([X]0, 1[; ye<]0, Y[, x<]0,1[.

Lemme 3.1. — L’opérateur — A défini par
u(z, y) « L2(]0, Y[; Hy(]0, 1])

22— 2 12000, Y[x10,1]) = 12(Q)
D(— A) = dy dx?
) u(0,2) =0
ou o2y

est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions.

Démonstration. — D’aprés le travail de Baouendi-Grisvard,
nous avons la formule de Green [2]:

(3.10) <x ZZ a> + <u z %> - (ol su(z, Y)o(z, Y) d
_ Jol wu(z, 0)3(x, 0) de

pour u, ve$ ou B est 'espace suivant:
v e L2(]0, Y[, Ho(]0, 10))

e P <> oy 2 -1
v @5y = L2000, YT H=(10,4D)

De (3.10) nous tirons alors:

ou

[J7

(3.11) Re (Au, u) > ueD(— A)

1.2
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Considérons maintenant un complexe A tel que Rer > 0.
Alors I'équation :

A+ru=3g  gel?Q)
(3.12) w(0, 2) — 0

a une solution unique dans L2(]0, Y[, H}O, 1)).

De plus en utilisant toujours (3.10) nous avons:

(343)  Re((A +Nu, uy > 2—’; |+ Rerulu
ce qui nous donne
_ 1
5.4 1A 4+ 2)7 < W
1A +2)7] < (R + 1)

Comme D(— A) est dense dans L2(Q) et que — A est un
opérateur fermé le théoréeme de Hille-Yoshida, [6], donne le
résultat [19].

TutorimMe 3.2. — Soient f(t, z, y)eCo([0, T], L3(Q)),
uy(y, ) e D(— A). Il existe une fonction wu, unique, telle que

ue CO([O’ T]’ D(— A)>
ue C(]0, T[, L*(Q))

(3.15) ou _
o TAU=T
u(O, Y, :E) = uo(y: m)
Démonstration. — Le théoréme 3.2 découle du lemme (3.1)

et de la résolution classique du probléme de Cauchy.
CororraIre 3.1. — Sotent f(t, y, ) et uy(y, x) deux fonc-
tions telles que
f(t,y, z) « C([0, T], L*(Q))
oy, @) « L2(10, Y[, H(10,1D); & 32 — 2 e 1¥(Q)

dy o2
uy(0,z2) =0
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Il existe une fonction unique telle que:

u(t, y, x) € C([0, T], D(— A));  u(t, y, x) « C1(]0, T, L*(Q))

du ou o%u ’ aV
—b—t—kx—@— 5z — | dans D°(]0, T[ X Q) = 9'(Q)
u(o, y, z) = Uy(y, )

u(t, 0, z) =0

u(t, y, 0) =0

u(t, Y, 1)=0

Nous allons passer & I'étude de la régularité des solutions.
Nous montrerons le:

TatorimE 3.3. — Sotent fe CO([0, T], L3(Q)), uy e« D(— A),
et u la solution du théoréme 3.2. Supposons que [ est dans
H*(Q). Pour tout intervalle fermé [a, b]<]0, T[ et tout inter-
valle fermé [c, d]<10, Y[, ue H*([a, b] X ([¢, d] X 10, 1]).

Démonstration. — Soit o(t, y) € D(]0, T[ x 10, Y[).
Posons ¢(t, y, z) = (i, y)ult, y, ), ¢(t, y) =1 sur

la, b] X [c, d].
Alors, la fonction ¢ vérifie I'équation
Wy R % | 0% _
(3.16) bt_l—xby da? —(Pf_l_u(at T by>_g

dans 9'(B); B=R? X 10, 1[, ze 10, 1], (¢, y) e R2.

S1 nous montrons que geJdb'(B) et ¢edb(B), il en résul-
tera que ¢ n’est autre que la solution, unique, du probléme
du théoréme (3.1). Ainsi il suffit d’appliquer le théoréme (2.1),

si g est assez réguliére dés que f l’est. Montrons d’abord les
deux lemmes :

Lemme 3.2. — g=9of + u <b—<P + xb—q)> est dans L3(B),
donc dans J'(B). oy ot

Démonstration. — Si u est dans L2(]0, T[ X Q) = L3(Q)
alors <% + mi—jj) u est dans L2?(B). D’autre part s1 f est
dans L2%(Q), alors of est dans L2(B).
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Lemme 3.3. — ¢ = gu est dans Uespace Jo(B).

Démonstration. — Rappelons que
ue Co([0, T], L2(J0, Y[, H0, 1))).

Done ueL2(Q) et 2—;‘ < 1#(Q). Par suite ¢ < L*(B), :_; e L3(B),
mais ¢ a des traces nulles sur les hyperplans {z =0} et
{z = 1}. 1l en résulte que nous pouvons approcher ¢ par des
fonctions 9D(B) dans I'espace M(B) [13]. On commence par
approcher ¢ par des fonctions de M(B) nulles au voisinage
des hyperplans {x = 0} et {z = 1}. Ensuite, par troncature,
on approche ¢ par des fonctions nulles au voisinage des
hyperplans {# = 0} et {z = 1} et a support compact dans
B. Puis alors, en régularisant par convolution, on approche ¢
par des fonctions de D(B). Le lemme est ainsi établi.

Revenons a la démonstration du théoréme 3.3.

) [e1MQ) =g L2(B), car g=of +u(3+ ol

d’aprés le théoréme (2.2) ¢e H¥([a, b] X [¢, d] X 10, 1])

comme ¢ =1 sur [a, b] X [¢, d], nous avons bien
we H([a, b] X [¢, d] X [0, 1])

b) Supposons qu’on ait montré (raisonnement par récur-
rence) que sl

fe HED:(Q), alors u e H*([a, b] X [¢, d] X ]0, 1]).

alors g = (pf + u <§d—(i + =z %;5—) e Hks(B), s1 fe Hks(Q).

Utilisant de nouveau le théoréme (2.2) nous obtenons

v = gu e HM*¥([a, b] X [c, d] X ]0, 1])
soit
we HO([a, b] X [, d] X 10,0 ).

Le théoréme (3.3) est ainsi démontré.



UN PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE CLASSE D OPERATEURS 147

4. Quelques remarques.

Remarque 1. — Si X, =0, le lemme de Lax-Milgram
montre, sous la seule hypothése (H.C), que P est un iso-
morphisme de JMb(Q) sur W' (Q). Il convient aussi de remar-
quer que dans ce cas, on gagne 2e¢ a chaque étape dans la
régularité tangentielle.

Remarque 2. — Toujours dans le cas X, = 0 nous pouvons
supprimer ’hypothése (H.T'). Soit T, le sous-ensemble de TI'
tel que le systéme X, ..., X, soit transversal & T,. Nous
savons d’aprés le chapitre 1, que le complémentaire de T,
dans T est de mesure nulle. L’étude du chapitre 3 montre
que la solution u de Pu=f avec f réguliere sur Q, est
réguliére sur QU T,.

Remarque 3. — Nous avons vu que, sous les hypothéses
(H; T') et (H.C), Popérateur P = X2 + X, 4+ C est un iso-
morphisme de 1(Q) sur JW'(Q). Nous pouvons alors lui
associer 'opérateur de Green G. Si I’hypothése (H.O) est
vérifiée, alors G est un opérateur compact, puisque 'on a
%(Q)< H¥(Q), ce qui entraine que les valeurs propres de
P constituent une suite tendant vers I'infini. On peut démon-
trer que ’hypothése (H. O) est presque nécessaire pour que P,
soit compact. En effet, si on suppose qu’il existe un sous-ouvert
o de Q tel que L(X ..., X,) soit derang p < n dans o,
on peut montrer en utilisant le théoréme de Frobenius que
I’opérateur P n’est pas compact. Remarquons aussi que
dans les travaux de J. M. Bony [3] la condition (H.O) est
suffisante et presque nécessaire.
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