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LA THEORIE DES CONES BIRETICULES
par Alain GOULLET DE RUGY

Introduction.

L’objet du présent travail est d’étudier de maniére appro-
fondie, dans la classe ¥ des cones convexes saillants faiblement
complets, une sous-classe remarquable de cones qui jouent un
role tout & fait analogue aux cones de Radon M*(T), avec T
compact, dans la théorie des cones localement compacts. 1l
apparait, en effet, qu’une grande partie des propriétés connues
pour les cones de Radon restent vraies pour des cones non loca-
lement compacts de . Plus précisément, considérons, pour
un céne X de Y, ayant éventuellement une base B, les
propriétés suivantes :

(a) L’espace L,(X) des formes linéaires continues sur X
est réticulé;

(b) X est réticulé et I'adhérence de toute face de X est
encore une face;

() X est réticulé et la réunion &,(X) de ses génératrices
extrémales est fermée dans X;

(d) X est réticulé et lapplication z+—p, qui & tout
ze X associe I'unique mesure conique maximale de résultante
z est continue;

(e) Toute fonction homogeéne continue sur §,(X) se pro-
longe en une forme linéaire continue sur X;

(f) La topologie AA-faciale sur 8(B), c’est-a-dire la topo-
logie dont les fermés sont les traces sur &(B) des faces fer-
mées complémentables de X, est séparée.
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Il est bien connu que ces propriétés sont équivalentes pour
un cdne localement compact, et qu’elles caractérisent les cones
de Radon MH(T), avec T compact, ou en autres termes, les
cones ayant pour base un simplexe de Bauer; par exemple,
dans ce cadre, I’équivalence de (a), (c), (d) et (e) est due a
Bauer [3], celle de (a) et (b) est due a Stormer ([32], th. 4.3)
et celle de (a) et (f) a Alfsen et Andersen ([1], th. 6.2). Par
contre, lorsque X n’est plus localement compact mais posséde
seulement un chapeau universel, seules les équivalences de
(a) et (c) et de (a) et (f) étaient, en partie, connues. Elles
avaient été prouvées en liaison avec la théorie des M-espaces,
la premiére par Rogalski (cf. [19], th. 3.1) et la seconde par
Effros et Gleit ([20], corol. 2.6). En fait, nous montrons ici
que ces propriétés sont équivalentes dans un cadre beaucoup
plus général.

De maniére précise, nous introduisons au chapitre 1 les
cones X de Y vérifiant la propriété (a) sous le nom de cones
biréticulés. Apres quelques rappels généraux sur les cones de
9, dans les §§ 1 et 2, nous montrons par des exemples au § 3,
qu’on rencontre fréquemment de tels cones en Analyse, puis,
aux §§ 4, b et 6 que les propriétés (b) ou (d) caractérisent
les cones biréticulés dans la classe $. Comme il existe des
cones réticulés non biréticulés sans génératrice extrémale,
les propriétés (c), (e) ou (f) peuvent étre insuffisantes pour
caractériser les cones biréticulés. Par suite, la notion de bord
introduite par Choquet dans [9] et que nous décrivons au
§ 4 prend toute sa valeur, et si on remplace la propriété (c)
par:

(¢): X est réticulé et le bord de X est formé d’ensembles
fermés.

Alors, cette propriété (¢’) caractérise les cones biréticulés
dans la classe ¢ (th. 1.16).

Cependant, il n’est pas possible d’interpréter les conditions
(e) et (f) en termes de bord. Par suite, tout le chapitre 2 est
consacré a I’étude de classes particulieres de cones de 9,
« ayant suffisamment » de génératrices extrémales. Ainsi,
au § 1, nous montrons que les propriétés (a) et (e) sont équi-
valentes dans la classe des cones profilés introduite dans [27].
Au § 2, nous montrons un théoréeme fort intéressant de carac-
térisation des chapeaux d’un cone réticulé de 9, avant d’intro-
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duire et d’étudier au § 3 une classe nouvelle de cones « ayant
suffisamment » de chapeaux, sous le nom de cdnes presque
bien coiffés. Par définition, un céne X de ¥, est presque
bien coiffé si tout x € X est la borne supérieure d’une famaille
filtrante croissante de points de conv (Y), ou Y est la réu-
nion des chapeaux de X. Bien sir, tout cone bien coiffé est
presque bien coiffé, mais l'inverse est inexact comme le
montrent les exemples 2.23 et 2.24. Enfin, nous montrons aux
§§ 5 et 6 que les propriétés (a) a (f) sont équivalentes dans cette
classe de cones. Méme pour les cones ayant un chapeau uni-
versel, la plupart de ces résultats sont nouveaux et nous
verrons dans un travail ultérieur qu’ils permettent, par dualité,
d’obtenir beaucoup d’informations nouvelles sur la structure
1déale des M-espaces de Kakutani.

Au chapitre 3, nous abordons un probléme trés différent.
L’exemple fameux de cdne sans génératrice extrémale étudié
par Choquet dans [10] et rappelé ici dans 'exemple 2.3,
suggere qu’ill pourrait étre possible d’associer a tout céne X
de 9, ayant une base, un couple (=, Z), appelé compactifié
linéaire de X, ou Z est un cone localement compact, et
n un plongement injectif continu de X dans une partie
partout dense de Z. Dans son esprit, ce probléme de « compac-
tification » est fort différent de celui décrit par Courrege dans
[15] et repris par Choquet dans [13]. En particulier, ces auteurs
ne se préoccupent pas de trouver un « compactifié » qui conserve
la structure linéaire de l'objet étudié. Un exemple au § 2
montre qu’il y a des cones métrisables de ¥, ayant une base
et pour lesquels une telle compactification linéaire n’existe pas.
Par contre, et c’est 'objet du § 3, nous montrons que cela
existe pour tous les cOnes biréticulés ayant une base. Cepen-
dant, I'exemple 3.29 montre qu’'un compactifié linéaire Z
d’un cone X de 9, peut fort mal refléter la structure de X,
ce qui en réduit beaucoup l'intérét. Heureusement, on peut
supprimer cette difficulté en se restreignant a une classe parti-
culiére de compactifications linéaires, dites épaisses (déf. 3.12)
et on arrive alors au résultat trés précis suivant:

« Pour tout cone biréticulé X ayant une base, il existe
un cone de Radon Z = MHT), avec T compact et une
injection linéaire continue = de X sur une face partout
dense de Z. De plus, L(X)* s’identifie naturellement a un
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cone convexe héréditaire C de fonctions continues sur T
a valeurs dans [0, + o] et =(X) s’identifie naturellement
au cdne des mesures de Radon positives sur T qui rendent
intégrable toute fonction de C. »

Au § 4, nous décrivons I’espace T au moyen d’ultrafiltres
de faces fermées de X (description rendue possible par I’abon-
dance de faces fermées dans un cdéne biréticulé) et nous en
déduisons que, & un homéomorphisme prés, cet espace est
indépendant de la compactification linéaire épaisse consi-
dérée (th. 3.50). Enfin, nous montrons que, lorsque X est
profilé, cet espace se laisse décrire directement au moyen des
points extrémaux d’une base quelconque de X.

Qu’il nous soit permis pour terminer, de remercier M. Ajlani,
a qui sont dus une partie des résultats du chapitre 1, M. Cho-
quet qui nous a familiarisé avec le probléme de la localisation
des mesures coniques, de premiére importance dans la démons-
tration du théoréme 2.19 et M. Perdrizet dont I'ceil critique
a relu et corrigé une partie du manuscrit.

Remarque. — Dans tout ce travail, nous appelons base d’un
cone X dans un el.c. E la trace sur X d’un hyperplan
fermé de E rencontrant chaque génératrice de X en un
point distinct de son sommet. C’est donc ce que Bourbaki,

dans [7], appelle une semelle de X.



CHAPITRE 1

LES CONES BIRETICULES

1. Les cones faiblement complets.

Soient E un espace vectoriel réel, E* son dual algébrique
et F un sous-espace vectoriel de E*. La dualité entre E
et F définit sur E une topologie d’e.l.c. notée o(E, F) et
appelée topologie faible. Cette topologie définit & son tour une
structure uniforme sur E, notée ucs(E, F) et appelée structure
uniforme faible (cf. p. 6 de [7]). Si X est une partie de E,
on note o(X, F) la topologie induite par ¢(E, F) et us(X, F)
la structure uniforme induite par ucs(E, F).

On note ¢ la classe des convexes saillants faiblement
complets. Par définition, se donner X eY, c’est se donner
un triplet (X, E, F) ou: (a) E est un espace vectoriel réel;
(b) F est un sous-espace vectoriel de E* séparant les points
de E; (¢) X est un convexe saillant de E complet pour
us(X, F). Notons X’ lespace des formes linéaires sur E
dont la restriction & X est continue et soit H un sous-espace
vectoriel de E tel que FcHcX’. 1l est clair que

(X, F) = o(X, H).

De plus, les formes de H étant continues sur X. la struc-
ture uniforme us(X, H) a un systéme fondamental d’entou-
rages fermés dans X X X pour la topologie produit de
o(X, F) par elle-méme, de sorte que X est complet pour
us(X, H), (corol. prop. 7, p. 202 de [5]). Nous pouvons énoncer :

Prorosition 1.1. — La structure uniforme us(X, X') est
la structure uniforme faible la plus fine sur X, compatible
avec la topologie initiale sur X, pour laquelle X est complet.

Dérinition 1.2. — Sotent (X, E, F) un triplet définissant
un conede 9 et H un sous-espace vectoriel de E. On suppose
de plus que X engendre E. On dira que le doublet (E, H)
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estun espace ambiant de X, st o(X, H) coincide avec o(X, F)
et st X est complet pour us(X, H). Si H= X', Plespace
ambiant correspondant sera dit maximal.

Pour d’autres détails sur cette notion, on consultera les

numéros 58 a 61 de [13].

2. Notations et rappels.

Soient X un cone de ¥ et E un espace ambiant de X.
On note:

L,(X) lespace des formes linéaires et continues sur X.
Avec les notations du § 1, cet espace n’est autre que l’espace
des restrictions & X des fonctions de X'.

LX) DPespace des formes linéaires et s.c.s. sur X.

S,(X) (resp. S(X )) Iensemble des fonctions sur X qui
sont I’enveloppe supérieure d’un nombre fini de fonctions de
L.(X) (resp. de L(X)).

On munit tous ces ensembles de I’ordre usuel pour un espace
de fonctions sur X: f < g si et seulement si f(z) < g(z)
pour tout ze X. De plus, on utilisera la notation f > 0
lorsque f(z) > 0 pour tout ze X\{0}.

Si g est une fonction numérique sur X, majorée par une
fonction de E’, on pose:

(1.3) g=inf {heE'|h > g sur X}.
g est une fonction sur-linéaire et s.c.s. sur X. On pose,
de méme, g = — (— g).

Si f et geE* on pose:

(14) sup, (f,9)e) = sup {3 sup (, g)w)], (VaeX),

ou S, est 'ensemble des suites finies de points de X, de
somme z. La fonction sup, (f, g) est sur-linéaire, éventuel-
lement infinie. On pose, de méme, inf, (f, g) = sup, (— f, — g).

Rappelons les résultats fondamentaux suivants (cf. §§ 3 et 4

de [24]):
THEOREME15 — (a) Pour f, geL(X>, on a sup, (f, g)
4

= sup (f, 8)° X est réticulé si et seulement si, sup,(f, g)
est linéaire pour tout couple f, g de fonctions de E’.
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Du point (a) de ce théoréeme résulte immédiatement la for-
mule suivante :

(1.6) sup(f, g =inf{heE*h > f, g sur X},
(Vf, g=L(X)).

Autrement dit, la définition de la fonction h, pour une
heS(X) ne dépend pas de I'espace ambiant choisi pour X.

3. Les cones biréticulés.

Dérinition 1.7. — On dit qu'un céne X de $ est biréticulé
st LX) est réticulé pour Uordre usuel.

Prorosition 1.8. — Pour un céne X de J, il est équivalent
de dire:

(a) X est biréticulé;

(b) sup (f, )AeL(X), pour tous f, geL/(X);

(c) sup, (f, g) e L(X), pour tous [, geL(X);

(d) Il exzste un espace ambiant E,; de X tel que E; sout
réticulé pour Uordre usuel;

(e) LX) est réticulé pour Uordre usuel.

Démonstration. — ((a) => (b)). Notons [ V g la borne
supérieure de deux fonctions f, g de L/(X). La formule
(1.3) montre que [V g < sup (f, g)° et la formule (1.6)

montre 1'inégalité inverse. On a donc,

sup (f, g)" =1 V g=L(X).

((b) == (¢)). C’est une conséquence immeédiate du théo-
réeme 1.5 (a).

((¢) ==~ (a)). Soient f et g dans L, X). Par construction
(formule (1.4)), la fonction sup, (f, g) est la plus petite forme
linéaire sur X, continue ou non, majorant f et g. Clest
donc la borne supérieure de f et g dans L,(X). Ainsi
L(X) est réticulé.

((c) == (d)). Rappelons que LX) est I’espace des restric-
tions & X des fonctions de X’'. Par suite, X’ est réticulé
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pour I’ordre usuel; par suite, pour avoir (d), il suffit de prendre
pour E; lespace ambiant maximal de X.

((d) === (¢)). Considérons f et g dans E; et notons h

la restriction 2 X de sup (f, g). Comme la définition de %
ne dépend pas de l'espace ambiant, on a

h=inf {{eEl>h sur X}

Par suite, h est la restriction & X de la borne supérieure
fVg de f et g dans E;. Du (a) du théoréme 1.5
que (fV gx =sup, (k) et du (b) que X est réticulé.
Cela étant, posons, pout tout ue L,(X),

H, = {vx|veE; et ¢ >u sur X}
D’aprés la remarque 2, n® 54, § 5, chap. 2 de [7],
u = 1nf {v|v e H,}.
D’aprés les théorémes 9 et 13 de [23], on a :v(l)

sup, (f, g) = inf {sup, (v, ¢')|v € H,, ¢’ € H,},
inf, (f, g) = inf {inf, (v, ¢")|v e Hy, ¢' € H,}.

Puisque chaque fonction des membres de droite de ces égalités
est continue, sup, (f, g) et inf, (f, g) sont s.c.s. Mais,
d’aprés le théoréme 20 de [23], ces deux fonctions sont aussi
linéaires. Elles sont donc dans Ly (X). Enfin, la formule de
définition (1.4) montre que ce sont nécessairement les bornes
supérieure et inférieure de f et g dans L¢(X).

((e) = (¢)). D’apres le théoreme 20 de [23], la borne supé-
rieure de f, g= L(X) n’est autre que sup, (f, g). Si on prend
f et g dans LX), on voit, en écrivant

sup, \f’ g) = — inf, (_' f3 — g)’

que sup, (f, g) est aussi s.c.i., donc qu’elle est en fait continue.
Cororratre 1.9. — Tout cone biréticulé est réticulé.

() Ces théorémes, et plus généralement tous les résultats du § 2 de [23] avaient
été énoncés avec une hypothése restrictive de décomposabilité, qui équivalait, dans
le cas qui nous intéresse, & supposer que X était réticulé. En fait un examen des
démonstrations montre que cette condition était superflue.
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Démonstration. — Cela résulte du (c) de la proposition précé-
dente et du (b) du théoréeme 1.5.

Cororraire 1.10. — Tout produit de ciénes biréticulés est
encore biréticulé.

Démonstration. — Soit (X;) une famille de cones biréticulés.
Pour chaque X;, soit E; un espace ambiant de X; dont
le dual E; est réticulé. Alors, le produit H E; muni de la

topologie produit est un espace ambiant de H X;, dont le
dual @ E; est réticulé.

Voici maintenant des exemples de type général.

Ezemple 1.11. — Soient V un espace vectoriel réticulé et
X = V*+ le cone convexe saillant des formes linéaires posi-
tives sur X. Alors, si V* est fermé pour o(V, X — X), X,
muni de o(X, V), est biréticulé. En effet, sans hypothése
de fermeture, X est réticulé et complet pour us(X, V).
L’hypothése de fermeture permet de dire que I'ordre sur V
coincide avec I’ordre usuel pour un espace de fonctions sur X.
D’aprés la proposition 1.8 (d), il en résulte que X est biréti-
culé (%).

Exemple 1.12. — Soit V un espace de Fréchet réticulé tel
que V+ soit fermé. On sait (cf. par exemple la prop. 36.1 de
[14]) que toute forme linéaire positive sur V est continue.
Il en résulte d’une part que la partie positive X du dual V’
de V est un cone convexe complet pour us(V’, V) et d’autre
part que V* est fermé pour o(V, X — X). Ainsi, d’aprés
Iexemple précédent, X est biréticulé.

Comme application, prenons un espace mesuré (T, G, u),
ou T est un ensemble, © une tribu de parties de T et p
une mesure c-additive et positive sur ©. D’aprés le théoréme
1, p. 286 de [18], le dual de LA(T, @, n) est LY(T, @, u), ou
p et g sont liés par p=* 4 ¢' =1, pourvu que 1<p< -+ oo.
De ce qu’on vient de voir, il résulte que LA(T, G, u)* est un
cone biréticulé lorsqu’on le met en dualité avec LY(T, G, u),
dés que 1 < p < + . De méme, pour p =1, L*(T, ©, p)

(*) En fait, on peut montrer a partir du lemme 3.16, que cet exemple est I’exemple
le plus général de cone biréticulé.
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est le dual de LYT, %, ), pourvu que u soit o-finie (théo-
réeme 5 p. 289 de [18]), ou que T soit localement compact
et w une mesure de Radon. Sous ces hypotheses, L*(T, @, p)*
mis en dualité avec LYT, G, u) est biréticulé.

Ezemple 1.13. — Soient Q un espace localement compact,
C un céne convexe de fonctions continues sur Q i valeurs
dans [0, 4 o], contenant JK(Q)* et anti-archimédien, c’est-
a-dire vérifiant la condition suivante:
Vfe(C, 3geC telle que:

Ve > 0,3h e B(Q)* avec 0<f—h<eg

et soit X le cone des mesures de Radon positives sur Q qui
intégrent toute fonctionde C. Dans [10], (cf. aussile chapitre 8
de [14]) Choquet a montré que X est la partie positive du
dual algébrique de l'espace vectoriel V engendré par C.
En conséquence, X est complet pour la dualité avec V.
Cela étant, soit C; le cone formé des enveloppes supérieures
et inférieures ponctuelles de familles finies de fonctions de C.
En utilisant que C> X(Q)* et que C est anti-archimédien, on
montre aisément que, pour toute ge(;, Iapplication

- u(g)

est continue sur X muni de o(X, V). Par suite, si on note
F DPespace vectoriel engendré par C;, Despace vectoriel
E=X—XcM(Q), mis en dualité avec F est un espace
ambiant de X. Montrons que F est réticulé pour 'ordre
dual de celui de X. Pour cela, considérons, 'ouvert O de Q
réunion des ouverts de Q qu’aucune mesure de X ne charge,
et posons Q' = Q\O. Alors, 1l est facile de voir que, pour une
feF, qui est donc finie et continue hors d’un fermé v-négli-
geable, (Vve X), Dlinégalité u(f) > 0, (VueX) équivaut
a f>0 sur Q. Il en résulte immédiatement que F est
réticulé.

4, Le bord d’un céne de Y.

Soit X un cone de . On sait, & la suite des recherches de
Choquet, que la réunion &,(X) des génératrices extrémales de
X peut étre réduite a O (cf. par exemple [10]). Par suite, il a
été amené a introduire, en remplacement, la notion de bord
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(19], définition 9), dont nous rappelons maintenant la- défi-
nition et donnons quelques propriétés.

Deérinition 1.14. — Pour toute geS(X), on pose
B, = {g = g}. On appelle bord de X [Uensemble des parties
de X, ou g parcourt S(X).

g

Prorosition 1.15. — Sotent X wun céne de 9,

fio -y [nely(X) et g=sup(fy, ..., fa)-
Alors,

(a) Pour 1 <1< n, Uensemble F,= {g=1{f} est le
plus grand cone héréditaire sur lequel g=1{,. Si X est réti-
culé, chaque F,; est une face.

(b) Pour tout xze X, il existe une suite z,, ..., z, de points
de X, de somme z, telle que, '

3 fw) = éla)

et que fi(z) = glx) = g@), (1 <1< n)
En particulier, conv (B,) = X.
Démonstration. — (a) F; est 'ensemble des points de X

ou la fonction sur-linéaire positive g — f; s’annule. C’est
donc un cone héréditaire. S1 X est réticulé, g est linéaire
(théoréeme 1.5 (b)) et F, est convexe. Cela étant, si Yc X
est un cOne héréditaire sur lequel g =f;, la formule (1.4)
et le théoréme 1.5 (a) montrent que g =g=1/f sur Y.

(b) L’existence d’une suite @, ..., z, de points de X,

telle que: Y fi(x;) = g(x) est connue (cf. rem. 4.12 de [24]).
Cela étant, };uisque g est sur-linéaire, on a: g(z) > ¥ §(x),
d’ou: Y gx) < X filw). Comme g >

implique : l filx) = g!(xi) = g(z;) pour 1 <

13
> fi, cela

AN OR

1 < n.

5. Utilisation des faces pour I’étude des biréticulés.

Nous allons voir dans ce paragraphe que les cones biréticulés
ont beaucoup de faces fermées. Nous exploiterons cette « abon-
dance » dans les chapitres 2 et 3.
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TatoriMeE 1.16. — Pour un céne réticulé X de 9, il est
équivalent de dire:

(a) X est biréticulé;

(b) L’adhérence de toute face est une face;

(c) Le bord de X est formé d’ensembles fermés.

Démonstration. — ((a) = (b)). Montrons que, pour toute
face F de X, supposé biréticulé, on a:

(1.17) F=[ 1¢0)
gJeL

ot L= {geL(X)tg=0 sur F}. Soit zeF. D’apres les
théorémes de séparation classiques, il existe feL,(X) avec
f(z) > 0 et f < 0 sur F. Considérons la fonction g=sup, (f,
0). Comme X est biréticulé, on a geL(X)*. Ensuite, il
est clair que g(z) > 0. Enfin, d’aprés la formule (1.4), on a
g=0 sur F, ce qui prouve (1.17). Cela étant, il en résulte
immédiatement que F est une face, comme intersection de
faces.

((b) = (¢)). Vérifions que le bord de X est formé d’en-
sembles fermés. Soit g=sup(fy, ..., f.) avec

fir «ooy foe Ly(X).
Pour 1 <i<n, posons: F,= {zeX|f(z) =g(x)}. 5i
) =

zel;, ona fi(z g(z); en prolongeant par continuité, on a
encore f(xr) = g(x) pourz e F;. Mais, F; est une face, de sorte
que, d’apres la proposition 1.15 (a), F; = F, et B,, qui est
la réunion des F;, est fermée.

((6) = (@). Soient f, et ficL(X) et g—sup (f, fo):
Puisque X est réticulé, g est linéaire, de sorte que
F,= {g={f}, 1 = 1,2), est une face de X. C’est méme une
face fermée. En effet, prenons zeF,. Sur F;, ona f; < fi,
de sorte que f3(z) < fi(z). D’autre part, B, est fermé;
en particulier F; cB,, de sorte que, g(z) = g(z) = fi(x)
ainsi, ze F;. De méme F, est fermée. Ainsi, g est le pro-
longement linéaire & X = F; 4 F, = conv (B,) de la fonc-
tion h = gp, linéaire et continue sur les faces F; et F,.
Du corollaire 4.7 de [24], résulte que geL,(X). Compte tenu
de la proposition 1.8 (b), cela exprime que X est biréticulé.
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Cororraire 1.17. — Toute face fermée d'un céne biréticulé
est un céne biréticulé.

Démonstration. — Soient X un cdne biréticulé, F une face
fermée de X et G une face de F. D’aprés la proposition
1.6 de [24], G est une face de X. D’apres le (b) du théoréme
précédent, son adhérence G est une face fermée de X, de
sorte que: G=GnF est une face de F. Ainsi, ’adhérence
de toute face de F est une face de F. Comme d’autre part,
F est réticulé pour son ordre propre, puisque c’est une face
d’un cone réticulé (corol. 1.9), il résulte du (b) du théoréme
précédent que F est un cdne biréticulé.

Lemme 1.18. — Pour un cine X de ¢, on a légalité:
(1.19) 8,(X)= [ ]Bx

Fes(x)
Démonstration. — D’aprés la proposition 1.15 (b) tout en-

semble du bord contient §,(X). Inversement montrons que
tout ze¢8,(X) n’est pas contenu dans un ensemble du bord.
Fixons z ¢ §,(X). Alors, il existe y et z non proportionnels
dans X tels que z =y + z. Par suite, il existe he L/(X)
avec h(y) > 0 et h(z) < 0. Posons alors f= sup (h, 0).

Il est clair que f(z) < h(y) et que f(z) > h(y), en sorte
que ze¢B,

Cororraire 1.20. — La réunion des génératrices extrémales
d’un cone biréticulé est un cone fermé.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 1’égalité

(1.19) et du théoréme 1.16 (c).

Cororraire 1.21. — Dans un céne biréticulé, tout ensemble
du bord est la réunion d’une famille finie de faces fermées.

Démonstration. — Cela a été prouvé au cours de la démons-
tration de ((b)=> (¢)) du théoréme précédent.

CororLraire 1.22. — Sotent X wun céne biréticulé et F
une face fermée de X. Alors, ou bien F se réduit a une géné-
ratrice extrémale de X, ou bien, il existe une face fermée G
de X, non réduite a 0, contenue dans F et distincte de F.
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Démonstration. — D’aprés le corollaire 1.17, il nous suffit
de montrer qu’un céne biréticulé X non réduit & une demi-
droite contient une face fermée propre. Soit xe X\§,(X).
D’apres égalité (1.19), il existe feS,(X) tel que xze¢B,
D’aprés le corollaire 1.21, B, est la réunion d’une famille
finie de faces fermées. D’apres la proposition 1.15, B; ne se
réduit pas a 0, de sorte que I'une des faces fermees contenues
dans B, est propre.

Remarque 1.23. — (a) On rencontre assez fréquemment en
Analyse des cones de 4 pour lesquels 'adhérence de toute
face est une face; exemples : tout cdne convexe fermé de dimen-
sion finie; la partie positive d’une algébre de von Neumann
munie de sa topologie ultrafaible. Pour de tels cones, il est
équivalent de dire qu’ils sont réticulés ou qu’ils sont biréticu-
lés.

(b) L’équivalence de (a) et de (b) du théoreme 1.16 était
connue pour les cones a base compacte. Dans ce cadre, elle

était due a Stgrmer (th. 4.3 de [32]).

(¢) Nous verrons plus loin, avec le théoréme 2.37, une réci-
proque au corollaire 1.20, pourvu que le cdéne considéré ait
suffisamment de génératrices extrémales.

6. Utilisation des mesures coniques
pour Pétude des biréticulés.

Définitions et rappels 1.24. — Nous prendrons les notations
et définitions de [4]. Soit E un espace faible. On note S(E)
le cone des fonctions de la forme f=sup(l, ..., 1) avec
Ly ..., l,eE" et on pose h(E)= S(E)— S(E). I'espace
h(E) mum de I'ordre usuel pour un espace de fonctions sur
E est un espace vectoriel réticulé.

On appelle mesure conique sur E toute forme linéaire posi-
tive sur h(E) et on note AMT(E) I’ensemble des mesures
coniques sur E. Lorsqu’on le met en dualité avec A(E), MH(E)
est un cone convexe faiblement complet biréticulé (cf. exemple
1.11).

Soit Y un cone fermé de E, non nécessairement convexe.
On dit qu’une mesure conique w est portée par Y, sila rela-
tion feh(E), et f>0 sur Y implique p(f) = 0.
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En d’autres termes, si on note h(X) l'espace des restric-
tions & X des fonctions de A(E), u est une forme linéaire
positive sur A(X), muni de l'ordre usuel pour un espace
de fonctions sur X. Inversement, une forme linéaire positive
sur h(X) définit de maniére naturelle une mesure conique sur
E, portée par X. Par abus de langage, nous dirons qu’une
mesure conique sur E, portée par X est une mesure conique
sur X et nous noterons N+*(X) I’ensemble de ces mesures.
Cet ensemble, mis en dualité avec h(X) est un cone faiblement
complet biréticulé.

Si, en particulier, X est un cdne saillant faiblement complet,
et si E est mis en dualité avec X', on voit, avec les notations
du paragraphe 2, qu'une mesure conique sur X est une forme
linéaire positive sur S5,(X) — S,(X).

Sur MH(E), on définit la relation binaire < par

(b <v) <= ((f) <v(f),  (Vf=S(E)).

Cette relation binaire est un ordre; de plus, (cf. [9]), on a le
résultat suivant.

Tutorime 1.25. — (a) St X est un cone saillant farblement
complet, Uordre < restreint @ MH(X) est indue'if; en particulier,
tout point z e X est la résultante d’'une mesure conique mazximale
(pour Uordre restreint) portée par X.

(b) X est réticulé su et seulement si, tout xe X est la résul-
tante d’une unique mesure conique maximale.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons toujours
que X est faiblement complet et que E est 'espace ambiant
maximal de X. Le lemme suivant a été d’abord montré par I.
Namioka et R. R. Phelps pour les cones & base compacte
(th. 1.4 de [34]) puis a été étendu aux cones de ¢ par H.
Fakhoury et l’auteur. On trouvera une autre démonstration

dans [21].

Lemme 1.26. — Soit X un céne de 9. Pour que X sout
réticulé, il faut et il suffit qu’il existe une application linéaire A
de X dans MH(X) telle que A(x) > e,, pour tout zeX,
ou ¢, est Uévaluation en .

Démonstration. — Compte tenu du théoréme 1.25 (b),
seule la suffisance est & montrer. Supposons donc qu’on ait
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une application A comme indiqué. Par linéarité, on a
A(z) > u, pour toute mesure conique discréte p de résultante
z. Cela étant, soit w une mesure conique quelconque de résul-
tante 2. On sait (cf. prop. 3 de [4]) que p est limite faible
de mesures discrétes de méme résultante z, de sorte que,
puisque le graphe de < est fermé, on a encore A(z) > p.
Ainsi, A(z) est 'unique mesure maximale de résultante =,
(Vze X) ce qui équivaut a dire que X est réticulé.

Prorosition 1.27. — Pour un céne X de 9, il est équi-

valent de dire:

(@) X est biréticulé;

(b) X est réticulé et Uapplication z+——p, qui, & zeX
assocte U'unique mesure maximale de résultante xz, est continue;

(¢) Il extste une application linéaire continue A de X dans
MmH(X), telle que A(x) > e, pour tout zeX.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, (b) et (c)
sont équivalents. Montrons ((a) = (b)). D’abord, si X est
biréticulé, il est réticulé, et cela a un sens de parler de p,; de
plus, p.(g) = g(z) pour toute g e S, (X).(th. 32 de [11]). Or,
d’aprés la proposition 1.8 (b), g est continue, de sorte que
Papplication z+— p,(g) est continue, (Vge S,(X)). Par défi-
nition de la topologie sur M*(X), cela implique que 'appli-
cation z+—p, est continue. Montrons que ((b)=>(a)).
Soient f et g eL,(X) et h=sup (f, g). Par hypotheése,

z+—> p,(h) est continue. De plus, comme X est réticulé,

on a h(z) = p,(h), de sorte que h est continue. D’aprés
la proposition 1.8 (b), cela prouve que X est biréticulé.

Remarque 1.28. — En utilisant les méthodes de Fakhoury,
(cf. [21], p. 11 et 12), on peut déduire de ce théoréme que
certaines limites projectives de cOnes biréticulés sont des
cdnes biréticulés.

Lemme 1.29. — Soient X wun céne convexe saillant dans
un espace vectortel réel et 'Y et 7 deux sous-cones de X, tels
que Y soit héréditaire et que: X = conv (Y) = conv (Z).
Alors, on a encore X = conv (Y n Z).
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n

Démonstration. — Soit xzeX. On peut écrire z= Y y,
1
avec y;e€Y, (1 < ¢ < n). De méme, chaque y; peut s’écrire
n;

vi= Y z avec zyeZ, (1 <j < mn). Y étant héréditaire,

1
chaque z;eY, de sorte que x s’écrit comme somme d’élé-
ments de YnZ.

Prorosition 1.30. — Soit X un céne biréticulé. Pour
qu’une mesure conique sur X soit maximale, il faut et il suffit
qu'elle soit portée par le bord de X, (c’est-d-dire portée par
tout ensemble du bord).

Démonstration. — Soient B, un ensemble du bord et
h=hy —hy 20 sur B, avec h; et hyeS,(X). D’apres
la proposition 1.15 et le lemme précédent, on a X = conv (C),
ou C=B,nB, nB,,. Cela étant, soit f= hy — h,. Comme
X est biréticulé, f estlinéaire et continue. Or, f=h > 0 sur
C, donc f > 0 sur X. Donc, si p est maximale et de résul-
tante z, on a p(h) ={f(z) > 0, ce qui prouve que u est
portée par le bord de X.

Inversement, soit p. une mesure conique portée par le bord
de X, etsoit geS,(X). Puisque X est biréticulé, ge L,(X),
de sorte que h =g — ge S, (X). Comme h=0 sur B,
ona p(h) =0, soit, u(g) = u(g). D’aprés le théoréme 2 de
[9], cela implique que u est maximale.

Cororraire 1.31. — Soit X un céne biréticulé tel que

X = conv (8,(X)). Alors, pour qu'une mesure conique sout
maximale, il faut et il suffit qu’elle soit portée par &,(X), (qu est
fermé d’aprés le corol. 1.20).

Démonstration. — S1 p est portée par &,(X), elle est portée
par le bord de X (Lemme 1.18) et d’aprés la proposition
précédente, elle est maximale. Réciproquement, soient u
maximale de résultante x et h = h; —h, avec h, et h, e 5,(X)
et A > 0 sur §,(X). Comme X est biréticulé, h, et h, e L (X),
et inégalité h, — hy > 0 sur 84(X) se prolonge a X tout
entier. En particulier, u(h) = 711(:1:) — hy(x) > 0, ce qui prouve
que p est portée par &,(X).
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Exemple 3.11. — On utilise la terminologie et les notations
du chapitre 1 de [17]. Sotent H un espace hilbertien ayant
une base dénombrable B et @ [I’algebre des opérateurs
bornés sur H. Pour zeH, on note w, lapplication

A (A(@)z), (VAeQ).

On sait que le cone A+ = {Ae@|w,(A) > 0, (Vxe H)} est
un cdéne convexe saillant complet pour la topologie de la
convergence ultrafaible. Cela étant, considérons I’ensemble
dénombrable C réunion de B, (B + B), (B — B), (B 4+ iB),
(B — iB), ordonné en une suite (c,) et choisissons une suite
(a,) de réels strictement positifs telle que Y ajc,|f < + .

Alors, on peut montrer que la forme [ = ) a,w, est ultra-

n
faiblement continue positive et que $,(A*) sépare les points
de @t.

Ces exemples suggérent que l’existence d’une compactifi-
cation linéaire ne résulte pas de théorémes généraux, mais
semble plutét dépendre de la situation concréte ou I'on se
trouve. Nous verrons cependant au numéro suivant que
la compactification linéaire existe toujours pour de larges
classes de cones réticulés. Notons dés maintenant que la
recherche d’une compactification linéaire (w, Z) d’un cone
X de 9 n’est intéressante que si Z refléte assez bien la struc-
ture de X. Ainsi, s1 X est réticulé ou bien biréticulé, on veut
qu’il en soit de méme de Z; on veut aussi que w® conserve leur
caractére aux génératrices extrémales de X.

Or, 'exemple 3.29 nous montrera un cone biréticulé ayant
une compactification linéaire ne vérifiant aucune des proprié-
tés voulues. Aussi, devons-nous nous restreindre a une classe
particuliére de compactifications. Auparavant, rappelons qu’un
sous-espace vectoriel E d’un espace vectoriel ordonné F
est épats si E = E+ — E* et E* est héréditaire dans F+.

Dérinition 3.12. — Sotent X et Z deux cénes de 9 et =
une application linéaire continue de X dans Z. On dit que =
est épaisse st 'm(L,(Z)) est un sous-espace épais de L (X).
On dit qu’une compactification linéaire (=, Z) de X est épaisse
st est épaisse, et on dit alors que Z est un compactifié épais

de X.
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Il est clair que toute compactification de la forme (=, Z,)
est épaisse. Réciproquement, soit (n, Z) une compactifica-
tion épaisse de X. Prenons feL,(Z) tel que f> 0 sur Z.
Comme Z est localement compact, L,(Z) = $4{Z), en sorte
que, si on pose | ="'=(f), on a ‘m(Ly(Z)) = $,(X). En consé-
quence a un homéomorphisme linéaire prés, (n, Z) est iden-
tique & (w, Z,). En résumé:

Prorosition 3.13. — Soit X un céne de 9 ayant une
compactification épaisse (w, Z). Alors, il existe un le L, (X)*
tel que H(X) sépare les points de X et un homéomorphisme
linéaire n' de 7 sur Z, tel que =’ on =m,

3. La compactification linéaire :
existence pour les cdnes biréticulés.

LemMme 3.14. — Soit X wun céne réticulé de 9. On suppose
qu’il existe une forme linéaire ls.ci. et > 0 sur X. Alors,
pour toute fe LX), on a:

(3.15) f = sup (inf, (f, n).

Démonstration. — Pour tout neN, posons g, = inf (f, nl).
D’aprés le théoréme 1.5, g, est linéaire et g, = inf, (f, nl),
de sorte que, d’aprés la proposition 1.15, les ensembles :

Fo={g&=f} e {G=g=nl}
sont des faces de X sur lesquelles g, = g, et telles que:
X=F,+ G,

Fixons ze X. On peut écrire * =z, + y,, avec z,eF, et
Y,€G,, (VneN). Comme la suite (F,) est une suite crois-
sante de faces dans X qui est réticulé, on peut supposer
que la suite (z,) est croissante et par suite, que la suite (y,)
est décroissante. On a:

f(z) = f(@,) + f(ya) = nl(y,),

d’ou: l(y,) < (1/n)f(z). Par suite, si y estla borne inférieure
des y,, ona lly) =0 soit y=0 puisque I >0 sur X.
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Il en résulte que z est la borne supérieure de la suite (z,),
donc (lemme 11 de [27]) la limite de la suite (z,), ce qui per-
met d’écrire :

f(z) = sup f(z,) = sup (@) < sup &(2),
ot (3.15).

Lemme 3.16. — Soit X un céne de 9. Pour toute forme
linéaire positive L sur LX), il existe un xe X tel que:

L(l) = l(z), (Vle L(X)).

Démonstration. — Soit E 1’espace ambiant maximal de X.
Par définition, son dual topologique E’ est ’espace des formes
linéaires sur E dont la restriction & X est continue. Considé-

rons le complété faible E de E. Son dual topologique est
encore E’. Par suite, si 4 tout e E on associe son évaluation
3(z) sur E’, il résulte du corollaire 22.17 de [14] que 3§ est
un homéomorphisme linéaire de E sur (E’)*. En particulier,
3(X) est fermé. Par suite, 3(X) est égal & son bipolaire, donc
au polaire de X©°. D’ou le résultat : En effet, soit L une forme
linéaire positive sur L (X). L’application linéaire L’:
f— L(fix) est un élément du polaire de X°, donc un élé-
ment de 3(X).

Prorosition 3.17. — Pour qu'un céne biréticulé X de 9
soit linéairement compactifiable, il faut et il suffit qu’il ait une
base. De plus, si c’est le cas, on a, pour tout le L (X)*, tel que
l>0 sur X:

(a) B(X) sépare les points de X;

(b) Z, est un cone biréticulé et w,(X) est héréditaire dans
Z,

Démonstration. — Si X est linéairement compactifiable, X
a une base d’apres la proposition 3.8. La réciproque résultera
du (a) que nous allons montrer.

(a) Soient z et y distincts dans X et fe L(X)* tel que
f(x) # f(y). D’apres le lemme 3.14, 1l existe n assez grand
pour que inf, (f, nl) (z) # inf, (f, nl)(y). Or, comme X est
biréticulé la fonction g = inf, (f, nl)(e L(X)*, (prop. 1.8),
ce qui prouve le (a), compte tenu de I'inégalité g < nl.
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(b) $,(X) étant épais, c’est un espace réticulé pour I’ordre
usuel. Comme $B(X) = m,(L,(Z)), L,(Z,) est aussi réticulé,
ce qui par définition exprime que 7, est biréticulé. Montrons
enfin que =,(X) est héréditaire. Soit 0 < z < =,(y), avec
zel, et yeX. Comme $(X) est épais et réticulé, il est
facile de voir que z se prolonge en une forme linéaire positive
sur LX), c’est-a-dire, d’aprés le lemme précédent, en un
élément 2’ € X, qui, par construction est tel que w,(z') = =.

CoroLLAIRE 3.18. — On conserve les notations de 3.9 et de

3.17. Alors,

(a) L’application fr— fir, est une bijection linéaire de
L(Z) sur C(T).

(b) Z, est linéairement homéomorphe au cone MH(T,) des
mesures de Radon positives sur le compact T,

Cette bijection linéaire positive induit par transposition
un homéomorphisme linéaire r du cone MWH(T,) des mesures
de Radon positives sur T, sur Z, qui n’est autre que Uappli-

cation: p — (résultante de {). On notera A, Uapplication
réciproque.

Démonstration. — Puisque Z, est biréticulé, il résulte des
corollaires 1.9 et 1.20 que Z, est réticulé et que T, est fermé.
Par suite, la base B, de Z, est un simplexe de Bauer. Des
résultats sur ces simplexes (cf. par exemple le § 6 de [24]),
on déduit le (a) et le (b).

CororraIre 3.19. — Avec les notations de 3.17, U'image par
n, de toute générairice extrémale de X est une génératrice
extrémale de Z,.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de ce que
n,(X) est une face de Z,.

Remarque 3.20. — On peut montrer que la proposition 3.17
reste vraie si on remplace la propriété : « Le cone Y est biré-
ticulé » par: « Le cone Y wvérifie la propriété de Riesz:

(R) Yu, ¢, v/, o' e L(Y) tels que u, ¢ < u', ¢, Iwe L(Y)
tel que:

u, v < w<u, v
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Un cone Y de ¢ qui vérifie (R) est réticulé. Par contre,
la réciproque est un probléeme ouvert.

Notations 3.21. — Conservons les hypothéses de la proposi-
tion 3.17. Soit fe L(X)*. Pour tout entier n, posons

fo = inf, (f, nl).

Puisque X est biréticulé, f, e L, (X)*. Par suite, f, e B,(X)*
et, par construction de Z, il existe g,eL/(Z)" tel que
‘n/(g,) = f.. Posons h, = gyr, et f,=suph,.

LemuMme 3.22. — Sotent T un espace topologique compact et 'Y
une partie de MH(T) dense dans MH(T). Alors, pour tout
ouvert U de T, il existe une mesure u dans Y telle que

w(U) # 0.

Démonstration. — En effet, 11 existe feC(T)* telle que
0<f<1 f=0 horsde U et f(y)=1 pourun yeU.
Comme la mesure de Dirac 3, est adhérente & Y, il existe
weY telle que |f(y) — u(f)| < 1/2, d’ou u(f)>0 et,afortion,
w(U) >0

Lemme 3.23. — On conserve les notations de 3.21. Alors,
pour tout feL(X)*, f, est continue sur T, a valeurs dans
[0, + o] et est finie sur un ouvert dense de T,

Démonstration. — Par construction, f, est s.c.i. Pour
montrer que f, est continue, il nous reste a le vérifier en tout
point ou elle est finie. Pour cela, il suffit de vérifier que, avec
les notations de 3.21, on a: inf (f,, n) = h,, (VrneN). Fixons
n. Il est clair que inf (f, n) > h,. Vérifions 'inégalité inverse.
Pour tout m, ona f, <f, dou inf, (f, nl) <, et, par
suite, 1inf (h,, n) < h,. En faisant tendre m vers -+ oo,
on obtient, inf (f, n) < h,. Enfin, la propriété de densité
résulte immédiatement du lemme précédent.

Lemme 3.24. — On conserve les notations de 3.18 et 3.21.
Alors, on a:

(3:25) A (a))(f) = f(z), (Yo X),(VfeL(X)*).
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Démonstration. — Soit fe L (X)*. S1 fe$(X), il existe
geL(Z) tel que g, =1{f. D’ou:

(3.26) A(r(2)(f) = g(mi(@)) = f(a).

S1 f est quelconque, on peut écrire, avec les notations de 3.21
et compte tenu de (3.26) :

A (@)fi) = Hm Afr())(h,) = lim g,(r(z)) = lim f,(2) = f(a).

TutoriMe 3.27. — On conserye les notations de 3.21. Alors,
Papplication f+—f, est une bijection linéaire de L (X)*
sur un coéne convexe héréditaire de fonctions continues sur T,
a valeurs dans [0, 4+ ], finies sur un ouvert partout dense,
contenant C(T,)*, que nous notons C,(X). De plus A,(m,(X))
est Uensemble des mesures de Radon positives p sur T, pour
lesquelles toute fonction de C,(X) soit wp-intégrable.

Démonstration. — Notons d’abord qu’avec le lemme 3.23,
nous connaissons la nature des fonctions f,. Il nous reste a
montrer la linéarité de 'application, ’hérédité de C,(X) et a
caractériser A, (m,(X)).

(a) Linéaritéde fr—sf,. Soient f et ge L (X)* et h=f+ g.
L’ensemble A des points de T, ou 'une des fonctions f, g, h,
est infinie est, d’aprés le lemme 3.23, un fermé de complé-
mentaire B dense dans T, Pour vérifier I’égalité h, ={,+ g,
il nous suffit, d’aprés ce méme lemme, de la vérifier sur B.
Prenons donc beB tel que, par exemple h(b)<f(b)+ g(b).
On a encore h, < f,+ g sur un voisinage ouvert U de b
dans B. D’apres le lemme 3.22, il existe p e A(n,(X)) telle
que p(U) # 0. Par suite, comme A,(n,(X)) est héréditaire
d’aprés la proposition 3.17 (b) la mesure p’ = py est dans
A(my(X)). Elle est aussi non nulle et par suite, on a:

w(h) < o'(fi + &)
ce qui est absurde, car, s1 = est le point de X tel que
w' = Ar(z)),
on a, d’apres la formule (3.25):

w' () = h(z) = f(z) 4 g(z) = v'(f) + v'(8) = v'(fi + &)-
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(b) Hérédité de C(X). Prenons 0 < f < g avec ge C(X)
et [ continue sur T, a valeurs dans [0, + o], et considérons
lapplication fdéfinie sur X par f(z) = A(m(@)(f). Si
nous montrons que f e L,(X)*, il résultera de la formule (3.25)
que [ est dans C(X). Montrons donc que cela est vrai.
D’abord, comme f ests.c.i. et comme A; et =, sont continues,
il est clair que [ est s.c.i. Montrons maintenant que f est
s.C.s.,. Solent A = g7}(+ ) et HX l’ensemble des compacts
K contenus dans (T\A). A chaque KeJ, associons une
fonction fxeC(T) telle que: 0 < fx <1, fx=1 sur K
et f=0 hors d'un compact K’ de X, et posons

ge =8+ (f — 8) fxs

(la fonction (f — g)fx étant prolongée par continuité a T,
tout entier en posant (f — g)fx(x) =0 pour zeA). Par
construction, la fonction (f — g)fx est continue sur T,
c’est donc un élément de C,(X). Par suite, gxeC(X) et
la fonction gx définie sur X par: gx(z) = A(n(2))(gx)
est une forme linéaire continue sur X. Montrons que la borne
inférieure des gx est f, ce qui prouvera la s.c.s. Prenons
zeX. Comme A(rm(x))(g) < + o, 1l existe, pour tout
e >0, un compact KelX, tel que A,(-r:,(x))(.K (8) <=

)

Comme ggx =f sur K, et comme gx < g, on a, a fortiori:

0 < Afmf2))(gx — ) < Adml@)) (o, (8x — 1)
< At(_"rz(x)) C"(g) < e

(¢) Description de A (w,(X)). Prenons une mesure de Radon
i pour laquelle u(f)) < + o, (VfeL(X)*). Par linéarité,
Papplication: fr— u(f,) se prolonge en une forme linéaire
positive sur L (X). D’apres le lemme 3.16, il existe un 2 X
tel que: f(x) = u(f), (Vfe L(X)*). Alors, 1l résulte de la
formule (3.25) qu'on a: p = A (m(2)).

Remarque 3.28. — Ce théoréme a été moniré d’abord par
E. B. Davies (th. 10 de [16]) pour la classe des cones biréticulés
X ayant une base et un chapeau universel C tels que L, (X)
soit complet pour la norme de la convergence uniforme sur C.
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Ezemple 3.29. — On reprend les notations de I’exemple 2.3.
Soient a, b, c, d, e des réels tels que:

0<a<b<c<d<ex<1, A={ab,d,e},

et D le sous-espace de C[0, 1] formé des fonctions f véri-
fiant :

fle) = (112)(f(a) + £(b)) = (1/2)({(d) + f(e))-

D est un sous-espace vectoriel fermé de C[0, 1], contenant
les constantes et séparant les mesures de M. De plus, D
ne vérifie pas le lemme de décomposition de Riesz, de sorte
que la partie positive Z de son dual est un céne convexe a
base compacte qui n’est pas réticulé. L’injection linéaire ¢
de D dans ®, — ®, induit par transposition une injection
linéaire continue = de M} dans Z telle que (=, Z) soit une
compactification linéaire de M. De plus, I'image par =
de la mesure de Dirac 3, est égale a (1/2)(3, + §,). Ce n’est
donc pas un point de &,(Z). Cet exemple montre qu’une
compactification linéaire arbitraire d’un coéne biréticulé X,
méme bien coiffé comme I'est MY, peut fort mal refléter la
structure de X. Ceci justifie la restriction aux compactifi-
cations épaisses. Ainsi, on peut montrer que tous les compacti-
fiés épais du cone M} considéré ici sont linéairement homéo-
morphes au cone des mesures de Radon positives sur le compac-

tifié de Stone-Cech de ([0,1]\A).

Probléme 3.30. — La proposition 3.17 et le théoréme 3.27
conduisent naturellement & poser le probléme suivant : Etant
donnée une face F d’un cone IMHT) avec T compact,
existe-t-il une structure uniforme sur F plus fine que celle de
MH(T) pour laquelle F soit biréticulé et complet? Une
premiere méthode, partant des travaux de Fakhoury (cf. [22])
permet de répondre par I'affirmative lorsque F est la réunion
d’une suite dénombrable de chapeaux. Une autre méthode,
partant de la théorie des cones anti-archimédiens de Choquet
(cf. Iexemple 1.13) permet de répondre par Iaffirmative
lorsque F peut s’identifier & I'ensemble des formes linéaires
positives sur un cone anti-archimédien de fonctions continues
sur T a valeurs dans [0, 4 ©]. On peut ainsi montrer que,
st A estun K;de T, oubiensi T est métrisable et A uni-
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versellement mesurable, la face M, (A)* des mesures de Radon
positives sur T dont le support est dans A est un cone
biréticulé pour la dualité avec C(A).

4. L’homéomorphie des compactifiés.

Pour parachever I’étude des compactifiés d’'un cone biréti-
culé X ayant une base, il nous reste & vérifier que ceux-ci
sont tous homéomorphes. Lorsque X sera profilé, nous le
vérifierons directement en montrant (rem. 3.55) que, quels
que solent let l'e L (X)*, [, I' > 0 sur X, les espaces %,(X)
et $,(X) sont linéairement isomorphes. Lorsque X ne sera
plus profilé, une telle procédure semble inapplicable et il nous
faudra construire explicitement les espaces T, avant d’en
déduire qu’ils sont homéomorphes entre eux et, par voie de
conséquence, que les espaces 7, le sont aussi.

Lemme 3.31. — Soit X un céne biréticulé ayant une base
B, = {l=1}, avec leL(X)*. Alors, pour toute face fermée
F de X, F est fermée pour la topologie o(X, %,(X)).

Démonstration. — D’apres le théoréme 4.20 de [24] 1l existe
une forme linéaire s.c.s. g sur X telle que 0 < g < et
que F = (I — g)7(0). Comme on a, d’aprés la remarque 2
du n° 4, § 5, chap. 2 de [7],

g =1inf {he L(X)*, h > g},

on a aussl,
g = inf {inf, (A, 1), he L(X)* et h > g}.

Mais, comme X est biréticulé, on a 1inf, (h, [) e B(X) deés
que heL(X), (prop.1.8). Ainsi, g est s.c.s. pour la topolo-
gie o(X, $,(X)) et, par suite, F = (I — g)71(0) est fermé
pour cette topologie.

Prorosition 3.32. — Sotent X un cine biréticulé ayant une
base B,= {l =1} avec leL(X)*, et (m, Z,) la compacti-
fication linéaire associée. Alors, pour toute face fermée F de X,
Pensemble w(F) est une face de Z, et, de plus:

(3.33) (F) n=(X) = =,(F).
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Démonstration. — D’apres la proposition 3.17 (b), m(X)
est une face de Z, Par suite, d’aprés le théoréeme 1.16 (b),
m(F) est une face fermée de 7, Cela étant, d’aprés le
lemme précédent, =,(F) est fermé dans =,(X), de sorte que
I'égalité (3.33) est vraie.

En langage imagé, cela exprime que les affaiblissements de
topologies correspondant aux plongements =, « conservent »
les faces fermées. Nous allons exploiter cette propriété.

DériniTioN 3.34. — Sotent X un ensemble et £ une famulle
de parties non vides de E. On dit qu’un filtre sur X est un %-
filtre s’il @ une base formée d’ensembles de %. Pour lordre
naturel sur les filtres sur X, Uensemble des Z-filtres est inductif
et on appelle <-ultrafiltre tout 2-filtre maximal pour cet
ordre. On note W (X, £) ou plus simplement W(X) lensemble
de ces L-ultrafiltres.

Lorsque X est un cone de 9, nous prendrons pour £ la
famille des faces fermées complémentables de X, non réduites a
{03}, et nous dirons qu’'un <-filtre est un filtre facial.

On notera que si U est un ultrafiltre facial sur X biréti-
culé, il résulte du corollaire 1.22 que I'intersection des ensembles
de U est ou bien {0}, ou bien une génératrice extrémale de
X.

Rappelons (cf. [27]) que la famille des faces fermées complé-
mentables de X est stable par intersection quelconque et
somme finie. Il est alors tout & fait facile de montrer le lemme
suivant, dont la démonstration est laissée en exercice :

LemMme 3.35. — Soit X un cone de 9. On munit I'ensemble
W(X) des ultrafiltres faciaux de X de la topologie dont les
fermés sont les ensembles W(F) = {U|FeWU}, ou F parcourt
Uensemble des faces fermées de X. Alors, on a les relations:

(@) W({0}) = o;

() W(F)n W(G) = W(F n G);

() W(F)uW(G) = W(F + G)

Dérinttion 3.36. — Soit X un cone de 9. On appelle
tranche conique ouverte, toute partie de X de la forme
{f >0} ou f parcourt L(X). Si D est une génératrice
extrémale de X, on dira qu'un ultrafiltre facial U converge
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vers D, st toute tranche conique ouverte contenant D contient un
ensemble de U 4 Porigine prés.

Lorsque X a une base B, cela équivaut a dire que le
filtre U nB converge vers le point DnB, car DnB est
extrémal fort dans B.

Notations 3.37. — Dans toute la suite de ce paragraphe, X
désignera un cone biréticulé, ayant une base B, = {l =1},
avec leL,(X)* et (m, Z,) la compactification linéaire
épaisse associée. St U est un filtre facial sur X, la

famille =,(U), (UeU) est une base de filtre facial d’aprés la
proposition 3.32. Le filtre facial sur 7Z, ayant cette base

sera dit I’ image de U par w et sera noté mw(U).

Prorosition 3.38. — Soit T wune tranche conique ouverte
de 1, non réduite a {0}. Alors,

(a) Il existe une plus grande face fermée Fr contenue dans T.

(b) On a Frnm(X) # {0}. Par suite, Uensemble
Gr = (m;)7*(Fx)
est une face fermée de X, non réduite a {0}.

Démonstration. — (a) Ecrivons que T = {f < 0}, pour un
feLJ(Z), et considérons f' = sup,(f, 0) et Frp=f""1(0).
Comme Z, est biréticulé, f’ est continue et Fr est une
face fermée. De plus, d’aprés la proposition 1.15 (a), Fr est
la plus grande face (fermée ou non) sur laquelle f < 0, c’est-
a-dire la plus grande face contenue dans T.

(b) Supposons que Frnm(X) = {0}. Alors,ona
(X) < (Fx)".

Or, sur (Fg)', ona [ >0, donc f> 0 et en particulier,
f>0 sur =n(X). Comme =,(X) est dense, on a f> 0
sur Z, ce qui est absurde puisque T n’est pas réduite a

{03.

CororraIre 3.39. — St T est une tranche conique ouverte
contenant une face fermée ¥ de 7, on a: F cFpnm(X).

Démonstration. — Dans le cas contraire, il existerait une
génératrice extrémale D de F, donc de Z, telle que
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Dn (Frnm(X)) = {0}, et par suite, il existerait une tranche
conique ouverte T’ de Z, telle que D/{0} cT'cT' < T u {0},
(cf. prop. 3.11 de [24]), et que:

(3.40) T’ n (Fz n (X)) = {0}.

Considérons la face Fp. On aurait Fr.cT cTu {0} et
Fr. c Fy, de sorte que, d’apres (3.40) on aurait Fr. n 7(X)=0,
ce qui, d’apres le lemme 3.38 (b), serait absurde.

CororraIRE 3.41. — Sotent F une face fermée de 7, et ©
la famille des tranches coniques ouvertes de Z, contenant F\{0}.
Alors, la famille (Gr), (T €©) est la base d'un filtre facial et,
de plus:

(3.42) Qn,(GT) — F.

Démonstration. — Le cone 7, étant a base compacte, la
famille © est un systéme fondamental de voisinages coniques
de F (cf. prop. 3.11 de [24]). En particulier © est une base
de filtre et:

(3.43) ()T =F.

Teh

Par suite, la famille (Gg), (T €G) est une base de filtre facial
qui, d’aprés la propriété (3.43) vérifie:

Qw,(GT) c mT =F,

Teh
et qui, d’aprés le corollaire (3.39) vérifie I'inégalité inverse.

Prorosition 3.44. — Soient (F;), (tel) une base de filtre
facial & sur X et D une génératrice extrémale de la face

mn,(Fi). Alors, il existe un ultrafiltre facial W plus fin que
G tel que 7, (U) — D.

Démonstration. — Soit & la famille des tranches coniques
ouvertes contenant D. D’aprés le corollaire précédent, la

famille (Gr), (T € @) est une base de filtre facial § dont I'image
converge vers D. Montrons que J n § est une base de filtre
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facial. Soient Te® et 1el. Ona T = {f > 0} pour un
fe L (X). S1on avait GrnF; = {0}, c’est-a-dire si on avait
Frnn(F,)= {0}, on aurait =,(F)c(Fr), donc f<0
sur m,(F;), donc f < 0 sur Der(F,), ce qui serait absurde.
Cela étant, pour conclure, il suffit de prendre pour U un
ultrafiltre facial plus fin que JnG.

Cororraire 3.45. — (a) Pour tout ultrafiltre facial UV sur
X, le filtre facial =,(V) converge vers une génératrice extrémale
de 7,

(b) Réciproquement, st D est une génératrice extrémale de
Z,, il existe un ultrafilire facial U de X dont l'vmage par
converge vers D.

Démonstration. — (a) Cela résulte immédiatement de la
proposition 3.44 appliquée & V= 3.
(b) Cela résulte du corollaire 3.41 appliqué a la face F = D.

Prorosition 3.46. — Considérons Uapplication 8, de W(X)
dans T, qui, a chaque ultrafiltre facial U, associe Dn T,
ot D estla limite de =, (U) mise en évidence dans le corollaire
précédent. Alors, 8, est continue et fermée.

Démonstration. — Soit G un fermé de T, Puisque Z,
est biréticulé, 1l résulte du théoreme 2.4 (b) que G est la
trace d’une face fermée F de Z, Considérons la famille G
des tranches coniques ouvertes contenant F\{0}. On a
d’apres le corollaire 3.41 que:

[()={Gr) = F.

Te®h

S1 U est un ultrafiltre plus fin que la base de filtre facial
(Gr), (Te®), 1l est clair que 3,(U)eF. Inversement, si U
est un ultrafiltre facial tel que §(U) = D cF, il résulte de la
proposition 3.38 (a) que mw,(U) est plus fin que la base de
filtre (Fr), (Te®), donc que U est plus fin que la base de
filtre (Gr), (Te®). De tout cela, il résulte que:

(Y W(Gr) = (3)7(G).

Teb
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En d’autres termes I'image réciproque par 3§, d’un fermé
quelconque de T, est un fermé de W(X). Ainsi, 3, est conti-
nue. Montrons qu’elle est fermée. Pour cela, il nous suffit de
montrer que si F est une face fermée de X, on a:

(3.47) 8(W(F)) = m(F) n T,.

Or, l'inclusion =,(F)>8,(W(F)) est évidente. Inversement,

prenons une génératrice extrémale D de =,(F). La proposi-
tion 3.44 dit qu’il existe un ultrafiltre facial Ue W(F) tel
que 7(U)——D. D’ou I'inclusion inverse.

DeriniTion 3.48. — Sotent F et G deux faces fermées de
X. On dit qu'elles sont l-séparables s’il existe un fe L(X)
telque 0 < f <, égalaOsur F etalsur G. Plus générale-
ment, deuz filtres faciauz U et UV sont l-séparables s’il existe
deuz faces fermées F et G de U et U respectivement qui sotent
l-séparables, et on dit qu’ils sont l-inséparables dans le cas
contraire.

Prorosition 3.49. — L’espace compact T, est homéomorphe
a Despace quotient de W(X) par la relation d’équivalence :

(UrRD) <= (U et V sont l-inséparables).

De plus, la relation R, est identique a la relation définie sur
W(X) par: (URDV) <= (4,(U) = 9,(0)).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 3.45 et la proposition
3.46, 3, est une application surjective continue et fermée de
W (X) sur T, D’apres la proposition 3 du § 5, chap. 1 de [5],
3, induit par passage au quotient un homéomorphisme de
W(X)/Rsur T, La démonstration sera achevée par celle de
R = R,. Or, dire que 3,(U) # §(V) équivaut a dire que les
filtres m,(U) et m,(V) ont des traces sur B, qui ne convergent
pas vers la méme limite. Ces filtres images étant faciaux, cela
équivaut a dire qu’il existe des faces fermées F et G de
(W) et m,(V) respectivement telles que FnGnB, = g.
D’aprés le corollaire 7.10 de [24], cela équivaut & dire que F
et G sont 1-séparables, ou 1 estla fonction de L, (Z,) égale
a1 sur B, Cela équivaut a dire que les faces F, = (=)7}(F)
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et G, = (m)™2(G) sont [l-séparables, car I = ¢,(1), ou ¢,
est la transposée de =, Par définition, cela équivaut a dire
que U et U sont [-séparables.

TatoriME 3.50. — Soit X un céne biréticulé ayant une base.
Alors,

(a) Ona R, = Ry, quels que sotent 1 et ' e L(X)t avec 1
et I' >0 sur

(b) Tous les compactifiés linéaires épais de X sont linéaire-
ment homéomorphes.

Démonstration. — Compte tenu du corollaire 3.18 (b) et de
la proposition précédente, 1l est clair que (a) implique (b).
Montrons donc (a). Fixons [ et I’ e L(X) avec l et I'>0 sur X,
et considérons la représentation fournie par le théoréeme 3.27.
La fonction [ s’identifie & la fonction constante égale a 1
sur T, et ' &4 une fonction f =1 continue sur T, & valeurs
dans [0, + o], nulle sur un ensemble de p-mesure nulle pour
toute p. € A(m,(X)). Considérons deux ultrafiltres U et U [-sépa-
rables. Par définition, 1l existe deux faces fermées F et G
dans U et VU respectivement qui soient l-séparables et notons

A=Tnr(F) et B=T,n=x(G). Il existe g continue sur
T,, avaleurs dans [0, 1] égale a0 sur A etalsur B. Consi-
dérons g = (1 — g)/g; la fonction g est continue sur T,
a valeurs dans [0, 4+ o], égale & + o sur A et a 0 sur
B. Considérons maintenant h, = inf (g, f). Puisque C,(X)
est héréditaire, h; e C(X), de sorte que l'application &
qui & ze X assocte A (w(x))(h;) est linéaire et continue sur
X. De plus, il est clair que, par construction, on a: h =1
sur F, h=0 sur G et 0 < h <. Ainsiy U et U sont
I'-séparables. En d’autres termes, la relation d’équivalence R,
est plus fine que R,. Sion échange ! et I’ dans cette démons-
tration on voit que I'inverse est vrai, de sorte qu’on a: R,=R,.

C.Q.F.D.

Dérinvition 3.51. — Soit X un céne biréticulé ayant une
base B = {l=1} avec | >0 sur X. On appelle faciés

de X et on note Fa(X) lespace quotient de W(X) par la
relation d’équivalence R,.
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Remarques 3.52. — (a) Soient 7, et Z, deux compactifiés
linéaires épais d’un méme cone biréticulé X. D’aprés le théo-
réme précédent, 1l existe un homéomorphisme linéaire =
de Z, sur Z,. Il serait fort intéressant de savoir si on peut
choisir © en sorte que =, om® = m, ou au moins que

=((X)) = mo(X).

(b) On verra au paragraphe suivant que la relation R, n’est
pas en général l'identité.

(¢) La description de T, au moyen d’ultrafiltres faciaux ne
peut se généraliser aux cones linéairement compactifiables
non biréticulés. En effet, tout repose sur la proposition 3.38 (a)
qui est caractéristique des cones biréticulés. Il faudrait proba-
blement considérer des £-ultrafiltres o £ est ’ensemble des
tranches coniques ouvertes de X (cf. définition 3.34).

5. Le cas particulier des cOnes profilés.

Lemme 3.53. — Soient X wun céne profilé biréticulé ayant
une base et le L(X) tel que | > 0 sur X. Alors, Uapplication
n, est un homéomorphisme de E, sur =/(E)cT,.

Démonstration. — D’abord, puisque =, est continue et injec-
tive, il nous suffit de montrer que sa restriction & E, est fermée.
Soit donc A un fermé de E, D’apres le théoréeme 2.4 (b),
il existe une face fermée F de X telleque A =FnE, etil

résulte de I'égalité (3.33) que m=,(A)==(F)n=(E), dou
le résultat, compte tenu du corollaire 3.19.

ProrosiTion 3.54. — Soient X un céne profilé biréticuls
ayant une base et le LX) tel que 1 > 0 sur X. Alors, l'espace

T, est homéomorphe au compactifié de Stone-Cech de E,.
Démonstration. — Puisque X est profilé, on a
X = conv (§,(X)).

En particulier, on a B, = conv (E,), et par suite, on a

T, = = (E,). Pour montrer que T, est homéomorphe au
compactifié de Stone-Cech de n(E), donc de E, d’aprés
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le lemme précédent, il nous reste a voir que toute fonction
continue bornée [ sur =,(E) se prolonge en une fonction
continue sur T,. Fixons f comme indiqué. La fonction fom,
est continue et bornée sur E,;; par suite elle se prolonge par
homogénéité en une fonction homogeéne continue g sur §,(X)
qui se prolonge elle-méme en une fonction he %$,(X) d’aprés
le théoreme 2.4 (¢). Par définition du compactifié linéaire
Z,, 1l existe une fonction h'eL,(Z,) telle que hA'om, = h.
Il en résulte que A’ coincide avec f sur =,(E), d’ou le résul-
tat.

Remarque 3.55. — 1l résulte de cette proposition qu’on peut
montrer, pour les cones profilés biréticulés, que les compac-
tifiés linéaires épais sont homéomorphes sans passer par la
théorie des ultrafiltres faciaux. Pour un tel cone, [ et
I'e L(X) tels que [,1"” > 0 étant donnés, il suffit de montrer
que E, et E, sont homéomorphes, ce qui est évident, si
on considére 'application z+——— (z/l(z)) de E, sur E,.

Prorosition 3.56. — Sotent X un céne profilé biréticulé
ayant une base et le L(X) tel que 1 > 0 sur X. Alors, pour
que la relation d’équivalence R, (prop. 3.49) soit l'identité,
il faut et il suffit que E, soit normal.

Démonstration. — Soient U et UV deux ultrafiltres faciaux
distincts. Il existe deux faces fermées F et G dans U et V
respectivement telles que Fn G = {0}. Les traces de F et
G sur E, définissent deux fermés A et B non vides dont
I'intersection est vide. Par suite, si E, est normal, 1l existe
une fonction feC(E) avec 0 < f <1, f=0 sur A et
f=1 sur B. D’apres le théoréme 2.4, f se prolonge en une
fonction feL (X) avec 0 < f < 1. Mais, comme X est
profilé, on a: F = conv (A) et G = conv (B) d’ou il résulte,
par continuité que f=0 que F et f=1 sur G. Ainsi, U
et U sont l-séparables. D’ou le résultat. Inversement, sup-
posons E, non normal. D’apres le lemme 3.53 et la proposition
3.54, il existe deux fermés A et B de E,, non vides et tels
que m,(A)nm,(B) contienne au moins un point deT,. Consi-
dérons les cones F = conv (A) et G = conv (B). Compte
tenu du théoréme 1.16 (b), ce sont deux faces fermées de X
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telles que FnG = {0} et que =,(F)n=(G) contienne une
génératrice extrémale D. Par suite, d’aprés la proposition
3.44, 11 existe deux ultrafiltres faciaux U et UV contenant F
et G respectivement et dont les images par =, convergent
vers D. Puisque Fn G = {0}, ces ultrafiltres sont distincts
et, d’apres la proposition 3.49 ils sont l-inséparables, ce qui
prouve la réciproque.

La proposition qu’on va montrer maintenant est bien utile
pour la construction d’exemples. Pour les espaces replets
qu’on va définir, on renvoie a I’exposé de Varadarajan ([33]).

DérinviTion 3.57. — Un espace complétement régulier est dit
replet (ou realcompact ou Q-space en anglais) s’il est complet
pour la structure uniforme la moins fine rendant uniformément
continues toutes les fonctions numériques continues sur T bor-
nées ou non.

Prorosition 3.58. — (a) Soit X wun céne biréticulé ayant
une base B. Alors, &(B) est replet.

(b) Inversement, tout espace replet T est homéomorphe a
Pensemble des points extrémaux d’une base d’un cone bien coiffé
biréticulé.

Démonstration. — (a) D’apres le corollaire 1.20,

§(B) = 6,(X) n B

est fermé. Il est donc complet pour la trace d’une structure
uniforme faible sur X, c’est-a-dire pour une structure uniforme
initiale associée & une famille de fonctions numériques continues.
D’aprés la proposition 7, § 3, chap. 2 de [5], &(B) est replet.

(b) Considérons le cone M des formes linéaires positives
sur C(T). D’apres 'exemple 1.11, le cone M est biréticulé
pour o(M, C(E)). D’apres le théoréme 15 de [12], M est bien
coiffé et, si 1 est la fonction constante égale a 1 sur T,
I’ensemble E; est {3,, xeT}. On peut alors conclure en
remarquant que, puisque T est complétement régulier,
Papplication 2+ 3, est un homéomorphisme de T sur E,.

Ezemple 3.59. — Il est maintenant facile de donner un
exemple de cone biréticulé bien coiffé ayant une base

B,={l=1} avec leL/(X) et [ >0 sur X tel que la
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relation R, ne soit pas I'identité. En effet, compte tenu
des propositions 3.56 et 3.58, il suffit de trouver un espace
replet qui ne soit pas normal. Considérons donc !espace
produit RI. C’est un produit d’espaces replets, il est donc
replet. Mais 'exercice 11 (b) du § 9 du chapitre 9 de Topologie
générale de Bourbaki, montre que ce produit n’est pas normal
dés que I est un ensemble non dénombrable.

Remarques finales.

Remarque 3.60. — Dans [0], probleme 13, il était suggéré
que I’analogue des coOnes biréticulés & base compacte dans la
proposition 3.17 pourrait étre, pour les cones biréticulés sans
base, les cones N(T)* des mesures de Radon sur un locale-
ment compact T. Cette analogie semble bien artificielle.
En effet, considérons le cone M,(T)* des mesures de Radon
positives bornées sur un espace localement compact T non
dénombrable a l'infini, mis en dualité avec Cy(T). C’est un
cone biréticulé ayant un chapeau universel, et on voit mal quel
avantage on pourrait tirer a savoir qu’il est plongeable dans
le cone M*(T). En fait, il semble qu’il faille voir le probléme
de la compactification linéaire comme un cas particulier du
probléme suivant : Etant donné un céne biréticulé X, peut-on
plonger X en une face partout dense d’un cone biréticulé Z
vérifiant une propriété (P)? La propriété (P) dépendant de la
situation ou on se trouve, et qui pourrait étre: Z est a base
compacte, Z est métrisable, ou presque bien coiffé.

Remarque 3.61. — Voici les corrections a apporter a [0],
en fonction des résultats de ce dernier travail:

— Les énoncés (b) et (¢) du théoreme 10 sont inexacts et
doivent &tre omis.

— Dans I’énoncé (b) du théoréeme 12, il faut supposer que la
compactification linéaire (m, Z) est épaisse.

— La définition 14 doit é&tre remplacée par la suivante:
On dit que deux faces fermées F et G de X sont inséparables
s'il existe f et leL(X) avec 0 < f <1 et I >0 sur X tels
que f=1 sur F et f=0 sur G.
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