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CONNEXION EN TOPOLOGIE FINE
ET BALAYAGE DES MESURES

par Bent FUGLEDE

A premiere vue la topologie fine, introduite par H. Cartan en
théorie classique du potentiel, semble peu maniable. Elle n’admet
aucune partie compacte infinie, et elle n’a pas de base dénombrable
(ni méme la propriété de Lindelof). De plus elle n’est pas normale
(bien que complétement réguliére). Ces inconvénients cependant ne
sont pas sérieux. D’abord Doob [9] a établi un principe ‘“quasi
Lindeldf” pour la topologie fine qui suffit pour les raisonnements
de dénombrabilité. I1 y a également une propriété utile de ‘“‘quasi
normalité” pour la topologie fine.

En réponse 3 une question posée par C. Berg j’ai montré dans
[10] que la topologie fine est localement connexe, et que tout ouvert
connexe pour la topologie initiale est finement connexe. Ceci s’applique
méme dans le cadre axiomatique de Brelot dans le cas noté (A,) (avec
Paxiome de domination qui est indispensable)(l). Voir les théorémes 2
et 4 ci-dessous.

La méthode de démonstration s’appuie sur la théorie du balayage
des mesures (notamment celui de la mesure de Dirac £, ), et on obtient
en méme temps de nouveaux résultats sur le balayage. Dans le travail
présent (qui contient et étend la prépublication [10]) on va appro-
fondir ces recherches sur le balayage des mesures et donner une ré-
ponse affirmative & la question centrale laisséc ouverte dans [10], en
montrant (th. 5 bis) que le support fin de la mesure balayée s,'? de €,
sur une base B (ne contenant pas le point x) constitue toute la fron-
tiere fine de la composante fine de x dans (B. De plus, cette compo-
sante fine s'identifie au complémentaire CBx de la base la plus grande

(*) M. Berg a observé que I’espace harmonique associé 3 I’équation de chaleur est
finement totalement discontinu (i.e. toute composante fine se réduit a un point).
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B, parmi toutes les bases E D B telles que £ = €P. La méthode uti-
lisée ici pour la démonstration est limitée au cas d’un espace de Green,
mais les résultats restent valables méme dans le cas axiomatique indiqué
ci-dessus, grice 4 une théorie des fonctions finement harmoniques
esquissée dans [11]. Dans le cas d’un espace de Green on obtient
cependant une caractérisation plus explicite de la base maximale B, ,
a savoir I'ensemble des points # x en lesquels le potentiel greenien de
ef coincide avec celui de €, . Voir [10], ou le th. 5 bis ci-dessous.
Toutes ces propriétés de €B sont déduites ici des résultats corres-
pondants sur la balayée d’une mesure quelconque u (théoré¢mes 3 et 5).

Signalons & ce point que Ng.-Xuan-Loc a trouvé en collaboration
avec T. Watanabe une caractérisation probabiliste intéressante des
domaines fins, ainsi qu’une démonstration probabiliste indépendante
du théoréme du support fin de €2, (Voir [13]).
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1. Préliminaires sur le balayage des mesures.

On se place d’abord (§ § 1-4) dans le cadre d’un espace harmo-
nique £ satisfaisant au groupe d’axiomes (A,) de la théorie axio-
matique de Brelot [3], [4]. Plus précisément :
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a) £ est un espace localement compact (séparé) et non compact,
connexe et localement connexe, et 3 base dénombrable.

b) Le faisceau des fonctions harmoniques satisfait aux axiomes
de base 1, 2, et 3.

¢) On suppose en outre I’axiome D (de domination) et I’existence
d’un potentiel > 0.

Pour tout ensemble A C £2, on désigne par b(A) la base de A
(ensemble des points de §2 en lesquels A n’est pas effilé). On sait que
A\b(A) est toujours polaire, et que b(A) est vide si et seculement si A
est polaire. Rappelons que b(b(A)) = b(A), b(A U B) = b(A) U b(B),
et que ACB entraine b(A) Cb(B). Tout ensemble de la forme
B = b(A) s’appelle une base. Toute base est un G; , et on a b(B) = B.
Les ensembles A tels que b(A) C A s’identifient aux ensembles fermés
pour la topologie fine sur §2. Pour tout ouvert fin A on a b(A) D A.
La fronti¢re fine d’un ensemble A C £ se note 9, A.

Toute fonction surharmonique u = 0 dans §2 est finement con-
tinue. Pour tout ensemble A on note u® = R:, la balayée de u sur
A. Cest la plus petite fonction surharmonique = 0 dans £ qui majore
u sur b(A). On a u® = u sur b(A), et u® = u?) partout dans Q.

Désignons par 2 le cone convexe des potentiels p sur £ qui
sont finis continus dans £2 et harmoniques hors d’un compact (dé-
pendant de p).

DEFINITION. — Une mesure (positive, de Radon) u sur S sera
dite admissible lorsque

fpdu <+ o pour tout pER, .

En partliculier, toute mesure a support compact est admissible.
Dans la théorie classique du potentiel newtonien dans R” (n = 3) une
mesure u est admissible si et seulement si f A+ x])? "du(x) <+oo.

Le procédé de balayage des fonctions surharmoniques induit par

dualité le balayage des mesures (voir M™® Hervé [12] pour les mesures
a support compact, et Constantinescu [7] pour les mesures admissibles) :

Pour toute mesure admissible u et toute partie A de £ il existe
une mesure pu* et une seule telle que
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S udur = [ urdy (= [ Riau)

pour tout potentiel u ER, et alors aussi pour toute fonction sur-
harmonique u = 0.

Noter que u® est encore admissible puisque u® < u. De plus,
uA = ub®, Si ACECB et u® = uB il vient u® = uf.

Le théoréme clef pour les recherches présentes est le résultat
suivant dit & Brelot [1, n® 12], [2] dans le cas classique, et étendu
par M™ Hervé [12, n°® 28] au cadre axiomatique actuel (toujours pour
1 2 support compact) :

THEOREME 1. — Soit u une mesure admissible sur S et A une
partie de S2. Alors

a) u? est portée par b(A).
b) u® = u si et seulement si u est portée par b(A).

c) L’implication [u(E) = 0] = [puA(E) = 0] a lieu pour tout
ensemble polaire E, ainsi que pour toute partie E de l'intérieur fin
de A.

Démonstration. — On se raméne au cas connu d’une mesure a
support compact en représentant la mesure admissible 4 comme limite
croissante de ses traces u,, sur une suite croissante de compacts K, C £2
de réunion . Pour tout A C § les mesures balayées w2 forment
encore une suite croissante, dont la limite (vague) v s’identifie 4 u#
parce que

=1 A= A = A, — A
fudv— ll'li'nf udu;, h:n f utdu, fu du fudu
pour toute fonction surharmonique u = 0.

COROLLAIRE. — Si u est portée par b(CA), il en est de méme
pour u®, qui est alors portée par b(A) N b(CA) C 3r A(?).

Noter que I’énoncé b) du théoréme 1 contient la caractérisation

(%) On verra plus loin (cor. du lemme 6) que 5(A) Nb(CA) = b(d,A) pour toute
partie A d’un espace de Green 2. Ce résultat s’étend au cas axiomatique
présent (voir [11, § 1.2]).
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bien connue €% # ¢, de leffilement de A en x. (On pose €, = la
mesure de Dirac de support {x}).

2. La connexion fine de I’espace 2.

THEOREME 2. — L’espace S est finement connexe (ainsi que toute
partie ouverte et connexe de S pour la topologie initiale). Tout en-
semble E C Q de frontiére fine 3, E polaire est lui-méme polaire ou
bien le complémentaire d’un polaire.

Démonstration. — Soit d,E polaire. Si CE est non polaire on
pose A = lintérieur fin et B = I'adhérence fine de E, donc B\A = 4, E.
Alors CB est non polaire, et il existe x € CB. En vertu du corollaire
du th. 1, €F est portée par o,E. Comme €, ne charge pas le polaire
3,E, il en est de méme pour €} d’aprés ¢) du th. 1. D'od £ = 0, et
E est polaire. Si d,E est vide, 'ensemble polaire E ou CE est vide
puisque finement ouvert. Pour tout domaine partiel w C £ on sait
que les fonctions harmoniques dans w satisfont aux mémes axiomes

rappelés plus haut, et la topologie fine sur w est induite par celle
sur 2. |l

3. La base maximale B“ .

LeMME 3.1. — Soient A, B deux parties de S telles que A CB
(ou seulement b(A) C b(B)). Alors

@A? = ur = @B, ()P =ptr = (A
pour toute fonction surharmonique u = 0 sur 2, resp. pour toute

mesure admissible u. En particulier,

[u? = uB] & [u® est portée par b(A)] .

Démonstration. — Comme (u*)B = u® sur b(B), donc = u sur
b(A) (C b(B)), il vient (u?)® = u?, et par suite (u*)® = uA. L’identité
@B = u” résulte de ce que uB = u sur b(B) (D b(A)). Les autres
identités s’en déduisent par dualité. Enfin, la derniére équivalence
résulte du th. 1 b) pour la mesure admissible u® puisque (uB)* = uA. ||
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LEMME 3.2. — Soient A C S finement ouvert et B C §2 finement
fermé tels que A C B. Alors u® = uP\A pour toute mesure admissible
WU qui ne charge ni A ni I’ensemble polaire e = (B\A)\b(B\A).

Démonstration. — D’aprés ¢) du th. 1 on a uB(A U e) = 0, donc
il résulte de a) que uB est portée par b(B)\(A U e) = b(B\A) ; d’ot
le résultat d’aprés le lemme 3.1. ||

THEOREME 3. — Soient B C 2 une base et u une mesure admis-
sible sur 2.

a) Parmi toutes les bases E D B telles que uE = uB, il en existe
une plus grande, notée B, ; et on a p(B,\B) = 0.

b) Toute composante finement connexe U de CBu est un F tel
que u(U) > 003).

c) Si u(B) = 0, la mesure balayée uB = uB" est portée par 0,B,,
et aussi par la frontiére fine a,v de la réunion V de toutes les com-
posantes fines de CB chargées par u(*).

Démonstration. — On peut supposer 4 # 0 (sinon on a B, = ).

Ad a). Désignons par & l’ensemble de toutes les bases ED B
telles que u® = uB, ou de fagon équivalente

qudu=fquu(<+°°) (1)

pour tout potentiel u €% . Soient E,, E, €8, et montrons que
b(E,NE,)E8& etE, UE, €& D’abord BC b(E, NE,) CE, entraine

f ub(ElnE'Z) du = f qu# et par suite b(E, N Ez) € &. Puis il vient

E N
f uBdu < fu ‘UEzdu<f(uE‘ +ut2 " Ez)d;1=fquu,

et par suite E; U E, €8. Désignons par B, la réunion de la famille &.
Pour montrer que B, €&, considérons un potentiel u 6*323 . Les
balayées u® (E €8&) forment une famille filtrante croissante de fonc-

(®) On montre en fait plus généralement que u*(U) > 0 pour toute composante
fine U de C(B” U e) lorsque e C £ est polaire et que u(e) = 0.

(*) Ce dernier énoncé sera précisé dans le th. 5 ci-dessous pour le cas d’un espace
de Green (et dans [11, § 3.3] pour le cas axiomatique).
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tions surharmoniques dans §2 avec la méme intégrale finie (1) par rap-
port & u # 0. L’enveloppe supérieure

v: =sup{uF|E€&)}
est donc surharmonique dans §2 puisque f vdu = f uBdu < + o0,
Sur toute base E€ & on a v = u® = u. Cela montre que v = u sur B“ ;

d’ol v > u®*. D'autre part, U >y et b(B,) D b(E) = E pour tout
E€&. 11 en résulte que ub(B“) =uPr =y et que b(B,)D B, DB.

Comme
f-ub(B“)dy= _[vdu= fquu

pour tout u€Ry il vient b(B,) €&, donc b(B,)CB
B, = b(B,) € &. Pour la trace A de p sur B,\B on a

«» €t enfin

B

A=A <yt = B

Il en résulte que A est portée par B ; d’oit A = 0 et u(B,\B) = 0.

Ad b). Soit e C 2, e polaire, u(e) = 0. Montrons d’abord que
#(U) = 0 entraine U = @ lorsque U est une partie finement ouverte
et relativement finement fermée de I’ouvert fin C(B“ U e). Utilisons
pour cela le lemme 3.2 pour le fermé fin F := U U (B, U e) et 'ouvert
fin UCF. On trouve F\U = B, Ue, b(F\U) = B, . Comme

k@) = u(e) =0
il vient
: B,U B
”b(l')zuF:MF\U=#"e=M“=#B.

Comme b(F) O B, D B il résulte par la définition de B, que b(F) = B,
et par suite UCb(U) Cb(F) = B, (puisque U est supposé finement
ouvert) ; d’oll U = ). Cela achévera la démonstration de b) dés qu’on
aura montré que §2 est finement localement connexe. Cette propriété
découle cependant de ce qu’on vient déja de montrer ici (voir le § 4,
notamment le cor. 1 du th. 4).

Ad c). Toute composante fine de CB“ est non négligeable pour
u d’aprés b), et se prolonge en une composante fine (non négli-
geable) de CB. Ceci montre que CB, C V(C CB), et par suite que
a,B N a,B“ c afv. D’oli le résultat ; car uB = uB“ est portée par
0,BNa B, selon le cor. du th. 1. En fait, u est portée par chacun
des ouverts fins CB et CBH , donc aussi par sa base. ||
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Remarque. — C’est seulement la trace Mep de u sur CB qui in-
tervient dans B“ . Cela résulte aisément de b) du th. 1 en vertu de
I'additivité du balayage. On pourrait donc se ramener au cas u = Keps
autrement dit u(B) = 0. Dans ce cas il vient r(B,) = 0 puisque
r@B,\B) = 0 d’aprés a).

Il résulte de la partie de b) établie plus haut que C(B“ U e) est
finement connexe pourvu que e soit un polaire tel que u(e) = 0, et
que u soit portée par une partie finement connexe de C(B“ U e).
Ceci s’applique en particulier dans le cas p = €,, x € CB. Dans ce
cas on écrira B, au lieu de Bex pour la base maximale, et on a alors
x € CB, parce que £,(B,) =¢€,(B) = 0. D’ou les énoncés b), c) du
th. 4 ci-dessous.

4. La connexion locale de la topologie fine.

DEFINITION. — Un ouvert fin V C Q est dit régulier si CV est
une base, autrement dit : si CV est ineffilé en tout point de la fron-
tiére fine a,v (donc en tout point de CV).

Il s’agit d’une extension de la notion habituelle d’ensemble
ouvert régulier (pour la topologie initiale). Pour tout ouvert fin U,
Cb(CU) est le plus petit ouvert fin et régulier qui contient U. Noter
que tout ouvert fin et régulier est un F, pour la topologie initiale.

THEOREME 4. — a) L’espace S est localement connexe pour la
topologie fine, Les ouverts fins, finement connexes, et réguliers forment
une base pour la topologie fine.

~ b) Soit B une base, x € CB, et e un ensemble polaire tel que
x € Ce. L’ouvert fin C(B, U e) est alors finement connexe et contient
x(®).
©) La mesure balayée €2 = e:" de €, sur une base B(x € CB)
est portée par d,B, , et aussi par la frontiére fine de la composante
finement connexe de x dans CB(°).
(*) On note B, (= BEx) la base la plus grande parmi toutes les bases E D B telles
que €F = €2 (voir le th. 3 a)).
(°) Plus précisément cette composante fine de x dans CB n’est rien que CB, , et
sa frontiére fine 9, B, est le plus petit ensemble finement fermé qui porte €2 .

(Voir le th. 5 bis ci-dessous pour le cas greenien, et [11, § 3.3] pour le cas
général).
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Démonstration. — Selon la fin de la remarque au th. 3 il nous
reste seulement 3 vérifier ’énoncé a). Comme la topologie fine est-
réguliére, tout voisinage fin U d’un point x € Q contient un voisinage
fin et finement fermé V. Si on pose B =5b(CV), ona xECBCYV,
et par suite

x€CB,cCBCVCU,

avec CBx finement ouvert et régulier, et de plus finement connexe
d’aprés b) (utilisé pour e vide). ||

COROLLAIRE 1. — Toute composante fine d’un ouvert fin U C
est finement ouverte. Elle est réguliére (donc un F;) lorsque U est
régulier.

COROLLAIRE 2. — L’ensemble des composantes finement connexes
d’un ouvert fin U est dénombrable.

Cela provient de la propriété “quasi Lindelof’ de la topologie
fine, découverte par Doob [9, th. 7.1], grice au corollaire précédent.
Car il y a une famille dénombrable de composantes fines de U qui
couvre U & un polaire pres ; et ce polaire est lui-méme une réunion
de composantes fines de U, donc finement ouvert, et par suite vide.

S. Le support fin d’une mesure balayée.

Selon un théoréme de Getoor (voir aussi Choquet [6]) toute
mesure u sur §2 qui ne charge aucun ensemble polaire posséde un sup-
port fin, noté supp, p. Ceest le plus petit ensemble finement fermé
qui porte u. Evidemment supp; u est une base.

En particulier la balayée u® d’une mesure admissible sur un
ensemble A tel que w(b(A)) = 0 posséde un support fin. Car u? est
portée par b(A) et ne charge pas les polaires e C b(A) d’aprés le th. 1.

D’ailleurs Pexistence du support fin de u® = u?® (lorsque
u(b(A)) = 0) sera établie dans le théoréme ci-dessous, au moins pour
le cas d’un espace de Green, de fagon indépendante du théoréme de
Getoor.

Signalons cependant que ce résultat, ainsi que tous les énoncés
des §8 5 et 6 dans lesquels n’intervient pas le noyau de Green (ou
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les potentiels greeniens) s’étendent au cas axiomatique présent (voir
§ 1). Ceci sera démontré dans un travail ultérieur par application de
la théorie des fonctions finement harmoniques (voir aussi [11]).

Dans tout ce qui suit on se restreint au cas d’un espace de Green
§2 (voir Brelot et Choquet [5]). On désigne par G le noyau de Green
pour £ et par Gu le potentiel de Green d’une mesure admissible u
sur . On sait que (Gu)® = G(¢?) (noté aussi Gu?) pour tout en-
semble A C . En particulier Gu® = Gu partout dans b(A).

Soit alors B une base dans I’espace de Green §2, et soit u une
mesure admissible sur §2. On pose

I(w) ={yeQ|Gu(y) = +oo}.

Cest un ensemble polaire. De plus on considére la base la plus grande
B, parmi toutes les bases E D B telles que uE = uB (voir le th. 3).

THEOREME 5. — a) B, est la base b(A) de l'ensemble finement
fermé
A :={y€QIGuB(») = Gu(»},
et on a
A\I(w) CB,CA .

b) On a a, B, C a, B. De plus, si la trace pg de p sur B posséde
un support fin, il en est de méme pour la balayée p® de p sur B, et

supp; (®) = supp, (ug) U 9;B, .

En particulier, suppf(yB) = a,Bu lorsque u(B) = 0.

c) Les composantes fines de CB“ sont identiques aux composantes
fines de CB chargées par p.

Démonstration. — On peut supposer B non vide. Ad a). Sans
utiliser P'existence de I'élément le plus grand B, de Iensemble & de
toutes les bases E DB telles que uE = uB (voir le th. 3) on peut
raisonner comme suit : Pour tout E € & on a Gu® = GuE = Gu dans
E, donc E C A et par suite E = b(E) C b(A). En particulier B C b(A).
D’autre part la relation GuB = Gu dans A montre que

GuA = R‘é“ < GuB < GuA

puisque B C A. Il en résulte que u?@® = yA = uB et par suite que
b(A) est bien le plus grand élément de &, donc b(A) = B, .
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Tout point y de I’ensemble polaire
e:=A\(b(A)VI(w)

est finement isolé dans A parce que e C A\b(A). Comme de plus
I(p) est finement fermé il existe un voisinage fin et finement ouvert
V de y tel que I'adhérence fine de V ne rencontre A U I(u) qu’au
point y, vu que la topologie (ine cst réguliére. Selon le cor. du th. 1,
la mesure balayée Ecv est portée par 9,VCC(AUI(p) ; dod
GuB < Gu presque partout pour eCV D’autre part Gecv = Gg,, partout
dans b(CV), en particulier dans la base B puisque

BCB, =b(A)CA\{»}CCV.

Comme B # () ceci montre que eﬁv # 0, et il vient alors

prBder<f Gydegv = f Gef,vdp<f Ge, du=Gu(»), (2)

[ouraesy = [ GelVau® = [ Ge,au® = [ GuPde, = Gu() . (3)

On utilise ici pour la premicére inégalité dans (2) I’hypothése
y €e C CI(u), donc Gu(y) < + oo, et par suite f Gydeg" < + o0,

Pour la derniére égalité dans (3), noter que y €Ee C A. Ainsi I’hypo-
thése de I'existence d’un point y € e aboutit & une contradiction. Par
conséquent e = @, et A\I(u) C B, =b(A)CA.

Ad b) Considérons d’abord le cas u(B) =0 ; d’ou u(B,) =0
d’aprés le th. 3 a). En vertu du th. 1, uB® = uB“ est portée par 3,B,
Soit S C 3, B, un fermé fin qui porte uB, et montrons que S = a, B, .
Selon ¢) du th. 1, u® ne charge pas le polaire S\b(S), contenu dans
SC a, B, C B, , donc négligeable pour u. En remplagant au besoin S
par b(S) on peut supposer de plus que S est une base. Il suffit de
montrer que a, B, CSUI(p) ; car I(p) est polaire, et aan est une
base selon le cor. du lemme 6 ci-dessous (dont la démonstration ne
dépend que de I'énoncé a) du présent théoréme).

Pour montrer qu’en fait 8f B" C S U I(w) (dans le cas u(B) = 0),
raisonnons par I’absurde en supposant [Pexistence d’un point
yE(af BO\(S U I(n)), et désignons par Sy la base la plus grande
parmi toutes les bases E D S telles que Ef = ef, (voir le th. 3 ou 4).
L’ouvert fin C(Sy U I(w)) contient y € a, B, , donc rencontre I'ouvert
fin CB_ , soit

T
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z€C®B,US, UI(w) .

Il existe un voisinage fin et finement fermé W de z tel que
wC C(B“ U Sy Ul(p) .

En particulier y ¢ W, car y € B, . En remplacant au besoin W par
b(W) on peut supposer de plus que W est une base. La base WU Sy
contient S, strictement puisque z €W C C S, ; d’od S}v,v USy ¥+ ei" par
la définition de S, . Le dernier énoncé du lemme 3.1 montre donc
que EZ,VUS” n’est pas portée par S, . Comme elle est bien portée par
WU Sy il résulte que Touvert fin V=C(W U Sy) est un voisinage
fin de y tel que &:gv charge W. D’aprés a) on a GuB < Gu dans W,
tandis que GuB(y) = Gu(y) ; car

WCcC@B,VI(u)CCA, y€B,CA.

On est amené ainsi encore aux relations contradictoires (2), (3) ci-dessus
puisque 8)?" charge W. Par conséquent il vient S = a, B,, ce qui
signifie que a, B, est bien le support fin de uB (et C’est une base).

Dans le cas général, la décomposition u = pg + v avec v = pey
donne pB = py + vP puisque (uB)B = ug selon b) du th. 1. Il en résulte
que

supp; (1) = supp, (kp) U supp,(+®) .

D’ou le résultat ; car »(B) = O, et par suite supp, @) = 9,B,(C o, B)
d’aprés ce qu’on vient de montrer. Enfin B, = B, selon la remarque
d la fin du § 3.

Ad c). On peut encore supposer que u(B) = 0. Dans la démons-
tration de I’énoncé c¢) du th. 3 on a noté que toute composante fine
de CB“ se prolonge en une composante fine et non u-négligeable de
CB. Reste 4 montrer que toute composante fine U de CB telle que
u(U) > 0 est contenue dans CBM , donc est une composante fine de
CB,. Or UNCB, # @, car

#@UNCB,) =puU) — p(UNB,)>0

puisque p(UNB,) < u(B,\B) =0 d’aprés a) du th. 3. D’autre part
UNo B, =, car 3,B, C 9B selon b) ci-dessus, et 3, BC B C Cu.
Dol le résultat cherché UNB, = @ puisque U est finement con-
nexe. ||
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COROLLAIRE. — Pour que B, = B il faut et il suffit que p charge
chacune des composantes fines de CB. Il suffit donc que CB soit
finement connexe avec u(CB) > 0.

Remarques. 1) Pour toute base B il existe une mesure admissible
p sur  telle que B, = B, u(B) =0, et I(p) = @ (donc A =B)). Il
suffit de prendre pour p la trace sur CB d’une mesure admissible A
dont le potentiel greenien G est fini continu et strict, p. ex. au sens
de Constantinescu [7]. (De facon plus explicite soit A une mesure ad-
missible de densité finie continue > O par rapport 4 la mesure de
Lebesgue sur £2). Comme alors Gu < G\ < + oo partout il vient

B, =B, = {x€Q|G\*(x) = GA(x)} = b(B) = B
d’aprés le th. 5 a) et [7, p. 278](").

2) Supposons que u(B) = 0. Méme si BNI(u) = @ il se peut
que B, NI(p) # @, autrement dit que B, contienne A\I(u) stric-
tement (voir le th. 5 a))(®).

Dans le cas particulier u =€, (x € CB), on a cependant toujours
B, N I(p) = B, N{x} = @ selon le th. 4 b). Le théoréme suivant est
donc contenu dans le th. 5 et son corollaire ci-dessus. — Noter qu’il
se peut (méme dans le cas u =€, , x € CB) que

GeB(x) = Ge, (x) (= + ),
donc que B, = A\I(p) # A.

THEOREME 5 bis. — Soit B une base dans un espace de Green 2,
et soit x € CB.

(") Selon le th. 3 ¢) toutes les composantes fines d¢ CB = CB, sont chargées par
cette mesure u, et leur ensemble est donc dénombrable. 6n parvient ainsi a
une nouvelle démonstration du cor. 2, § 4, d’abord pour U régulier, puis dans
le cas général grice au th. 6 ci-dessous.

(®) Posons par exemple B = b(dw), la base de la frontiére usuelle dw d’un ouvert
connexe w C  tel que Cw est effilé en un point non isolé a de dw tandis
que dw est ineffilé en tout point de (dw)\{a} ; d’ou B = (dw)\{a}. 11 est
facile de construire une mesure u portée par I’ensemble des points d’une suite
dans C(w U dw) de limite a, et telle que Gu(a) = + . Evidemment u(B) = 0
et BNI(w) = Q. De plus w est finement connexe d’aprés le th. 2. On voit
sans peine que w U {a} est une composante fine de CB. Comme p(w U{a}) =0
il vient w U{a}C B, selon ¢) du th.5 ; d’ou a € B, N I(w).
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a) La base la plus grande B, parmi toutes les bases E D B telles
que € = €8 s'exprime comme suit

B, = {y €Q\{x}|GeB(») = Ge, (»)} .
b) suppf(ef) = 9,B, (C9,B).

¢) CB, est la composante fine de x dans CB. En particulier,
B, = B équivaut a dire que CB est finement connexe.

6. Stabilité des domaines fins par retranchement
d’un ensemble polaire.

LEMME 6. — Soit x un point polaire. Les voisinages fins, finement
ouverts, et réguliers W de x tels que W\{x} (donc aussi W) soit fi-
nement connexe, forment un systéme fondamental de voisinages fins
de x.

Démonstration (dans le cas d’un espace de Green). — En vertu de
Pénoncé a) du th. 5 bis la symétrie du noyau de Green G entraine
que les relations y € CB, et x € CBy sont équivalentes pour toute
base B et pour tout x, y €. Selon la démonstration de ’énoncé a)
du th. 4, tout voisinage fin de x contient un voisinage fin V de x de
la forme V = CB ou B est une base telle que B, = B. Comme x
n’est pas finement isolé dans £2, il existe un point y € V\{x}, et on a
alorsy € CBx ,donc x € CBy . D’aprés le th. 4 b) ’ensemble W : = CBy
est finement ouvert et finement connexe, et il en est de méme pour
W\{x} puisque x est polaire et distinct de y. Enfin W CV parce que
B,DB. |

COROLLAIRE. — La frontiére fine d’une base est une base. Pour
tout ensemble ACS2 on a b(afA) = b(A)Nb(CA) ; et par suite

) ,
pr = u°® pour toute mesure admissible u sur U portée par b(C A).

Rappelons pour cela que la base d’un ensemble EC S est
Pcnsemble des points de I’adhérence fine de E qui ne sont pas 3 la
fois polaires et finement isolés dans E. Un point polaire x € 2 ap-
partient donc & b(E) si et seulement si (W\{x}) NE # @ pour tout
voisinage fin W de x. En vertu du lemme 6 on peut supposer ici
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W\{x} finement connexe. Alors (W\{x}) N 0,A # O équivaut a
WNxDNA#Q et (W\{x}) N CA # @. Pour un point non polaire
x €  on utilise un voisinage fin et finement connexe W au lieu de
W\{x}. Dans les deux cas ceci montre que x€b(3,A) équivaut a
x € b(A) Nb(CA). Pour une base A il vient, en particulier,

b@,A) =ANbCA) =3,A.

Pour A quelconque et pour u portée par b(CA), u? est portée par
b(A)NB(CA) = b(a, A) selon le cor. du th. 1. Comme b(af A)Cbh(A),

0
il résulte du lemme 3.1 que pu / A= T

THEOREME 6. — Si une partie U d’un espace de Green S) est
finement ouverte et finement connexe, il en est de méme pour U\e
pour tout ensemble polaire e C U.

Plus généralement (en apparence) : Pour tout ouvert fin U et
tout ensemble polaire e les composantes fines de U\e sont V\e ou V
parcourt ’ensemble des composantes fines de U.

Démonstration. — L’ensemble polaire e est finement fermé, et
tout” point de e est finement isolé dans e. Soient V, , V, finements
ouverts et disjoints tels que V, UV, = U\e. Pour tout point x € e il
existe d’aprés le lemme 6 un voisinage fin W, de x tel que W, C U et
que W_\{x} est finement connexe et ne rencontre pas e. Comme alors
W A\{x}CV,UV,, il en résulte que W_\{x} est contenu dans I'un
des ensembles V, ou V, . Pouri = 1, 2 soit U; la réunion de V; et de
Pensemble des points x € e pour lesquels W, \{x} C V;. On voit que
U, et U, sont finement ouverts et disjoints, et que U =U, UU,.
Comme U est finement connexe, I'un des ensembles U;(i = 1,2) est
vide, donc aussi I’ensemble V; correspondant. ||

7. Connexion fine des hypersurfaces.

THEOREME 7. — Dans un espace de Green de dimension n, toute
variété lipschitzienne V de dimension n — 1 qui est connexe pour la
topologie initiale, est finement connexe(®).

(®) Noter que toute variété lipschitzienne V de dimension < n — 2 est polaire,
donc finement discréte.
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Démonstration. — On se raméne facilement au cas = R", V =
une partie ouverte et connexe d’un hyperplan R”~! C R”. (On utilise
pour cela le caractére local de I’effilement et son invariance par des
transformations lipschitziennes). Sur tout espace euclidien R¥ on a la
topologie approximative ordinaire (ordinary density topology) intro-
duite implicitement par Denjoy [8] (pour k& = 1). Les voisinages d’un
point x € R¥ pour cette topologie sont les complémentaires des en-
sembles A C R¥\{x} ayant x comme point de dispersion (ordinaire)
par rapport 3 la mesure de Lebesgue m sur R* :

m*(ANK,)
im ————— =
r=>o  m(K,)

ou K, désigne la boule de centre x et de rayon r.

On sait que Rk, ainsi que chacun de ses sous-domaines, est con-
nexe pour la topologie approximative. Ce résultat se trouve implici-
tement chez Denjoy [8] pour kK = 1, et chez Ridder [14] dans le cas
général. Le th. 6 résulte donc du second énoncé du lemme suivant.
(De méme, le premier énoncé conduit & une nouvelle démonstration
de la premiére partie du th. 2 pour les espaces de Green).

LEMME 7. — La topologie fine sur R" est moins fine que la topo-
logie approximative ordinaire sur R". De plus, la topologie fine induit
sur tout hyperplan H C R" une topologie moins fine que la topologie
approximative ordinaire sur H = R" ™!,

Démonstration(1°). — Considérons par exemple le second énoncé
qui semble étre nouveau. Il s’agit de montrer que tout ensemble A C H,
effilé en un point x, € H, y posséde la densité ordinaire O par rapport
a la mesure de Lebesgue m sur H = R” . Pour s > 1 fixé on pose

(1%) Au lieu de s’appuyer sur le critére de Wiener comme ici, on pourrait fonder
la démonstration du lemme sur le résultat connu suivant (valable méme dans
Paxiomatique au début du travail) : Pour tout ensemble A effilé en un point
x€CA on a (eﬁv)* (A) = O suivant Pensemble filtrant décroissant des voi-
sinages réguliers V de x (pour la topologie initiale). Il s’agit alors d’appliquer
ce résultat pour un voisinage convenable V de x (une boule dans le premier
cas du lemme) et pour ses homothétiques par rapport i x. Dans le second cas
on peut choisir V connexe et tel que la frontiére dV de V est “lisse” et
contient une intersphére dans H. Alors £5V = €9V posséde une densité finie
continue et > 0 sur 9V par rapport & la mesure-surface sur aV ; d’ou faci-
lement le résultat.
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S, = {yER"|sP71 < G(x,, ) <sP},

p=1,2,...,avec G(x,y) =|x — y|>~™ pour n = 3 (modification
facile pour n = 2). Par la définition de la capac1té extérieure c* par
rapport au noyau G, il vient

m*(ANS,) <c*(ANS,) sup f G(x, y)dm(y)
xeR" P

puisque A C H. Le potentiel 3 droite est fini continu, et il existe a
cause d’homogénéité une constante finie k (indépendante de p) telle
que

sup fmsp G(x,y)dm(y)<kflms G(xy, y) dm() .

xeR" 14
Comme G(x,, y) <sP pour y € S il en résulte que
m*(A N Sp) <c*¥(AN S,) ksP m(HN Sp) R

et par suite, pour tout ¢ =1,2,...

b

m* (Aﬁ pL>Jq Sp) <km(Hﬂ o, ) pz:,q sPc*(ANS,) .

D’aprés le critére d’effilement de Wiener, la somme a droite est finie,
donc s’annule pour ¢ = + o=. D’oul le résultat cherché parce que
pgq S, ={y €R"|G(x,, y) = 57} est une boule de centre x, dont le

rayon s’annule pour ¢ = + oo ||
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