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SINGULARITÉS GÉNÉRIQUES
DES APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES

DE LA 2-SPHÈRE
DANS UNE 3-VARIÉTÉ DIFFÉRENTIABLE

APPLICATION A LA DÉMONSTRATION
DU THÉORÈME DE LA SPHÈRE

par Jean-Loïc BATUDE

Introduction.

Dans cet article nous nous intéressons au théorème suivant dit :
"Théorème de la sphère55 :

Soit M une 3 variété différentiable orientable telle que TT^M)
soit différent de zéro. Alors il existe un plongement différentiable de
la 2-sphère V dans M non homotope à une application constante.

Le théorème de la sphère a été énoncé et démontré pour la
première fois par Papakyriakopoulos dans [6] avec cependant des hy-
pothèses un peu plus fortes.Whitehead dans [8] a amélioré la fin de
la démonstration de Papakyriakopoulos, ce qui lui a permi de réduire
les hypothèses et de donner l'énoncé ci-dessus.

Ces démonstrations ont été faites dans un cadre simplicial et
reposent sur des résultats concernant les singularités des applications
de V dans M, certains de ces résultats provenant de travaux de très
anciens géomètres.

Dans cet article nous reprenons Fétude complète des singularités
des applications de V dans M en nous plaçant dans un cadre différen-
tiable et en utilisant les méthodes de transversalité. Puis nous montrons
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comment ces résultats sont utilisés pour la démonstration du théorème
proprement dite en transposant les arguments et construction de
Papakyriakopoulos et Whitehead au cas différentiable.

Toutes ces variétés et toutes les applications que nous considé-
rerons seront supposées C°°-différentiables. V désignera la 2-sphère et
M une variété de dimension trois. Etant donnée une variété W son
espace tangent en un point x sera noté W^ .

I. Singularité générique des applications différentiables de la
2-sphère dans une variété de dimension 3.

1. Théorème de transversalité de Thom.

Soit JT(V,M) l'ensemble des jets infinitésimaux d'Ehresmann
d'ordre r de V dans M. J''(V,M) peut être muni d'une structure fibrée
différentiable de base V.

Toute application / de V dans M définit une section /r de ce
fibre, celle qui à tout point x de V associe le jet d'ordre r de /en x.

Soit d une métrique sur J''(V,M). La famille des parties de
[Hom(V,M)]2 :

Ke={(/ ,^)e[Hom(V,M)]2 ; d[f\x) ,^(x)] < £ , Vx GV}

où £ décrit R^ constitue une base d'entourage pour une structure
uniforme sur Hom(V,M) ; soit C/ la topologie qu'elle définit et
L(V,M,r) l'espace Hom(V,M) muni de cette topologie.

L(V,M,r) est un espace de Baire.

1er Théorème de transversalité.

Si N est une sous-variété fermée de VÇV ,M), l'ensemble des ap-
plications / de V dans M telles que /r soit transverse à N forment un
ouvert dense de L(V,M,^), si s > r.

^ème Théorème de transversalité.

Si N est une sous-variété fermée de [^(V .M)]1', 5p(V) le sous-
ensemble de V^ formé des suites de p points de V non tous distincts,
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et C le complémentaire d'un voisinage ouvert de ôp(V), l'ensemble
des applications/de V dans M telles que (/r , . . . ,/'') soit transverse
à N sur C forment un ouvert dense de L(V,M,5), si s > r.

2. Point fronce d'une application f de V dans M.

DEFINITION. — Soit x un point où le rang de f est égal à 7, soient
(^i, x^), Oi, y ^ , ^3) des systèmes de coordonnées locales au voisi-

nage de x et de y = f(x) tels que -— engendre le noyau de df^.
^i

( à à à ) 9/
Considérons la base — ' —— ' -— de M et soient : — ;

( ^y^ 9^2 ^3} ^i
{ a y^of a y^of a y^of}

i = 1, 2 les vecteurs de composantes j —-— » —.—— > —.—— ( ?
\ àx. ox^ OXf j

^2^

——— ; i = 1, 2 les vecteurs de composantes
9x^ 9Xf

{a^o/ a^o/ a2^o/ )
( a.x:̂  a;c,? a^i ajc, ï a^i a^, )

, - a/ a2/ a2/
OTZ ̂  que x est un point fronce de f si ̂  - ̂  - g^

forment une base de My.

THEOREME. - Au voisinage d'un point fronce x de f et de son
image y on peut choisir les coordonnées locales ( x ^ , x^), ( y ^ , y ^ , y 3)
de manière que f's'exprime sous la forme: y i =x^,y^=x^ ,^3=^1^2 »
ÛK voisinage de x.

Démonstration. - Cf. H. Whitney [10]

Conséquence. - Etant donné un point fronce x d'une application
/ de V dans M il existe un voisinage ouvert u^ de x tel que :

1) u^ ne contient aucun point singulier de / autre que x.
2) il n'existe pas x9 ^ x dans u^ tel que f(x1) = f(x).
3) si x\ x" sont deux points distincts de u^ tels que f ( x ' ) = /Oc"),

on a
^'(v^) + dfx^x11) = M^ •
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4) l'ensemble des points doubles de f(u^) constitue une sous-
variété de dimension 1 de f(u^) de bord f(x).

3. Applications génériques.

DEFINITION. — On appelle application générique de V dans M
toute application f appartenant à Hom(V,M) vérifiant les cinq pro-
priétés suivantes :

1) les points singuliers sont tous des points fronces.
2) tout point double est valeur régulière.
3) en un point double y = f(x') == /Oc"), x ' ^ x " , on a :

d/^(V^)+rf/^(V^)-M^

4) f n'a que des points triples isolés.
5) / n'a pas de points quadruples.

PROPOSITION. — Les propriétés qui interviennent dans la définition
d'une application générique peuvent être traduites par l'écriture de
transversalité dans des espaces de jets de la manière suivante.

a) / : V -^ M vérifie 1 si et seulement si f1 est transverse à la
sous-variété N^ de I1 (V ,M) formée des jets d'application en un point
où leur rang n'est pas égal à 2.

b) Une application /: V -> M vérifiant 1, vérifie 2, si et seu-
lement si (/1 ,/1) est transverse à la sous-variété N3 de (J1 (V ,M))2

formée des couples de jets d'ordre 1 ayant même but l'un d'eux étant
singulier.

c) / : V -> M vérifie 3 si et seulement si ̂  = (/°, /°)/V2 - Ô^V)
est transversc à la sous-variété N4 de (J°(V,M))2 image réciproque de
la diagonale de M2 par la projection naturelle de (V x M)2 sur M2.

d) / '' V -> M vérifie 4 si et seulement si

^ =(f\f\fo)/V3-6,W

est transverse à la sous-variété N5 de (J°(V,M))3 image réciproque de
la diagonale de M3 par la projection naturelle de (V x M)3 sur M3.

e) / : V -> M vérifie 5 si et seulement si la restriction de
(/°,/0,/0,/0) à V4 - 04 (V) est transverse à la sous-variété N5 de
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(J°(V,M))4 image réciproque de la diagonale de M4 dans la projection
naturelle de (V x M)4 sur M4.

Démonstration. - Cf. [1]. Les démonstrations de a, b, c, d. e
sont très analogues. Donnons quelques indications sur la démonstration
de c) :

Soient (x\ , x\), (x^ , x^) des systèmes de coordonnées sur V au
voisinage de x\ x ' 1 respectivement et (y^ , y ^ , y ^ ) un système de
coordonnées sur M au voisinage de y = f(x1) = f(x11).

On en déduit un système de coordonnées :

( x \ . x , , y ^ y ^ y , ;^/,^ ; ̂  , y\[, y',)

Sur (V x M)2, au voisinage de (/° , /°) ( x ' , x ' ) .
Soit E l'espace tangent à (V x M)2 en ce point. On peut montrer

par le calcul que :

^(A/0) (.̂ M) + d(fo f /0) (vxf e VXH) = G e H e K

où :

/ b \— G est le sous-espace vectoriel de E engendré pan —;) et
v ̂ /I-sl.l

(-'-}
'̂̂ .,2

— H celui engendré par (—- + —-\
,̂ 3^/^1,2.3

— K celui engendré par les vecteurs (Yj) et (Y^).

Ceux-ci ayant pour composantes sur (—-) et (—-) les mêmes
^9y/ ^Sy^

•\ •\ •\
composantes que les vecteurs df^{—-\ et df.,..(—-\ sur (——\ •

^SXf^ \9x^^ ^y/

Pour que <? soit transverse à N4 il faut et il suffit que le sous-
espace vectoriel K soit de dimension 3 donc, d'après ce qui précède,
que

rf^(V^) + d4.(V^) = My .
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PRorosmoN. - Les applications f de V dans M vérifiant respec-
tivement l e t 3 ; \ , 2 e t 4 ; ï , 2 e t 5 forment des ouverts denses L,
L,, 1.3 de L(V,M,r) si r>2.

Démonstration. - Cf. [1]. Les théorèmes de transversalité de
Thom et l'étude locale d'une application au voisinage d'un point
fronce permettent de démontrer cette proposition.

Théorème fondamental. - Les applications génériques forment
un ouvert dense de L(V,M,r) si r > 2.

Démonstration. - L(V, M, r) étant un espace de Baire, l'ensemble
des applications génériques c'est-à-dire L, H L, n L, est un ouvert
dense de L(V,M,r).

DEFINITION. - On appelle singularités génériques les singularités
des applications génériques.

4. Courbes doubles.

PROPOSITION. - Si ( x ' , x " ) appartient à V2 - 6^(y),f(x") ̂ f(x")
équivaut à : y(x', x " ) appartient à N4 .

Démonstration. - résulte immédiatement de la définition de N4.

THEOREME. - Les points doubles sont répartis suivant les courbes
qui sont soient fermées, soient limitées par des images de points
fronces.

Démonstration. - Cf. [1]. / étant générique, ^ est transverse à
N4 et par suite (^(N4) est une sous-variété de dimension 1 de
V2 - 62 (V). Les composantes connexes qui sont en nombre fini sont
des courbes sans singularité dont les bords éventuels appartiennent à
82 (V).

Si C' est une composante connexe de ^-'(N4), sa symétrique par
rapport à ô^V), C" en est une autre. ^-'(N4) s'écrit donc

^-'(N4)= ̂  (C^UC^') .
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Si C^ et C'^ sont limitées par deux points bords (^ , x^\ (x^ , x^),
x^ et jc^ sont des points fronces. Projetons C^ , Cj^ sur le premier
facteur de V2, on obtient deux courbes J^ , J ' ^ de V ayant éventuel-
lement des points doubles, que / recolle suivant une courbe double
r^ qui est soit fermée, si C^ et C^ le sont, soit limitée par des images
de points fronces si C^ et C^ ont des points bords.

DEFINITION. — On appelle courbe fronce une courbe double li-
mitée par des images de points fronces.

DEFINITION. - Considérons ^(N4) = Û (C^ U C^) et l'appli-
cation symétrie s^ : C^ -^ C^. Par projection, s^ induit un homéo-
morphisme local non nécessairement univoque ^ : J^ -^J^. La
famille des triplets { J ^ , J^ , ̂ ^} est appelée diagramme réalisé de f.
C'est une représentation des singularités de f dans la source V.

DEFINITION. - Si { J ^ , J^ , ̂ } est le diagramme réalisé de f :
V -> M, on appelle régions de ce diagramme, les fermetures des com-
posantes connexes de V diminué des courbes du digramme.

5. Points triples.

PROPOSITION. — Par un point triple passent trois arcs de courbes
doubles et ceux-ci se coupent transversalement.

Démonstration. — Soient x^ , x^ , x^ les antécédents d'un point
triple y , les six points :

0:i , x^) (x^, ^3) 0:3 , x^) (x^, j<:i) 03 , x^) Oi , ^3)

appartiennent à (^^(N4).
Par suite, par chacun des trois premiers passe un arc de courbe

Ci , C^ , C'3 et par leurs symétriques passent les arcs de courbes sy-
métriques C'/, C^, €3'. Soient Ji , }\, 1^ J'/, J^J's, leurs pro-
jections sur V. Ji coupe J'3 en x^ , J.^ coupe Jf en x^ , J'3 coupe J^
en x ^ . f recolle Ji avec J'/, î^ avec J^', J'3 avec J^ suivant trois arcs
de courbes doubles r\ , F^ , F^ , passant par y.
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PROPOSITION. — Si x ^ , x^, .x:3 50/2^ fes antécédents d'un point
triple y , si (3\ , J'/ , ̂ ) (J^ , 1^ , ̂ ) (J'3 , J^ , ̂ 3) 50^ les triplets
correspondant aux courbes doubles passant par y, si x ^ , x ^ , ^ ,
appartiennent respectivement à î\ H J^, J^ H J'/, J'3 H J^, ils vérifient
les relations

x, = ^^^3(^1) ^ = ^i^a^^) ^3 = ^^i^a^a)

Démonstration très simple.

Théorème de classification des points triples. — On distingue
trois types de points triples :

1) Ceux obtenus comme intersection de trois courbes doubles
distinctes se coupant transversalement.

2) Ceux obtenus comme singularité d'une courbe double
F = /(J') = /(J") un des antécédents du point triple étant une singu-
larité d'une des courbes 3 ' , J ' \

3) Ceux obtenus comme singularité d'une courbe double
F = /(J') = /(J"), un des antécédents des points appartenant à F H J".

Démonstration simple.

DEFINITION. — Etant donné un triplet (3[ , J'/ , 4^) du diagramme
réalisé de f tel que J[ coupe J'/ en un point a, f(a) est un point triple
par lequel il ne passe au plus que deux courbes doubles

Pi = f0\) = W) et ?3 = /(J3) = W) .

On dit dans ce cas que les triplets (î\, J'/ , 4^) et (J'3 , J'3 , ̂ 3) sont
adjacents.

6. Conséquences de l'étude des singularités génériques.

CONSEQUENCE 1. — Une condition nécessaire, et suffisante pour
qu'une courbe double F = /(.T) = /(J") soit simple est que ses anté-
cédents J', J" soient simples et qu'en plus ils soient disjoints ou con-
fondus. S'ils sont confondus J' = J" = J et f/1 : J -> F est un revê-
tement à deux feuillets.
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CONSEQUENCE 2. — On peut caractériser la complexité d'une im-
mersion générique par le couple ( t , d) du nombre de ses points triples
et de ses courbes doubles. On dira en effet que f^ < f^ si t^ < t^ ou
si t^ = ^ et û?i < û?2 .

CONSEQUENCE 3. — De l'existence d'une application générique f
de V dans M non homotope à zéro, se déduit celle d'une immersion
générique non homotope à zéro, par suppression des courbes fronces.

Démonstration. — Etant donné une courbe fronce

F = /(D = /(D

de /, considérons une des extrémités de F, soit y. Soit z le premier point
triple rencontré sur r en partant de y , x un antécédent de z et u un
voisinage de x dans V, tels que f(u) = v soit transversal à F et que
f/u : u -> v soit un difféomorphisme.

Il existe un voisinage tubulaire de F qui rencontre v suivant un
disque fermé D contenant z. On peut par une isotopie à Fintérieur du
voisinage tubulaire transformer D en un disque qui ne rencontre pas F.
La sphère ainsi obtenue est encore non homotope à zéro et a un point
triple de moins sur sa courbe fronce F. Par itération on peut éliminer
successivement tous les points triples des courbes fronces.

11 est alors facile d'éliminer les courbes fronces de la manière
suivante : considérons une courbe fronce F = /<J') = /(J") ; F U J"
est une courbe simple fermée. Soient E' et E" les deux disques limités
par cette courbe. Il existe des applications g ' : V -> M, g" : V -> M
telles que g\V) =/(E'), ^'(V) = fÇE"), l'une au moins étant non
homotope à zéro.

Elle peut être approchée par une application générique g : V -> M
qui lui est homotope et qui a une courbe fronce de moins que /. En
itérant, on élimine toutes les courbes fronces et on obtient ainsi une
immersion générique de V dans M non homotope à zéro.

CONSEQUENCE 4. — Si une immersion générique f : V -> M non
homotope à zéro, a une courbe double simple F = /(J') = /(J") dont
les antécédents J ' et ï 1 1 sont disjoints, on peut construire une im-
mersion générique non homotope à zéro de complexité moindre.
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Démonstration. — Y étant une courbe double simple, J'J" sont
des courbes simples fermées disjointes de V. On considère les 2-disques
de V, E' E" bordés par J', J" tels que E' ne contienne pas J" et E"
ne contienne pas J\ A partir des restrictions de / à E' et à E1' on peut
construire une immersion générique /' : V -> M telle que :

1) si /' est non honDtope à zéro, elle répond à la question.
2) si /' est homotope à zéro, alors on peut construire une homo-

topie régulière.
H : /(V) x 1 -^ M

telle que
H^AE')] =/(E") ; HJ/(E")] =/(E')

H(x , r )=x , W, VJCE/(V)--[/(E"»U/(E")]

Ho Oc) = x , VJCE/(V)

H^ o / peut alors être approché par une immersion générique homo-
tope à / e t qui a moins de courbes doubles que /.

CONSEQUENCE 5. — L'image W d'une immersion générique de la
î-sphère dans une 3-variété admet un voisinage régulier C°°, soit N.

Démonstration. — Cf. [ 1 ]. Le théorème sur l'extension des trian-
gulations C°° du bord d'une variété à cette variété, le théorème de
recollement de triangulations C°° de R. Munkres [5] et la nature des
singularités d'une immersion générique permettent de démontrer
qu'étant donnée une immersion générique / : V -> M il existe une
triangulation C°° de M qui induit une triangulation C°° de W. D'après
Whitehead [8] et Hirsh [4] l'image W d'une immersion générique de la
2-sphère admet alors un voisinage régulier C^N, qui est une sous-
variété à bord de dimension 3 de M.

7. Propriété de N voisinage régulier C°° de l'image W d'une immersion
générique f : V -> M

PROPRIETE 1. — W est un rétracté par déformation forte de N.

Démonstration. — N étant un voisinage régulier de W, s'effondre
sur W.
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PROPRIETE 2. — Si M est orientable, si H^(N) est fini le bord de
N est formé de 2 sphères.

Démonstration. - Cf. Seifert et Threlfall [7].

PROPRIETE 3. - Si le bord de N est formé de 2 sphères, TT^ (N)
s'injecte dans TT^ (M).

PROPRIETE 4. — Si M est orientable, si TÏ^(N) est fini on peut
plonger N dans une 3-variété P telle que TT^CP) = 0.

Démonstration. — On construit P en attachant des 3 cellules à N
suivant les 2-sphères qui constituent son bord. TT^ (P) == TT^ (N) et par
suite le revêtement universel P de P est compact. Il suffît de montrer/>^ /^
que TT^P) = 0 ce qui résulte de la compacité de P, de Fisomorphisme
d'Hurewicz et de la dualité de Poincaré.

II. Application à la démonstration du théorème de la sphère.

1. Construction de la tour élémentaire de Papakyriakopoulos.

Considérons une immersion générique / : V -> M, N un voisinage
régulier C°° de W = /(V) non simplement connexe, (M^ , P^) le revê-
tement universel de N et f^ un relèvement de / suivant p^ .

f^ est une immersion générique de V dans M^. Soit W^ son
image, N^ un voisinage régulier C°° de W^ dans M^ .

Le diagramme suivant porte le nom de tour élémentaire de
Papakyriakopoulos.

On dit que cette tour élémentaire a été construite sur / : V -> M
et que cette construction transforme / en f^.
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2. Propriétés de la tour élémentaire de Papakyriakopoulos.

PROPOSITION. — Le diagramme réalisé de f^ est contenu dans
celui de f.

DEFINITION. — Si (J',J",^) appartient au diagramme réalisé de
f, mais pas à celui de f^ on dit que la courbe double Y = /(J') = /(J")
est dédoublée dans la construction.

PROPOSITION. - Si la courbe double de f, Y == /(J') = /(J") est
dédoublée dans la construction, il existe une transformation de revê-
tement T de p^ telle que f ^ ( J " ) = r o f^(11). Par suite la recherche
des courbes doubles de f qui se dédoublent se ramène à celle des
transformations de revêtement différentes de l'identité telle que
W ^ H r - ^ W ^ ) ^ ^

Démonstration. - Cf. [1]. Elle repose sur le fait que ^ est un
difféomorphisme local et sur la propriété des transformations de revê-
tement de ne laisser aucun point invariant.

PROPOSITION. - Le revêtement induit par p^ sur W, (M , P) est
un revêtement universel et M = W^ U [U r(W^)] où r décrit l'ensemble
des transformations de revêtement de p^ différentes de l'identité.

PROPOSITION. -- // existe une transformation de revêtement T telle
que W^ H r-^W^)^ 0 et, si H, (N) est infini on peut choisir r d'ordre
infini.

Démonstration. — Cf. [1]. Etant donné un point y de W^ il
existe un voisinage ouvert de y dans M contenu dans la réunion des
^W^) qui contiennent y. On démontre alors que si la proposition
était fausse M ne serait pas connexe.

PROPOSITION. — Si r est une transformation de revêtement de p^
différente de l'identité telle que W^ H T'^W^) ^ 0, cette intersection
est constituée de courbes simples fermées disjointes T.

Si l'on pose T ' = r(T'), T" et V sont distinctes et
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r=p,(D=p,(T")
est une courbe double de f.

La famille des courbes doubles de f ainsi obtenue est la famille
des courbes doubles de f qui se trouvent dédoublées dans la construc-
tion de la tour élémentaire de PAPAKYRIAKOPOULOS.

Démonstration. - Cf. [1]. La forme de W^ Hr-^W^) résulte de
la transversalité de f^ par rapport à r~1 o f^.

THEOREME. - d(f^) < d(f).

Démonstration. — Cela résulte d'une manière évidente des deux
dernières propositions.

Remarque. — Ce théorème souligne l'intérêt de la tour élémen-
taire de Papakyriakopoulos.

PROPOSITION. — 5'; d(f^) = 0, W^ est une sphère et P^/W^ est
une immersion générique de celle-ci dans N, dont le diagramme réalisé
est constitué des triplets (T' , T^ , r ) où r est une transformation de
revêtement de p^ différente de l'identité telle que sur W^ H r1 (W^) =^ 0
vide, où T' décrit l'ensemble de courbes fermées constituant cette in-
tersection, et où V = T(T).

THEOREME. - Si d(f^) = 0 et si H^ (N) est infini, fa une courbe
double simple à antécédents disjoints.

Démonstration. — Cf. [1]. On considère la transformation de re-
vêtement d'ordre infini telle que W^ Hr'^W^) ^ 0 et une courbe
simple fermée T' de cette intersection.

Si T' H T" est vide, F = pÇV) = p ( T " ) est une courbe double
simple d e / à antécédents disjoints, d'après la 1̂  conséquence de
l'étude des singularités génériques. Sinon, d'après l'étude des points
triples, il existe un triplet adjacent (T^T'/.ïi) à (T , T" , -r). La
relation vérifiée par chacun des antécédents d'un point triple implique
que r^ = r~2.
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Si T^n r / est vide, 1̂  = p^(T^) = p^(T^) est une courbe
double simple d e / à antécédents disjoints. Sinon on itère la cons-
truction précédente. On démontre qu'au bout d'un nombre fini
d'opérations on arrive à un triplet (T^ , T^ , r^) tel que T^ H T^ = 0,
en vérifiant à l'aide de l'expression de Ty en fonction de T que, s'il
n'en était pas ainsi, r serait d'ordre fini.

Par suite Fy = p^(Ty) =p^(T^) est une courbe double simple
d e / à antécédents disjoints.

3. Construction de la tour élémentaire de Whitehead.

Considérons la tour élémentaire de Papakyriakopoulos construite
sur une immersion générique / : V -> M. Soit r une transformation de
revêtement telle que W^ H r'^W^) =^ 0 et soit (M^ , pi) le revêtement
de N associé au sous-groupe de TT^(N) engendré par T. Soit (M,p^/M)
le revêtement induit par p^ sur W ;

A /"^/

II existe une application de revêtement p : M -> M telle que
P = P I / M ° P -

La tour élémentaire de Whitehead est le diagramme

°ù /i = P ° /;i;, W, ==/i (V) et N, est un voisinage régulier de W^
dans M^ .

THEOREME. - /^ e^ singulière.

Démonstration. — Soit T' une courbe simple fermée de
W^Hr-^W^), T" son image par T, F = p(T') = p(T") est une
courbe double de /^ .
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4. Enoncé du théorème de la sphère,

THEOREME DE LA SPHERE. —Etant donné une 3-variété orientable
MQ tel que Tr^Mç) ^= 0, il existe un plongement de la 2-sphère dans MQ
non homotope à zéro.

Principe de la démonstration. — Puisque ^(M^) + 0, le théorème
de densité des applications génériques permet de prouver l'existence
d'une application générique de V dans M^ non homotope à zéro. On
en déduit une immersion générique non homotope à zéro de la 2-
sphère dans MQ d'après la 3 me conséquence de l'étude des singularités
génériques.

Considérons un élément de complexité minimale de la famille
de ces immersions, soit /o . D'après la 4^° conséquence de l'étude
des singularités génériques, /o étant de complexité minimale, ne peut
avoir de courbes doubles simples à antécédents disjoints. Démontrons
qu'en fait /g est le plongement cherché. Pour cela on construit sur /^
une tour faite d'un empilement de tours élémentaires, on démontre
que l'immersion générique f^ du dernier étage de la tour est un plon-
gement, puis, que la hauteur de la tour est nulle.

5. Construction de la tour de Whitehead sur f^ : V -> MQ .

Soit NQ un voisinage régulier C de WQ =/o(^)- Si Tr^(No) est
fini la tour se réduit à :

V——°-^W————> N,————. M,

et la hauteur de la tour est dite nulle.
Si TT^ (Ng) est infini on construit sur f^ la tour élémentaire de

Whitehead.
Si T T ^ ( N ^ ) est fini la construction s'arrête là et la hauteur de la

tour est dite égale à 1.
Si 7T^(N^5 est infini, on construit sur /i : V -^ M^ la tour élé-

mentaire de Papakyriakopoulos et on répète l'opération tant que le
groupe fondamental du voisinage régulier de l'image du relèvement de
l'immersion générique sur laquelle on vient de construire la dernière
tour élémentaire est infini.
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ûf(/i) étant fini, le nombre de courbes doubles diminuant stric-
tement à chaque opération on arrive nécessairement à un rang h où le
groupe fondamental du voisinage régulier est fini. Ce rang h est appelé
la hauteur de la tour

Posons q = p^ ° ... ° p^ si h > 1 et q = id Nç , si h = 0.

6. f^ est un plongemeni

Montrons que si f^ était singulière f^ serait homotope à zéro.
Soit C la fermeture d'une composante connexe de N/, — W^ .

C est une variété de dimension 3 simplement connexe à bords anguleux
dont les arêtes peuvent être des courbes doubles. Le bord de C a
deux conposantes connexes S et S^ , S étant une sphère appartenant
au bord de N^, qui est composé uniquement de sphères puisque TT^ (N^)

m
est fini et S^ étant égal à U //,(V.) où V. sont des régions du dia-

gramme de /„ .
On peut par des isotopies locales déformer S^ à l'intérieur de C

transformant S^ en une sphère S5 et C en une variété à bord C.
Chaque arête de S^ porte un point triple de f^ ou est une courbe

double simple à antécédents confondus de .4. Cela résulte de ce que le
diagramme réalisé de f^ est contenu dans celui de /o et de ce que /o
n'a pas de courbes doubles simples à antécédents disjoints.

r^/

Par suite q / S est une immersion générique de la 2-sphère dans
Mo de complexité moindre que /o , elle est donc homotope à zéro.
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W étant un rétracté par déformation forte de N, cela implique que
q / S est homotope à zéro et ceci quel que soit S appartenant au bord
de N/,. Par conséquent la restriction de q à N^ peut être étendue à la
variété P, (TT^(P) = 0), déduite de N^ par attachement de 3-cellules.

.4 étant évidemment homotope à zéro dans P, /ç == q o f^ serait
homotope à zéro dans q(P) C Mç donc dans Mo .

7. La hauteur de la tour est nulle.

Si h > 1 ^(N^_,) est fini, sinon, d(f^) étant nul d'après le
^ème ^éorème du § 2, /^_i aurait une courbe double simple à anté-
cédents disjoints et par suite /g également ce qui est impossible. Le
bord de N^_^ est donc formé de sphères, donc ^ i ( N ^ _ ^ ) s'injecte
dans 7r(M^_^) ; il est donc abélien et par suite isomorphe à H] (N^_^) ,
donc fini. Ceci étant contraire à la construction de la tour de Whitehead,
h est inférieur ou égal a i .

La hauteur de la tour ne peut être égale à 1 car /, est singulière
d'après le théorème du § 3. Elle est donc nulle.

f^ étant un plongement et h étant égal à zéro,/Q est unpiongement.
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