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MAJORANTES SURHARMONIQUES MINIMALES
D’UNE FONCTION CONTINUE

par Jean-Jacques MOREAU

1. Introduction.

l.a. Soit f une fonction numérique finie et continue dans
un ouvert Q de R" Nous disons qu'une majorante sur-
harmonique de f dans Q est minimale (ou, abréviativement,
que cette fonction est « une minimale de f») si cette majorante
surbarmonique est harmonique dans I’ensemble (ouvert)
ou elle différe de f. Cet emploi du mot minimal est justifié
par l'introduction d’une certaine relation d’ordre dans l’en-
semble des majorantes surharmoniques de f.

Ces fonctions sont continues; une minimale d’une minimale
de f est une minimale de f; il en existe une plus petite que
toutes les autres et dont toutes les autres sont des minimales.
Cette derniére est tout simplement la plus petite majorante
surharmonique de [ dont l'existence est connue depuis
longtemps (N. Sjéberg [16], M. Brelot [1]).

L’idée dominante de la présente théorie est qu'une analogie
trés profonde existe entre les propriétés des minimales d’une
fonction continue donnée [ et les propriétés des fonctions
harmoniques > 0 dans 'ouvert Qj; il s’agit en fait d’une
généralisation puisque les fonctions harmoniques > 0 sont
les minimales de la fonction constante f= 0. Cette généra-
lisation nous semble d’un type nouveau, car non linéaire:
la famille des minimales de f ne forme pas un espace vectoriel,
ni méme un cone convexe.

Passons en revue quelques analogies typiques qui vont se
révéler entre fonctions harmoniques > 0 et minimales
d’une fonction donnée f.
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Si uw et ¢ sont deux minimales de f, on verra que la fonc-
tion continue |u — ¢| est sous-harmonique, donc justiciable
du principe du minimum. Cela servira, notamment, dans
I’étude du probléme de Dirichlet: étant donnée u*, fonction
continue définie sur la frontiere Q* de Q (frontiére prise
relativement & I’espace compactifié R"), trouver u, fonction
continue dans I’adhérence Q de Q, minimale de f dans Q
et admettant u* pour restriction & Q* On trouvera que
(moyennant une condition de possibilité évidente entre u*
et f) ce probléme admet une solutionsi Q est régulier pour
le probléme de Dirichlet traditionnel. Cette solution est unique;
c¢’est la plus petite fonction s.c.i. dans €, surharmonique et
majorant f dans Q, majorant u* dans Q*. La dépendance
de cette solution u a V’égard de la donnée u* fournit une
situation caractéristique de ce que nous appelons 'analyse
unilatérale : pour chaque xz,e Q, l'application u*+— u(z,)
est convexe continue (d’une partie) de l'espace de Banach
C(Q*) dans R; cette fonctionnelle convexe (croissante) joue
le role que tient la fonctionnelle linéaire positive « mesure
harmonique » dans le probléeme de Dirichlet classique. Naturel-
lement, comme pour le probleme de Dirichlet classique,
Iadéquation de u a la donnée u* pourrait étre entendue en
un sens plus faible, ce qui affranchirait de I’hypothése de
régularité de Q.

Les familles de minimales de [ possédent des propriétés
tout a fait semblables & celles des familles de fonctions harmo-
niques > 0: Dans I’ensemble des minimales de f, toute
partie non vide posséde un plus grand minorant; toute partie
majorée posséde un plus petit majorant. L’enveloppe inférieure
d’une famille de minimales de f est une fonction continue.
Supposons Q connexe; ’enveloppe supérieure d’une famille
de minimales de [ est soit la constante -+ oo, soit une fonc-
tion partout finie et continue. Dans le deuxiéme cas, la famaille
en question est uniformément équicontinue sur tout compact
KcQ, au sens de la structure uniforme additive de R;
d’une fagon générale, I’ensemble des minimales de [ est
uniformément équicontinu sur tout compact K< Q au sens
de la structure uniforme de R. On tire de 12 que si une suite
généralisée de minimales de f (ce peut étre, en particulier,
une famille filtrante, & droite ou a gauche, auquel cas la
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limite est aussi bien enveloppe) converge simplement dans
Pouvert connexe Q, elle converge uniformément sur tout

compact de Q au sens de la structure uniforme de R; la
limite est soit la constante -} oo, soit une minimale de f
(et, dans ce dernier cas, il est équivalent d’invoquer la structure
uniforme additive de R).

De tout cela découle, par le théoréme d’Ascoli, des propriétés
de compacité semblables au théoréme de Montel.

1.b. Cette étude des familles de minimales est motivée par
certains développements futurs de la théorie. Le présent
exposé est en effet trés loin d’épuiser la question. En premier
lieu les applications mécaniques auxquelles nous ferons allusion
plus loin conduisent & des problémes aux limites plus généraux
que le probléme de Dirichlet. Il sera d’autre part nécessaire de
définir et d’étudier les minimales d’une fonction f non plus
continue, mais seulement s.c.s., a valeurs dans [— o0, 4 ],

définie dans Q ou méme plitot s.c.s. dans le compact Q:
a cet égard 1l est significatif de traiter le couple de données
(u*, ) du« probléme de Dirichlet » comme une seule fonction,
s.c.s. dans Q, qu'on peut d’ailleurs prolonger avec la valeur
— o hors de @, ce qui donne une fonction s.c.s. dans R"
tout entier. L’une des applications mécaniques (théorie des
membranes) pose d’ailleurs tout naturellement un probléme
plus général : au lieu d’une, on considére deux fonctions f < g,
la premiére s.c.s., la seconde s.c.i. dans Q; on s’intéresse aux
fonctions finies continues u telles que f < u < g, admettant
pour laplacien-distribution la somme de deux mesures:
Pune > 0 ayant son support contenu dans I’ensemble
{z: u(x) = g(z)}, Vautre < 0 ayant son support contenu
dans 'ensemble {z: u(zx) = f(x)}.

On a d’autre part laissé de coté un des aspects fondamentaux
de la question: le point de vue « énergétique » dans lequel on
invoque la norme de Dirichlet. On constatera, par exemple,
que si les données sont assez réguliéres pour que la solution du
« probléme de Dirichlet » de tout a I’heure posséde dans Q
un gradient de carré sommable, cette solution est caractérisée
comme fournissant le minimum de l'intégrale de Dirichlet

./(; grad? ¢ dx
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dans I’ensemble des fonctions ¢ qui possédent un gradient de
carré sommable dans Q, majorent f, sont continues dans
et admettent la donnée u* comme restriction & Q* (cf.
Moreau [12]; cette approche conduit trés naturellement au
traitement simultané de paires de problémes extrémaux en
dualité dans un espace hilbertien : cf. Moreau [9] et [10]).

C’est sous cet aspect variationnel que les problémes aux
limites de ce genre ont été abordés, dans le style de la théorie
moderne des équations aux dérivées partielles, par Lions-
Stampacchia [8]. Ces auteurs montrent par 1a 'existence et
Punicité de la solution de problémes affaiblis, solution définie
comme élément d’un espace de Sobolev. Il reste ensuite a
étudier la régularité d’une telle solution, ce & quoi s’emploient
Brezis-Stampacchia [3], Lewy-Stampacchia [7]. Un type
d’approche nettement différent est utilisé par Lewy [6] pour
le cas particulier n =2 avec une fonction [ égale & — oo
hors d’un segment de droite et de restriction continue a ce
segment.

l.c. Indiquons enfin quels sont les problémes de mécanique
qui conduisent & I’étude de minimales d’une fonction f donnée.
Ils sont de deux sortes trés différentes.

Le premier type de probleme appartient a I'élastostatique et
Pintérét est limité a la dimension n = 2. La fonction u
représente I’élongation transversale d’une membrane élastique
homogeéne et isotrope supposée s’écarter infiniment peu d’un
plan. Pour toute partie libre de la membrane la fonction u
est alors harmonique, tandis que, dans une partie soumise a
une contrainte transversale, le laplacien Au est proportionnel
a la pression subie par la membrane (comptée positivement
s’1l s’agit d’une pression proprement dite exercée dans le sens
des u décroissants). Le graphe de la fonction donnée f
représente la frontiére d’un massif immuable qui repousse
(sans frottement) la membrane en limitant inférieurement
I’élongation u; 1l s’agit 1a d’une liatson unilatérale : la mem-
brane peut se détacher de ce massif solide, mais elle ne peut

le franchir. L’intégrale de Dirichlet f grad? u dz représente,

a un coefficient positif pres, I’énergie potentielle élastique de la
membrane.



MAJORANTES SURHARMONIQUES MINIMALES D’ UNE FoONcTION 133

De tels problémes d’élastostatique avec liaisons unilatérales
se présentent naturellement aussi en dimension 3, cela sous
deux aspects principaux: il peut s’agir de milieux élastiques
a trois dimensions confinés unilatéralement sur une partie de
leur frontiére (probléme de Signorini, étudié principalement
par Fichera [1], [5]) ou bien encore de liaisons unilatérales
internes (milieux élastiques a blocage tels que le caoutchouc-
mousse, étudiés par Prager [14], [15]).

Un deuxiéme type de probléeme apparait dans ’étude de la
naissance de la cavitation au sein d’un fluide parfait incompres-
sible, telle qu’elle est abordée dans Moreau [11], [12]. La fonction
numérique u — [ > 0 représente alors, & un instant déterminé,
la pression de ce fluide (ou plutét I’exceés de cette pression sur
la pression de vapeur).

2. Généralités.

2.a. Notations. — On notera R" Despace topologique
compactifié de R" par adjonction du point d’Alexandroff,
noté co.

Par ouvert sauf précision contraire, on entendra toujours un
ouvert de R”.

Pour toute partie A de R", on notera A 1’adhérence et

dA la frontiére prises selon la topologie de R*. On notera A

Iadhérence et A* la frontiére prises selon la topologie de R™.
Autrement dit :

A— A si A borné
T (Au {0} si A non borné;
A* — dA s1 A borné
~ (dA u {0} si A non borné.
2.b. DériniTiOoN. — Sott Q un ouvert de R™ et soit f

une fonction, & valeurs dans R, continue dans Q. On dira
qu’'une fonction u, a valeurs dans ]— oo, + ], est une
majorante surharmonique minimale de f dans Q (ou, simple-
ment, pour abréger, « une minimale de f») st cette fonction
posséde dans Q les trois propriétés suivantes :

Huz=f
1) u est surharmonique (donc s.c.i.),
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1) u est « harmonique la ou elle différe de f», c'est-a-dire
harmonique dans Uouvert {xe Q: u(z) > f(z)}.

Cet usage du mot minimale sera justifié a la section 5.

11 s’agit visiblement 1a de propriétés locales : u est minimale
de f dans Q si et seulement si elle I'est dans chacun des
ouverts d’une famille recouvrant Q.

En particulier, toute majorante harmonique de f est une
minimale de f.

Si f est sousharmonique (ou, en particulier, harmonique)
et si u est une de ses minimales, u — f est une fonction sur-
harmonique > 0, donc partout nulle ou partout > 0 dans
chaque composante connexe de Q. Cela montre que, dans
ce cas, toutes les minimales de f sont harmoniques.

Si f est surharmonique, elle constitue évidemment 'une
de ses minimales.

Soit enfin h une fonction harmonique dans Q; quelle que
soit f, il est clair que w est une minimale de [ si et seulement
st u -+ h est une minimale de f 4 h.

2.c. PropositioN. — Toute minimale de f est une fonction
finte et continue dans Q. .

En effet toute minimale u de [ est, par définition, sur-
harmonique; d’apres le théoréme de Rlesz elle est, au moins
localement, la somme d’une fonction harmomque (donc
continue) et d’un potentiel de la mesure positive — Au/e
(avec ¢ : coeflicient numérique dépendant de la dimension n).
Ce potentiel est continu dans le support de la mesure puisque la
définition des minimales implique w = f dans ce support;
il est donc continue partout, d’aprés le théoréme d’Evans-
Vasilesco (cf. Brelot, [2], chap. 1v, § 5), ce qui prouve la conti-
nuité de u.

Remarque. — 51 I’on avait posé a priori la continuité de u,
la condition 11) de la définition 2.b aurait pu encore s’écrire
Au < 0,

notation signifiant que le laplacien-distribution de u est une
distribution négative, c’est-a-dire une mesure négative. Et la
condition 111) de cette méme définition s’écrivait alors

(w— f) Bu=0,

c’est-a-dire que le produit de la mesure Au par la fonction
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continue u — [ est la mesure nulle dans Q. Il faut et suffit
pour cela que uw — f (par hypothése > 0) soit nulle dans
le support (relativement & Q) de la mesure négative Au.

2d. Cas: n=1.

En dimension 1, fonction surharmonique signifie fonction
concave; fonction harmonique signifie fonction affine. Une
minimale de f est ainsi, dans ce cas, une majorante concave
de cette fonction possédant la propriété d’étre affine 1a ou elle
differe de f.

Considérons I’hypographe de f, c’est-a-dire ’ensemble

F={z,reQ XR:f(z) > r}.
Le graphe d’'une minimale u de f est facile a dessiner comme

étant une réunion d’arcs du graphe de f et de segments de
droites d’appui de 'ensemble F (fig. ci-dessous).

I b

La théorie élémentaire de la convexité fournit, dans ce cas
n = 1, la démonstration facile de faits dont on retrouvera les
analogues en dimension quelconque. Soit, par exemple, [a, b]
un intervalle fermé contenu dans Q; la restriction a [a, b]
de la fonction u, minimale quelconque de f, constitue la
plus petite fonction concave majorant [ sur cet intervalle
et prenant aux extrémités les valeurs u(a) et u(b). Silen-
semble F est réalisé matériellement, on peut concevoir le
graphe de u comme un fil, tendu entre les deux points
(a, u(a)) et (b, u(b)), fil contournant par en dessus I’ensemble
F. Une interprétation mécanique analogue peut étre donnée
pour n=2 (membranes, dans le cadre d’une théorie linéarisée);
ce n’est 1a qu’une des motivations mécaniques de la présente
théorie.

2.e. Donnons maintenant, pour n quelconque, un exemple
« calculable » de minimale. Cet exemple est trés utile pour
tester des techniques numériques (cf. Durand [4]).
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Soit h une fonction harmonique dans Q; soit ¢ une
fonction réelle continue d’une variable réelle, définie au moins
sur ’ensemble des valeurs de A et soit ¢ une minimale de o,
(construite comme on l’explique au paragraphe précédent).

La fonction u = ¢ oh est une minimale de = ¢ o h.

En effet ¢ étant concave et h harmonique, il est classique
que Y oh est surharmonique et elle majore @ o A puisque ¢
majore ¢. Soit z,eQ tel que ¢(h(x)) > @(h(zy)); puisque
¢ et ¢ sont continues, il existe un intervalle Jh(z,) — e,
h(zy) + €[ sur lequel ¢ majore strictement ¢; la restriction
de ¢ & lintervalle en question est affine. En outre, par la
continuité de h, 1l existe un voisinage ouvert © de z, sur
lequel & prend des valeurs contenues dans l'intervalle ci-
dessus. La fonction ¢ oh est harmonique dans o comme
fonction affine d’une fonction harmonique; elle est donc bien
harmonique dans 'ouvert ou elle différe de ¢ o A.

3. Comparaisons de minimales.

3.a. ProrosiTioN. — St u et ¢ sont deux minimales de f,
la fonction |u — ¢| est sousharmonique.
En effet, dans 'ouvert

{xeQ:ux) — v(x) > 0},

on a nécessairement u > f, donc u harmonique; par consé-
quent |u — ¢| = u — ¢ est sousharmonique dans cet ouvert.
De la méme maniére, dans 'ouvert

{reQ:o(x) — u(z) > 0},

|u — ¢] = ¢ — u est sousharmonique. Dans le reste de Q,
on a |u—9¢| =0, donc en tout point de Q la fonction
continue |u — ¢| est inférieure ou égale & sa moyenne dans
une boule suffisamment petite centrée en ce point.

3.b. ProrosiTioN. — St u est une minimale de f et sv g
est une fonction continue telle que f < g < u dans Q, alors
u est une minimale de g.

En effet u est bien une majorante surharmonique de g
et ouvert

{zreQ:ulx) > gla)}
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est contenu dans 1’ouvert
(weQ:ufa) > f@)},

ou u est harmonique par hypothése.

En rapprochant ce résultat de la Proposition 3.a on
obtient :

CoroLrLaiRE. — Sotent u et v deuxr minimales de f. St
u > ¢ dans Q, la fonction u — v est sousharmonique et u
est une minimale de ¢.

3.c. Prorosition. — Toute minimale u d’une minimale ¢
de f est une minimale de f.

En effet ¢ est elle-méme une de ses minimales; le corollaire
ci-dessus montre donc que u — ¢ est sousharmonique.
On écrit alors (cf. Remarque 2.c) :

(u—flAu=(u—9)Aut+ (v —f)Av 4+ (¢ —f)A(u — ¢)
=@w—1)A(u—v9).

Le premier membre est une mesure < 0 et le dernier membre
une mesure > 0: cela montre la nullité de (v — f) Au.

4. Minimalisation.

4.a. Harmonisation conditionnelle sur une boule.
Supposons qu’il existe une fonction ¢, surharmonique dans

Q, majorant f. Soit B une boule ouverte, d’adhérence B
contenue dans Q. Notons ¢y la fonction égale 4 ¢ dans
Q\B et égale dans B a l'intégrale de Poisson I}; on sait
(cf. Brelot [2], chap. 11, § 1) que cette fonction est encore
surharmonique et qu’elle minore ¢ dans Qj; elle est d’ailleurs
continue si ¢ est continue. Il se peut qu’elle ne majore plus f;
convenons alors de la notation ¢g, pour désigner:

— la fonction ¢p si celle-ci majore f partout dans Q;
— la fonction ¢ dans le cas contraire.

La substitution de ¢p; & ¢ est une opération qu’'on peut
intituler harmonisation de ¢ dans B, conditionnelle relative-
ment ¢ f. Partant de ¢, majorante surharmonique de f,
cette opération conduit encore & une majorante surharmo-
nique de f, minorant v.
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ProposiTion. — St u est minimale de f, alors Uy = U.

Ce n’est 1a qu’un cas particulier de propriétés qu’on établira
a la section 5; pour 'instant on peut raisonner comme suit :
Puisque u est continue, il en est de méme de ugy; la Propo-
sition 3.6 montre que u est minimale de up, et cette derniére
est minimale d’elle-méme, puisque surharmonique. Alors la
Proposition 3.a montre que la différence u — up; > 0 est
sousharmonique. Essentiellement nulle dans Q\B, cette
différence est aussi nulle dans B puisque nulle sur la spheére

dB.

4.b. Soit (B,) une suite de boules ouvertes, d’adhérences

(B,) contenues dans Q, constituant une base de la topologie
de Q. On construit une suite double (B;;) en posant

By =8 ((eN, jeN).

Notons (B,) la suite simple obtenue en réindexant cette suite
double par le procédé classique, c’est-a-dire que

By, B;, B, ...

représente la suite

Bl’ B27 Bly B27 83) Bb 327 ﬁ3? 64, ...

Bref, chaque élément de la suite (B,) figure une infinité de
fois dans la suite (B,).

Soit ¢ une majorante surharmonique de f dans Q (s’
en existe). Posons ¢; = vp) et construisons par récurrence
une suite de majorantes surharmoniques de f en appelant ¢,
la fonction déduite de ¢,; par harmonisation dans B,
conditionnelle relativement & f; cette suite est décroissante.
La limite ¢, (ou enveloppe inférieure) des ¢, est une fonction
surmédiane (cf. Brelot [2], chap. 2, §9) qui majore f. Notons ¥
la régularisée semi-continue inférieurement de cette limite:
c’est une fonction surharmonique et elle majore encore f
puisque cette derniére est continue. On va montrer:

Prorosition. — La fonction ¢ est une minimale de f
dans Q.

Il reste seulement & prouver que v est harmonique dans
Pouvert

o = {xeQ:9(x) — f(z) > 0}.
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Soit 7, € w; les boules B, constituent une base de la topologie
de Qj; soit B l'une d’entre elles telle que

xoeﬂcﬁcm.

Il résulte de la semi-continuité inférieure de ¢ et de la conti-
nuité de f qu’on peut de plus choisir § assez petite pour que

(3.1) inf 9(B) > sup f(B).

Ayant ainsi choisi B, extrayons de la suite ¢, une sous-suite
en ne retenant que les valeurs de n telles que

B,=28.
Pour toutes ces valeurs de n, I'inégalité (3.1) montre que

inf ¢, 1(B) > sup f(B,);

donc l'intégrale de Poisson de ¢, ; sur la sphére 0°B, est
une fonction définie dans la boule B,, majorant [ dans cette
boule, ce qui signifie que ’harmonisation conditionnelle est,
dans ce cas, une harmonisation effective: ¢, est harmonique
dans B,. On a donc extrait de la suite convergente ¢, une
sous-suite décroissante de fonctions harmoniques dans B;
la limite ¢, est ainsi harmonique dans 8, donc continue, donc
égale dans cette boule & sa régularisée s.c.1., c’est-a-dire ¥.
On prouve ainsi que cette derniére est harmonique dans .

4.c. La propriété que voict montre que, ¢ étant une majo-
rante surharmonique quelconque de f, la minimale ¥ qu’on
lui associe par la construction précédente est indépendante du
choiz de la suite de boules (B,).

ProrositioN. — La fonction v est (pour Uordre naturel des
fonctions numériques dans Q) la plus grande minimale de f
minorant y. On Pappellera la minimalisée de ¢ relativement
a f.

En effet, soit u une minimale de f minorant ¢; I'isotonie
de I'intégrale de Poisson montre que

Upyr S 9B

Comme up,= u (Proposition 4.a), on voit, de proche en
proche, que wu minore toutes les ¢, donc leur limite ¢,
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et donc aussi, puisque u est continue, la fonction ¥ qui est
la régularisée s.c.i. de cette limite.

4.d. Supposons que [ posséde des majorantes surharmo-
niques. L’enveloppe inférieure de ces majorantes est une
fonction surmédiane majorant f. La régularisée s.c.i. de cette
enveloppe majore encore f puisque cette derniére est continue.
Cette régularisée est de la sorte, la plus petite majorante sur-
harmonique de f, donc nécessairement égale & sa minimalisée.
C’est ainsi une minimale de f; en invoquant de plus les
Propositions 3.a, 3.b, 3.c, on obtient :

Prorosition. — Si f (continue dans Q) posséde des
majorantes surharmoniques, il en existe une plus petite que

toute autre, notée f; c'est une minimale de f. Une fonction u
est minimale de f si et seulement si elle est minimale de f et,

en ce cas, la différence u — f est une fonction sousharmonique
> 0 continue.

4.e. ProrosiTion. — Dans Uensemble M(f) des minimales
de f, ordonné par Uordre naturel des fonctions numériques
sur Q, toute partie non vide posséde un plus grand minorant,
toute partie majorée posséde un plus petit majorant.

En effet, st A est une partie non vide de M(f), I'enveloppe
inférieure des fonctions de A est une fonction surmédiane
majorant f. Soit ¢ la régularisée s.c.i. de cette enveloppe:
c’est une majorante surharmonique de f. Une fonction
ueM(f) minore A si et seulement si elle minore ¢. D’aprés
la Proposition 4.c, la mimimalisée de ¢ est le plus grand
élément de M(f) possédant cette propriété.

Supposons en outre que A posséde un majorant dans M(f);
I’ensemble A’ des éléments de M(f) majorant A est alors
non vide et posséde d’aprés ce qui précéde un plus grand
minorant; ce plus grand minorant est, en particulier, plus
grand que tous les éléments de A: il appartient donc & A’
et en est le plus petit élément.

Remarque. — Pour que A soit majoré dans M(f), 1l
suffit, d’aprés la proposition 4.c, qu’il existe une fonction
surharmonique majorant toutes les fonctions de A.



MAJORANTES SURHARMONIQUES MINIMALES D'UNE FONcCTION 141

5. Un ordre sur P’ensemble
des majorantes surharmoniques de f.

5.a. NoTaTioN. — Soient u et ¢ deux fonctions numériques
définies dans Uouvert Q. On exprimera par Uécriture ¢ < u
la propriété suivante : il existe un ouvert borné o tel que & c Q
et tel qu'on ait

(5.1) v < u dans ©
(5.2) y=1u dans Q\o.

On vérifie immédiatement que la relation < constitue un
ordre dans 'ensemble R© des applications de Q dans R.

Prorosition. — Soit F [Pensemble des fonctions surhar-
moniques dans Q, majorant la fonction finie continue [ (au
sens de la relation d’ordre classique des fonctions numériques ).
Dans F, ordonné par <, une fonction u constitue un élément

minimal si et seulement st u est une minimale de f au sens de
la Définition 2.b.

Démonstration. 1° Supposons que u soit élément minimal
dans (F, <). Les notations posées en 4.a impliquent up,eF
et (en prenant o = B) que

Up;f < u,

donc upy;= u. Il en résulte que toutes les u, qu’on asso-
cierait & u par la construction du paragraphe 4.b lui sont
égales, de méme que leur limite u,. Cette limite est donc s.c.1.,
donc égale a la fonction, notée u, « minimalisée » de u. Cela
prouve que u est une minimale de f.

20 Appelons maintenant u une minimale de f. Soit veF
tel que ¢ 4 u et soit o louvert impliqué par cette écriture.
Il faut montrer que ¢ = u dans Q, ce qui est déja assuré
dans Q\w. Dans 'ouvert

o = {rew: u( > f(z)},

u est harmonique, donc ¢ — u surharmonique: le principe
du minimum montrera que cette différence est > 0 dans o’
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sl on prouve que pour tout z,, point frontiére de ', on a
lim.inf (v — u) > 0 selon le filtre des traces sur o’ des
voisinages de ,. Comme ¢ — u est s.ci. dans Q il suffit
pour cela de prouver que, pour tout z,€dw’ on a

o(xo) — u(z,y) = 0.
De fait on distingue les deux cas suivants :
— sl To¢ew on a v(x,) — u(xy) =0 d’apres (5.2);

— sl Zyew ona u(z) = f(z,) d’apresla définition de w’,
donc ¢(x,y) > u(w,).

Enfin, dans o\o’ ona u={f donc ¢ > u.
Bref ¢ > u partout dans Q, ce qui, rapproché, de (5.1)
et (5.2) montre que ¢ = u; c.q.f.d.

5.b. Remarque. — Soit % wune famille d’ouverts, d’adhé-
rences contenues dans Q et constituant une base de la
topologie de Q. On pourrait exprimer par l'écriture ¢ <gu
la propriété suivante: il existe o e% tel que 'on ait (5.1)
et (5.2). C’est visiblement 14 une relation d’ordre moins fine
que <; par conséquent la proposition précédente implique
que toute minimale de [ est aussi élément minimal dans
I’ensemble ordonné (F, <g). Mais réciproquement, un tel
élément minimal est nécessairement une minimale de f:
il suffit pour le voir de reprendre le 1° de la démonstration
précédente en remarquant que la construction 4.b peut étre
menée a bien en retenant seulement dans la suite (B,) les
boules B possédant la propriété « il existe un ensemble de %
contenant B »; les boules ainsi retenues forment bien encore
une base de la topologie de Q.

6. Probleme de Dirichlet pour les minimales.

6.a. Par probléme de Dirichlet pour les minimales de la
fonction continue f dans Q, nous entendrons (on rappelle

que Q et QF désignent respectivement I'adhérence et la
frontiere de Q par rapport a 'espace compactifié R*):

ProBrLiEME. — On donne dans Q* une fonction numérique
finte u*. Trouver u, fonction numérique finie et continue dans



MAJORANTES SURHARMONIQUES MINIMALES D UNE FONCTION 143

Q, minimale de f dans Q et admettant u* comme restriction
a QF

Les données u* et f doivent vérifier les conditions de
possibilité évidentes :

10 u* continue dans QF,

20 pour tout ae Q*

(6.1) , lim.sup f(z) < u*(a),
qui seront toujours supposées remplies par la suite. On notera
f*(a) le premier membre de (6.1).

Remarque 1. — 1l serait équivalent d’imposer & u, définie
seulement dans Q et minimale de f, la condition:
lim u(z) = u*(a)

T>a

pour tout ae Q* (Pexistence d’un tel u exige toujours que
u* soit continue dans Q* puisqu’il s’agit de fonctions & valeurs

dans R, espace régulier).

Remarque 2. — S’1l existe une fonction h harmonique dans
Q, continue dans € et admettant uw* comme restriction

a Q* (solution du probleme de Dirichlet classique), la fonc-
tion u cherchée peut étre caractérisée par le fait que w — h
est minimale de f — h (cf. remarque finale du § 2.a), continue

dans Q et nulle dans Q*.

6.b. La propriété suivante montre que le probléme en ques-
tion posseéde au plus une solution.

Prorosition. — Si le probléme de Dirichlet 6.a posséde une
solution u, cette fonction est le plus petit élément dans ’ensemble
des fonctions ¢, s.c.i. dans Q, surharmoniques et majorant f
dans Q, telles enfin que ¢ > u* dans QY.

La démonstration est trés semblable a celle de la Proposition
5.a, 20:

Soit ¢ possédant les propriétés énoncées; il faut montrer
que ¢ > u dans Q. En effet, dans 'ouvert

o= {zeQ:ulx) > f(z)},

u est harmonique, donc ¢ — u est surharmonique. Cette
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différence étant s.c.i. dans Q, le principe du minimum
prouvera qu'elle est > 0 dans « sion montre que pour tout
Ty € 0¥, on a

(6.2) p(xg) — u(z,y) = 0.

Or, si z,e Q* cela résulte de ’hypothése; si z,eQ, on a
u(zy) = f(z,) d’apreés la définition de w, donc encore (6.2)
puisque ¢ majore f. Pour la méme raison on a ¢ > u dans
Q\o.

On tire de la proposition précédente 1’isotonie de la solution u
a I'égard des données u* et f:

Cororraire 1. — St uj et u; sont deux fonctions fintes
et continues dans Q* telles que ui > uj, les solutions corres-
pondantes u, et u, du probléme 6.a, si elles existent, satisfont

la méme inégalité partout dans Q.

En effet u, est une fonction continue dans , surhar-
monique et majorant f dans Q, telle enfin que u, > uj
dans Q*

CoroLLAIRE 2. — Si, pour une méme donnée u* dans QF,
les solutions u, et u, du Probléme 6.a correspondant a deux
fonctions continues f; et f, existent et si f; > f, dans Q,
ona u, > uy, dans

Car u, est une fonction continue dans Q, surharmonique
et majorant f, dans Q, égale & u, dans Q%

6.c. Quant a I'existence de la solution, on a:

Prorosition. — Si Pouvert Q est régulier pour le probléme
de Durichlet classique (celut des fonctions harmoniques), le
Probléme 6.a posséde une solution quelle que soit la donnée u*,
fonction finte continue dans Q* vérifiant la condition (6.1).

On décompose la démonstration comme suit :

Lemme 1. — Q étant supposé régulier pour le probléme de
Durichlet classique, si en tout point de Q* la fonction finie et
continue u* majore strictement la fonction

y+—[*y) = lim.sup f(z),
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u* posséde un prolongement ¢ continu dans Q surharmonique
et majorant [ dans Q.
En effet, soit h la solution du probléeme de Dirichlet clas-

sique, fonction harmonique dans Q, continue dans , égale
a u* dans Q* Si h majore f partout, cette fonction cons-
titue le prolongement cherché (et c’est d’ailleurs dans ce cas
la solution du Probléme 6.a). Sinon, désignons encore par f
la fonction définie dans € en prolongeant f par f*: clest

une fonction s.c.s. dans Q de sorte que 'ensemble non vide
K= {zeQ:h(z) — f(z) < 0}

est fermé dans Q, donc compact. Cet ensemble est contenu
dans Q d’aprés I’hypothese.

Soit s une fonction surharmonique continue dans £,
nulle sur Q* strictement positive dans Q (c’est, par exemple,
le potentiel de Green dans Q d’une densité > 0, continue
a support compact dans Q, de restriction non nulle & chaque

composante connexe de Q: ce potentiel est bien continu dans
Q et nul & la frontiére parce qu’on a supposé Q régulier pour
le probléeme de Dirichlet). Soit A une constante > 0; en tout
point de K on a

h + As > min A + X\ min s.
K K

Comme mins > 0, on pourra choisir A assez grand pour
K
que le deuxiéeme membre soit supérieur & maxf. Deés lors
X

h 4+ As majore [ partout dans Q et constitue le prolonge-
ment cherché.

LemMmE 2. — Dans les conditions du Lemme 1, la minimalisée v
(cf. 4.c) de ¢ se prolonge continiiment en une fonction égale & u*
dans Q* et fournit donc la solution du Probléme 6.a.

C’est bien en effet une minimale de f; elle minore ¢ et,
d’autre part, elle majore h car ¢ majore h de méme que
toutes les fonctions ¢, et ¢_ introduites au § 4.b pour la
construction de . Comme ¢ et h sont continues dans Q,
de méme himite u* & la frontiére Q¥ la fonction ¢ admet
cette méme limite & la frontiére.
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Pour achever d’établir la Proposition 6.c, on note que si la
fonction finie u* ne majore pas strictement la fonction f*
invoquée au Lemme 1, il en sera tout au moins ainsi pour

* ___ % L
(6.3) u,.—u—f—n

qui décroit et tend uniformément vers u* lorsque entier n
tend vers - co; on s’appuiera alors sur:

Lemme 3. — Soit w, la solution du Probléme 6.a pour la
donnée frontiére u, définie en (6.3). La suite wu, converge

uniformément dans Q vers une fonction u qui est solution du
Probléme 6.a pour la donnée u*.

En effet, s1 ¢ > j le Corollaire 1 du § 6.b. montre que
u; < u; partout dans Q: la suite u, est décroissante.
La proposition 3.b montre alors que la différence u; — u; > 0
est sous-harmonique dans Q donc partout inférieure a la
valeur 1/j — 1/t qu’elle prend & la frontiére. Ainsi la suite est
uniformément de Cauchy, donc uniformément convergente

dans Q; cela montre la continuité de la limite u. Cette
limite est donc surharmonique et majore f, comme chacun
des u,. Sur l’ensemble ouvert

o = {zeQ:ulx) — f(z) > 0}

chacune des wu, majore strictement f; comme cette fonction
est une minimale de f, elle est harmonique dans o ; 1l en est de
méme de wu, lmite d’une suite décroissante de fonctions
harmoniques. Cela prouve que u est minimale de f et acheve
la démonstration de la Proposition 6.c.

6.d. Les résultats qui vont suivre précisent la dépendance de

I3

la solution u d’un probléme de Dirichlet a I’égard de sa donnée

u*.

Prorosition. — Soit Q un ouvert régulier pour le probléme

de Dirichlet et sotent u et ¢ deux minimales de f dans Q

admettant des fonctions limites u* et ¢* (nécessairement

continues ) sur la frontiére Q*. La solution i du Probléme 6.a
pour la donnée

v = nf (u*, ¢¥)
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est la plus grande minimale de  minorant u et ¢ dans Q.
La solution s pour la donnée frontiére

S*

= sup (u*, ¢%)
est la plus petite minimale de [ majorant w et ¢ dans Q.

En effet, d’aprés 6.5, Corollaire 1, la minimale ¢ minore
u et ¢; elle minore donc la plus grande minimale minorant u
et ¢, c’est-a-dire la minimalisée de la fonction surharmonique
inf (u, ¢) (cf. Proposition 4.c); on voit comme au paragraphe
précédent (demonstratlon du Lemme 2) que cette minimalisée
a pour limite * sur Q¥; elle coincide donc avec 1.

Soit, d’autre part, & une minimale de f dans Q majo-
rant u et ¢. En associant a chaque point z, de Q* la
limite inférieure de w selon le filtre des traces sur Q des
voisinages de ,, on prolonge cette fonction en une fonction

notée encore w qui est la plus grande fonction s.c.i. dans €,

minorant & dans Q. Elle majore donc u et ¢ dans Q,
c’est-a-dire que sa restriction a Q* majore s*. D’aprés la
Proposition 6.5, la fonction w majore s.

6.e. La fonction [ étant toujours supposée fixée, on va
considérer la donnée a la frontiére u* comme un élément de
Iespace de Banach €(Q*): ensemble des fonctions numériques
finies et continues sur le compact Q¥ ensemble muni de la
norme de la convergence uniforme.

L’ensemble C, des u* qui vérifient la condition de pos-
sibilité (6.1) est convexe fermé dans C(Q¥); en effet, pour
chaque aeQ* Tapplication u*+— u*(a) est une forme
linéaire continue dans C(Q%).

ProrositioNn. — On suppose Q régulier pour le probléme de
Dirichlet classique et on note u la solution du Probléme 6.a
correspondant a une donnée a la frontiére u*. Alors pour
chaque xz,eQ, UVapplication u*+—— u(z,) de C; dans R
est conyexe et continue.

La continuité, pour la topologie de la norme |.| de C(Q¥),
‘résulte de la Proposmon 3.a et du principe du maximum pour
les fonctions sousharmoniques lequel 1mplique, s1 u; et u,

sont deux minimales de f admettant respectivement uj
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et u; comme fonctions limite & la frontiére
(6.4) [us(®) — ua(Z)l < Nuf — ugl.

La convexité résulte de ce que, si o, et «, sont des cons-
tantes dans ]0,1[, avec «; + a3 = 1, la fonction ayu, + oyu,
est une majorante surharmonique de f, continue dans
et admettant o uj + 2,u* comme fonction limite & la
frontiére. Alors la Proposition 6.b montre que, si u; est la
solution du Probléme 6.a pour cette donnée a la frontiére on a
ug < oy Uy + apu, partout dans Q.

Variante 1. — On peut aussi considérer u comme un élément
de Pespace C(Q), muni de la norme de la convergence uni-
forme: I'inégalité (6.4) montre que l'application u*+—u
est continue de C,c €(Q*) dans €(Q); en outre, €(Q) étant
muni de 'ordre naturel, cette application est conveze.

Variante 2. — On peut convenir que si la donnée u* ne
vérifie pas (6.1), la solution u correspondante est la constante
+ oo. Cette convention parait naturelle si on envisage que,
dans le cas considéré jusqu’a présent, u se trouve &tre l'inf
de la famille des majorantes surharmoniques continues de f
ayant u* pour restriction & Q*; si u*«¢(C, cette famille
est vide de sorte que son inf est bien - co. Par cette
convention 'application u*+—— u(z,) se trouve définie dans
C(Q*) tout entier: c’est alors une fonction & valeurs dans
]— o, 4+ ], convexe et s.ci. (puisque C, est convexe
fermé), telle qu'on en considére dans la théorie générale des
fonctionnelles convexes (cf. Moreau [13]). Cette fonctionnelle
convexe joue le rdle que tient la mesure harmonique dans la
théorie du probleme de Dirichlet classique.

6.f. On peut étudier dans le méme esprit la dépendance de la
solution uw du Probléme 6.a a 'égard de f, ou méme la
dépendance simultanée de u a Uégard des données u* et f,
le couple (u*, f) étant un élément de l’espace vectoriel
C(Q*) X C(Q).

On note d’abord que I'ensemble D des (u*, f) vérifiant
la condition de possibilité (6.1) est une partie conique convexe
de cet espace vectoriel. Il est clair en effet que (u*, f)eD
entraine (Au*, Af)e D, quelle que soit la constante A > 0.
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De plus, s1 (ui, fi) et (us, f;) sont deux éléments de D,
on a, pour chaque ae Q¥

lim . sup [£1(z) + fa(@)] < lhim.sup fi(2) + lim .sup fy(2)
< ui(a) + us(a),

c’est-a-dire que la somme (ui + u3, fi + f2) appartient & D.

Pour chaque z,e€Q, lapplication (u*, f)r— u(z,) est
convexede D dans R. En effet,s1 u, et u, sontles solutions
correspondant respectivement aux données (uf, fi) et
(us, f2), la fonction oyu; + ayu, (avec o; et o, constantes
dans ]0, 1[ telles que «; + a3 = 1) est une majorante
surharmonique de a,f; 4 «,f;, continue dans & et admettant
a;ui + «,u; comme restriction a la frontiére; la Proposition
6.b fournit alors I'inégalité de convexité annoncée.

Du point de vue topologique, enfin, on pourra poser la
notation

"(u*: f)" = max { max Iu*(w)l7 Sup If(b)l}
aeQ¥* be)

(non nécessairement fini car Q n’est pas compact); on cons-
tate alors

. Iul(xo) - uz(x0)| < H(u{ — U3, f1 - fz)“

En effet, soit m un majorant (fin1) du second membre de
cette inégalité; cela veut dire

us —m < uf < us +m dans QF*
fo—m<fi<fo+m dans Q.

Or u, + m est minimale de f, - m, continue dans Q,
admettant u3 + m comme restriction a Q* Puisque
us + m majore uj et que f, + m majore f;, les Corol-
laires 1 et 2 du § 6.b montrent que u, + m majore u,.
Un raisonnement semblable montre que u, — m minore u,
donc

[ur (o) — ua(o)] < m

7. Familles de minimales.

7.a. Prorosition. — Soit o un ensemble de minimales de la
fonction continue f dans Uouvert Q. St en un point z, e Q,
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toutes les fonctions de Jo ont leurs valeurs majorées par un réel
M, 1l existe un voisinage du point x, sur lequel cet ensemble de
fonctions est uniformément équicontinu.

Démonstration. — Soit B une boule de centre z,, d’adhé-
rence B contenue dans Q. Pour toute minimale u de f,
on notera up la fonction continue dans B, harmonique
dans B, ayant la méme restriction que u a la sphére °B
(on la construit par 'intégrale de Poisson). On notera de plus

Up = U — Ug;

c’est une fonction > 0 dans B, puisque u est surhar-
monique. ’

Soit p la plus petite minimale de f; la différence u — p
est sousharmonique (cf. Proposition 4.d), donc la différence
us — ps est sousharmonique dans B, continue dans B

et nulle au bord, par suite < 0 dans B. Bref:
(7.1) 0 < up < ps.

En outre, le principe du minimum pour la fonction harmonique
ps, puis la continuité de p, montrent qu’on peut, en choisis-
sant la boule B assez petite, rendre la fonction ps unifor-
mément petite dans B, donc uniformément petites toutes
les ugp.

D’autre part w > p, donc wus > pp; les différences
up — ps constituent une famille de fonctions harmoniques
> 0 dans B etlona,si ue.d,

un(zo) — Pu(%o) < u(xo) — pu(2e) < M — pa(z0)-

On en tire classiquement, par les inégalités de Harnack, que
cette famille de fonctions harmoniques est équicontinue au
point z,, donc aussi bien la famille des us.

Soit alors ¢ > 0; on écrit, pour tout zeB,

|u(z) — u(@o)l < |us(®) — un(o)l + |un(2)| + |us(zo)|-
Choisissons la boule B assez petite pour que la fonction ps,
donc wup, soit moindre que % dans B. L’équicontinuité de

la famille us permet de trouver n > 0 (moindre que le
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rayon de B) tel que | — x| < 7 entrainera

|un(2) — ()] < 5
quelle que soit u e b, et par suite,
|u(z) — ulz)| < e,

ce qui prouve I’équicontinuité des fonctions web au point
Zo.

Cette équicontinuité montre que la proprlete de majoration
par une constante finie a lieu sur un voisinage compact K
de z,, d’ou équicontinuité simple en chaque point de ce
compact. De cette équicontinuité simple, on passe par des
arguments classiques, a4 l’équicontinuité uniforme dans le
compact K.

7.b. On tire d’abord ce qui précede :

Prorosition. — Soit L une famille (non vide ) de minimales
de f. Lenveloppe inférieure de cette famille est une fonction
partout finie et continue. Dans chaque composante connexe de Q,
Penveloppe supérieure de la famille Jo est soit partout finie et
continue, soit partout égale & —+ .

En ce qui concerne l’enveloppe inférieure, elle est en effet
partout finie, puisque minorée par [ (et méme par p); soit 'V
un VOlSlnage compact d’un point z, e Q et soit u, € b. Pour
construire dans V D’enveloppe inférieure des ue o on peut
retenir seulement celles de ces fonctions qui sont majorées
dans V par max u,(V); d’aprésla Proposition 7.q, cette sous-
famille est équicontinue au point z,, d’ou la continuité de
Penveloppe inférieure.

En ce qui concerne 'enveloppe supérieure, la méme Propo-
sition montre immédiatement que si, en un point z,, cette
enveloppe est finie, elle est continue en ce point, donc encore
finie au voisinage : I’ensemble de ces points est donc ouvert.
Il reste 4 montrer que ’ensemble des points ou ’enveloppe
supérieure vaut -+ o est ouvert également. Soit z, un tel
point et B une boule de centre z,, d’adhérence Bc Q. Avec

les notations du § 7.a, on voit que ’enveloppe supérieure des
fonctions harmoniques positives us — ps vaut + o au
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point z,: on déduit classiquement des inégalités de Harnack
que cette enveloppe supérieure vaut -+ oo partout dans B.
Il en est donc de méme de ’enveloppe supérieure des w > up.

7.c. On en vient maintenant a la convergence des suites
généralisées de minimales (en particulier, celle des suites
ordinaires).

Prorosition. — Soit (I, ]) un ensemble d’indices ordonné
filtrant & droite. Soit (u;);er une suite généralisée de minimales
de [ simplement convergente dans Uouvert connexe Q. Alors
la fonction limite est soit la constante + oo, soit une minimale de
f et la convergence est uniforme sur tout compact Kc Q au

sens de la structure uniforme de R. Dans le premier cas (conver-
gence vers + o ) cela signifie

vreR, J.el: (5, S v=-uw(K) > r);

dans le second cas, la convergence est aussi bien uniforme au
sens de la structure uniforme additive (métrique) de R.

Démonstration. — Montrons que ’ensemble des xe Q tels
que lim u;z) < + o est ouvert:soit z, dans cet ensemble.
Quitte & remplacer I par J= {tel:i, ¢}, pour un g
convenable, ce qui ne modifie pas les convergences, on voit
que I’ensemble des u;(z,) est majoré;la Proposition 7.a montre
alors I’équicontinuité des fonctions u; en ce point, de sorte que
la limite est encore finie sur un voisinage de z,. L’ensemble des
zeQ tels que lim u(z) = + © est ouvert aussi: en effet,
si lim wix,) = 4+ o, on a, pour une boule B de centre z,,
avec les notations du § 7.a,

lim [u(z,) — ps(®)] = + 0.

Comme les fonctions wup— pp sont harmoniques > 0
dans B, il en résulte classiquement, par les inégalités de
Harnack, que la limite est -+ oo partout dans B, cela,
d’ailleurs, uniformément dans une boule contenue et, en fin
de compte, uniformément sur le compact K (moyennant un
recouvrement fini par de telles boules).

Le fait que Q est connexe implique donc 'alternative de
I’énoncé.
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Si la limite est partout finie dans Q, on trouve, d’apres la

Proposition 7.a, pour tout , € Q, une boule fermée Bc Q de
centre 1z, sur laquelle la famille des wu; est uniformément
équicontinue pour la structure uniforme métrique de R:
on en tire la convergence uniforme de la suite généralisée sur
cette boule. En appliquant I'inégalité (6.4) au domaine B,
on voit que la limite w coincide nécessairement avec la solu-
tion du Probléme 6.a pour ce domaine sphérique et la donnée
frontiére u* (restriction de u a la sphére 2B). Donc u
est une minimale de f dans B et, de méme dans toutes les
boules d’un recouvrement de Q. La convergence est, en outre,
uniforme, dans un compact Kc Q, puisque K pourra étre
recouvert par une famille finie de ces boules.

CororrAaire. — L’enveloppe inférieure d’une famille filtrante
décroissante de minimales de [ dans un ouvert quelconque est
une mimimale de f. L’enveloppe supérieure d’une famille
filtrante croissante de minimales de [ dans un ouvert connexe
est soit la constante -+ oo, soit une minimale de f.

En effet ces familles filtrantes peuvent étre considérées
comme des suites généralisées dont I’ensemble d’indices est
la famille elle-mé&me (avec son ordre numérique naturel ou
Pordre opposé): l’enveloppe supérieure (resp. inférieure)
coincide avec la limite simple de cette suite généralisée.

7.d. L’équicontinuité formulée en 7.4 implique, par le
théoréme d’Ascoli, des propriétés de compacité analogues au
théoréme de Montel de la théorie des fonctions harmoniques.

Un énoncé synthétique est le suivant:

ProrositioN. — On suppose pour sumplifier Q connexe.
Dans Uespace fonctionnel C(Q, R) des applications continues
de Q dans R, muni de la topologie de la convergence compacte,
la partie A constituée des minimales de [ et de la constante
-+ o est compacte.

En effet, A est fermé dans I’espace en question, d’apres la
Proposition 7.c. Comme les fonctions de A prennent leurs
valeurs dans I'espace compact R, il suffit pour invoquer le
théoréme d’Ascoli, de montrer ’équicontinuité des ue A en

chaque point z, € Q, pour la structure uniforme de R.
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En fait, sur un voisinage compact de z,, les fonctions de A
prennent leurs valeurs dans l'intervalle [u, + ©], ou peR
est un minorant strict de f sur ce voisinage. D’apres la

définition de la structure uniforme de R (structure uniforme
canonique de cet espace compact; les entourages sont les

voisinages de la diagonale dans l’espace compact R2), on
peut fonder la démonstration de 1’équicontinuité sur la consi-
dération d’entourages V de la forme suivante; on prend

e > 0 (petit) et r > max {p, 0} (grand); V, ouvert de R?,
est la réunion de I'ouvert V; = Jr, ©0]? et de 'ouvert

Vo= {(2, y)elu, 5rP:|oz —y| <<}

Pour chacun de ces V, on partage A en la réunion des deux
ensembles

A, = {ueA:u(z,) > 4r},

A, = {uel:u(z,) < 4r}.

D’aprés la Proposition 7.a, ’ensemble A, est équicontinu au

point z,, au sens de la structure uniforme additive de R;
il existe donc un voisinage B, de z, dans Q tel que

Vued,, Vzefy: (u(®), u(z)) eV,

En ce qui concerne les fonctions de A;, on considére comme

au § 7.a, une boule Bc Q, de centre z,; chaque ueA,
(a 'exception de la constante -+ o qui ne pose pas de pro-
bléme) est décomposée sous la forme

(7.2) u = up — ps + us + ps.

En se limitant & considérer des r suflisamment grands, on
peut, vu (7.1), choisir la boule B telle que, partout dans cette

boule, on ait
(7.3) r>ps+ps > us+ps = ps > —r

Alors, pour tous les u e A;, les fonctions harmoniques positives
ug — pp surpassent 3r au point z,. En appliquant les
inégalités de Harnack & ces fonctions harmoniques positives,

on construit une boule B, cB, de centre x,, telle que

us — ps > 2r dans By.
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Vu (7.2) et (7.3), on en tire w > r dans lintérieur B;;
donc, pour ueA,,

VeeB;: (u(z), ulz)) e V.
Bref, pour ueA,
VexeB;nBy: (u(z), u(z)) eV.

Cela démontre I’équicontinuité.

CoroLLAIRE. — On suppose encore Q connexe; soit x, € Q.
L’ensemble des minimales w de [ telles que u(xy) < M, avec
MeR fize, (resp. telles que u(x,) = M) est une partie compacte
de Uespace vectoriel C(Q, R) munt de la topologie de la conver-
gence compacte.

Il est clair en effet que cet ensemble est une partie de A
fermée dans l'espace C(Q, R); en outre les u en question
prennent leurs valeurs dans R, d’apreés la Proposition 7.b.

I1 est important ici de se rappeler que, Q étant localement
compact, la topologie de la convergence compacte sur C(Q, R)
ne dépend que de la topologie de R et peut étre construite en
invoquant dans R n’importe quelle structure uniforme
compatible avec ladite topologie. Aussi bien que la structure

uniforme de R, invoquée tout & ’heure, on peut donc consi-
dérer dans le cas présent la structure unmiforme additive de R.
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