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DES RESULTATS D’ANNULATION POUR LA TOUR
DE TAYLOR

par Van Tuan PHAM (*)

RESUME. Nous obtenons des résultats d’annulation des foncteurs dérivés au
sens de Dold-Puppe (Homologie nicht-additiver Funktoren. Anwendungen. Ann.
Inst. Fourier Grenoble, 1961) et des approximations de Taylor d’un foncteur se-
lon Johnson-McCarthy (calcul de Goodwillie algébrique) (Deriving calculus with
cotriples. Trans. Amer. Math. Soc., 2004) en utilisant la combinatoire des blocs
de la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux de Friedlander et Suslin
(Cohomology of finite group schemes over a field. Invent. Math., 1997).

ABSTRACT. — We obtain vanishing results for derived functors in the sense of
Dold-Puppe (Homologie nicht-additiver Funktoren. Anwendungen. Ann. Inst.
Fourier Grenoble, 1961) and Taylor approximations of a functor according to
Johnson-McCarthy (algebraic Goodwillie calculus) (Deriving calculus with
cotriples. Trans. Amer. Math. Soc., 2004) using the combination of blocks in
the category of strictly polynomial functors of Friedlander and Suslin (Cohomol-
ogy of finite group schemes over a field. Invent. Math., 1997).

1. Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons a deux notions de dérivation fon-
damentales en topologie algébrique : les foncteurs dérivés au sens de Dold et
Puppe, et le calcul de Taylor au sens de Johnson-McCarthy (aussi connu
sous le nom de « calcul de Goodwillie algébrique »). Notre objectif est
d’utiliser la théorie des foncteurs strictement polynomiaux introduite par
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Friedlander et Suslin [20] afin d’obtenir des résultats d’annulation nouveaux
pour ces deux notions de dérivation.

La notion de foncteur dérivé au sens de Dold et Puppe a été introduite
dans 'article fondateur [16]. Cette notion de dérivation repose sur la cor-
respondance de Dold—Kan. Elle généralise la notion classique de foncteur
dérivé a la Cartan—Eilenberg et elle permet de dériver des foncteurs non
additifs entre catégories abéliennes. Ces foncteurs dérivés au sens de Dold
et Puppe sont reliés a de nombreux calculs classiques de topologie algé-
brique. Par exemple, les foncteurs dérivés des puissances symétriques sont
des morceaux de I'homologie des espaces d’Eilenberg—Mac Lane calculée
par Cartan [12]. Le calcul des dérivés des puissances symétriques est non
trivial, et une étude détaillée en a été faite par Bousfield [6, 7]. Les fonc-
teurs dérivés des foncteurs de Lie apparaissent a la page initiale la suite
spectrale de Curtis [14, 15] qui converge vers les groupes d’homotopie in-
stable des espaces topologiques. D’aprés le célebre article a six auteurs [8],
les foncteurs dérivés au sens de Dold et Puppe permettent également de
construire la suite spectrale d’Adams, qui donne acces aux groupes d’ho-
motopie stable. Les foncteurs dérivés apparaissent également en lien avec
la cohomologie continue des groupes de Lie [5, Section 4]. Récemment, de
nouveaux résultats sur les dérivés des foncteurs non additifs ont été ob-
tenus grace a l'exploitation systématique de la structure des catégories de
foncteurs, les travaux de Breen, Mikhailov et Touzé [9, 10, 36].

Dans cet article, nous étudions les dérivés des foncteurs F : Vi — Vi,
ou Vg désigne la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un
corps commutatif k de caractéristique p > 0. Les dérivés de F sont alors
des espaces vectoriels bigradués L,F(V,n) dépendant fonctoriellement de
V' (nous renvoyons a la section 4 pour des rappels plus complets sur les
foncteurs dérivés). Comme nous 'avons déja évoqué, le calcul explicite pour
F = 8% (les puissances symétriques) est une tache difficile, et le calcul pour
d’autres foncteurs usuels, tels que les foncteurs de Schur ou les foncteurs
de Lie est encore plus difficile. Notre objectif ici n’est pas de donner des
calculs exacts mais plutdt des critéres effectifs sur un foncteur F' et un
espace vectoriel V' pour que les espaces vectoriels Ly F'(V,n) s’annulent.

Pour nos résultats, nous nous restreignons a I’étude des foncteurs stric-
tement polynomiaux au sens de Friedlander et Suslin [20]. Un foncteur
strictement polynomial peut étre vu comme un foncteur F : Vg — Vk,
muni d’une structure supplémentaire qui garantit que pour tout V le k-
espace vectoriel F(V) soit naturellement une représentation polynomiale
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du groupe algébrique GL(V'). Les exemples usuels de foncteurs entre es-
paces vectoriels, tels que les puissances symétriques, extérieures ou divisées,
ainsi que les foncteurs de Schur et de Weyl ou les foncteurs de Lie sont na-
turellement des foncteurs strictement polynomiaux. La catégorie Py des
foncteurs strictement polynomiaux est équivalente & (une somme directe
de) catégories de modules sur des algeébres de Schur, on connait sa décom-
position en blocs d’apres les travaux de Donkin [18]. Une idée introduite
dans [36] est d’utiliser la connaissance de la décomposition en blocs de Py
pour obtenir des résultats d’annulation sur les foncteurs dérivés au sens de
Dold et Puppe. Nous reprenons cette idée dans notre article, mais nous la
déclinons d’une maniere différente, qui donne de meilleurs résultats d’an-
nulation. Pour donner une idée des résultats obtenus, nous en donnons un
cas particulier qui s’énonce simplement.

THEOREME (Théoréme 6.18). — Soient k un corps de caractéristique
p > 0, F un foncteur strictement polynomial homogéne de degré d sur k et
n,q € N. Supposons que g+ inj.dim(F) < 2d + na,(d), ot oy, (d) désigne la
somme des chiffres dans Iécriture p-adique de d. Alors L,(F;n +2) = 0.

On rappelle que la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux ho-
mogenes de degré d sur k est de dimension globale finie, [34].

Notre méthode repose sur un critére d’annulation général (le théo-
réme 3.34), qui peut s’appliquer a d’autres contextes. Nous en donnons
une deuxieme illustration concrete en 'appliquant a une autre forme de
dérivation : le calcul de Goodwillie algébrique, introduit au début des an-
nées 2000 par Johnson et McCarthy [26], et qui intervient par exemple
dans I’étude de la K-théorie algébrique rationnelle [28]. Cette théorie défi-
nit, pour tout foncteur (pas nécessairement additif) d’une catégorie additive
vers une catégorie abélienne et tout entier positif n un complexe simplicial
P, F a partir du n-ieme effet croisé de F. Ce complexe simplicial P, F' est
une approximation de degré n de F, et on dispose de morphismes cano-
niques F' — P, F — P, _1F qui permettent de voir P, F comme le n-ieme
étage d’une « tour de Taylor » de F'. Si on note D, I la fibre du morphisme
P,F — P,_1F, on peut ainsi penser aux foncteurs Hy (D, F') comme a des
dérivés de F'.

Les foncteurs H, (D, F') sont difficiles & calculer en général. Nous nous
restreignons ici encore au cas des foncteurs strictement polynomiaux entre
espaces vectoriels. Pour n = 1, ces foncteurs dérivés au sens de Johnson—
McCarthy s’interprétent comme des foncteurs dérivés stables au sens de
Dold-Puppe, et le calcul de Hq(Dlsd) est donc connu d’apres les calculs
de 'homologie stable des espaces d’Eilenberg—Mac Lane de Cartan [12],
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voir aussi les calculs de Bousfield [7] et Betley [4]. Pour n = d, on peut
interpréter Hy(DgS 4) comme I’homologie du groupe symétrique Gg a coef-
ficients dans ®, calculée récemment par Cohen—Hemmer—Nakano [13] (voir
aussi [39]). Dans les cas ot 1 < n < d, nous proposons une suite spectrale
pour calculer H,(D,,S?). Sin > d alors H,(D,S5%) = 0 pour des raisons de
degré. Comme pour la théorie de Dold—Puppe, les calculs sont difficiles, et
sont encore moins connus pour cette théorie beaucoup plus récente. Comme
pour les foncteurs dérivés au sens de Dold et Puppe, notre approche donne
des criteres effectifs sur un foncteur F' et un k-espace vectoriel V' pour que
les espaces vectoriels H, (D, F) (V) s’annulent. Un exemple simple est le
suivant.

THEOREME (Théoréme 6.20). — Soient k un corps de caractéristique
p > 0, F un foncteur strictement polynomial homogéne de degré d sur k et
n,q € N. Supposons que 1 < n < d et que ¢+ inj.dim(F) < 2(d —n). Alors

Hy(Dn(F)) = 0.

Nous expliquons maintenant les grandes étapes qui permettent d’obtenir
nos résultats d’annulation.

Etape 1. La catégorie Py se décompose comme la somme directe Py =
@d>0 Pgq ou Py désigne la sous-catégorie pleine des foncteurs strictement
polynomiaux homogenes de degré d. Chaque sous-catégorie P; admet en-
suite une décomposition plus fine en somme directe de blocs. Comme Py est
équivalente a la catégorie des modules finis sur I'algebre de Schur S(d, d),
ces blocs sont connus d’apres les travaux de Donkin [18]. Plus précisément,
les simples de P, sont indexés par les partitions de d, et deux simples sont
dans le méme bloc de Py si et seulement si les partitions qui les indexent
ont le méme p-cceur.

Si I est un foncteur strictement polynomial, il posséde une suite de
composition finie, et on note BI(F') I’ensemble des p-cceurs correspondant
aux partitions qui indexent les simples de cette suite de composition.

Notre premiere étape est une étape préliminaire, qui consiste a établir
quelques propriétés élémentaires de la combinatoire des blocs. Plus pré-
cisément, on utilise les regles de Pieri, de Nakayama, et le théoréme du
produit tensoriel de Steinberg pour obtenir dans la proposition 3.20 et le
théoréme 3.22 des propriétés qui permettent de calculer facilement BI(F)
pour certains foncteurs F' qui apparaitront dans la suite.
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Etape 2. Notre deuxiéme étape donne un critére général permettant
d’utiliser la combinatoire des blocs pour obtenir des résultats d’annula-
tion. Nos résultats d’annulation s’appliquent au calcul de I’homologie des
foncteurs du type :

o = q)X : Pk — Ch;o(’Pk)

® F — Hom(F*, X).

ott X € Chx((Py) désigne un complexe d’injectifs de Py, et F* désigne le
dual de Kuhn du foncteur F', et Hom désigne le Hom interne de la catégorie
des foncteurs strictement polynomiaux. Si G est un foncteur strictement
polynomial et V' est un espace vectoriel, on note Gy le « foncteur a pa-
rameétre » donné par Gy (W) = G(V ® W). Notre résultat d’annulation
s’énonce alors ainsi :

THEOREME (Théoréme 3.34). — Soient F' € Py, V € Vg et ® un foncteur
de type (J). Alors Hy(®F)(V) =0 dés que

BI(F)N U BI((H;j(@5%))y) | = 0.
q<j<g+inj.dim F

Nous montrons dans les propositions 4.6 et 4.17 que les foncteurs dérivés
au sens de Dold-Puppe L,(—, n) et au sens Johnson-McCarthy H,(D,,—)
sont 'homologie de foncteurs de type (J). Notre théoréme d’annulation
peut donc s’appliquer a ces foncteurs, si on parvient a calculer les blocs des
foncteurs H;(®S%)y pour ® = L(—,n) et ® = D,,.

Etape 3. Cette étape consiste & extraire des travaux de Cartan [12],
Touzé [37], Cohen—-Hemmer—Nakano [13] et Johnson-McCarthy [26, 27],
les calculs explicites des foncteurs L;S%(—,n) et des résultats permettant
de « majorer la taille » des foncteurs H;(D,,S%). Les résultats sont donnés
dans la section 5 de 'article.

Etape 4. Dans cette étape, mnous calculons explicitement
BI((H.(®S?))y), pour ® = L(—,n) et ® = D,, a partir des descriptions
de L,S%(—,n) et Hy(D,S?) de I'étape précédente et des régles de calcul
établies dans I'étape 1. Par exemple, on obtient dans le théoreme 6.7 le
résultat suivant.
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THEOREME (Théoréme 6.7). — Soient d,n deux entiers naturels et V
un objet de Vi. On a I'égalité :

; 0 si j < Jo,
U BU(LgS (= n))v) = { BUEFT™)  si i < < i,
=0 BIEY) 1] >J|a|;

ot dy est le reste de la division de d par p, et ji, = 2d+n (kp + a,(d — kp))
pour k = 0,1,..., L%j, et ap(d — kp) est la somme des chiffres dans la
décomposition p-adique de d—kp. De plus, la notation E désigne le foncteur
I' si p=2 oun est pair, et le foncteur A sinon.

Nous pouvons donc utiliser le théoréeme d’annulation général obtenu a
I’étape 2 pour obtenir des résultats d’annulation pour les deux notions de
dérivation qui nous intéressent. Les résultats sont énoncés dans les théo-
remes 6.18 et 6.20.
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2. Rappels et notations pour les foncteurs strictement
polynomiaux

Dans cette section, nous donnons quelques rappels sur les catégories de
foncteurs strictement polynomiaux. Nos principales références sont
[20, 35, 37].

Dans cette section et dans tout le reste de I’article, k est un corps com-
mutatif de caractéristique p > 0. On note Vecty la catégorie des k-espaces
vectoriels et Vi la sous-catégorie pleine des espaces vectoriels de dimension
finie.
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2.1. Catégories de foncteurs strictement polynomiaux

Soit d un entier positif. Pour tout espace vectoriel V' le groupe symé-
trique G4 agit sur V¢ en permutant les facteurs du produit tensoriel. On
note I'%(V) la d-iéme puissance divisée de V, c’est-a-dire I'espace vectoriel
I'Y(V) = (V®4)Sa des invariants sour I'action du groupe symétrique. Pour
chaque paire (V, W) d’espaces vectoriels, on a un morphisme

rY(v)eT4w) — r4v e w)
naturel en V, W, qui est la composition :

(Vod) ¥ @ (W) T ~ (V&d @ od) T XS (v @ W)®4) T

Si A est une catégorie k-linéaire, on note I'*4 la catégorie k-linéaire
ayant les mémes objets que 4, dont les morphismes sont donnés par

Hompa 4(A, B) = T9Hom 4 (A, B)

et dont la loi de composition est donnée par la composée suivant, ou le
deuxieéme morphisme est induit par la composition dans A :

I Homa(B,C) ® I Hom 4(A, B) — I'(Hom4(B, C) ® Hom 4 (A, B))
— ' Hom (A, C).

La catégorie Py des foncteurs strictement polynomiaux homogenes de
degré d est la catégorie dont les objets sont les foncteurs k-linéaires de
I'*Vy dans Vg, dont les morphismes sont les transformations naturelles, la
composition étant la composition usuelle des morphismes. La catégorie Py
est une catégorie abélienne et k-linéaire (car c’est une catégorie de foncteurs
dont le but est une catégorie abélienne et k-linéaire : la somme directe, le
produit direct, les noyaux et conoyaux sont définis dans la catégorie but,
par exemple (F & G)(V)=F(V)® G(V).)

Si F est un foncteur strictement polynomial homogene de degré d, alors
F(V) est naturellement un Endray, (V)-module. L’algebre Endray, (V) =
I End,(V) = Endge,(V®?) est une algebre de Schur, notée S(n,d) si
dimg V' = n. Le résultat suivant est dii & Friedlander et Suslin (voir aussi
Pappendice de [35]).

THEOREME 2.1 ([20, Theorem 3.2]). — Sin > d, alors I'évaluation sur
k™ induit une équivalence de catégories :

Py — S(d,n)-mod
F s F(K").
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On définit la catégorie (abélienne et k-linéaire) Py des foncteurs stricte-
ment polynomiaux (de degré borné et a valeurs de dimensions finies) par
la formule :

P =P Pa
d=0

En d’autres termes, tout foncteur strictement polynomial F' s’écrit comme
une somme directe finie de foncteurs strictement polynomiaux homogenes
Fd, et HOHlplk(_F7 G) = Hd>0 Hompd (Fd, Gd)

Les faits suivants se déduisent facilement du théoreme 2.1 et de la défi-
nition de Py.

(1) Tout foncteur strictement polynomial admet une suite de composi-
tion finie.
(2) La catégorie Py admet assez de projectifs et d’injectifs.

2.2. La catégorie Fi et le foncteur d’oubli de Py vers Fi

On note Fi la catégorie dont les objets sont les foncteurs F' : Vi — Vecty
dont les morphismes sont les transformations naturelles, et dont la loi de
composition est donnée par la composition des transformations naturelles.
On notera parfois simplement F au lieu de Fy.

On note 4 : Vk — I'*Vy le foncteur qui est I'identité sur les objets et
qui associe & une application k-linéaire f : V — W Dapplication f®? ¢
' Hom (V, W). La précomposition par v? induit un foncteur d’oubli :

O :P; — F,
F+— O(F) = Fon,.

On étend ce foncteur d’oubli en un foncteur d’oubli
O P]k — .F]k

en posant O(F') = P 5, O(Fy). Le foncteur d’oubli obtenu est exact et
fidele. Si k est un corps infini, il est pleinement fidele (cf. les commentaires
sur la définition 2.1 dans [20]). Ce foncteur d’oubli permet de penser aux
foncteurs strictement polynomiaux comme a des endofoncteurs de Vi munis
d’une structure supplémentaire. Lorsque cela n’engendre pas de confusion
(c’est-a-dire presque systématiquement), on notera simplement F I'image
d’un foncteur strictement polynomial F' par le foncteur d’oubli.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.3. Exemples de foncteurs strictement polynomiaux

La catégorie de Schur I'Vy est isomorphe & la sous-catégorie pleine de
k& 4-mod dont les objets sont les espaces vectoriels V%, ot &4 agit par per-
mutation des facteurs du produit tensoriel. Notons ¢g : I*Vy < k& 4-mod le
plongement associé. Chaque foncteur k-linéaire ¢ : k&4-mod — Vi induit
donc un foncteur strictement polynomial ¥ o 1q € Py.

Exemple 2.2.

(1)

(2)

Puissance tensorielle. Si ¢ est le foncteur d’oubli k&4-mod — Vi,
le foncteur 9 o ¢4 est noté ®% et appelé foncteur d-ieme puissance
tensorielle.

Puissance divisée. Si 1 est le foncteur des points fixes (—)%¢, le
foncteur (—)%7 014 est noté I'Y et appelé foncteur d-iéme puissance
divisée. Plus généralement, si ¢ est le foncteur cohomologique

Hn(Gd, —) : k& 4-mod — V]k,

le foncteur H"™(&4, —) o 14 est noté H" (S, @%).

Puissance symétrique. Si v est le foncteur (—)g,, le foncteur (—)g, 0
tq est noté S?% et appelé foncteur d-iéme puissance symétrique. Plus
généralement, si ¥ est le foncteur homologique

Hn(Gd, —) : k& 4-mod — Vk,

le foncteur H,,(Sq, —) o 14 est noté H,(Sq, @%).
Puissance extérieure. Nous définissons ensuite le d-iéme foncteur
puissance extérieure comme un foncteur strictement polynomial.
Nous considérons deux cas suivant la caractéristique du corps k.

e Dans le cas p est impair. Si ¥ est le foncteur composé

kSgmod X727, k& -mod %,
ou k®8" est la représentation signature de &4, le foncteur oy
est noté A? et appelé foncteur d-iéme puissance extérieure.

e Dans le cas ou p = 2, on définit le foncteur d-ieme puissance
extérieure A4 comme l'image du morphisme composé S¢ —
®? — I'?, o1 le premier morphisme envoie vy - --vg € S4V)
sur deed V(1) @+ @ Ug(q) et le deuxieme morphisme envoie
V1 ® - @ug € VO sur Y ees, Vo(l) ® ++ ® VUg(q) € rdv).

Torsion de Frobenius. Soit r un entier positif. Le r-ieme foncteur de
torsion de Frobenius I(") est défini comme I'image du morphisme
composé : 'Y — ®@% — S9 ol le premier (resp. deuxiéme) mor-
phisme est le morphisme canonique d’inclusion (resp. de quotient).
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2.4. Opérations sur les foncteurs strictement polynomiaux

Nous rappelons maintenant certaines opérations usuelles qui permettent
de construire des exemples supplémentaires de foncteurs strictement poly-
nomiaux.

Si V est un espace vectoriel et d et e sont deux entiers naturels, 'inclusion
Gy X 6, C G4 induit une inclusion

Age : THE(V) = VOO0 | y@(d+e) 91X Se | pd(y) g pe(y) |

Cette inclusion induit un foncteur k-linéaire Ay : rétey, — Iy @ T V.
De méme on définit un foncteur k-linéaire ¢, : T4V — T'¢ (I°Vy) & partir
de l’inclusion

(V®de)6de N ((V®de)Ad6€)6d ~ (((V@)e)se)@d)edj

N . . . , A
otl le groupe A&, est I'image de I’application composée &, —% (GB)Xd —
Gye, ou Ay est le foncteur diagonal. On dispose des opérations suivantes.

(1) Produit tensoriel. Soient d, e deux entiers naturels et F' € Py, G €
Pe. On définit un foncteur strictement polynomial FF @ G € Py,
comme le foncteur composé

Ag,e
rdtey, 24 1y, @ TV, 2% ),
En particulier, on a @ ® ®° ~ ®%t¢. Le produit tensoriel induit
un bifoncteur exact en chaque variable Py X Pe — Pyae.-
(2) Composition. Soient F' € Py et G € P.. On définit le foncteur
strictement polynomial F' o G € Py, comme le foncteur composé

Cd.e d
rdey, 2o pd (reyy) 59 pdy, Ly,

La précomposition par G induit un foncteur exact —o G : Py — Py
qu’on étend par additivité en un foncteur exact — o G : Py — Pk.
Un foncteur composé F o I(") sera noté F(").

(3) Foncteur a paramétre. C’est un cas particulier de composition, qui
nous sera treés utile dans la suite de article. Soit F' € Py et V un
k-espace vectoriel de dimension finie. On définit des « foncteurs a
paramétre » Fy (=) := Fo(V®—)et FV := Fyv ot V" est le dual
k-linéaire de V. Par définition, la paramétrisation par V définit un
foncteur exact P — Pk. Les « foncteurs a parametre » peuvent se
définir dans Fi comme dans Py, a partir de la méme formule.
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(4) Dualité de Kuhn. Soit F € P4. On définit F* € P, comme le
foncteur composé suivant, ou le premier et le troisieme morphismes
sont induits par la dualité k-linéaire (=) : V¥ — Vy :

Iy — TP 5 VP — Vi

La dualité de Kuhn définit une équivalence de catégories —F : Py ~
PP, qu'on étend par additivité en une équivalence de catégories
—# 1Py ~ PP, On dispose des isomorphismes suivants (naturels en
FetQ):

(FOGf~F'aoG, (FeG)f~F'eda,
(Fv)f ~ (FY)Y, (FoG) ~FioGt,
ainsi que des isomorphismes de foncteurs
(ADF ~ A (DD~ 89 (I~ 10,

Le foncteur d’oubli O : Py — Fx commute aux opérations usuelles sur
les foncteurs. Plus précisément, on a des isomorphismes naturels dans Fy
OFoG)~0O(F)®0(G), OF®G)~0(F)20(G),
O(FoG)~O(F)o0O(GQ), O(Fy)~O(F)y.

Ceci permet de penser que les opérations sur les foncteurs strictement poly-
nomiaux définies ci-dessus expriment simplement la compatibilité des opé-
rations usuelles sur les endofoncteurs de Vy avec les structures addition-
nelles de foncteurs strictement polynomiaux. En utilisant les foncteurs a

parameétre, on peut définir (suivant [37, Section 4]) une opération de Hom
interne pour les foncteurs strictement polynomiaux.

(5) Hom interne. Si F et G sont deux foncteurs strictement polyno-
miaux, on note

Hom(F,G)(V) := Homp, (F,Gyv)

Si F' et G sont homogenes de méme degré d, le Hom interne est
également homogene de degré d. On a un isomorphisme d’espaces
vectoriels, naturel en F'; G et V :

Hom(F,G)(V) ~ Homp, (FV,G) ,
de sorte que l'on a des isomorphismes, naturels en F' et G
Hom (F, G) ~ Hom (G*, F*).

On note Ext'(F,G) le foncteur strictement polynomial obtenu
en dérivant le Hom interne, c’est-a-dire en dérivant le foncteur
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Hom(—,G) : P,® — Py ou le foncteur Hom (F, —) : Px — Pk. (On
peut dériver au choix 'un ou l'autre de ces foncteurs, les résultats
obtenus seront naturellement isomorphes).

2.5. Algébre homologique dans P,

On note 'V le foncteur Hompay, (V, —). Ce foncteur est isomorphe au
foncteur (I'Y)Y obtenu en « paramétrisant » le foncteur I'Y de d-iéme puis-
sance divisée. Par la version k-linéaire du lemme de Yoneda, il existe un
isomorphisme naturel en F' € Py et V € Iy -

(2.1) Homp, (%Y, F) ~ F(V).

On en déduit que les foncteurs 'Y sont projectifs. Le théoréme 2.1 montre

I'%V est un générateur projectif de Py. En

de plus que si dimy V' > d alors
utilisant la dualité de Kuhn et I'isomorphisme (I'“Y)# ~ S& on en déduit
que si dimg V > d alors S& est un cogénérateur injectif de Py, et satisfait

un isomorphisme (naturel en F et V) :
Homp, (F,S&) ~ F* (V).

On notera que les deux isomorphismes ci-dessus se réécrivent avec les Hom
internes sous la forme :

Hom(I'Y, F)~ F,  Hom(F,S%) ~ F*.

2.6. Foncteurs strictement polynomiaux & plusieurs variables

En quelques points du texte, nous aurons besoin des foncteurs stricte-
ment polynomiaux a plusieurs variables. On note Py(n) la catégorie des
foncteurs strictement polynomiaux a n variables, homogenes de degré total
d et a valeurs de dimensions finies. Les objets de cette catégorie sont les
foncteurs k-linéaires I'(V,") — Vi, les morphismes sont les transforma-
tions naturelles et la composition est la composition usuelle des transforma-
tions naturelles. La catégorie Pg(n) des foncteurs strictement polynomiaux
a n variables (de degré total borné et a valeurs de dimensions finies) est
définie par

oo
Pi(n) = P Pa(n).
d=0
Tout se passe avec les foncteurs a n variables de méme maniere qu’avec les

foncteurs & une variable. En particulier, si Fi(n) désigne la catégorie des
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foncteurs F' : V" — Vecty on a un foncteur d’oubli (exact et fidele, et qui
est pleinement fidele si k est infini)

O : Px(n) — Fi(n) .

Les opérations de produit tensoriel, de composition etc. s’étendent de ma-
niére évidente au cas des foncteurs a n variables. Comme nous ne ferons
qu’un usage treés modéré des foncteurs strictement polynomiaux & plusieurs
variables, nous laissons les détails au lecteur, ou le renvoyons a la littérature
(par exemple [36, 38]).

3. Théorie des blocs dans Py

Les blocs de la catégorie Py sont connus d’apres Donkin [18]. Dans cette
section, on présente les propriétés des blocs dont on a besoin dans la suite.
Dans les deux premiéres sous-sections, on rappelle la théorie des partitions
et des propriétés essentielles de foncteurs de Schur et foncteurs simples.
Dans la troisieme sous-section, on définit I’application B[ qui calcule des
blocs d’un foncteur strictement polynomial et on explique comment on peut
calculer cette application. Enfin, un critére d’annulation est donné dans la
sous-section 3.5.

3.1. Partitions

Les objets simples de la catégorie Py sont indexés par les partitions et
les blocs de Px correspondent aux p-coeurs de ces partitions. Dans cette
sous-section, on donne donc un bref rappel sur la théorie des partitions et
des p-coeurs. Notre référence est le livre de James et Kerber [22].

3.1.1. Partitions

Une partition est une suite A = (A1, Ag,...) d’entiers naturels tels que
Ai 2 A1 pour tout ¢ et A; = 0 pour ¢ assez grand. On note P I’ensemble des
partitions. Si A est une partition avec A\,11 = 0, on désignera simplement
Apar (A, ..., \n).

Pour chaque partition A, le diagramme de Young Y ()\) est le sous-
ensemble de Z2 défini par

Y\ ={(i,j) € Z% : j < N}
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ol Z est I’ensemble des entiers positifs. Un sous-ensemble de Zf_ est appelé
une partition s’il est de la forme Y (A) pour une certaine partition \.

On définit la longueur ¢(X\) et le poids |A| d’une partition A par les
formules :

() =min{n e N: A =0,Yi>n}, A=) A
=1

Si A # (0), on a £(A) =max{i: (i,1) € Y(A)}. De plus, on a [A| = #Y()).
Si |A] = n, on dit que A est une partition de n. On désigne par P(n)
le sous-ensemble de P des partitions de n. Par exemple, P(0) = {(0)},
P(1) = {(1)}, et P(2) = {(2),(1, 1)}, P(3) = {(3),(2.1),(1,1,1)}. On a
P(n)NP(m)=0sin#met P =) _,P(n).

Soit A € P une partition. La partition conjuguée de X est la partition \’
définie par A, = #{j : A\; > i}. La conjugaison des partitions définit une
application (=)' : P — P. On a

(AI), =A |/\/| = |>‘| NIOVES )‘/17 g(>‘I) = A1.
De plus \; = #{i : (4,j) € Y(N)} et (i,7) € Y()\) si et seulement si
(4,4) € Y(X). Une partition A est dite p-restreinte si A; — A;y1 < p pour
tout ¢ > 1. Si A\ et p sont des partitions et n est un entier naturel, on note
A+ p la partition (Ay 4 w1, As + po, .. .) et nA la partition (nA1,nAq,...).

Exemple 3.1. — Soit A = (5,3,2). On a |A| = 10 alors A est une partition
de 10. De plus, on a des égalités :

L(N) =3, N =(3,3,2,1,1), L) =X =5.
Par définition, A est p-restreinte si et seulement si p > 3.

Le résultat suivant est la division euclidienne pour les partitions, voir
par exemple [22, (6.1.4)—(6.1.7)].

LEMME 3.2. — Soit A € P une partition. Il existe une unique partition
p-restreinte p et une unique partition v telles que A = u + pv.

3.1.2. p-coeurs

Soit Y C Zi une partition. Le bord de Y que ’on note Y, est I’ensemble
des éléments (i,7) de Y tel que (i + 1,5 + 1) n’appartient pas & Y

oY ={(i,j)eY:(i+1,j+1)¢ Y}

On définit une relation binaire < sur Zi de la fagon suivante. Soient
(i1, 1) et (i2,j2) deux éléments de Z3 . On note (i1, j1) < (i2, j2) si i1 = iz
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FIGure 3.1. 9(Y (5,2,1))

et j1 < jo. Puisque < est une relation d’ordre sur Z, < est une relation
d’ordre sur Zi. De plus, si Y C Zi est une partition, la relation d’ordre
< est totale sur JY. Un intervalle de dY est un sous-ensemble de JY de
la forme {(¢,7) € Y : (i1,41) < (4,5) < (i2,42)} pour (i1, 1), (i2,j2) € Y
quelconque.

FIGURE 3.2. La relation d’ordre totale < sur 9(Y (5,2, 1))
Soient A, 1 deux partitions. On note A C psi Y(A\) C Y (1), ou de maniére

équivalente si \; < p; pour tout 7. Cette relation binaire est une relation
d’ordre partiel sur ’ensemble P des partitions. On définit également une
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autre relation d’ordre <, sur 'ensemble P comme suit. Soient A, 1 deux
partitions. On note A <,, p 8’il existe une suite des partitions v!, ..., v™ avec
vl = X et v™ = p satisfaisant les conditions : v* C vi*t! et Y (1) \ Y ()

est un intervalle de 9(Y (v**1)) de p éléments pour i = 1,...,n — 1.
LEMME 3.3. — Soient X\ et p1 deux partitions. On a A <, A+ pu. En
particulier, on a (0) <, pA.
Démonstration. — 1l existe (de fagon non unique) des partitions dis-
tinctes p* avec 0 < k < |u| telles que (0) = p® c p* € --- C pl=1
pl*l = 1. On pose v* = pu' pour tout 4. On obtient une suite de partitions

VO, vl avee 19 = X vt =y, de plus, ¢ C vt et V() \ Y (1)
est un intervalle de 9(Y (v**1)) de p éléments pour tout i. On a alors
A<p A+ pp. O

DEFINITION 3.4. — Une partition A est appelée un p-coeur si X est un

élément minimal de P par rapport a la relation <,. On note Pp_cqeye 1'en-
semble des p-coeurs.

Si p = 2, I'ensemble Pp._coeur est tres simple. En effet, un 2-coeur est une
partition A telle que A, = A1 +1si A, # 0. Autrement dit, une partition
est un 2-coeur si et seulement si A et X sont des partitions 2-restreintes.
Pour p quelconque, si la partition A est un p-cceur, les partitions A et \
sont toujours p-restreintes, mais cette condition ne caractérise pas les p-
coeurs. Par exemple, si A = (3,2) alors A et X' sont 3-restreintes mais A
n’est pas un 3-cceur car (1,1) <3 (3,2). Le résultat fondamental sur la
relation d’ordre <, est le suivant. Une démonstration de ce résultat peut
étre trouvée dans [22, Theorem 2.7.16].

THEOREME 3.5. — Soit A une partition. Alors 'ensemble {y € P :
p <p A} posséde un plus petit élément.

DEFINITION 3.6. — Si A € P est une partition, on note €oj, () le p-coeur
de A, c’est-a-dire le plus petit élément de I'ensemble {y € P : p <, A}. On
obtient une application Co, : P — Py coeur qui fixe tous les éléments de
Pp—coeut-

PROPOSITION 3.7. — Soient X et y deux partitions.

(1) On a €o, (X) = €op (A + pu). En particulier, on a €o, (pu) = (0).
(2) La partition €o, (X') est la partition conjuguée de €o,, (N).
Démonstration.

(1). — D’apres la définition 3.6 et le théoréme 3.5, on a que
Cop (A + pp) = Cop (v)
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si la partition v satisfait l'inégalité v <, A + pu. Par le lemme 3.3, la
partition A satisfait cette condition. On a donc Cop, (A) = €op, (A + pp).
Dans le cas A =0, on a que €o, (pp) est le p-coeur de la partition (0), qui
est (0) par définition.

(2). — Par définition de la partition conjuguée, on a

Y(X) ={(i,4) : (5:8) € Y(V)}-

De plus, lapplication (i,5) — (j,¢) est une bijection de Y (') sur Y (N).
De plus, cette bijection est strictement décroissante. On a, par définition
de la relation d’ordre, que p <, A si et seulement si y' <, X'. On en déduit
le résultat. O

3.2. Foncteurs de Schur et foncteurs simples
3.2.1. Foncteurs de Schur

On rappelle que l'ordre lexicographique est 'ordre total sur Zi défini
par (il,jl) < (ig,jg) sii] < 9 ou siip =19 et j1 < Jo.

Pour tout sous-ensemble non vide A de Zi on note a4 I'unique bijection
de A vers {1,2,...,#A} préservant les ordres. Si A € P(d), on note o) :
{1,...,d} — {1,...,d} la composée suivante, ol le deuxiéme morphisme
envoie (i,7) sur (j,4) :

—1
{1,...,dy 225 y() — vy(V) 22 (1, d)

On obtient ainsi une application P(d) — &4. On a évidemment que o/ est
I'inverse de oy pour toute partition A. D’autre part, on a une application
Gy — Hompd(®d, ®?) qui & une permutation 7 associe la transformation
naturelle qui envoie v ® -+ ® vg Vers vy-1(1) ® -+ ® V--1(g). La composée
de ces deux applications fournit une application

P(d) — Homp, (®%, ®@%)
A —> 0.
Exemple 3.8.

(1) On considere la partition A = (3,1) de 4, ona o3 1) : ®* = @4 e
V2 ® V3 Q@ Us® — V1 ® V4 R V2 ® v3.

(2) Par définition, si A = (d) ou A = (1%), c’est-a-dire si £(\) = 1 ou
L(N)=1,onaocy=1Id
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On rappelle que si A = (Aq,...,\,) est un n-uplet d’entiers naturels
(par exemple une partition) et X désigne l'un des symboles S, A, T, on
note X* le produit tensoriel XM ® --- ® X*». La définition suivante est
due a Akin-Buchsbaum-Weyman [3, Section II].

DEFINITION 3.9. — Soit A une partition de d. Le foncteur de Schur S
est I'image du morphisme composé

A)\/ B ®d IN ®d S)\.
Remarque 3.10. — Le foncteur de Schur Sy est noté Ly dans [3], voir
aussi [41, Section 2.1]. Nous ne suivons pas cette notation et réservons la
lettre “L” pour désigner les objets simples de P,;. De plus, la convention

d’indexation que lon utilise est duale de celle des références [3] ou [1] pour
les foncteurs de Schur.

Si A est une partition de d, le foncteur de Schur S est un objet de Py.
Si la longueur de A ou X est 1, le foncteur de Schur associé a A correspond
a des foncteurs bien connus : S(gq) = S et Say = A,

THEOREME 3.11 (Régle de Pieri [1, Section 3]). — Soit A une partition
et soit d un entier naturel.

(1) Le foncteur Sy ® S posséde une filtration telle que Gr(Sy ® S%) =
S, ot la somme directe est indexée par les partitions v satisfai-
v
sant les conditions : |v| = |\ +d et X, < v] < X, + 1 pour tout i.
e foncteur Sy &® possede une filtration telle que Gr (S) ® =
2) Le foncteur Sy ® A4 od filtration tell Gr (S, ® A?
S, ot la somme directe est indexée par les partitions v satisfai-
v
sant les conditions : |v| = |A| +d et \; < v; < A; + 1 pour tout i.

Exemple 3.12.

(1) Soient dy,ds € N. Le foncteur S% @ S% posséde une filtration telle

que
min{d1 ,dz}

Gr (Sdl ® Sd2) = @ S(d1+d2*i»i)'
i=0
(2) Le foncteur S5 1) ® 52 posséde une filtration telle que
Gr(S(z2,1) ® 8%) = Sa,1) © S(3.2) @ S(3.1,1) ® S2,2.1)-

3.2.2. Foncteurs simples

Soit d € N. Un objet F de P, est dit simple s’il est non nul et s’il ne
contient aucun sous-foncteur distinct de F' et 0. Le socle d’un foncteur F,
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noté soc(F'), est le plus grand sous-foncteur semi-simple de F, c’est-a-dire
la somme des sous-foncteurs simples de F'. Si A est une partition, on désigne
par Ly le socle du foncteur de Schur Sy.

THEOREME 3.13 ([21, 30]).

(1) Pour toute partition A, Ly est un foncteur simple.

(2) Si F est un objet simple de Py, il existe une unique partition \ €
P(d) telle que F ~ Ljy.

(3) Les foncteurs simples sont autoduaux, c’est-a-dire que I'on a un
isomorphisme L}~ L.

D’apres ce théoreme, les classes d’isomorphisme de foncteurs simples de
P4 sont indexées par les partitions de d.

THEOREME 3.14 (Théoréme du produit tensoriel de Steinberg [24]). —
Soit A une partition p-restreinte et soit p une partition. On a un isomor-
phisme Ly ® Lﬁ) ~ Lxypu-

Comme une application du théoreéme 3.14, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 3.15. — Si F' € Px est le foncteur simple associé a la
partition A alors F") est le foncteur simple associé & p"\.

3.3. Blocs de la catégorie Py
3.3.1. Blocs

Les blocs de la catégorie Py ont été déterminés par Donkin [18]. Avant
de donner le résultat, nous rappelons les définitions élémentaires relatives

aux blocs.
DEFINITION 3.16. — Soient F et G deux foncteurs simples de Py. On
note F ~ G s’il existe une suite Ly, L1,...,L, de foncteurs simples de

Py satisfaisant Lo = F,L, = G et Ext%;k(Li,LiH) # 0 pour tout i =
1,....,n—1.

La relation binaire ~ est une relation d’équivalence sur les simples de Pj.
Un bloc de Py est une classe d’équivalence de simples sous cette relation
d’équivalence. On note By ’ensemble des blocs de Py. Pour b € By, on
désigne par (Py)p la sous-catégorie pleine de P, formée des foncteurs F' dont
tous les facteurs de composition sont dans le bloc b. On a une décomposition

Pa= B (Pa)s.

beBy
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Cela signifie que tout foncteur se décompose de maniere unique en une
somme directe F' = GabeBd Fy ou Fy, € (Pq)p, et de plus Homp, (Fy, F2) =0
si F; € (Pa)p,,i = 1,2 et by # be. En particulier, si F' est indécomposable,
il existe un seul élément b € By satisfaisant F' € (Py)p. Le théoréme suivant
donne une description combinatoire des blocs de la catégorie Py.

THEOREME 3.17 (Régle de Nakayama [18], [30, Theorem 5.1.1]). —
Soient A et p deux partitions de poids d. Les deux simples Ly et L, sont
dans le méme bloc si et seulement si les deux partitions A\ et u ont le méme
p-coeur.

On indexe donc les blocs de Py par les p-ceeurs des partitions de poids d,
le bloc contenant Ly est indexé par le p-ceeur de A\. On obtient une bijection
entre By et I’ensemble des partitions A telles que [A| < d et |A\| =d (mod p).

3.3.2. L’application ‘Bl

DEFINITION 3.18. — Si F est un foncteur strictement polynomial, on
note BI(F') 'ensemble des p-coeurs des partitions indexant les facteurs de
composition de F'. On obtient donc une application :

Bl : Obj(Py) — 2P reoewe
F+— BI(F)={¢€,(\): A€ P,[F:L,] >0}
Dans cette définition, [F' : L] est le nombre des facteurs de composition
de F' qui sont isomorphes au foncteur simple L. En particulier, la condition

[F' : Ly] > 0 veut dire que L) est isomorphe & un certain facteur de
composition de F'.

PROPOSITION 3.19. — Soient A,  deux partitions, F' un objet de Py et
G un sous-objet de F. On a :

(3.1) BI(Sy) = BI(Ly),
(3.2) BIULy) = BULxtpu),
(3.3) BI(F) =BU(G)UBIF/G),
(3.4) BI(F*) = BI(F),
i =0

(3.5) purmy =0 ’

{(0)} si F#0.

Démonstration. — Comme le socle de S est un foncteur simple, le fonc-

teur Sy est indécomposable. Cela implique que Sy € (Py), ol b est le bloc
contenant le foncteur simple Ly. On obtient donc la formule (3.1). D’apres

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DES RESULTATS D’ANNULATION POUR LA TOUR DE TAYLOR 2253

le corollaire 3.7, on a BI(Lxyp,) = Cop (A + pu) = Cop, (A) = BI(Ly), d’on
la formule (3.2).

Comme G est un sous-foncteur de F, un simple L est un facteur de
composition de F' si et seulement si L est un facteur de composition de G
ou de F//G. On obtient la formule (3.3). Pour obtenir (3.4), on utilise (3.2)
et le fait que les foncteurs simples sont autoduaux. Il reste & montrer la
formule (3.5). Cette formule est évidente dans le cas ou F' = 0. Si F' # 0,
soit 0 = Fy C I} C --- C F,, = F une suite de composition de F' avec

F;/F;_1 ~ Lyi. On a donc 0 = Fél) - Fl(l) c - c FY =FO avec
Fi(l)/Fz(l)1 ~ Lg\ll) ~ L,i. Par le corollaire 3.7, on a BI(L,,»:) = Co, (p)\i) =
{(0)}. On obtient (3.5). O

On connait BI(S?) pour tout d € N. En effet, S = S(4) est un foncteur
de Schur. Par la proposition (3.1), BI(S?) = BI(L)) = {(r)} ou r est le
reste de la division de d par p. La regle de Pieri permet de déterminer plus
généralement BI(ST) pour tout espace vectoriel V.

PROPOSITION 3.20. — Soient d un entier naturel et V # 0 un objet de
Vk- On a les égalités :
A< d ) < dimV,
3.6 S rebP : ,
(3.6) B(sY) = { preoeue {)\| =d (mod p)

(3.7) BITE) = BI(SL),
(3.8) BIAL) = {A € Ppcocur : N € BI(SY) }.

Démonstration. — On note ¢ la dimension de V. Comme les foncteurs
S,A,T" sont des foncteurs exponentiels, si F désigne I'un des symboles
S,A, T, on a la décomposition suivante, ou la somme directe est indexée
par les f-uplets d’entiers naturels d de poids d :

(3.9) B, ~ P E*
d

En utilisant cet isomorphisme et ’égalité (3.4) de la proposition 3.19, on
obtient ’égalité (3.7). Pour une partition A et un entier naturel k, on note
A(X; k) Pensemble des partitions v telles que |v| = |A|+d et X, < v] < A +1
pour tout . Par définition, on a les deux propriétés suivantes de I’ensemble

AN k).

(1) Pour v € A(\; k), on a £(v) < £(N) + 1.
(2) Si k< Ay alors v := (A, k) appartient a A(X; k).
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D’autre part, par la régle de Pieri (théoréme 3.11), il existe des filtrations
de Sy ® S* et Sy ® A telles qu’on a des isomorphismes :

(310)  Gr(SHye@s)~ P S, GrSveA)~ § S
veA(NK) )

Pour un m-uplet d’entiers naturels d,m > 1, on définit un ensemble de

partitions B(d) par récurrence sur m. Si m = 1, on pose B(d) = {(d1)}.

Dans le cas ot m > 2, on pose B(d) = Ujep((ay,..a, 1)) A(Aidm). Par

cette définition et les isomorphismes (3.10) on en déduit qu’il existe des
filtrations de S2 et A< telles qu’on ait des isomorphismes :

(3.11) Gr(sh~ @ S, G~ P S,

vEB(d) veB(d)
Par les isomorphismes (3.9), (3.11) et I’égalité (3.1), on obtient I’égalité 3.8.
Il reste & montrer 1’égalité (3.6). Par la propriété (1), on a ¢(v) < £ pour
tout f-uplet d’entiers naturels d et v € B(d). On a alors

BI(SE) CINE Py coewr : [N < d, [N =d  (mod p),£(\) < dimV}.

Pour l'inclusion réciproque, prenons un élément A du membre de droite
dans (3.6). On note p la partition (A1 +d—|A|, A2, Ag,...). On a Co, () =
Cop, (). De plus, par la propriété (2), la partition p appartient & I’ensemble

B(p). D’apreés les isomorphismes (3.11), on a o, (1) € BI(S*). On obtient
le résultat. O

COROLLAIRE 3.21. — Soient d un entier naturel et V un objet de V.
Si E désigne I'un des symboles ', A, S, on a
BIEY) = BIETP),  BIEL) C B
On termine cette sous-section par le résultat important suivant qui

est une application du théoréme du produit tensoriel de Steinberg (théo-
réme 3.14).

THEOREME 3.22. — Soient F,G € Py, G # 0. Alors
BIF @ GY) = BIF).
Démonstration. — On traite tout d’abord le cas ou F est un foncteur

simple, de la forme Ly. On a deux cas.

(1) Si A est une partition p-restreinte. Si G est un foncteur simple,
G = L,. Par le théoréeme de Steinberg et la proposition 3.7, on
a BIF @ GV) = BILy ® LY) = Bl(Laypa) = BI(L,). Dans
le cas général, soit 0 = Gy C G; C --- C G, = G une suite
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de composition de G. Par la proposition 3.19, on a BI(F ® G) =
Uiz BUF @ (Gi/Gi-1)) = BIF).

(2) Si A est une certaine partition, d’aprés le lemme 3.2 il existe une
partition p-restreinte p et une partition v telles que A = p + pv.
D’apres le théoréme de Steinberg, on a Ly = L, ® L(Vl). On a
donc Fo G = L, ® (L, ® G)M). Par la proposition 3.19, on
a BI(F @ GY) = BI(L,) = BI(Ly) = BI(F).

On traite maintenant le cas ol F' est un foncteur quelconque. Soit 0 =
Fy C Fy C --- C F, = F une suite de composition de F. Par la proposi-
tion 3.19 et la partie (1), on a BIF @ GY) = Ui, BI(F;/Fi_1)@GW) =
UL, BI(E/Fi1) = BI(F). O

3.4. Changement de base

Soit K un sur-corps du corps k. Dans cette sous-section, on rappelle
le foncteur de changement de base x(—) : Pgx — Pax en suivant [33].
L’inclusion k < K induit un foncteur exact K® — : Vi — Vk. Ce foncteur
induit un foncteur K ® — : T4V, — Ik,

DEFINITION 3.23. — Soit F' € Pyi. On définit le foncteur xF' € Pyx
comme suit. Chaque V' € T%Vg détermine une catégorie A(V'). Les objets
de cette catégorie sont des paires (V, f) ou V € T et f € T Homg (K ®
V,V’). Un morphisme de (V, f) vers (W, g) est un morphisme o : K@V —
K ® W dans la catégorie I'*Vx tel que g o o = f. Le K-espace vectoriel
(xF)(V') est donc la colimite du foncteur A(V') — Vectg, (V, f) = K®
F(V).

De plus, chaque morphisme h : V' — W' dans la catégorie I'*Vy induit
naturellement un foncteur A(h) : A(V') — A(W'). On en déduit une
application K-linéaire (x F)(V') — (x F)(W').

Comme la catégorie I'%V, est essentiellement petite et comme la caté-
gorie Vectk est cocomplete, le foncteur g F' est bien défini. De plus, c’est
un foncteur K-linéaire. Par définition, pour V' € V, (V,Idkgy) est objet
final de la catégorie A(K® V). On a donc un isomorphisme de K-espaces
vectoriels

(3.12) KF)(KeV)~Ke F(V)

Pour chaque V' € T'%, on a donc un isomorphisme (xF)(V') ~ K ®
F(kdimx V,). Par conséquent, le foncteur K-linéaire xF : I'"Vg — Vectg
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prend des valeurs de dimension finie. Le foncteur g F' est donc un objet de
la catégorie P4 x. On obtient ainsi un foncteur de changement de base

k(=) : Pax — Pax

Exemple 3.24. — Le changement de base envoie les foncteurs I'*"" (resp.
5S¢, A%) de Py sur les foncteurs T4V (resp. S\, Al o\) de Pyx. De
plus, si on note IEET) (resp. Iﬂ({)) le r-ieme foncteur de torsion de Frobe-
nius dans la catégorie Ppr i (resp. Ppr k) alors il existe un isomorphisme

K(Iﬂir)) ~ IH({) dans la catégorie Ppr k.

PROPOSITION 3.25 ([33, Proposition 2.6, Corollary 2.7]). — Soit k C K
une extension de corps.

(1) Le foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pax est exact et
préserve les projectifs.

(2) Pour chaque entier naturel n, il existe un isomorphisme naturel en
F,.G e Pd,]k :

(3.13) Extlp, , (xF,xG) ~ K® Ext}, , (F,G).

THEOREME 3.26 ([23, Corollary 2.9, p. 203]). — Soit k C K une ex-
tension de corps. Le foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pax
préserve les foncteurs simples. Plus précisément si Ly (resp. Ly k) est le
simple de Pqy (resp. Pyx) correspondant & une partition A alors on a un
isomorphisme g (Lxx) ~ Ly g dans la catégorie Py .

PROPOSITION 3.27. — Soient k C K une extension de corps et F' € Py .
On a I'égalité BI(F) = BI(g F).

Démonstration. — Comme le foncteur de changement de base est exact
et préserve les simples, Ly x =~ x (L) est facteur de composition de g F
si et seulement si Ly est facteur de composition de F. Le résultat en
découle. d

COROLLAIRE 3.28. — Soient k C K une extension de corps et F,G €
Paxk. On suppose que K est infini. S’il existe un isomorphisme g F' ~ gG
dans la catégorie Fg, on a alors I'égalité BI(F) = BI(G).

Démonstration. — Comme le corps K est infini, le foncteur d’oubli
Pax — Fk est pleinement fidele. L’isomorphisme g F' ~ xG dans Fk induit
alors un isomorphisme g F' ~ xG dans la catégorie Py k. Par définition, on
a l'égalité Bl(xF) = Bl(xG). D’autre part, d’aprés la proposition 3.27,
on a des égalités BI(F) = Bl(xF), BIG) ~ Bl(xG). On en déduit le
résultat. O
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3.5. Un critére d’annulation

LEMME 3.29 (Lemme d’annulation). — Soient F' et G deux objets de
Pa. Si BUF) N BIG) = 0 alors Extp, (F,G) = 0.

Ce lemme est complétement général, et essentiellement évident (les blocs
décomposent une catégorie abélienne en produit). Cependant, il est vrai-
ment important dans cet article, donc, nous donnons sa preuve complete.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose que F € (Py)p,
et G € (Pa)p, avec by # by. Comme Py = Py, (Pa)p, on a Homp, (F, G) =
0. Soit P, une résolution projective de F' dans P4. On obtient une résolu-
tion (P, ), = -+ — (P1),, — (Fo),, — 0 de F. De plus, cette résolution
est une résolution projective car (%), est un facteur direct du foncteur
projectif P;. On a donc Extp (F,G) = H* (Homp, ((P,),, ,G)). De plus,
le complexe Homp, ((P%),, ,G) est nul. On obtient le résultat. O

Remarque 3.30. — 1l existe un autre résultat d’annulation, le résultat de
Pirashvili [20, théoréme 2.13] qui dit que si A est un foncteur additif et
F, G sont des foncteurs réduits, c’est-a-dire F'(0) = 0 = G(0), alors

Extp, (A, F®G) = 0.

Ce résultat d’annulation est de nature différente du résultat d’annulation
du lemme 3.29, comme le montrent les deux exemples suivants.

(1) Sik =Fy,A=1M et F =G = S, onaBI(A) = BIFG) =
{(0)}. Alors BI(A) N BI(F ® G) # 0. Cependant, par le résultat de
Pirashvili, on a Extp, (A4, F ® G) = 0.

(2) Sik=Fs5,A=1" et F =k,G = S(3,2)- Le foncteur F' n’est pas
réduit. Cependant on a BI(A) = {(0)} et BIF @ G) = {(3,2)} et
le lemme 3.29 donne Extp, (A, F ® G) = 0.

DEFINITION 3.31. — Soit ® : Py — Chxo(Px) un foncteur. On dit que
O est de type (J) s'il existe un complexe X € Chxo(Px) d’objets injectifs
et une équivalence d’homotopie ®F — Hom (F*, X) naturelle en F.

Remarque 3.32. — Soit ® : Py — Chxo(Py) un foncteur de type (J).
Par définition, il existe un complexe X € Chso(P;) d’objets injectifs
et une équivalence d’homotopie ®F — Hom (F*, X) naturelle en F. En
particulier, on a une équivalence d’homotopie de complexes ®(S¢) —
Hom(T9, X) ~ X, et le foncteur ® est entierement déterminé par sa valeur
sur S?. Inversement, supposons qu'il existe une équivalence d’homotopie
®F — Hom(F* ®S%) naturelle en F. S'il existe un complexe d’injectifs
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X € Chxo(Py) et une équivalence d’homotopie ®S? — X alors le foncteur
O est de type (7).

On montrera dans la section suivante que les foncteurs F' +— L,(F,n) et
F — Hy(D,F) sont obtenus comme I’homologie de foncteurs de type (J).
La suite spectrale de la proposition suivante est ’outil technique clé pour
étudier I’homologie d’un foncteur de type (7).

Nous utilisons les notations standard de [40] pour les suites spectrales,
et nous renvoyons a cette référence pour les détails des constructions des
suites spectrales. En particulier, les différentielles de la r-iéme page d’une
suite spectrale cohomologique sont de la forme d,. : EL3 — EAmi—r+l g
suite spectrale cohomologique de la proposition 3.33 est une instance de la
suite spectrale hypercohomologique classique [40, Chap. 5, cohomological
variant 5.7.9]. On fera toutefois attention au phénomene suivant. La no-
tation cohomologique (avec les degrés des complexes notés en exposant et
avec les différentielles qui augmentent le degré de 1) est la plus naturelle
pour étudier les Ext, mais la notation homologique (avec les degrés des
complexes notés en indice et avec les différentielles qui diminuent le degré
de 1) est la plus naturelle pour étudier les dérivés a la Dold—Puppe et a la
Johnson—McCarthy. On peut passer librement de I'une a I’autre des nota-
tions par la formule H7(X) = H_;(X) pour tout entier relatif j. Si ® est un
foncteur de type (J) on a donc H?(®F) = 0 pour j > 0. La suite spectrale
de la proposition 3.33 n’est donc pas une suite spectrale premier quadrant.
La convergence de notre suite spectrale est assurée par la finitude de la
dimension homologique de P, démontrée par exemple dans [2, 17, 34].

PROPOSITION 3.33. — Soit ® : Py — Chx((P4) un foncteur de type (7).
On a une suite spectrale cohomologique de foncteurs strictement polyno-
miaux, naturelle en F :

(3.14) By (F) = Ext’ (F*, H’ (#S%)) = H'"™(®F).

Démonstration. — On peut supposer que ®F = Hom(Fﬁ,X) ou X €
Ch>((Py) est un complexe d’injectifs. Soit P, une résolution projective de
F* dans la catégorie Py. On consideére le bicomplexe

E}7 = Hom(P;, X7), i>0,7<0.

Comme la dimension homologique de la catégorie Py est finie [2, 17, 34],
on peut supposer que le P, est fini. Alors le bicomplexe E§® n’a qu'un
nombre fini de colonnes, les deux filtrations standard (selon les lignes et
selon les colonnes) associées au bicomplexe sont finies en chaque degré, ce
qui assure qu’il n’y a pas de probléme de convergence des suites spectrales
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standard [40, Chap. 5, 5.6] associées & ce bicomplexe. Comme les X7 sont
injectifs, I'une des deux suites spectrales associées au bicomplexe montre
que le quasi-isomorphisme P, — F* induit un quasi-isomorphisme ®(F) =
Hom (F*, X) — Tot(Ep). La deuxiéme suite spectrale du bicomplexe donne
alors la suite spectrale annoncée. O

Le théoréme suivant permet d’obtenir un résultat d’annulation générale
a partir du calcul de BI(H, (®57),,).

THEOREME 3.34. — Soient F' € Pgq,V € Vi et @ : Py — Chxo(Py) un
foncteur de type (J). Alors (Hy(®F))(V) =0 dés que

BIF) N U su@E@s)y) | =0
q<j<g+inj.dim F

Démonstration. — D’apres la proposition 3.33, (Hy(®F))(V) =0 dés que
By (F)(V) = Extp, (FF, (H_,(®87)),) =0
si —i — j = q. On en déduit le résultat. O

4. Foncteurs dérivés non additifs et calcul de Goodwillie
algébrique

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur les foncteurs dé-
rivés au sens de Dold—Puppe et le calcul de Goodwillie algébrique. Nos
références principales sont I'article de Dold et Puppe [16], les articles de
Johnson et McCarthy [26, 27] et le livre de Weibel [40]. Classiquement, ces
foncteurs dérivés sont définis pour les objets de Fi. Mais les définitions (et
les principales propriétés) s’adaptent sans changement aux foncteurs stric-
tement polynomiaux. L’étude des dérivés a la Dold—Puppe des foncteurs
strictement polynomiaux est due initialement & Touzé [36, 37]. Pour donner
une présentation uniforme de ces concepts, on utilisera souvent la notation
suivante.

Notation 4.1. — Soient n un entier strictement positif et d un entier
naturel. On désigne par €(n) l'une des deux catégories Fi(n) ou Py(n).
On note €,(n) la sous-catégorie pleine de €(n) dont les objets sont des
foncteurs réduits en chaque variable, c’est-a-dire des foncteurs F' € €(n)
tels que F(Vy,...,V,) = 0 si au moins un des Vi,...,V, est nul.

Sin = 1, les catégories €(1) et €,(1) seront plus simplement notées
respectivement € et &,.

TOME 75 (2025), FASCICULE 5



2260 Van Tuan PHAM

4.1. Objets Simpliciaux

La catégorie A est la petite catégorie dont les objets sont les ensembles
ordonnés finis [n] = {0,1,...,n} avec 0 < 1 < --- < n, n € N et dont
les morphismes sont les applications croissantes. Soit A une catégorie. La
catégorie sA est la catégorie des foncteurs de A°P? dans A. Les morphismes
sont les transformations naturelles. Les éléments de s.A sont appelés objets
simpliciaux dans A.

Si A est un objet de A, on a un objet simplicial constant canonique de A ;
cette correspondance induit un foncteur A — sA.De plus, chaque foncteur
F: A — Binduit un foncteur F o — : sA — sB. On désigne simplement ce
foncteur par F. Si la catégorie A est abélienne alors la catégorie sA 'est
aussi : les noyaux, conoyaux, sommes directes et produits sont calculés au
but.

Soit A une catégorie abélienne. Le foncteur des chaines C : sA —
Ch>((A) associe a un objet simplicial X de A le complexe CX tel que
(CX), = X,, et dont la différentielle d,, : (CX),, = (CX),—1 est la somme
alternée des opérateurs de faces 9} : X,, — X, _1

dy =00 — O + -+ (—=1)"30.

Le foncteur des chaines normalisées N : sA — Chxo(A) associe 4 un
objet simplicial X de A le complexe N X tel que (NX), est lintersec-
tion (i, ker (9" : X,, = X,,_1) et dont la différentielle d,, : (N X),, —
(N'X)pn_1 est induite par le premier opérateur de face 9.

PROPOSITION 4.2 ([16, Satz 3.22],[29, Chapter VIII, Theorem 6.1]). —
Soit X un objet simplicial de la catégorie abélienne A. Alors I'inclusion
canonique N X — CX est une équivalence d’homotopie naturelle en X. De
plus, il existe un inverse a gauche CX — N'X (naturelen X) de NX — CX
tel que CX — N'X est également une équivalence d’homotopie.

THEOREME 4.3 (Correspondance de Dold—Kan). — Soit A une catégo-
rie abélienne. Alors le foncteur des chaines normalisées N : sA — Chxo(A)

est une équivalence de catégories.

On désigne par K le quasi-inverse de A/. Nous renvoyons a [40, 8.4.4
p. 271] pour une formule explicite pour K.
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4.2. Effets croisés

Dans cette section on rappelle la notion d’effet croisé a la Eilenberg—Mac
Lane [19] pour les foncteurs usuels et on donne une adaptation dans le cas
des foncteurs strictement polynomiaux, voir par exemple [38].

On utilise la notation 4.1, la lettre € renvoie donc a la catégorie Fi ou a la
catégorie Py. On définit les effets croisés cr,, : € — €(n) par récurrence sur
n. On définit tout d’abord cr; F' comme le noyau du morphisme canonique
F — F(0). Supposons qu’on a défini cr,,_;. Pour ¢ = 0,1,2 on définit un
foncteur m, ; : V" — Vﬂgfl par les formules :

(V17‘/3a'--7vn) Siizl,
1) pr (Vi Ve, Voo Vi) = (Va, Vi, .. Vi) sii=2,
(Vi ®Va,Vs,...,Vy) sii=0.

De plus, on a des transformations naturelles canoniques pr, o — pr, ;,
1 =1,2. Ces foncteurs et transformations naturelles induisent des foncteurs
—opr,,; : €n—1) = &(n) et des transformations naturelles — o pr,, o —
—opr,,;, i = 1,2. En composant avec le (n — 1)-ieme effet croisé cr,, 1 :
€ — &(n — 1), on obtient des foncteurs (— o pr, ;) ocr,_1 : € — €(n) et
des transformations naturelles (— o pr, o) o cr,—1 — (= o pr, ;) ocry,_1,
i = 1,2. On définit le n-iéme effet croisé cr,, : € — €(n) comme le noyau
de la transformation naturelle

2

(4.2) (=opr,g)ocrn1 — @(_ O Pr, ;) © Crp_1.
i=1
Par définition, on peut voir cr, F(Vi,...,V,) comme le noyau de lappli-
cation
2
Crp—1 F(Vl 2] V25V37‘ . »Vn) — @Crnfl F(%v%? c 7Vn)
i=1

induite par les projections canoniques
(Vi @® Vo, Vi, Vi) — (Vi Vo, V), i = 1,2,

Les foncteurs cr,, : Fx — Fik(n) sont donc les effets croisés définis par
Eilenberg-Mac Lane [19]. Soit n un entier naturel. On dit qu’un objet F' € €
est de degré d’Eilenberg—Mac Lane inférieur ou égal a n si cr,41 F = 0.
Par définition, les foncteurs cr,, : Py — Pg(n) et cr, : Fx — Fx(n) sont
compatibles avec les foncteurs d’oubli Py — Fi,Py(n) — Fik(n), c’est-a-
dire qu’on a un diagramme commutatif, ou les morphismes verticaux sont
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les foncteurs d’oubli :

CI'p

Pd Pd(n)

| |

Crp

.F]k _— fk(n)

PROPOSITION 4.4. — Soient F € € et n un entier strictement positif.

(1) Notons H" : V™ — Vg le foncteur tel que B™(Vy,...,V,) = Vi @
-®V,,. On a un isomorphisme dans €(n), naturel en F :

(4.3) FolE"~F(0 @(cer oprnA)

ou la somme directe est indexée par les sous-ensembles non vides
A de {1,2,...,n}, |A| désigne le cardinal de A, et pr, 4 : V"
VE:‘Al est la projection canonique.

(2) Le foncteur cr,, F est réduit en chaque variable.

(3) Le n-iéme effet croisé cr, F' est symétrique, c’est-a-dire que l’ap-
plication suivante qui est induite par Iisomorphisme (4.3), est un
isomorphisme ot 0 € &, et V1,...,V, € Vg :

n F(Vi, .o Vi) = et F (Voays ooy Vi(my) -
PROPOSITION 4.5. — On a deux paires d’adjoints
A€ (n) 2 C,crp, cry G =2 C(n): AY
ot A¥ est la précomposition par le foncteur diagonal A, : Vi — V)", et
les catégories €,, €, (n) définies dans la notation 4.1 sont respectivement

des sous-catégories pleines des catégories €, &(n) dont les objets sont des
foncteurs réduits en chaque variable.

4.3. Foncteurs dérivés au sens de Dold—Puppe

Dans cette sous-section, on désigne par € 'une des deux catégories Py
ou Fi comme indiqué dans la notation 4.1. On rappelle que pour chaque
catégorie abélienne A, on a, d’aprés Dold—Kan, des équivalences de caté-
gories

(44) N tsA= Ch)o(.A) K.

Pour chaque n, on note K(n) Pobjet simplicial K(k[—n]) € sVix. Pour V €
Vg, on a K(V[—n]) ~ V ® K(n). La paramétrisation € x Vy — €, (F,V) —

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DES RESULTATS D’ANNULATION POUR LA TOUR DE TAYLOR 2263

Fy induit canoniquement des foncteurs (—) g () : € = s€. On note L(—,n)
le foncteur composé

(=) Km)
R

(4.5) ¢ s¢ 25 Chs(€).

De plus, on désigne par L,F(—,n) la g-iéme homologie du complexe L(F,n).
Les diagrammes suivants sont commutatifs, ou les fleches verticales sont des
foncteurs d’oubli :

L(—,n) F—LqF(—,n)
Py ———— Ch>o(Px) Px Px
J’ L(—n J/ J’ FsLyF(—n) l
Fi #) Cho(F), Fi Fe.

Par définition, on a LyF(V,n) = Hy(NFK(V[-n])). Pour un foncteur
F € Fy, les foncteurs LyF(—,n) € Fi sont donc les foncteurs dérivés de F
au sens de Dold-Puppe [16].

Pour pouvoir appliquer le théoréme 3.34 aux foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe, nous vérifions que le foncteur L,F(—,n) satisfait les condi-
tions de la définition 3.31.

PROPOSITION 4.6. — Soient F' € Py et n € N. Le foncteur L(—,n) :
Pg — Chxo(Pg) est de type (7).

Démonstration. — Comme L(S%, n) = N'S§ ) est un facteur direct du
complexe CSf((n) et comme S¢ est un foncteur injectif pour tout V€ Vi, le
complexe L(S% n) est donc un complexe d’injectifs. L’isomorphisme Fy ~
Hoim(Fﬂ, S{'ﬂ) naturel en F' € Py, V € Vg induit un isomorphisme de com-
plexes de foncteurs strictement polynomiaux CF () ~ Hoim(Fﬁ,CS;l((n))
naturel en F. De plus, on a des équivalences d’homotopie CS;I((H) — N S;l((n)
et Fr(n)y — CFg(n) naturelles en F. On obtient donc une équivalence
d’homotopie L(F,n) — Hom(F*, L(S% n)) naturelle en F' comme la com-
posée des équivalences d’homotopie suivantes :

NFg(ny — CFg(ny ~ Hom (F*, CS%,)) — Hom (F* N'Sg ).

Le foncteur L(—,n) est donc de type (J) pour tout entier naturel n. O

4.4. La tour de Taylor d’un foncteur

Dans cette sous-section, nous rappelons les constructions du calcul de
Goodwillie algébrique selon Johnson—-McCarthy [26]. Cette théorie s’adapte
aux foncteurs strictement polynomiaux, et nous désignons donc par €, I'une
des deux catégories F, ou Py,d > 0, comme indiqué dans la notation 4.1.
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4.4.1. Comonade et objets simpliciaux

On rappelle qu’une comonade sur une catégorie 4 est un triplet (L, ¢, d)
formé d’'un endofoncteur L de A et de transformations naturelles € : 1 —
Id4 et 6 : L — 12 telles que les diagrammes suivants sont commutatifs :

(4.6) I L2
/ \L;\ l& iL(é)
Ll 12— 12 %%, 3

e ()

Par définition, le triplet (Id 4,Id,Id) est une comonade sur la catégorie A.

Soient (L,€,0) et (L, ) deux comonades sur la méme catégorie A.
Un morphisme de (L,¢,0) vers (I,E,g) est une transformation naturelle
¢o: L — 1 telle que les diagrammes suivants soient commutatifs

(4.7) 141 127
2 ~
d=—=1d, 12~ 5 ¢ 12,

En utilisant les diagrammes commutatifs (4.6), on voit que la transforma-
tion naturelle € : 1 — Id 4 est un morphisme de (L, ¢, d) vers (Id4,1d,Id).

En utilisant les comonades, on peut construire des objets simpliciaux,
puis des complexes. En effet, soit (L, €, ) une comonade sur A. On définit
un foncteur S+ : A — sA par les formules :

St.= 1" vneN,

9; 1 Sk = L“lii—% =8k

161
SJ_ J_n+1 J_n+2 Sn+1

En particulier, S™ : A — sA est I'inclusion canonique qui envoie chaque
objet A sur l'objet simplicial constant en A.

Nous remarquons que la notation S introduite dans cette sous section ne
désignera pas de puissance symétrique.

Sig:(L,ed) — (I,Eg) est un morphisme de comonades, par les dia-
grammes commutatifs (4.7), S® = (¢™),en est une transformation naturelle
de St vers ST. En particulier, chaque comonade (L,¢,d) de A induit une
transformation S€ : S+ — S' de foncteurs A4 — sA.
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Si A est une catégorie abélienne, par composition avec le foncteur des
chaines C et le foncteur des chalnes normalisées A/, on obtient, pour chaque
comonade (L,¢,d) de A, des foncteurs :

NoS+ CoSt: A— Chy(A).

De plus, d’apres la proposition 4.2, I'inclusion canonique N'oS+ < CoS+ et
la projection canonique CoS+ — N oS+ sont des équivalences d’homotopie.
Sig:(L,¢60)— (I,E, g) est un morphisme de comonades, les diagrammes
suivants sont commutatifs :

NoSt — = Nost CoSt — ~(CoS*t

w T T

CoSt — (oSt NoSt — > Nost.

DEFINITION 4.7. — Soit (L, €,d) une comonade de A. Un objet A de A
est dit | -projectif si le morphisme €4 : 1L A — A a une section, ¢’est-a-dire
qu'’il existe un morphisme f: A — 1A tel queego f =1d4.

Comme L 2 12 ﬁ) L est l'identité de L alors, par définition, 1 A est

L-projectif pour tout objet A de A. La proposition importante suivante est
démontrée dans [40, Proposition 8.6.8], voir aussi [26, Proposition 2.5].

PROPOSITION 4.8. — Soit (L,¢,d) une comonade sur la catégorie A.
Si A € A est L-projectif alors S€ : St(A) — S'(A) est une équivalence
d’homotopie. En conséquence, I'augmentation ¢ : N'o S+(A) — A est une
équivalence d’homotopie.

4.4.2. Comonades 1,

Notation 4.9. — Pour chaque entier strictement positif n, on note
(Ln, €n,dn) la comonade de la catégorie €, induite par la paire d’adjoints
A% €. (n) & €, : cry,. En particulier, L, est le foncteur composé A¥ ocry,.

PROPOSITION 4.10. — Soient F' € €, et n un entier strictement positif.
(1) Notons @™ : Vi — V le foncteur tel que @™ (V) = V®". On a un
isomorphisme dans €,, naturel en F'

n—1
Foam~ 1,Fa@Lr)®H),
k=1

(2) On a un isomorphisme, naturel en F : (1, F)* ~ L, (F*).
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(3) Le foncteur L,, est 'adjoint des deux cotés a lui-méme. En parti-
culier, 1,, est un foncteur exact.
(4) Le foncteur F est de degré < n — 1 si et seulement si L, F = 0.

Démonstration. — L’assertion (1) est une conséquence directe du ’as-
sertion (1) de la proposition 4.4. L’assertion (2) se déduit par récurrence
sur n de I’assertion (1) et de I'isomorphisme (Fo@™)* ~ F¥o@®". Montrons
lassertion (3). Pour F,G € €,, la proposition 4.5 induit des isomorphismes
naturels

Home, (A}, o cry, F,G) ~ Homg () (cry, F,cry, G) ~ Home, (F, A}, o cry, G).

On en déduit l'assertion (3). Il reste & montrer 'assertion (4). Par défini-
tion, le degré du foncteur F' est inférieur ou égal & n — 1 si et seulement
si crp F' = 0. Comme 1,, = A% ocry,, alors L,F" = 0sicrp, F = 0. On
suppose maintenant que |, F = 0. Soient Vi,...,V,, des k-espaces vecto-
riels. On note V = @?:1 V;. Comme V; est un facteur direct de V' pour
tout ¢ = 1,...,n, alors cr, F(V1,...,V,) est également un facteur direct
de cr, F(V,...,V) = 1, F(V) = 0. On obtient donc I’assertion (4). O

PROPOSITION 4.11. — Soient d, n deux entiers strictement positifs. Soit
F € P;. On a un isomorphisme de foncteurs strictement polynomiaux,
naturel en F :

(4.9) 1, F ~Hom(F* 1,8%.

Démonstration. — On a des isomorphismes de foncteurs strictement po-
lynomiaux, naturels en F' :

1, F ~Hom(T?, 1, F) ~ Hom(L,I'% F)
~ Hom (F*, (L,I'Y)*) ~ Hom (F*, 1,S%).

Plus précisément, le premier isomorphisme est le lemme de Yoneda, le
deuxiéme est donné par I’assertion (3) de la proposition 4.10, le troisiéme
provient du fait que la dualité de Kuhn est une équivalence de catégories,
et le dernier provient de I’assertion (2) de la proposition 4.10. Le résultat
en découle. O

Par définition, le foncteur 1, est 'identité Id : €, — €,. On peut donc
voir €5 comme une transformation naturelle de 1o vers 1. On définit des
transformations naturelles €,41 : L,4+1 — L,,m = 1 par le morphisme
composé suivant, ou le premier morphisme est 'inclusion canonique et le
deuxiéme est induit par la somme V®V — V .

ey F(V,...,V)e—c, FV®V,V,...,V) — cr, F(V,...,V).
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Par définition, on a €3 = €z et de plus, €,11 est un morphisme de (L1,
€n+1,0n+1) vers (Ly,€,,0,). En particulier, on a que les diagrammes sui-
vants sont commutatifs

€En41
Ly —2 14

(4.10) Jf"*l

Ly—" o 1d.

Ensuite, on donne une version de la tour de Taylor d’'un foncteur.

DEFINITION 4.12. — Soient F € €, et n un entier strictement positif.

(1) On définit p, F' comme le conoyau du morphisme €,41 : L, 1 F —
F', on a une suite exacte 1,41 F BRIy N pnF — 0.

(2) On définit d, F comme le noyau du morphisme p,F — p,_1F qui
est induit par le diagramme commutatif (4.10).

Par définition, on a des diagrammes commutatifs

1y Id P3 0 p3 <——d3
(4.11)

13 Id p2 0 p2 <——d2

1o Id P1 0 Id ——p; dy

La tour de Taylor de Johnson et McCarthy, qui sera présentée dans la
section suivante, est une version simpliciale des foncteurs p, (on prendra
garde au fait que cette version simpliciale n’est pas obtenue en dérivant les
foncteurs p,, selon la notion usuelle (Cartan—Eilenberg) de foncteur dérivé).
Les foncteurs p,, ont eux été introduits et étudiés bien avant les travaux de
Johnson et McCarthy, voir par exemple [31].

La proposition suivante résume des propriétés bien connues des endo-
foncteurs p,, : €, — C,.

PROPOSITION 4.13 ([26, Example 1.7]). — Soient n un entier stricte-
ment positif et F' € €,.
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(1) Le foncteur p,F € €, est un foncteur de degré d’Eilenberg—Mac
Lane inférieur ou égal a n.

(2) Si le degré d’Eilenberg—Mac Lane de F' est inférieur ou égal a n
alors le morphisme canonique F' — p, F' est un isomorphisme.

(3) Soit G € €, un foncteur de degré d’Eilenberg—Mac Lane inférieur
ou égal a n. L’application induite par le morphisme canonique F' —
pnF est un isomorphisme naturel en F,G :

Home_ (p,F,G) — Home, (F,G).

Démonstration. — Par la définition du foncteur p,, et 'exactitude du
foncteur L, 41, on a une suite exacte :

Ln n
12, p i) F s LipaF — 0.

De plus, le morphisme L, 11(€p41) est un épimorphisme parce qu’il admet
le morphisme 6,41 : L1 F — LiHF comme un inverse a droite. On en
déduit que L, 11pn,F = 0, d’ott assertion (1). Si le degré d’Eilenberg—Mac
Lane de F' est inférieur ou égal a n, alors L, 1 F = 0. Dans ce cas-la,
par la définition du foncteur p,,, le morphisme canonique F — p,F est un
isomorphisme. Il reste & montrer 'assertion (3). Par I'exactitude & gauche
du foncteur Homg, (—, G), on a une suite exacte :

0 — Home, (p, F, G) — Home, (F, G) — Home, (L, 11 F, G).

De plus, comme le degré d’Eilenberg—Mac Lane de G est inférieur ou égal
a n et par l'assertion (2) de la proposition 4.10, on a Home, (L, 11 F, G) ~
Homg, (F, L,+1G) = 0. On en déduit donc I’assertion (3). O

4.4.3. Tour de Taylor d’un foncteur

DEFINITION 4.14 ([26]). — Soient n un entier strictement positif et
F € ¢,. On définit un foncteur P, : €, — Chx((C.) comme le céne
du morphisme

N o §hnen ML r o gld — 1q[o).

On note p, F l'inclusion canonique F' — P, F. On note q,F le morphisme
de P, F — P, _1F induit par le morphisme de comonades €,, : 1, — 1, _1.
On définit un foncteur D, : €, — Chxo(€,) comme la fibre homotopique
(c’est-a-dire la suspension du céne) du morphisme g, : P, — P,_1. En
particulier, pour tout F', on a une suite exacte longue en homologie :

. Hy(DoF) — Hi(PoF) ) (P F) = Hi_1(DoF) 5 --- .
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Pour un foncteur F' € €,, le diagramme suivant est appelé tour de Taylor

de I
F
N
P, F
F

I n+1F Pn71F4>"'

qn

De plus, pour chaque entier strictement positif d, on a des diagrammes
commutatifs :

Pa L— Ch)o(Pd) Pa _ Ch}O(,Pd)
Fo T Chuo(F), Fo— 2 Chuo(R).

PROPOSITION 4.15 ([26, Lemma 2.11]). — Soit F' € €,. Les foncteurs
H,(P,F) sont de degré (au sens d’Eilenberg et Mac Lane) inférieur ou égal
an.

Démonstration. — L’exactitude du foncteur 1, ; et la définition du
foncteur P, impliquent que le complexe L, 1F est le cone du morphisme
NoStnt1i(1, 1 F) = L, F. Comme L, 1 F est L, i-projectif, d’aprés
la proposition 4.8, ce morphisme est une équivalence d’homotopie. Alors le
complexe 1,11 P, F est homotope & 0. On en déduit le résultat. O

On démontre dans la proposition 4.17 ci-dessous que les foncteurs D,,, P, :
Pq — Chxo(Pg) vérifient les conditions de la définition 3.31 et qu’on peut
donc leur appliquer le théoreme d’annulation 3.34. Pour démontrer cette
proposition, on a besoin du lemme suivant.

LEMME 4.16. — Soient d,n,k des entiers strictement positifs. Soit
F eP,.
(1) Si le foncteur F' est injectif, alors 1, F est également un foncteur
injectif.

n a un isomorphisme ~ Hom s naturel en I
2) O i hisme 1FF ~ Hom (F*¥, 1 kg4 len F

Démonstration. — Comme un foncteur injectif de Py est toujours un
facteur direct d’un foncteur injectif de la forme V®Sﬂfd avec V € V, il suffit
alors de démontrer que le foncteur L,,(SZ,) est injectif. L’assertion (1) de
la proposition 4.10 fournit que J_n(S]gd) est un facteur direct du foncteur
Su‘jd o @". Par l'isomorphisme exponentiel, ce foncteur est isomorphe au
foncteur injectif @# R, Sﬂgj, ou la somme directe est indexée par les
n-uplets d’entiers naturels p = (p1,...,u,) tels que > pu; = d. On
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obtient donc lassertion (1). L’assertion (2) est démontrée par récurrence
en utilisant la proposition 4.11 et la paire d’adjoints (L, L, ) donnée dans
la proposition 4.10. En effet, comme on a 1*F ~ Hom(F*, 1*¥S%) on
obtient des isomorphismes naturels en F' :

1M F ~ Hom ((L,F)*, L5 5%) ~ Hom(L, (F*), Lhsd)
~ Hom (F*, 1 F+18%),
ce qui termine la démonstration. O

PROPOSITION 4.17. — Soient d,n deux entiers strictement positifs. Les
foncteurs P, D,, de P4 vers Ch>o(Pg) sont de type (J).

Démonstration. — Par la définition 3.31 d’un foncteur de type (J), on a
que :

(1) si @ est un foncteur de type (J) alors la suspension ®[1] est égale-
ment un foncteur de type (J);

(2) le cone d’un morphisme entre deux foncteurs de type (J) est un
foncteur de type (7).

En utilisant ces deux propriétés et les définitions des foncteurs P,,, D,,,
pour démontrer cette proposition, il suffit de montrer que le foncteur Py; —
Chx(Pa), F = NSL2+1(F) est de type (J). La démonstration est presque
identique & la preuve que le foncteur dérivé L(F,n) = NF K(n) est de
type (J) dans la proposition 4.6.

Comme N S+#+1(F) est un facteur direct du complexe CS+7+1(F), I'as-
sertion (1) du lemme 4.16 implique que le complexe A S+n+1(S?) est un
complexe d’injectifs. Par l'assertion (2) du lemme 4.16, on a un isomor-
phisme des complexes de foncteurs strictement polynomiaux

CSJ_n+1 (F) ~ M(Fﬁ7 CSJ_"Jrl (Sd))

naturel en F. De plus, on a des équivalences d’homotopie CS+n+1(S%) —
NSLnt1(89) et NSLnt1(F) — CSLn+1(F) naturelles en F. On obtient
donc une équivalence d’homotopie N'S+7+1(F) — Hom (F¥#, N S+n+1(59))
naturelle en F' comme la composée des équivalences d’homotopie suivantes

NSJ_n+1(F) . CSJ‘”'H(F) ~ m(Fﬁ’CSLW,+1(Sd))
— Hom (F#, N'§+m+1(5%)).

Le foncteur F +— N'S+n+1(F) est donc de type (J). O
CONVENTION 4.18. — Soient Fy, Fy,... une suite de foncteurs et
to,t1,... une suite d’entiers naturels. Si t; = 0 pour i assez grand, on
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désigne par @;°, F2"" le produit

&) Feh

i>0,t;>0

Le théoréme important suivant de Johnson-McCarthy [27, Theorem 2.9]
décrit le n-ieme étage de la tour de Taylor du foncteur S en utilisant le
premier étage.

THEOREME 4.19. — Soient d, n deux entiers strictement positifs, n < d.
I existe un quasi-isomorphisme entre D,S* et @, ®§1((D15i)®ti)h6t_
dans la catégorie Chxo(F), ot la somme directe est indexée par les suites
t = (t1,t2,...) d'entiers naturels telles que Y ;o t; =n et y oo it; =d; et
(=)ns,, est le foncteur dérivé k ®ét1 —.

En particulier, il existe un quasi—fsomorphisme entre DgS? et (®%)he,
dans la catégorie Chxo(F)

5. Résultats sur L,5%(—,n) et H,(D,S?)
5.1. Calcul de L,S%(—,n)

Le calcul des foncteurs dérivés L,S%(—,n) est effectué par les travaux de
Cartan [12], Dold-Puppe [16], Bousfield [6] et Touzé [37].

PROPOSITION 5.1. — On a les isomorphismes :
St siqg=0 Al sig=d
qud(_vo) i~ o 7 ) Lqu(_a 1) =~ o 7
0  sinon, 0  sinon,
d It siq=2d,
LyS9(=,2) ~ .
0  sinon.

Démonstration. — Comme objet simplicial K(0) = K(K[0]) € sV est
constant, donc L(F,0) = N Fg ) ~ F[0] pour tout F € Py. Par consé-
quent, le foncteur L,F(—,0) est isomorphe & F' si ¢ = 0 et 0 sinon. De plus,
par le théoréeme de décalage (Bousfield [6, Theorems 7.1,7.2], Touzé [36,
Proposition 6.4]), on a des isomorphismes :

LySY (= 1) =~ Ly_aA%(=,0),  LgS%(—,2) = Ly_24T(=,0).

On en déduit le résultat. O
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Pour énoncer les calculs de Lqu(f,n) pour n > 2, on rappelle tout
d’abord les définitions des mots p-admissibles de Cartan [12, pages 9-01 et
10-01]. Dans la suite, seuls les mots p-admissibles de premiére espéce nous
seront utiles. Nous appellerons donc plus simplement mots p-admissibles
les mots p-admissibles de premiére espece.

DEFINITION 5.2.

(1) Casp = 2. Un mot 2-admissible w est une suite finie de lettres o,
telle que : w n’est pas vide, la premiére lettre de w est o et les deux
derniéres lettres de w sont o, 0.

(2) Cas p > 2. Un mot p-admissible w est une suite finie de lettres
0, Vp, $p telle que : w n’est pas vide, la premiére lettre de w est o
ou ¢, et la derniére lettre de w est o, pour chaque lettre vy, ou ¢,
du mot, le nombre de lettres o situées a sa droite est pair.

On note W, I'ensemble des mots p-admissibles. La hauteur h(w) d’un mot
w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales a o ou a ¢y ; la
torsion t,, de w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales
ayp ou a ¢,. Le degré d’'un mot w se définit par récurrence :

degl =0, deg(ow) = 1 + deg w,
deg(vpw) = pdegw, deg(dpw) = 2 + pdegw.

Pour un entier naturel n, on désigne par W,(n) le sous-ensemble de W,
des mots p-admissibles de hauteur n. Les ensembles W,(n) forment une
partition de W,

Exemple 5.3.

(1) Pour n € N, w = 0™*2 est un mot p-admissible. 1l est de hauteur
n + 2, de torsion 0 et degré n + 2. De plus, ce mot est I'unique mot
p-admissible de degré n + 2 et de la torsion 0.

(2) Pour n,t > 1, le mot w = 0"~}0? est p-admissible. On a h(w) =
n+2, t, =t et degw = 2p’ +n. Ce mot va étre caractérisé dans le

lemme 6.3.
(3) On considere le cas p = 2. Un mot 2-admissible w s’écrit sous la
forme w = oYy oy - oy o0 o ty, ..., t, sont des entiers natu-

rels. En fait, on obtient une bijection de Wy sur ’ensemble {t =
(t1,...,tn) : n € N;t; € N}. De plus, si w = 075 07 -- - ovir oo,
onah(w)=n+2,t, = .t et

degw =1+ 2" 4202 o g ptrbttn— g gttt
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Notation 5.4. — Soit V' un espace vectoriel gradué de dimension finie
en chaque degré, on définit les espaces vectoriels gradués U(V) et U#(V)
respectivement par les formules :

rwv ip=2
U(V) — ( ) 51 p bl
F(Vpair> & A(‘/impair) si p > 27
SV ip=2
vty =50 e
S(Vpair) & A(‘/impair) si p > 2.

Alors, UH(V) est le dual gradué de U(V).

Le résultat suivant se déduit de [37, Theorem 10.14] et de I'isomorphisme
de décalage L,S%(—,n+2) ~ L,I')(—,n) (di & Bousfield et Quillen, et qui
est démontré dans le cadre des foncteurs strictement polynomiaux dans [36,
Section 6.1]).

THEOREME 5.5 ([37, Theorem 10.14]). — On a un isomorphisme de
foncteurs strictement polynomiaux (qui est bigradué si L;S%(—n) est placé
en bidegré (q,d) et si la bigraduation sur le membre de droite est définie
en placant I(tw) [degw] en bidegré (degw, p'=)) :

@ LS4 —n+2)~U @ It [deg w]
q,deN weEW, (n+2)

Afin de donner plus explicitement la partie homogene de bidegré (g, d)
du membre de droite de I'isomorphisme du théoréme 5.5, nous introduisons
la notation suivante.

Notation 5.6. — On note I(q,d,n) Pensemble
a = (Gw)wew,(nt+2) : Gw €N, d= Zagptﬂ, q= Zaﬂdeg@

Pour un mot p-admissible w et un entier naturel a,,, on désigne par X @ (taw)
le foncteur suivant

Sau(ts) — rowtw)  gip =2 ou deg(w) est pair,
| A%=(w)  ginon.

COROLLAIRE 5.7. — On a un isomorphisme de foncteurs strictement
polynomiaux :

LSY—n+2)= B Q) xowlw),

a€l(q,d,n) weWp,(n+2)
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Exemple 5.8.

(1) Soient d,n € N. Par la démonstration de la proposition 6.5, en-

semble I(g,d,n) est vide si ¢ < 2d + a,(d), ot ap(d) est la somme
des chiffres dans la décomposition p-adique de d. De plus, si ¢ = 2d+
nay(d), cet ensemble contient un seul élément a = (Gw)wew, (n+2)
ou

Ay =

dy siw= 0”7502,
0 sinon

ou les entiers naturels dy,t € N sont déterminés par 0 < dy < p
et Yoo dip' = d. Par conséquent, on a LS4 (—,n +2) = 0 si
g < 2d + nay(d) ; et

Q2o I4®  sip=2oun pair,

d ~
Ladtnay(a)S° (= n +2) = {@‘tx’o A% sinon.

En particulier, sip=2et d=5et ¢,n € N, on a

L.S5(—.n+2)~ 0 si g < 2n + 10,
q
I®I® siqg=2n+10.

Sip=3etd=5et g,neN, ona

0 si g < 3n+ 10,
LqSS(_»n'f‘Q)’: 2@ IM sig=23n+10 et n pair,
A2 @IM  sig=3n+10 et n impair.

Supposons que p = 2. On détermine L,S%(—,3). Un élément de
Wa(3) est de la forme w = oy50? avec t € N. Par conséquent, on a

Lqu(7’3) ~ @ é[at(t)

(at)ten =0

ol la somme directe est indexée par les suites (at):cny d’entiers na-
turels satisfaisant les deux conditions suivantes : >, a;2" = d et
Yoot = q — 2d. En particulier, sip=2et d =5, on a

I®I®  sig=12,
IToI?M  gig=13,
LyS?(—,3) =<3 @IM siq=14,
I siqg=15,

0 sinon.
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5.2. Calcul de H, (Dlsd)

Dans cette sous-section, on démontre la proposition suivante.

PRrROPOSITION 5.9. — Soient d un entier strictement positif et F' € Py.

(1) Le foncteur H, (D, F) est de la forme H,(D,F) (k) ® I'") pour
r € N. Par conséquent, si d n’est pas une puissance de p, alors
H,(DyF) = 0 pour tout g, c’est-a-dire que le complexe D1 F est
acyclique.

(2) Sid=7p", on a des isomorphismes de foncteurs strictement polyno-
miaux :

0 sig<2(d—1)
d\ )
Hq (Dls ) _{I(T) qu:2(d_1).

Pour démontrer la proposition 5.9, on peut utiliser les foncteurs déri-
vés stables de Dold—Puppe et le lien entre ces foncteurs et I’homologie du
complexe D1 F [25, 26]. Mais comme ce lien entre D1 F et les foncteurs
dérivés stables de Dold et Puppe est un résultat profond et assez difficile,
nous allons plutét donner une démonstration directe et élémentaire de la
proposition.

Le premier ingrédient de la proposition est le résultat d’annulation du
lemme 5.10 suivant. Encore une fois, si on admet le lien entre D1 F' et
les foncteurs dérivés stables de F', le lemme 5.10 est une conséquence de
I’annulation bien connue des foncteurs dérivés stables sur les produits ten-
soriels de foncteurs réduits. Nous allons donner une démonstration directe
du lemme 5.10, via le lemme d’annulation de Pirashvili.

LEMME 5.10. — Soient F; € Py,, avec d; > 0 pour ¢ = 1,2. Le complexe
Dy (Fy ® F3) est acyclique.

Démonstration. — Par la proposition 4.17, le foncteur D; est de type (7).
En utilisant la proposition 3.33, on a une suite spectrale

By = Ext'(Ff @ F},H_j(D1S%7%)) = H_,_; (Di(F1 ® Fy)).

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit donc de démontrer que la
deuxieme page de cette suite spectrale s’annule. D’apres la proposition 4.15,
le complexe D;S%*9 est homogene de degré homologique 1; alors
H,j(Dlsdl"’d?) sont des foncteurs additifs. De plus, les foncteurs Fi, Fs
sont réduits. En appliquant le critére d’annulation de Pirashvili [20,
Theorem 2.13], on voit que E;] s’annule pour tout 4,j. On en déduit le
résultat. O

TOME 75 (2025), FASCICULE 5



2276 Van Tuan PHAM

LEMME 5.11. — On a des isomorphismes de foncteurs strictement po-
Iynomiaux

Hy(D1S%) ~ H,_(4-1)(D1A%) ~ H,_54_1)(D:T%).

Démonstration. — Comme le foncteur 1,1 : Py — Py est exact, le
foncteur P, : Py — Chxo(Py) est également un foncteur exact. En parti-
culier, le foncteur Dy = P; préserve les suites exactes courtes. En utilisant
ce fait avec le résultat d’annulation dans le lemme 5.10 et la suite exacte
de Koszul et sa duale (pour la dualité de Kuhn) [32, Section 1.6]

0— A —ATest — ... s Atestt — 851 0,
0—T9 ST lgAl — ... TleAd! — AT —0,
on en déduit le résultat. O
Le dernier ingrédient pour la démonstration de la proposition 5.9 est la

classification des foncteurs strictement polynomiaux additifs [38, Proposi-
tion 3.5] de Touzé.

PROPOSITION 5.12 (Touzé). — Soient d un entier strictement positif et
F € Pg. Si le foncteur F est additif, alors il est de la forme F(k) @ I(")
pour un entier naturel r. En particulier, si d n’est pas une puissance de p
alors F' s’annule.

Démonstration de la proposition 5.9. — Par la proposition 4.15, les
foncteurs Hy (D1 F') sont additifs. De plus, ces foncteurs strictement po-
lynomiaux sont homogenes de degré d. En utilisant la proposition 5.12, on
obtient l’assertion (1).

D’autre part, par le lemme 5.11, on a H,(D;S%) ~ Hq_g(d_l)(Dlrd).
Comme le complexe D;I'? est positif, alors Hq_2(d_1)(D1Fd) =0siqg<
2(d — 1). De plus, par définition, le foncteur Ho(D;I'?) est isomorphe au
foncteur d;I'% qui est, par définition, le conoyau du morphisme L,I'* — I'¢,
c’est-a-dire que Ho(D1T'?%) est le plus grand quotient additif de I'Y. Puisque
d = p" est une puissance de p et LoI'% = EB?;I I @ T, ce conoyau est
isomorphe & I("). On obtient I'assertion (2). O

5.3. Calcul de Hq(DdS’d)

PRrROPOSITION 5.13. — II existe un isomorphisme dans la catégorie F, :
Hy(DgS?) ~ Hy (4,29,

ou F, est la sous-catégorie pleine de Fi dont les objets sont des foncteurs
réduits.
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Démonstration. — Par le théoreme 4.19, on a un quasi-isomorphisme
entre D59 et (®d)h6d dans la catégorie Chx(F,). En prenant ’homolo-
gie, on obtient le résultat. O

Ce résultat est important. Il nous permet d’utiliser les résultats connus
sur I’homologie du groupe symétrique. D’apres un résultat récent de Cohen—
Hemmer—Nakano, on a le théoréme 5.15 suivant.

Notation 5.14. — On rappelle que P est 'ensemble de toutes les parti-
tions. On désigne par P%! I’ensemble des couples (e; \) telles que A € P et
€= (el, ey 6@()\)) e {o, 1}50‘), €1 = 0. Le degré d’une partition A ou d’une
couple (e; \) est respectivement par définition :

) )
deg(X) := Y 2"V7N deg(e;A) == > p' N (= + Xi(p — 1))
i=1 =1

De plus, on définit la longueur de (e \) € PO par £(eA) = £(A). On
désigne par P I'ensemble P si p = 2 et 'ensemble P! si p > 2.

THEOREME 5.15 ([13, Theorem 8.1.4]). — Il existe un isomorphisme bi-
gradué dans la catégorie J5 , ou U* est défini & la notation 5.4, la partie

Hy (84,87 est de degré (g, d) et I“®)) [deg(a)] est de degré (deg(a), p*®)) :
D Ho(Sa, &) ~ V(D 1) [deg())).
q,deN acP

Afin d’expliciter complétement la partie homogene de bidegré (¢,d) du
membre de droite de I’isomorphisme du théoreme 5.15, nous introduisons
une notation.

Notation 5.16. — On note J(g, d) I'ensemble

o) =106 EN d= aap™®, g = aq, deg(a
acP
aeﬁ aeﬁ

Pour o € P et un entier naturel o, on définit un foncteur X4 (M) par
la formule

staa(t(@) _ Saa@) g p =2 ou deg(a) est pair,
~ | A%@@)  ginon.

COROLLAIRE 5.17. — Soient q et d deux entiers naturels. On a un iso-
morphisme dans la catégorie ‘7:?,7 ou dans la catégorie P, 5,

Hy(DaS%) ~ P Q) Xreellod,

a€J(q,d) aeﬁ
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Exemple 5.18.
(1) Si g =0, on a Hy(DygS%) ~ S
(2) On suppose que p = 2. Si A est une partition, on a
deg(A) =0 <= A= (0)
deg(\)=1<=A1=(1)
deg(\) =2 <= A= (2)
deg(\) =3 <= A€ {(3),(1,1)}.
Par conséquent, on a les isomorphismes :
Hy(DyS%) ~ S42 0 1W),
Hy(DgS%) ~ (S @ $*W) & (5772 @ IW),
H3(DygS%) ~ (Sd—ﬁ ® 53(1)) ® (Sd—4 ® ®2(1))
o (Sd—2 ® 1(1)) o (Sd—4 ® 1(2))_

5.4. Calcul de H,(D,S%) avec 1 <n <d

Dans les deux sous-sections 5.2 et 5.3 précédentes, nous avons obtenu
des calculs explicites de H, (DlSd) et H,(DyS%). En revanche, nous ne
savons pas déterminer explicitement les foncteurs strictement polynomiaux
Hq(DnSd) pour 1 < n < d. Nous proposons dans la proposition 5.21 une
suite spectrale pour calculer H,(D,,S%). Nous avons besoin du résultat
classique suivant, ou Cheg = C ®kes P ou P est une résolution projective de
k&-module trivial k.

LEMME 5.19 ([11, VII, Prop. (5.6)]). — Soient C € Chx(Fk) un com-
plexe et G un groupe. On suppose que le groupe & agit sur le complexe C.
11 existe alors une suite spectrale homologique

El%,e = Hy(6, Hy(C)) = Hi14(Chs)-

Nous allons maintenant appliquer la suite spectrale du lemme 5.19 a notre
situation. Pour écrire explicitement la deuxiéme page de la suite spectrale
dans le cas qui nous concerne, nous introduisons la notation suivante.

Notation 5.20. — On note J(d, n) I'ensemble des suites p = (p;)icny d’en-
tiers naturels telles que d = > .2 pp’ et n =5 ;.

ProPOSITION 5.21. — Il existe une suite spectrale
E} (D S%) = Hyp (D, S7)
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ot la deuxieme page est donnée par :

E2,(D.8Y = € Hy <6H,He <(§)(Dlspi)®“i>>,

ueJ(d,n) i=0
\ s . (oo}
ou &, désigne le sous-groupe [[,~,S,, de &,.

Démonstration. — Dans cette démonstration, on désigne par K(d,n)
I'ensemble des suites ¢ = (f1,t2,...) d’entiers naturels telles que > .° t; =
n et Y o, it; = d. Le théoréme 4.19 induit un isomorphisme :

J(DSH~ P H, (@ ((Dlsi)‘@“)heti).

teK (d,n) i=1

En combinant avec le lemme 5.19, il existe une suite spectrale

E2,(D,5Y = @ H ((‘St,Hg (é (Dlsi)m)) — Hypo(DnSY.

teK (d,n) i=0

De plus, par Passertion (1) de la proposition 5.9 et le fait que le bifoncteur
® est exact en chaque variable, le complexe ®:° (D; Si)®ti est acyclique
s’il existe au moins un 7 tel que ¢; n’est pas une puissance de p. Ainsi, dans
la somme directe donnant la deuxiéme page de la suite spectrale, seuls les
éléments du sous-ensemble J(d, n) C K (d, n) sont éventuellement non nuls.
On en déduit le résultat. O

6. Blocs de L,S%—,n) et H,(D,S%), et résultats
d’annulation

Nous fixons un entier naturel j et un k-espace vectoriel V' de dimension
finie non nulle. Nous calculons dans les sous-sections 6.1 et 6.2 les ensembles
des partitions suivants :

U BU(LS (= m)v), U%[ J(DnS)y).

=0

En utilisant ces calculs, on obtient des résultats d’annulation dans la sous-
section 6.3.
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6.1. Blocs de L,5%(—,n)

Le calcul de ngo BI((LyS(—,n))v) (théoréme 6.7) est divisé en deux
étapes. Dans la premiere étape, en utilisant les propriétés de ’applica-
tion B[ données dans la sous-section 3.3 et le calcul explicite du foncteur
L,S%(—,n) dans la sous-section 5.1, on obtient 1’égalité (6.1), olt I'entier na-
turel m; est défini par I’ensemble des mots p-admissibles. Dans la deuxie¢me
étape, on déterminera explicitement dans la proposition 6.5 I'entier m;.

Notation 6.1. — On définit m; € NU {—oo} par la formule

J
m; = sup{agnu ta € U I(q,d,n)}.

q=0
De plus, si d = —o0, et X désigne I'un des symboles I'; A, S on définit
X4=0.

PROPOSITION 6.2. — On a alors I'égalité, ot la notation E désigne le
foncteur I' si p = 2 ou n est pair, et le foncteur A sinon :

J
(6.1) U BU(LSY (= n+2))v) = BUEY).
q=0
Démonstration. — Pour un mot w € Wy(n+2), ona ty, > 0 et t,, =0
si et seulement si w = ¢™*2. En combinant ce fait avec le corollaire 5.7,
Pégalité (3.3) de la proposition 3.19 et le théoréeme 3.22, on a des égalités

J J
U BU(Ly5(—,n +2)) U%[ P Q) (xewlw)
q=0 a€l(q,d,n) weEW,(n+2)
J
U U w| @ (e,
9=0 a€l(q,d,n) wEW, (n+2)

(6.2) :U U sixp).

q=0 a€l(q,d,n)
Pour a € I(g,d,n), onad =3, (ni2) awp'™ = agn+2 (mod p). Léga-
lité (6.2) et le corollaire 3.21 fournissent 1’égalité souhaitée (6.1). O

Pour déterminerl’entier m;, on a besoin du lemme suivant. Ce résultat
est élémentaire et il est démontré directement a partir de la définition 5.2
des mots p-admissibles.
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LEMME 6.3. — Soit w € W,,. On suppose que h(w) =n+2 et t, = t.
Alors degw > 2p' + n. De plus, degw = 2p* + n si et seulement si w =
oo

Démonstration. — On note E), ’ensemble des mots p-admissibles w tels
que h(w) = n+2 et t,, = t. Cet ensemble n’est pas vide, il contient toujours
le mot 0"~}0?, le degré deg (o"vL0?) de 0"~Lo? est 2p' + n. De plus, si
t=0,on a E, = {o%}. Par la définition des fonctions h et t, 'ensemble E,
est fini. Alors il existe un mot w de E,, tel que deg(w) = ming, deg. Alors
il suffit de montrer que w = 0”7202.

Cas p = 2. — Le mot w n’est pas de la forme w = wlys0Fyw? ot
w! et w? sont des mots et k > 1. En effet, si w a cette forme, on définit
un mot w’ = Qlo’ygok_WQMQ. Ce mot appartient & F, et degw’ < degw,
contradiction. On a donc w = o™ ~bo™2. Par définition, ny > 2. Si ny > 2,
on définit w’ = w = o™ Tlyle"2~ on a w' € E, et degw’ < deguw,
contradiction. On obtient le résultat.

Cas p > 2. — Le mot w n’est pas de la forme w = @1%02@2 (resp.
w = Q1¢02Q2) avec w' et w? sont des mots et w? n’est pas vide. En
effet, si w a cette forme, on définit un mot w’ = Q102'yp@2 (resp. w' =
w'lo?¢w?). Ce mot appartient a E, et degw’ < degw, contradiction. On a
donc w = o"w'o? ot le mot w! ne contient que les lettres 7, et ¢. Il suffit
de montrer que w! = 7;. On suppose que w' n’a pas cette forme. Alors w?
contient au moins une lettre ¢. Alors il est de la forme w! = 7;1 ow? avec
t1 > 0. On définit w’ = o™yt w202 On a w' € E, et degw’ < degw,
contradiction. O

Notation 6.4. — Soit d un entier naturel. On désigne par a,(d) la somme
des chiffres dans la décomposition p-adique de d, c’est-a-dire que si on a la
décomposition d = >, dip" avec 0 < dy < p, on a a,(d) = Y2 di.

PROPOSITION 6.5. — L’entier m; est égal a do + kp, ot dy est le reste
de la division de d par p et k est le plus grand entier satisfaisant I'inégalité

J=2d+n(kp+ ap(d—kp)).

Démonstration. — Si a est un élément de I(g,d,n) pour g quelconque
alors d = dewp(n-s-z) agptﬂ. On en déduit que aon+z < d et agnt1 = d
(mod p). Par la définition de m;, on a donc

(6.3) 0 <my <d, m; =d (mod p).

Il reste a déterminer le plus grand k tel que m; > kp. Par la défini-
tion 5.6 des ensembles I(g,n,d), la définition de m; et les égalités t,2 = 0,
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deg(0™*?) = n + 2, pour un entier naturel k < g, on a l'inégalité m; > kp
si et seulement s'il existe des entiers naturels z,, avec w € W, (n + 2) tels
que

S aypte =d — kp,
weWp(n+2
(6.4) wEWS (n42)
S aydeg(w) <j—kp(n+2).
WEW, (n+2)

D’autre part, pour a € I(q,d,n), en utilisant le lemme 6.3, on a

q= Z ay deg(w) = Z Z ay deg(w)
wWEW, (n+2) t=0 \weWy(n+2),tw=t
2 Z ay | (20" +n)

t=0 \weW,(n+2),ty=t

Qi > Pt+”i2%

t=0 \tw=t t=0 t,=t

>2( 0 D awp's | +noy(d)
WEW, (n+2)
= 2d + na,(d),

ol ay,(d) est la somme des chiffres dans la décomposition p-adique de d,
c’est-a-dire que si on a la décomposition d = >~ dip" avec 0 < d; < p,
on a a,(d) = > 42 ds. De plus, on a ¢ = 2d + na,(d) si et seulement si
a, est égal a d; si w = 0"7502 et 0 sinon. Le systéme (6.4) admet donc
une solution z,, € N si et seulement si j — kp(n + 2) > 2d + noy,(d — kp),
c’est-a-dire qu'on a j > 2d + n (kp + a,(d — kp)). O

Remarque 6.6. — On déduit de la démonstration de la proposition 6.5
que le plus petit g tel que LyS%(—,n +2) # 0 est 2d + nay,(d).

D’apres les propositions 6.2 et 6.5, on a le résultat suivant.

THEOREME 6.7. — Soient d,n deux entiers naturels et V un objet de
Vk- On a I'égalité :

j 0 sig < jo
U BU((LeS (= n +2))v) = BUEPLT?)  si i <5 < jrsr,
7=0 BI(EL) sij > jlaj,
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ot dy est le reste de la division de d par p, et ji, = 2d+n (kp + a,(d — kp))
pour k = 0,1,..., L%j, et ap(d — kp) est la somme des chiffres dans la
décomposition p-adique de d—kp. De plus, la notation E désigne le foncteur
I" si p =2 ou n est pair, et le foncteur A sinon.

6.2. Blocs de H,(D,,S?)

Dans cette sous-section, nous démontrons le théoréeme suivant.

THEOREME 6.8. — Soient d,n deux entiers naturels, 1 < n < d. Si on
note my,y, le plus grand entier naturel pg tel qu’il existe des entiers naturels

[, fa, . . . satisfaisant d = Y22 pp' et n =35 ju;, on a :

0 sidé¢pYouj<2d-—2,
. %[ Dlsd =
(6.5) ) )) {{(O)} sinon.

(6.6) U BI((Hy(DaS%)y)) = BUXE

0 sij <2(d—n)

(6.7) U‘B[ o(DnS)v)) € {%[(Xﬁmd") sinon.

Démonstration de 1’égalité (6.5) du théoréme 6.8. — Par assertion (1)
de la proposition 5.9, le foncteur Hy (D1.5¢) est de la forme W @ I pour
W € Vi, r € N. On en déduit que

si 18%) = )
BI((Hy(D15))v) = {?(0)} sinjji.(D o

En combinant avec la proposition 5.9 on en déduit le résultat. O

LEMME 6.9. — Soient n < d deux entiers strictement positifs et ¢ un
entier naturel. Soient k, K deux corps de caractéristique p. On a I’égalité

BI(Hy(DnSY)) = BI(H,(DnSE)).

Démonstration. — On peut supposer que k est un sous-corps de K. Par
exactitude du foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pa,x, on a un
isomorphisme Hy(D,,Sit) ~ k (Hq(D,S2)) dans la catégorie Py x. Comme
le foncteur de changement de base préserve les blocs (proposition 3.27), on
obtient le résultat. O

D’apres le lemme 6.9, pour démontrer le théoréeme 6.8, on peut supposer
que le corps k est égal a .

TOME 75 (2025), FASCICULE 5



2284 Van Tuan PHAM

Démonstration de I'égalité (6.6) du théoréme 6.8. — Pour un élément
o de Densemble P défini & la notation 5.14, on a £(a) > 0 et (o) = 0
si et seulement si & = (0). En combinant ce fait avec le corollaire 5.17,
Pégalité (3.3) de la proposition 3.19 et le théoréeme 3.22, on a des égalités

J
U%[ Hy(DgS%)y U%[ P R (xteeteen),

a€J(q,d) aeﬁ

O Bl ®(Xﬁaa(4(a)))v

€J(q,d) acP
U Y s
4=0 a€J(q

Pour a € J(g,d), ona d =), aop?®. On en déduit que a@y < d et
a() = d (mod p). De plus, 'ensemble J(0, d) contient, par définition, 1’é1é-

(6.8)

ment (aq) ol a, est égal & d si a = (0) et & 0 sinon. En combinant ces

aeﬁ
faits avec légalité (6.8) et le corollaire 3.21, on obtient I’égalité souhai-

tée (6.6). O

11 nous reste & montrer I'inclusion (6.7) du théoréme 6.8. Pour cela, on
considere la suite spectrale E,%’Z(DHSd) = Hy.¢(D,,S?) donnée par la pro-
position 5.21. La deuxieme page de cette suite spectrale est donnée par

(6.9  E} (D, = €D H, (GM,HZ (é (Dlspi)%)) .

ned(dn) i=0

Nous renvoyons a la convention 4.18 pour le produit tensoriel du type
&2, Pour déterminer les blocs de 'aboutisement, nous aurons besoin des
résultats suivants.

LEMME 6.10. — On a une inclusion
(6.10) U BU(Hy(DuSD) € U BUEL(DnST)v).
o<m+n<y
Démonstration. — Par définition de la suite spectrale (voir par exemple

[40, Definition 5.2.1]), EZII(DnSd) est un quotient d’un sous-objet de
E} ((DnS?). Par Tégalité (3.3) de la proposition 3.19, on a

BI((E L (DnSY)v) € BI(EL (DnSY))v ).
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Cela implique BI((ER,(DnSY))v) C BI((ER ((DnS?))v). D’autre part, il
y a une filtration de H,(D,,S?) telle que

Gr (Hy(DnS%) = @ EX(DnS?).
k+4=q

En combinant avec I’égalité (3.3) de la proposition 3.19, obtient

BI((Hy(DnSY))v U BI((E} o(DnS)v)-
k+€ q

On en déduit 'inclusion souhaitée. O

Notation 6.11. — Pour un élément p de Pensemble J(d, n) défini dans la
notation 5.20, on définit

Ez,é;u(DnSd) = Hj, (G;“Hg <®(D15’p1)®m>> .

i=1
En comparant avec (6.9), on a E,ig(DnSd) = eauef(d ) E,igm(DnSd).

Soit W un k&4 -module de dimension finie, soit F' € P, et V' un espace
vectoriel. Alors F(V)®4 est naturellement un k& 4-module, ot I'action de
&, sur F(V)®4 est donnée par permutation des facteurs du produit tenso-
riel. Considérons I’homologie du groupe symétrique sur le produit tensoriel
W @ F(V)®. Comme l'action du groupe symétrique est naturelle en V, le
foncteur

Vi— H, (&g, W @ F(V)®9)

est un foncteur strictement polynomial de la variable V. Plus précisément
ce foncteur s’écrit comme la composée

d —
(%) pdey, LD, pay, WOy Mod ZSnD), ),

On note H, (84, G) le foncteur composé d’un foncteur strictement polyno-
mial G muni d’une action de &4 et du foncteur H, (&4, —). L associativité
de la composition des foncteurs nous donne donc deux manieres d’écrire la
composée (*). Nous consignons ce jeu d’écriture dans le lemme suivant.

LEMME 6.12. — Soient F' € Py et W un k& 4-module de dimension finie.
On considére I'action du groupe symétrique &y sur le foncteur W @ @4
donnée par la formule o(w @ v @+ ®vg) = (W) DV-1(1) @+ @ Vg-1(qg)-
Alors on a un isomorphisme de foncteurs strictement polynomiaux :

(6.11) H,(84,( W@ @) oF) ~ Hy(Gg, W@ %) o F.
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LEMME 6.13. — Le foncteur strictement polynomial
(@ He((D157) ™))
est isomorphe & un foncteur de la forme G().

Démonstration. — Par la proposition 5.9, on a un isomorphisme de fonc-
teurs strictement polynomiaux H, (Dlsp'”) ~ H, (D SP"‘) (k) ®I").On en
déduit un isomorphisme &4-équivariant de foncteurs strictement polyno-
miaux, ou le groupe &, agit sur chaque coté de 'isomorphisme par permu-
tation des facteurs :

(6.12) Hé((Dlspr)de) ~ 0, ((Dls;m")®d) (k) @ @10,
On note W le k&4-module Hy((D15?")®¢) (k). Par le lemme 6.12, on a des
isomorphismes :
Hy (&4, He(D157) ™)) = Hy (80, W @ 210)
~ Hy (64, (W @ @%) 0 IM),
~ Hy(64, W @ @4 ™)
On en déduit le résultat. d

PROPOSITION 6.14. — Soit u € J(d,n).On a I'égalité :

{@ sij <2(d—n),

(613) U SB[((EI%,Z,;L(DnSd))V) = %[(Xﬁﬂo) i
Vv SI111011.

0<k+0<y

Démonstration. — On a un isomorphisme de foncteurs strictement po-
lynomiaux :

(6'14) Eg,f;u(D"Sd) = @ ® Hki (GMMH& ((D1Spi)®m>) ’
S ki=k, > ti=¢ =0

H(k,£)

De plus, comme I’homologie du complexe DlSpo = D;I est concentrée
en degré 0 et Ho(D1I) = I, par le lemme 6.13 et le théoréme 3.22, si
H(k,0) #0, on a:

BIH(k, Ov) = ‘BI(Hko (GuovHZO <(D15p0)®ﬂo>)v)

_ %[(Hko (GMO’ ®#0)V) silp =0,
0 sinon.

C BUXP)
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Par conséquent, on a

U BU(E wu(DusD)v) = [ BU(Hr, (DuS5™))y)

0<k+4<y ko€A
(6.15) C BI(SE).

ou A est I'ensemble des entiers naturels kg tels qu’il existe des entiers
naturels k1, k2, ..., 4o, 01, ... pour que > (k; 4+ ¢;) < j et que le foncteur
H (E, ¢) soit non nul. On remarque que d —n =y .2, (pi - 1) -

(1) Sij < 2(d—mn), alors 'ensemble A est vide. En effet, si H(k,£) # 0,
par la proposition 5.9, on a ¢; > 2u; (pi - 1) pour tout i. On en
déduit donc Y ;0 ;> 2(d — n).

(2) Sij > 2(d—n), alors 0 € A. En effet, pour k1 = ko = --- =0 et
l; = 2p;(p* — 1), on a que H(k,£) est non nul. Par 1'égalité (6.6)
du théoreme 6.8 et (6.15), on a Uyyioc; BU(ER 4., (DnSH))v) =

BI(SL).
On obtient donc 1'égalité (6.13). O
Démonstration de I'inclusion (6.7) du théoréme 6.8. — D’apres le lem-

me 6.10, il suffitde démontrer que les membres de droite des (6.7) et (6.10)
sont égaux. D’autre part, la proposition 6.14 fournit ’égalité
(6.16)

U %[((Elg,f(DnSd))v) =

0<k+HL<]

{@ sij<2(d—n),

Uuej(d’n)%[(Xf/ﬂo) sinon.

Pour p € J(d,n), on a py = d (mod d). Par le corollaire 3.21, on a

U suxie) = sixi™)

neJ(d,n)

ol Mg, = max{p : 4 € J(d,n)}. On obtient le résultat souhaité. O

6.3. Des critéres d’annulation

Les foncteurs dérivés Lq(Sd,n) pour n = 0, 1 ou 2 ont été calculés
explicitement dans la proposition 5.1, et la proposition 3.20 donne les blocs
de ces foncteurs dérivés. Le critere d’annulation du théoreme 3.34 nous
donne donc le résultat suivant.
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PROPOSITION 6.15. — Soient F € Py et V € V.
(1) (a) Sig> 0 alors LyF'(—,0) =0.
(b) S’il n’existe pas d’élément A € BI(F) tel que {(N) < dimV
alors L.F(V,0) = 0.
(2) (a) Sig>doug<d-—injdimF alors LyF(—,1) =0.
(b) S’il n’existe pas d’élément A € BI(F) tel que Ay < dimV alors
L.F(V,1)=0.
(3) (a) ig>2dougq<2d—inj.dimF alors LgF(—,2) =0.
(b) S’il n’existe pas d’élément A\ € BI(F') tel que {(N) < dimV
alors L. F(V,2) = 0.

Exemple 6.16.
(1) On suppose que d > 3,p >3 et ptd. Si A= (3, ld_3), on a :
LS\ (k% 2) =0=L,Sx(k,2).
(2) Sid>4etg<2d—2,0na
LgSia_2.2)(—2) = 0.

Nous regardons maintenant des critéres d’annulation pour les foncteurs
dérivés LyF(—,n) lorsque n > 2. Nous introduisons la notation suivante.

Notation 6.17. — Soient d,n deux entiers naturels.

(1) Pour k = 0,1,..., L%j, on désigne par ji le nombre 2d + n(kp +
ap(d — kp)). On obtient une suite croissante

0 < Jo <j1<'”<jL%J'

(2) On note my, le plus grand entier naturel pg tel qu’il existe des en-
tiers naturels puq, po, . . . satisfaisant d = Y0 puip’ et n =3 p;

D’apres la proposition 4.6, la dérivation au sens de Dold—Puppe est un
foncteur de type (J). Nous avons calculé les blocs de L,S%(—,n) dans le
théoreme 6.7. Ces blocs peuvent étre completement explicités en termes
de partitions a l'aide de la proposition 3.20. Le critere d’annulation du
théoréme 3.34 nous donne donc le résultat suivant.

THEOREME 6.18. — Soient F un objet de Py et V un objet de Vy. On
a LyF(V,n+2) =0 si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) ¢+ inj.dim F < jo,
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(2) jr < g+inj.dim F < jgy1 et il n’existe pas d’élément \ € BI(F) tel
que |A| < dg + kp, et

L(N) <dimV  sip=2oun est pair
A <dimV sinon

ou dy est le reste de la division de d par p.
(3) ¢+inj.dim F > j 4| et il n'existe pas d’élément A € BI(F) tel que
P
{é(/\) <dimV  sip=2 oun est pair

A1 <dimV sinon.
Exemple 6.19.

(1) On suppose que p = 2. La partition (3,2,1) est un 2-cceur. On
obtient :

L.S@2,1)(k,n) =0= L*S(3,2,1)(]k2’ n).
(2) On suppose que p=2et d=3. On a jo = 2d+ noy(d) =2n+6, et

J1 = 2d+n(p+ap(d—p)) = 3n+6. De plus, on a inj.dim S5 1) < 1.
Par conséquent, si ¢ < j1 —1=3n+5, ona LyS(21)(—,n+2)=0.

De méme, d’apres les théoremes 3.34, 6.8 et les propositions 4.6 et 3.20,
on obtient le théoréme suivant.

THEOREME 6.20. — Soient F' € Py et V un objet de Vi. On a trois cas.
(1) Lecasmn=1. On a Hy (D1F) = 0 si I'une des conditions suivantes
est satisfaite :
(a) ¢+ inj.dim F' < 2d — 2,
(b) d n’est pas une puissance de p,
(c) (0) ¢ BIUF).
(2) Le casn = d. On a Hy (DyF) (V) = 0 s'il n’existe pas d’élément
A € BI(F) tel que

l(N) <dimV  sip=2oun est pair
A <dimV sinon.

(3) Lecas 1 <n < d. On a Hy (D, F) (V) = 0 si I'une des conditions
suivantes est satisfaite
(a) g +inj.dim F < 2(d — n)
(b) il n’existe pas d’élément A € BI(F) tel que |A\| < mg, et
{6()\) <dimV sip=2 oun est pair

A <dimV sinon.
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Exemple 6.21.

(1) On suppose que p=2. Si A = (5,2,1), on a €o, (A) = (3,2,1) # 0.
On a donc H,(D1S)) =0.
(2) On suppose que p = 3. Comme A = (4,2,1,1) est un 3-cceur, on a

H,(D,S)\) (k) =0

sin>1let/d<3.
(3) On suppose que d > 2. Sil<n<det qg<2(d—n)—1 alors

Hy(DnS(4-1,1)) = 0.
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