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PROBLEMES RELATIFS A L'ITERATION
DE FONCTIONS
SUGGERES PAR LES PROCESSUS EN CASCADE

par Serge DUBUC

Dans la premiére partie de ce travail, j’étudierai les fonctions
harmoniques associées 3 un processus en cascade purement expansif
(sans disparition d’individus). Jachéverai la caractérisation des fonc-
tions harmoniques positives extrémales que j’avais entreprise dans deux
articles précédents [7 et 8]. Du méme coup, je déterminerai le compor-
tement asymptotique des fonctions harmoniques positives ex trémales.
Ces deux taches seront exécutées sous ’hypothése d’une variance finie
pour le processus. Ensuite je donnerai un certain nombre d’exemples
de fonctions harmoniques et ferai la représentation intégrale de celles
qui sont positives.

La deuxiéme partie de ce travail sera de §’intéresser aux fonctions
harmoniques positives qui proviennent en un sens de distributions
d’ordre k, c’est-d-dire qui sont issues de fonctionnelles linéaires sur
Iespace Ck[O,l). Jobtiendrai un cone de fonctionnelles dont je con-
naitrai les génératrices extrémales. La troisiéme partie de cet article
consistera 4 introduire la fonction de Schroder associée & une fonc-
tion f, les opérateurs de dérivation et les principales fonctions qui
commutent avec f. Ces derniéres fonctions formeront un groupe a un
paramétre dont on peut mettre en évidence le générateur infinitésimal.
Lorsque la fonction de Schroder fera défaut, on utilisera la fonction
de Bottcher.

Dans la derniére partie, j’'indiquerai comment la fonction de
Schroder ou de Bottcher apporte un précieux secours & I'étude des
processus en cascade. En particulier, je démontrerai que si {Zn}:=0
est un processus en cascade, sous la seule hypothése que le processus
a une moyenne fini > 1, on peut trouver une suite M, telle que
Z,/M, tend en distribution vers une variable aléatoire qui n’est pas
identiquement nulle. Je verrai que les fonctions suffisamment régu-
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liéres qui commutent avec la fonction génératrice f du processus
échangent en un certain sens les fonctions harmoniques extrémales.
Je préciserai le comportement asymptotique de la fonction caracté-
ristique g(f) de la loi-limite du processus. Je ferai une étude som-
maire des processus en cascade indéfiniment divisibles et indiquerai
que pour ceux-ci une identité remarquable a lieu entre la fonction de
Schroder associée 4 f et la fonction caractéristique g(§¢). Je terminerai
en considérant certaines courbes dans le disque-unité du plan com-
plexe qui sont invariantes par I’action de f(z).
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PARTIE 1

FONCTIONS HARMONIQUES ASSOCIEES A UN
PROCESSUS EN CASCADE

1. Description du champ d’action.

Soit f(z) = 2 p(n) z" une sériec de puissances d’une variable
n=1

complexe z, ol p(n) = 0 et Z p(n) = 1 (je reprends les notations
n=1

déja utilisées dans [7] et [8] avec le seul changement que f(0) = 0).
Si x et y sont deux entiers naturels, p(x, y) sera le coefficient de z¥
dans le développement en série de Taylor de la fonction (f(z))*. Si
le sous-groupe engendré par

{n—mipm)#0,pm+#0} et {0,tL,x2L,...}

on dira que L est la période de f(z). Si L = 1, on dit que le processus
de Galton-Watson est indécomposable. On supposera toyjours que

2 np(n) < oo et ce dernier nombre, noté M, est considéré comme la
1

moyenne du processus. On supposera de méme que f(z) # zM et dans
le cas qui nous occupe, on aura donc que M > 1.

On pose f,(z) = f(f(...f(2))), le produit fonctionnel de f(z),
n fois avec elle-méme. p,(x, y) est le coefficient de la puissance z”
dans le développement de Taylor de la fonction (f,(z))*. Lorsque

Ll

Z np(n) log n < o, on sait que les fonctions f,, (e"M—") convergent
1

uniformément sur tout compact de {z|Rez = 0} vers une fonction
g(2) (cf. [14] et [8]).

Dans ce cas, il existe une fonction w(¢) définie sur les réels
strictement positifs et continue telle que

w@) >0, f“w(t)dt= 1 ,j;" w(dt =1
0
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et g(z) = ‘/; e **w(t)dt. Je désignerai par w, () la x® puissance de

convolution de w(#). Une fonction A(x) a valeurs complexes définie
pour x = 1,2 ,3,... sera dite harmonique si pour tout x

il P, ¥) 1h(p)] < oo
y=

et si h(x) = 2; px, »)h().
=

Si ¢ est un nombre réel > 0, on pose

h(x;¢)= 2, cM"w, (cM").

n=-—oo

On sait que cette fonction est une fonction harmonique positive.

2. Comportement asymptotique des fonctions
harmoniques k(x ;c).

Pour établir que les fonctions z2(x ;c) sont des fonctions harmo-
niques extrémales (cf. le théoréme 2 qui suivra), jaurai besoin de
savoir comment celles-ci se comportent lorsque x ——= . Nous
verrons que sur une partie “relativement mince” des entiers h(x ;c)

/ x
est asymptotique a i—v (v sera spécifi€ tantdt) et que “le plus
4

1
souvent” h(x ;c) est O (7_-) ; ceci arrive lorsque le processus en
x

cascade est de variance finie et s’il est indécomposable.

THEOREME 1. — Soit Z p(n) z" la fonction génératrice d’un
n=1

processus de Galton-Watson sans disparition d’individu (p(0) = 0),

dont les deux premiers moments existent (S = Z n’p(n) <o et
n=1

M= 2 np (n)), soit ¢ un nombre réel positif arbitraire, alors
n=1
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. S - M h(x ;c)
1)szv=ﬂ2—,hmsup =

1
- M X—>oo VX B 2y

rieure s’obtient uniformément par rapport a c.

; cette limite supé-

2) si 'on désigne par

n

M
dix,c)=inf]|1 ——||n=0,£1,£2,...

il existe un nombre A tel que pour tout x et tout c

A
Vx(d(x, c))?

3) il existe un nombre B > 0 tel que pour tout c l'inégalité

h(x,c) <

1
dix,c)s——
( < N3
entraine h(x ;c) =2 B{/x .
Démonstration. — Déterminons une majoration de tw, (). Il suit
du théoréme 7 de I’article [8] que si x est suffisamment grand, alors
(g(i§))* est une fonction de L'(— o, ) c('est-d-dire il existe un

entier p pour lequel g(i¢) a une p® puissance sommable et dans ce cas
si x > p, alors

I S N P T )
w0 === [_(gp ety et-Dag

Du fait que 2 n*p(n) <o, on a que f t2w(t) dt < oo (cf. Harris
1 0

[12], p. 13). D’ou g"'(i§) existe et est une fonction bornée, ce qui
nous permet de dire qu’aprés 2 intégrations par partie, six > p + 2,

1 pr=]d?
t=x) w0 ==~ f_..[d_sz (28 e‘*)"] eit-2) g

1 p= d 2
== j:“x(x — 1) (g@i§) e't)*~? E(g(ia ere)) elt(t— gg

| d?
— 37 Lo x @@ ety 25 @ et et ag
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Soit R = sup{lg@§) !l |€1> 1}, on sait que R < 1 (cf. Stigum [29]
ou encore le théoréme 5 de [8]). Utilisant les faits suivants,

d
gUE) ELP (— o0, ) ' dE (8(®) ey =00%)

d2
lorsque ¢ —> 0, d—E_i (g(§) e'¥) € L™(— oo , ) on peut trouver un

nombre A, , tel que pour tout ¢ et pour tout x,
1
€~ w0 <A, (xR* + [ 1gGDF 28 + x)dk)
-1

Puisque g''(i§) existe et est boméze, alors il existe un nombre A, tel
quesi [§1<1, |gi®]< e 2% poa

f: x?E |g(§) ™ dE < j: x2gre AR g = 0Gv/x)

1 e ix 1 _A252,, _
[, x1saprae< [ xe™ > dg = o/

Ainsi (f — x)? w, (1) = 0(3/x) uniformément en ¢, c’est-d-dire il existe
P
une constante A, telle que (l - ; ) w, () < A3x‘3/ 2 Cette inéga-

lité fondamentale nous permettra de vérifier la validité de la partie 2
du théor¢me 1.

Y  M'w,(cM™) = 0(x"3?)

eM® <1

D eM™w_(cM™) = 0(x~1/2)

1seM® < xM
Y cM'w, (cM™) = 0(x~1/?)
Mx<cM”
Maintenant si x/M < ¢cM" < Mx, alors
d(x ;¢)* cM"w, (cM") < MA,x~!/2
Ainsi d(x ;¢)® h(x ;¢c) = 0(x~1/2),
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Considérons maintenant la partie 1 et 3 du théoréme, soit donc

. 1
X un entier = p tel que d(x ;c) <?. Pour les mémes raisons que
x

tantot,

> cM"w, (cM™) = 0(x~1/?)
eM"<x— Jx

> cM™w_ (cM™) = 0(x~1/?)
x+Jx<eM™

Soit n I'entier tel que |x — cM" | < /X
l o0
= i£) ity -
Wy (1) = 5 j:w(g(tf)e O eltt-N gy

Puisque g(i¥) € L? (— o0, ), en appliquant le théoréme 2 (p. 489) du

volume de Feller [10], on obtient que /x w,(#) converge unifor-
| _u=n?

e % _Dou

mément en ¢ vers

2wy
— M*w_(cM™) +
ETVE L M) < x <EEVE L oy
VX VX Vx
Si x, est une suite d’entiers tels que
cM" — x
z >u lorsque n —> o0,
V xn

2
h(x, ;c 1 -3
nif) _ e 2 Ce qui compléte la démonstration

alors lim =
n—yo ,/x” wy

du théoréme 1.

Remarque. — L’existence de moments d’ordre supérieur & 2 pour
les { p(n))] permettrait d’affirmer que sur des parties assez grandes
des entiers A2 (x) tend plus vite vers zéro.
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3. Fonctions harmoniques positives extrémales.

Au terme de I'article [8], j’avais promis la démonstration du
théoréme suivant :

THEOREME 2. — Si Z p(n)z" est la fonction génératrice d’un

n=1
processus de Galton-Watson indécomposable (L = 1), qui admet un

second moment ( Z n’p(n) < oo), pour tout ¢ > 0, h(x ;c) est une
n=1

fonction harmonique extrémale dans le cone des fonctions harmoniques
positives,

Démonstration. — D’aprés le théoréme 11 de [8], le cdone des
fonctions harmoniques positives de notre processus de Galton-Watson

est 4 base compacte. Soit ¢ > 0, ensemble K ={A(x ; @)} .
T S%s VMe

est I'image continue d’un intervalle compact et K rencontre chacune
des extrémales du cOne d’aprés le corollaire du théoréme 11 de [8].

Utilisons un lemme de Bauer (cf. le lemme 7 (p. 118) de Bauer
[2] ou le volume de Phelps [25], p. 8) ou plutdt une version légérement
améliorée de celui-ci.

LEMME. — Soit K une partie convexe compacte ne contenant pas
lorigine 0 d’un espace vectoriel topologique localement convexe E,
soit F une partie fermée de K et soit C le plus petit cOne convexe
fermé de sommet O contenant F, si x €C et que x # 0, le point x
est extrémal dans C si et seulement si les seules mesures u portées par
F admettant le point x comme résultante sont des mesures dont le
support est contenu dans {Ax |\ = 0}.

Je laisse au lecteur le soin de vérifier ce lemme. Pour vérifier
que h(x ;c) est extrémale dans le cone des fonctions harmoniques
positives, il nous suffit d’établir qu’il n’y a qu’une seule mesure u sur

c
Pintervalle |——= , c\/M] telle que pour tout x

UM
heese)= [ hex, 0 du@)

4 savoir la masse de Dirac disposé au point a = c.
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Soit k¥ un nombre réel plus grand que 1, désignons par

MN
1k ,N) = ngNIEk— < %< keMN

nous allons d’abord démontrer que si a € [_\/cﬁ: , c\/M] , si

o[

et que N est suffisamment grand, alors

Z h(x ;c)

xel(k,N) ﬁ
h(x ;a)

y hxi9

xel(k,N) /X

. h(x ; a)
1) Minorons —_—
) xe %,N) VX

nombre d’entiers x de I(k, N) telsque inf | 1 —
n

est relati-

vement petit par rapport a

. Si N est suffisamment grand, le

| < x~ 2% dépasse

24/c MN/2 | A cause de la partie 3 du théoréme 1, on obtient que

hx ;a)
lim inf —; >0
N> xe[%; N) f MN/2
h(x; .
2) Majorons Z hxio) . Se servant de la partie 2 du théo-
xel(k,N) VA1

h !
réme 1, on a que (\);?C)\A(k—l ;sixel(k,N). D’ou
h(x c)
lo M.
xel(k,N) (k -1 g

Soit maintenant une mesure u telle que

h(x ;c) = f h(x ;a)du(a) .

Faisant la somme sur les x € I(k, N), on voit que

c/k /M
MY (./;\/',;;, du(o) + /,:c dM(Ot)) =0(1) lorsque N —> 0 ,
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Ainsi le support de la mesure p est nécessairement concentré au
point ¢. Ce qui compléte la démonstration du théoréme 2.

Remarque. — Non seulement il est démontré que A(x ;c) est
extrémale, mais de plus si ¢, <c, <Mc,, h(x ;c,) et h(x ;c,) sont
linéairement indépendantes, en particulier A (x ;¢,) # h(x ;c,).

4. Représentation intégrale de fonctions harmoniques positives.

Les fonctions harmoniques positives pour la matrice p(x, y)
forment un cone réticulé, comme Feller ’'a démontré dans Particle
Boundaries induced by non-negative matrices (Trans. Amer. Soc.
vol. 83, pp. 19-54 (1956)). Cependant, je vais insérer I’énoncé d’un
théoréme plus général, dont j’aurai besoin de toute fagon dans la
suite.

Soient V un espace vectoriel ordonné et C le cone des vecteurs
positifs de V (cf. [4]), on dira que C est o-réticulé si pour toute
partie dénombrable A & C on peut trouver dans C un élément qui
soit l'infimum de A. Si C est réticulé et si toute suite monotone
décroissante de C admet un infimum, alors C est g-réticulé. Soit T
un opérateur linéaire positif de V dans 'V (c’est-a-dire six € C, Tx € C)
on dira que T est o-continu si pour toute suite monotone décroissante
{x,}n-1 de vecteurs de C, on a que i{.nf {Tx,}= T(ir’}f {x,}). Soit T

un opérateur linéaire positif de V dans V, on dira qu’un vecteur x
de V est invariant (ou encore harmonique) si Tx = x ; on dira qu’un
vecteur x de C est excessif (ou encore surharmonique) si Tx < x ;
on dira qu’un vecteur x de C est purement excessif si x est excessif et
si pour tout vecteur invariant y >0, x — y ¢ C,

Comme dans la théorie classique des fonctions surharmoniques
(au sens usuel), on a ce qui est connu comme la décomposition de
F. Riesz. On rencontre cette décomposition pour les mesures surhar-
moniques associées 4 un noyau sur un groupe abélien localement
compact (cf. Deny [6]), pour les fonctions excessives associées & une
chaine de Markov (cf. Meyer [22] ou Spitzer [28]).

Décomposition généralisée de Riesz : Soient C un cone convexe o-
réticulé d’un espace vectoriel V et T un opérateur linéaire positif o-
continu de V dans V, si I'on désigne par C, , C, et C; le cOne des
vecteurs invariants ,ositifs, celui des vecteurs purement excessifs et
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celui des vecteurs excessifs alors chacun des cones est o-réticulé. De
plus

a) Si x; €C,, il existe un et un seul couple de vecteurs (xl »X5)
Pun de C, et lautre de C, tel que x; = x,; + x, .

b) Si x est excessif, x est purement excessif si et seulement si
inf {T"x}=0.

n=0
c) Si x est purement excessif, il existe un vecteur u de C tel
que 3, T'u=x.

n=0

m 3
d) Si uE€EC et si ), T"u est une suite bornée, 2, T"u est
n=0 n=0

purement excessif.

Esquisse de la démonstration : Pour établir les propriétés a), b), c)
et d), on utilise exactement les mémes idées que dans les références
que j’indiquais plus haut en les appliquant dans le cadre des espaces
vectoriels ordonnés. Par exemple pour a), si x;€C,, on pose

x, = inf T"x, et x, = x; — x, . Je laisse les détails de la vérification
n>0
au lecteur.

Pour établir que les cones sont réticulés : soient x et y deux
vecteurs excessifs, posons z = min(x, y) (c’est-d-dire le plus grand
des vecteurs de C qui minorent 3 la fois x et y) ; alors z est excessif
et est nécessairement le plus grand des vecteurs excessifs qui sont a
la fois plus petits que x et que y. Si x ou si y est purement excessif,
il en est de méme pour z. Les cones C, et C; sont donc réticulés.

Soient d’autre part deux vecteurs invariants positifs x et y, on
considére le vecteur z' le minimum de x et y, c’est un vecteur excessif ;
soit z le vecteur invariant positif qui intervient dans la décomposition
de Riesz de z'. Alors z est le plus grand des vecteurs invariants qui
minorent x et y. C, est donc réticulé. La o-continuité de T assure que
les cones C, , C, et C; sont o-réticulés.

Sachant que le cone des fonctions harmoniques positives d’un
processus en cascade est réticulé et est & base compacte lorsque

2 n?p(n) < oo, (cf. Théoréme 11 de [8]) et utilisant le théoréme de
1
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Choquet ([S] ou [25]), on peut affirmer que pour toute fonction har-
monique positive #(x) il existe une mesure sur [1 ,M] ou 1 et M sont

M
identifiés telle que hA(x) = f h(x ;c)du(c). Si deux mesures sont
1

distinctes, alors les deux fonctions harmoniques qu’elles induisent sont
différentes. On a que

h(x) = -/; "3 M w, (cM™) du(c)

h(x) = jo'“ tw, () dv(t)

ou » est une mesure sur (0, o0) invariante pour le changement de va-
riable t —> M¢.

On sait que la fonction A(x) = 1 est une fonction harmonique.

dt
Quelle est sa représentation intégrale ? Il suffit de poser dv(t) = T
our obtenir que A(x) = fw tw_(1) -d—t- =1
P q ° * t )

Remarquons de plus que si b(f) est une fonction mesurable
bornée telle que pour tout ¢, b(Mt) = b(¢), alors la fonction harmo-

b(t
nique qu’induit la mesure dv(f) = —(t— dt sera une fonction bornée ;

ce qui donne une grande famille de fonctions harmoniques bornées.

On peut se poser le probléme suivant : étant donnée une fonction
harmonique positive 4 (x), comment peut-on calculer la mesure qui la
représente ? Je vais indiquer une méthode, bien que je ne connaisse
pas son efficacité.

i GO 1) = & Palx.?) (polx, ) = 8(x. )
et si v,(y)= § p(y,z)h(2) y<n
0 y>n
alors i Gx,»V¥,(»y)= h(x) si x<n
y=1

0 si x>n
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Avant de poursuivre, introduisons le compactifié suivant des
entiers X = {1,2,3,...}. Considérons la relation d’équivalence sui-
vante sur les réels positifs > 0) : ¢, = ¢, §'il existe un entier relatif »
tel que 7, = t,M". Soit Y le quotient de {¢€ER|¢> 0} par cette
relation d’équivalence, on met sur Y la topologie quotient et on note
¢ : R" ——> Y rapplication canonique qui associe 2 un nombre
réel > 0 sa classe d’équivalence. Considérons maintenant ’ensemble
Z = X UY. Déterminons la topologie de Z par des voisinages. Si
x €X une partie Cde Z ot C=AUB,ACX, BCY est un voisi-
nage de x vu comme point de Z si x EA. Si y €Y, une partie C de
Z ot C=AUB, ACX, BCY est un voisinage de y vu comme
point de Z s’il existe une partie A, de X, dont le complémentaire est
fini et un voisinage 0 de y dans Y tels que 0 _ B et A; Np~1(0) CA.
Il suit de ces définitions que Z est une compactification de X.

Il suit du théoréme 9 de [8], que pour tout x la fgnction
y —> yG(x, y) admet un prolongement continu z —> h(x ; z)
A tout 'espace Z et I'on a que

h(x ;¢) = h(x, ¢(c)) .

Soit 8,, la masse de Dirac disposée au point y et soit

Z v,
g (y)

On a donc que /; h(x ;z)du,(2) = h(x) si x<n
0 si x>n.

Comme l'indique le théoréme 9 de [8] ir;f h(l;¢)>0 ; de ce
fait il existe un y, et une > O telsquesiy = y, , alors yG(1 ,y) =€
Ce qui permet de voir que j; dp, (z) forme une suite bornée. Comme
Z est compact, il existe une mesure p qui soit limite vague d’une
sous-suite de u, .D’oll A(x) = fz h(x ;c)du(p(c)), car pour tout y,

N
lim Ly)_.___ 0.
n—» y

Vu lunicité de la représentation intégrale pour les fonctions har-
moniques positives, il ne peut exister qu’une seule mesure limite vague

pour la suite u, . Donc u, converge vaguement vers la mesure u.



184 SERGE DUBUC

5. Comportement asymptotique des fonctions
harmoniques positives.

THEOREME 3. — Soit Z p(n) z" la fonction génératrice d’un
n=1
processus en cascade indécomposable (L = 1), admettant un second
moment ( 2 n’p(n) < °°) , S h(x) £ O est une fonction harmonique
n=1

positive associée au processus, alors h(x) = 0(\/x) lorsque x tend
vers linfini et il existe deux constantes A >0 et B > 0 telles que

& h
pour tout n, A\/n < Z (x) < Byn.

Démonstration. — Ce théoréme est une conséquence relativement
simple du théoréme 1 et de la représentation intégrale de la fonction
h(x). En effet, il existe une mesure du sur [1 ,M) telle que

M
hx) = j: h(x ;t)du(e) .

Comme l'indique le théoréme 1, h(x ;) = 0(4/x) uniformément en ¢.

D'od h(x) = 0(/%).

De méme pour vérifier la derniére partie du théoréme 3, il suffit
de vérifier qu’il existe deux constantes A, > 0 et B, telles que pour
tout £ € [1,M) et pour tout n

w h(x;t)
A< 2 V:: <B, V7.
Soit p un entier > 0, majorons
h(x;?t)
— =S8(t,p) .

tMp—1/2<x<tMp+l/2 AV

Utilisant la partie 2 du théoréme 1, on se convainc facilement
qu’il existe des constantes D et A, telles que si

1<t<M, |x— tMP|>DMP? , tMP~ 2 < x < tMP*Y/2
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hst) _  AMP
VE  (x— tMP)?

D’autre part si 1 <t <M , |x — tMP | < DMP/? | il existe une cons-
<

alors

h(x;t)
Vx
Utilisant ces deux derniéres inégalités, on obtient qu’il existe un
nombre E tel que pour tout ¢ € [1 ,M] et pour tout p,S(¢, p) < EMP/2,
D’ol il existe un nombre F tel que pour tout ¢ € [1 , M] et pour tout p

h(x ;t)
2
X h(x;t) <

telle que pour tout ¢ et pour tout n, 2 < B/n.
x=1 \/—f
Maintenant, minorons S(¢, p), ce qui est plus facile. Utilisant la
partie 3 du théoréme 3, on voit qu’on peut trouver une constante D,
telle que si |x — tMP| < DlMplz, alors d(x ;1) < x~1/2 ; il existe
alors une constante E, telle que si t€[1,M], S(¢, p) = EIM”/z. Ce
qui permet de déterminer un nombre A tel que pour tout ¢ et pour

n h ;
tout n, 2, LOGEL) = Ay/n. QE.D.

x=1 X

tante C telle

< FMP/2, Ce qui établit qu’il existe une constante B

Tirons un corollaire du fait que %(x) = 0(y/x). Si A(x) est une
fonction harmonique, on sait qu’on peut lui associer une fonctionnelle
linéaire H sur le cone des séries de puissances en une variable z 3 coef-

ficients positifs. Si Y, a,z" est une telle série,
=0

H(;i:o anz") = gx h(n)a, .

La propriété fondamentale de cette fonctionnelle est que si g(z) est

une série de puissances i coefficients positifs, si f(z) = Z p(n) z" et
1

=
si g o f(z) est la série de puissances obtenue par le produit fonctionnel
des deux séries formelles, alors H(g © f) = H(g). On peut se demander

pour quelles séries de puissances Z a,z" a-t-on que
n=1
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H a,z") <+ oo,
(% =)
Une condition simple suffisante pour obtenir que

H(E, o) <+

oo oo h oo
est que Y, na, <eoo. En effet > a,h(n) < sup @) Yna,.
1 n=1 n \/n 9

Cette condition est d’autant plus agréable que si

2 bz = Zl a,(f@)" ,

1

00
alors 2 nb, est également une série convergente.
1

6. Exemples de fonctions harmoniques.

Avec le théoréme 2, toutes les fonctions harmoniques positives
sont connues. Les considérations qui vont suivre introduiront un
certain nombre de fonctions harmoniques particuliéres ; je tacherai
d’établir plus de relations entre la fonction f(z) et les fonctions har-
moniques et j’indiquerai quelques procédés qui a partir d’'une fonction
harmonique permettent d’en obtenir d’autres.

Donnons d’abord un exemple de fonctions harmoniques com-
plexes que nous n’avons pas rencontré jusqu’ici. Supposons pour
quelques instants que la fonction f(z) admette un prolongement ana-
lytique au cercle {z||z| < R} alors que R > 1 et supposons que

Ion puisse trouver un entier n et n nombres complexes z, , z, ,...,z,
tels que |z,| <R, f(z,))=2,,f@z)=25,...,f,_))=2,,
f(z”) = zl ’

n
alors la fonction h(x) = Z z} est une fonction harmonique.
i=1
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Plus généralement, soit R un nombre réel supérieur ou égal a 1

tel que Z p(n) R" < oo supposons qu’il existe une partie fermée K
1

de{z||z| <R} telle que f(K) CK et une mesure u sur K telle que
pour toute fonction continue ¢ sur K,

[ emau@ = [ o(fedue) .
K K

Si 'on pose A(x) = f z*du(z), alors |h(x)| < R*, d’ol
K

Y pe. WM< pex, NR < (T pwR") <o

y=1
et i, P VR0 = [ (SN due) = h) |
Pl

Plutét que de considérer des mesures invariantes par f, on pourrait
songer A des ‘‘distributions’” invariantes par f. Nous allons donner un
exemple de ce type. Pour cela, considérons deux suites de nombres
complexes {z,};__. et {w,};__. telles que [z,|<1, |w,|<1,
F@z) =z, TW) =w, n_l*in_lw z, = ”_11;111‘» w, = 1. Soit la fonc-

tion A (x) définie sur les entiers = 1, h(x) = 2 (z3, — w}). Vérifions

n=—oo

que cette derniére série est absolument convergente. Soit ¥ un nombre

1
réel tel que max (K/[- , p(l)) <k <1, on sait que

w -1 -1
lim 2% = lim 22=0 et que lim Zn = lim —2_-=0,
n—>o

n—>= ko E;'- n—>—e K* n—>—w k

D’ou

Yol -wi<x % |z,,—w,,|<x(zo|zn|+ Zolw,,|+
n= n=

n=—oo n=-—oo

+ 3 11—z 1+ T 11-w,l) .
n=1 n=1

Ainsi il existe un nombre A tel que |h(x)| < Ax et
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L pex, N hMI<A( X pix,»)y)
r=1 y=1

< AMx .

En utilisant le principe de convergence bornée, on voit que

L P NAOD) = X @y = Wia) = h()
y: ":-N

En particulier, intéressons-nous au cas ot pour tout n, z, et w,
sont compris entre 0 et 1 et ol z, = a > w, = b. Notons z,, = f,(a)
et w, = £, (b). La fonction 2 (£, @) — (f,())") est harmonique

n=—oo

et positive. Déterminons la représentation intégrale de celle-ci. Soient
o et B les deux nombres réels positifs tels que g(a) =a et g(B) = b.
Puisque f(g(2)) = gMz2), f,(a) = gM"a) et f,(b) = g(M"B). Comme

(g@@)* = fo e~*'w () dt,

he)y= 3 jom (eM"at _ =MbYy (1) dt =

n=—oo

= / > (e‘M"‘” — e~M"8r) w, (1) dt.
] n=-—oo
= o—Mat _ —M"pt
La mesure du(t) = Z dt est la mesure qui est

n=-—oo t

invariante pour le changement de variable ¢ ——> Mt et représentant
la fonction harmonique 4 (x)

h(x) = j: tw () du(t) .

Faisons tendre b vers a. Puisque f,, (¢) est une fonction croissante
continue, on peut poser f_,(¢#) la fonction inverse de f,(f) pour ¢
compris entre Q0 et 1. On devrait espérer que

i 5 GalEIV ZGOF & et rn

K0 p=—o h n=—o

Vérifions que la série du 28™ membre est convergente et donne lieu
4 une fonction harmonique. Pour cela il suffit de savoir que la série
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Y. fJ(t) converge. Remarquant que

fand® _
A ey A S o) =0 <a
et que
; f'—(n+1)(t) _ _ 1

alors il y a convergence des séries concernées. Posant

mesn= 3 x0T O,
on a

Y pex, (YD) =

y=1 n

Y pe, YL@ L)

=1

10728

<

2 x(fe OOV FLD

n=—oo

=h,(x;0) .

La représentation intégrale de k,(x ;¢) scra

_— M ye—M"us” (')w W) du .

g (g“(t)) f n-z—oo
Soit E; I'espace des fonctions continiment dérivables sur [0,1] &
valeurs réelles s’annulant & O et soit C, le cone des fonctions de E,
qui sont croissantes sur [0,1], & &, (x ; ), on peut associer une fonc-
tionnelle linéaire positive par rapport au céne C, , H} : E, —>R

oo

od Hi(p) = Y, ¢'(f,(D)f,(r). La propriété fondamentale de cette

-
fonctionnelle est que V9 €E,, H} (p) = Hj (¢ ° f). Ce dernier exemple
est typique d’un procédé général pour obtenir des fonctions harmo-
niques positives. Supposons que I'on ait une famille C de fonctions
définies sur [0,1) telle que a) C est un cone convexe, b) pour tout
entier x = 1, t*€C,¢) si (1), ¢ ° f(t) EC,d) pour Iordre propre
qu’induit C sur lui-méme, pour tout entier x = 1,
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n
sup Y, p(x, Nt =(f@) .
y=1

Si H est une fonctionnelle linéaite positive o-continue sur C et
si H(p o f) = H(yp), celle<ci donne une fonction harmonique pour la
matrice p(x, y) : h(x) = H(t%).

Donnons des exemples de cones qui satisfont les conditions ci-
dessus mentionnées. Soit kK un entier naturel = 1, considérons C§ = les
fonctions ¢(¢) définies sur [0,1) telles que ¢(0) = 0, ¢'(¢) existe, est

i

positive et continue sur [0,1) et @(#) existe sur [0,1), est positive

dt!
et continue pour i = 2,3 ,...,k. Déterminons les fonctionnelles li-
néaires positives sur C¥. Par la formule de Taylor, C§ est la somme
directe de deux cOnes : le cone des polyndOmes de degré k — 1 a
coefficients positifs et s’annulant a I'origine et le cone C, des fonc-
tions de C¥ dont les (k — 1) premié€res dérivées successives s’annulent

a I'origine. C, est isomorphe au cone des fonctions continues positives
k

d
sur [0,1), isomorphisme étant ¢ —> ﬁ ¢(?). Une fonctionnelle

linéaire positive g-continue sur C} se brise en une somme de deux
fonctionnelles positives o-continues 'une sur le 1°° cone, autre sur
C, . Par le théoréme de Riesz, cette derniére provient d’une mesure
sur [0,1). En conclusion si H est une fonctionnelle positive sur Cj,
on peut trouver (k — 1) constantes positives 2, ,h, ,...,h,_, et une
mesure du sur [0,1) telle que

k-1 @
Hip) = Y, h,"l_f ) 4
i=1 :

[ e®wane .

Jétudierai dans la deuxiéme partie ces fonctionnelles qui sont
invariantes par Paction de f. Mais 4 ce stade, je veux poser une remarque
qui nous permettra de nous débarasser des constantes 2, ,h,,... A, _,:
toute fonctionnelle positive o-continue définie sur C, invariante par
Paction de f se prolonge (uniquement) en une fonctionnelle positive
o-continue sur C} invariante par I'action de f.

En effet, soit H, une telle fonctionnelle définie sur C, , soit
hy(x) = Hy(z*) si x = k. Brisons la matrice P = (p(x, »)) en quatre

A B
blocs (0 P) ou P, est la restriction de P aux (x, y) tels que x = k,
[



ITERATION DE FONCTIONS ET PROCESSUS EN CASCADE 191

y 2k, A est la restriction de P aux (x, y) tels que x <k, y <ket
B est la restriction de P aux (x,y) tels que x <k, y = k.

I1 S’agit de trouver un vecteur colonne de longueur (k — 1) u que
(o ) () =(})
0 P, h, hy
I —-A)u=Bh,.

Comme A est une matrice triangulaire dont la diagonale est cons-

tituée d’éléments €[0,1), I — A est inversible et u = Y, A"Bh, .
n=0
C’est un vecteur dont les composantes sont positives. Si Fon pose

u, si x<k . .
h(x) = . ,h(x) est une fonction harmonique.
ho(x) si x>k

Et en définissant H(z*) = h(x) si x < k et H(p) = Hy(p) si p €EC, ,
on peut obtenir le prolongement désiré H de Hy 4 C§.

Enfin, je voudrais indiquer deux procédés formels pour obtenir
des fonctions harmoniques. Soit f: X —= X une transformation
d’un ensemble X en lui-méme et soit A une algébre de fonctions dé-
finies sur X & valeur dans C. Supposons que f opére sur A, c’est-d-dire
que go fEA dés que g € A. Partant d’une fonctionnelle linéaire A\
sur A invariante par f, c’est-d-dire (Vg € A) A(g ° f) = A(f), comment
peut-on en obtenir d’autres ? Un des moyens consiste 4 considérer un
opérateur linéaire T : A—=> A qui commute avec I'opérateur li-
néaire g —> g o f, C’est-d-dire pour tout g, T(g o f) = (Tg) o f. Si
\ est invariante par f, la fonctionnelle A;(g) = A(T(g)) sera également
invariante par I'action de f.

Un premier exemple est obtenu lorsqu’il existe une transformation
¢: X ——>X qui opére sur Palgébre A et qui commute avec f
c’est-d-dire (Vx € X) f(c(x)) = ¢(f(x)). On prend pour T I'application
g —>geoc.

Un deuxiéme exemple s’obtient en considérant une dérivation
D: A —> A (D est un opérateur linéaire sur A et

D(gh) = (Dg) h + g(Dh))
qui commute avec f, c’est-d-dire D(g o f) = (Dg) o f.

Pour voir que ces procédés formels ont une certaine utilité, consi-
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bz —1

_ = 1 —»n)"

1— U —p)z p(m) =p(l —p)

n=1,2,.... Cest & peu prés 'unique cas dans les processus en
cascade ol on peut mener & bien tous les calculs possibles. Pour
algébre A, prenons les fonctions analytiques sur{z |z €C, |z| < 1}.

dérons un cas particulier : f(z) =

az
Sia € (0,1), la fonction ¢(z) = ————— opére sur A et comme

1 -(1-a)z

c(f(2)) = f(c(2)), on obtient un cas particulier du premier exemple.
Icip(x,y) = ( ) p*(1 — p)?’~*. Si h(x) est une fonction harmo-
nique 3 laquelle est associée la fonctionnelle H sur A, alors

hy(x) = H((c@)™)

sera une fonction harmonique. Comme

- —1
car =95 (1) ea-ae

o= 2 (C71) e —ay a0

y=x x—1

On voit bien que si #(x) = 0, alors A,(x) = 0. On se persuade

avec un peu de réflexion qu’une fonction harmonique extrémale doit

étre envoyée sur une fonction harmonique extrémale. Quelle est donc
cette correspondance ?

Dans le cas de la distribution géométrique, les diverses puissances
de convolution de la densité de la loi-limite du processus sont

x—1

w(t)—i t M=p!. Ainsi
=TT e p~' . Ains
oo (cMn)xe—cM
hx;00= 2 x-1!
e r-1y . (cM")? e~ M"
hy(x ;) ygx (x_l) a*(1 —a)’~ (n_Z_“ T )

~ 1)' ( Z (cM™) e—cM” ( 2 (eM™(1 —a))’~ x))

Nt y=x y-x)!
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(x_a_xl_)_; ( i (cM™)* e-M" e(l—a)cM")
- . n=—oo

1 - n
=m =2;.., (acM™)* e~ oM

h,(x ;¢) =

= h(x;ca) .

Par l'action de la fonction c¢(z), la fonction harmonique A(x ;c)
est envoyée sur h(x ;ca). Ce faitci est-il un heureux accident ? Un
théoréme de la partie IV va bien montrer que ceci n’est pas I'effet
du hasard.

Sur la méme algébre A, considérons la dérivation
(Dg) (2) = g'(2) z(1 — 2))
(g'(z) est la dérivée usuelle d’'une fonction analytique).

DEefNE@=8U@f'@)z(1 - 2)
D)= UFNf@NfE@)A - f(2)

, __ pz(1 —2)
ff@z(1-2)= - -p)z)
. pz _ Pz - -2

D est donc une dérivation invariante par P’action de f(z). Dans
la partie III, j’indiquerai comment on obtient la fonction z(1 — z).
Si h(x) est une fonction harmonique associée d la fonctionnelle H
sur A, la fonction k'(x) = h(Dz*) = x(h(x) — h(x + 1)) sera harmo-
nique. Si A(x) est une fonction harmonique non constante, h'(x)
n’admet jamais un signe constant, car si ceci était le cas, 2 (x) serait
une fonction monotone de x ; si bien que A (x) atteindrait son maxi-
mum. Ce qui est impossible, les fonctions harmoniques d’un processus
en cascade indécomposable satisfont le principe du maximum, c’est-a-
dire si elles atteignent leur maximum, elles sont constantes.
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PARTIE II

DISTRIBUTIONS INVARIANTES PAR L’ACTION DE f

1. Enoncé du probléme.

Cette partie-ci se veut 3 peu prés indépendante de la premiére
bien que le probléme traité ait été suggéré par les processus en cascade.
Considérons donc une fonction f continue définie sur [0,1] et un
entier kK = 1 tels que

a) f(1) = 1 et pour tout x de (0,1), f(x) <x

b) f est continiment dérivable sur [0,1], f'(x) =0, f'(0) < 1,
ff(H>1

o) si k> 1, f(x) existe et est une fonction continue positive
et croissante sur [0,1) pour 2 <j< k.

Soit C, le cone des fonctions ¢ définies sur [0,1) telles que
a) ¢(x) = o(x*1) lorsque x tend vers 0.

b) ¢ admet k dérivées successives continues et positives sur
[0,1) ; notre tiche sera de déterminer les fonctionnelles H sur C, ,
positives, o-continues et invariantes par I'action de f, c’est-d-dire pour
tout ¢ de C,, H(p ° f) = H(p). 11 s’agit donc de déterminer les me-
sures positives (finies ou infinies) telles que pour toute fonction ¢

de C,
k Kk

[ g wiren e = [ i wona
| axk (p(f(x)) du(x) = | xk (p(x)) du(x) .

2. Distributions invariantes d’ordre 1.

Pour déterminer toutes les distributions positives invariantes
d’ordre 1, il suffit d’établir le théoréme suivant.

THEOREME 4. — Soit f(x) une fonction continue strictement crois-
sante définie sur [0,1] telle que f(0) =0, f(1) =1 et pour tout



ITERATION DE FONCTIONS ET PROCESSUS EN CASCADE 195

x € (0,1) 0 <x < f(x) et soit m(x) une fonction continue strictement
positive définie sur (0,1) telle que limisup m(x)<1 et lim 1inf mix)>1,
xv0 x11

considérons le cone C des mesures positives sur (0,1) telles que pour
fonction continue ¢ d support compact contenue dans (0,1),

1
[lerenmerane = [ o0 duco
0 0

alors C est un coéne convexe réticulé @ base compacte. Si t € (0,1) et
si I'on considére la mesure

> n—1 had o}
we = 3 (T1 mim) s+ 5 250 45,00,
e UTT m(s )

i=1

alors u, est un élément extrémal de C. Si u est un élément extrémal
de C, alors il existe un t € (0,1) et un scalaire k tel que p = kpu, .
Enfin si0 <t, <t, < lp, etp, sontdesmesures proportionnelles

si et seulement s’il existe un entier n tel que t, = f,(t,).
Démonstration. — Vérifions d’abord que les mesures u de C sont
des mesures finies. Fixons pour le cours de la démonstration un

nombre a € (0,1). Choisissons une fonction continue et positive ¢ a
support compact dans (0,1) tel que si a < x < f(a),¢(x) = 1. Alors

.fwmmmm@m=£%mwm=p

k-1

]—[ m(f;(x)) si k=0

1
k
H m(f_;(x))

si k<O

1
A Lot enm_, e auco
S awem <

(@) T inf{m_,(x) £, 4, @ < x < f, (@)}

Si n>0,m_,(x) = f[l m(f_ () )_l > (ﬁ[l M_, )_l‘ =m,
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ot M_; =sup{mX)If_;,,() <x<f_,a)} i=1,2,...
Si n<0,m_n(x)=':]j: m(f,(x))>:'r=:[ol M, =m,

ot M, =inf{m®x)If,,,@<x<f@} i=0,1,...

1 (a)

Ainsi f nH dux) <pm
fn(a)
n

Comme lim inf M_; > 1 et que lim sup M; < 1, alors Z m,, <o
i

i

n=-—oo

et lep(x)<p(n§:_m m,,) .

Soit E le cone des mesures positives sur (0,1), on peut donc
définir lopérateur T: E ——>E : si u€E, Tu est la mesure

(Tu) (p) = j; ' 0(f(x)) m(x)du(x). E est un cone o-réticulé et T est

un opérateur positif o-continue. Les mesures invariantes formeront un
cone convexe réticulé par la décomposition généralisée de Riesz.
Comme les mesures invariantes sont finies, C qui est fermé pour la
topologie vague des mesures sera 4 base compacte.

Soit 4 une mesure extrémale dans le cone C, soit ¢, un point
du support de la mesure u, choisissons une fonction continue positive
¥, (#) dont le support est compact dans (0,1) et contient le point ¢, ;

on pose ¥ (¢) = 2 ¥, (f, (). Considérons la mesure » sur (0,1)

n=—oo

telle fl e dv(t) = f ! () Y (t) du(t). Comme ¥ (¢) est une fonc-
0

0

tion continue bornée telle que W (f(¢)) = ¥ (¢), alors v est également
une mesure invariante positive qui est majorée par un multiple scalaire
de la mesure u. p étant extrémale, on en conclut que u et v sont deux
mesures proportionnelles. En filtrant par rapport 4 des fonctions ¥,
dont les supports se contractent vers {¢,}, on obtient que le support

de la mesure p est contenu dans ,,:Qm {f£,(to)}. Ceci permet de trouver

une suite de nombres {A,};,._.. telles que
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l o0
fo e du = Y A0(f,(t,) .

n=—o
On obtient que A, ., = A, m(f,(t,)). Ainsi u = A, Heg -

Soit t€(0,1), on vérifie aisément que u, est une mesure inva-
riante et un calcul direct donne que By = m(¢) u, . Pour établir
que p, est extrémal, il suffit de supposer que a < ¢ < f(a). Utilisons
le lemme de Bauer que nous avons déja rencontré dans la 1°® partie :
considérons une mesure A portée par {i,}, <, r(q) dans C telle que

u, est la résultante de la mesure A, c’est-d-dire u,(p) = ‘/; n(p) dA(w).

Comme la fonction ¢ —> u, est continue, on peut effectuer le

transfert de la mesure A 4 une mesure p sur [a, f(a)) ou pour tout ¢
de E

1 f(a) 1
[e@anm = 77 [ o ducde .

Désignons par S, le support de u,, alors

S, = U{S, |t € support de p} .
Ce qui implique que le support de p est réduit au point a. u, est donc
extrémal. Faisant varier a, on a achevé la démonstration.

Comme corollaire du théoréme 4, on obtient la caractérisation
des distributions invariantes d’ordre 1, il suffit de poser m(x) = f'(x).

Dans le cdone des distributions invariantes d’ordre 1, les mesures
extrémales sont

Zw f,:(t) bfn(t) =Myt

sip€C,,

[T@ern @dn= [ ¢ FeNs e due
(1] 0

1
= f0 ¢’ () du,(x)
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3. Distributions invariantes d’ordre k (kK > 1).

Je rappelle que C, est le cone des fonctions ¢ définies sur [0,1)
telles que ¢(x) = a(x*~1) lorsque x tend vers O et ¢ admet k dérivées
successives continues et positives sur [0,1). On suppose encore que f
satisfait les conditions a), b), c) signalées dans la section 1 de la II*™®
partie. Nous recherchons des mesures u sur [0,1) telles que

1
[ 0o nWmdu = [ o due) .
(1] V]

Considérons la fonctionnelle suivante G¥ sur C,,
Giw) = X (0P .

La fonctionnelle est positive, o-continue et est purement exces-
sive (au sens de la décomposition de Riesz). Je ne fais pas tout de
suite la vérification que G',‘ (p) F# + o, mais on voit bien que de toute
fagon

Gi(p o f) = — o™ + GF(p) < Gf(p) .

Pour obtenir une distribution invariante d’ordre k, on peut étre
tenté de faire tendre ¢ vers 1 aprés avoir affecté G¥ d’un facteur
convenable (dépendant de #). Cest ce que nous ferons dans le théo-
réme suivant.

THEOREME 5. — Soient k un entier > 1 et f une fonction réelle,
continue, strictement croissante définie sur [0,1] telle que

a) f0)=0,f() =1, fx)#Fx
b) f'(x) existe pour tout x € [0,1]

c) fYP(x) existe et est une fonction continue, positive, croissante
pour x€[0,1) 2<j<k)

alors pour tout t € (0,1) et pour toute fonction ¢ de C, ,

R @ )P, )
HY ) = 1 i )
'(‘p) ml—r>n°° n=0 (f;'n (f—m(t))k

existe (la limite est finie ou infinie). Lorsque ¢ appartient a C, et que




ITERATION DE FONCTIONS ET PROCESSUS EN CASCADE 199

©®)x) est une fonction bornée, Hf (p) est finie et la convergence
vers cette limite se fait uniformément par rapport a toute variation
de t dans un sous-intervalle fermé de (0,1) et dans ce cas H:‘ (p) est
une fonction continue de t. Enfin Hf est une fonctionnelle linéaire
positive o-continue sur le cone C, qui est invariante par l'action de f
(c’est-d-dire pour tout ¢ de C,_, Hf (o f)= Hf (). Enfin

k —_ ' k yyk
Ht @ = @®) Hf(')(ﬂo) .
Démonstration. — Soit ¢ €C, , notons par ,,HF la somme

’i‘ @ o £)Of_,, )
nso  (Fo(f_.()F

Pour les besoins de la démonstration, j'introduis une notation com-
plexe qu’il m’est difficile d’éviter.

Je veux exprimer (p ° f,,)(")(f_m(t)) en fonction des dérivées
successives de ¢ et de f évaluées 4 des points de la forme f; ()

(—oo<i<oo) .

Effectivement (yp o fn)(")( f_m(®) est une combinaison linéaire de
termes de la forme

n-m-1 k a
P (S @) T1 ;nl CAKEAG)) I
i=—m =

ol 1l <p<k, o;; sont des entiers positifs.

L’entier p et les o;; ne peuvent pas étre arbitraires. Ils satisfont
un certain nombre de conditions.

Désignons par (a) une matrice rectangulaire semi-infinie (ozi,)
(—oo<i<o | 1<j<k) qui remplit les conditions suivantes

1) les a;; sont des entiers = 0

2) il existe un entier relatif g(c) et un entier p(a) (1 < p(a) < k)
tels que

a) si i > g(a), alors pour tout j, o;; = 0
b) Xga),p@) = 1 et si j#p(), oy ;=0
3) il existe un entier relatif d(«) tel que
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a) si i <d(a), alors o, = 0
k
b) ,Zl 0@y =k

4) si d(@) < iy < g(@) , 2 o =( Z Z (G- Day)+ 1
i>iy j=1
Désignons par A, I'ensemble de toutes ces matrices. On vé-
rifie par récurrence sur k qu’il existe une fonctionc, : A, —>R
qui est bornée et positive telle que pour toute fonction ¢ denvable k
fois et pour tout couple d’entiers positifs n et m

o f)Of (1) =

g(a)-1
= X ck(a)w(”(“”(f,(“)(t))i];[ I‘T RO IOK
aeA =
g(a)=nk—m
d(@)=—m

Si a€ A, , désignons par i(a«) = min(0 , i, (@) ou

k
i) =mir )il & (j— l)ai,>0%
j=1

mHE (@) =
g(a)-1 g a
S, T aPaen™
= ¢§k ¢ (@) @PEN(fy ) (1)) ——
d(a)=—m ( r[ f(f”(t))
0<sg(a)-d(a)<2m i=i(a)

(il est sous-entendu dans cette formule que si i(a) = 0, alors
-1 k
(1T Fa®) =1,
i=i(a)

Ainsi la suite me (p) est une suite croissante en fonction de m. Ainsi
la limite (finie ou infinie) Hf (p) existe et vaut :

sert X /) Cij
T1 ﬂ CALEAG))
H’t‘(¢) = a§\ ck(a) ¢(P(a))(fg(a)(t)) i=i(a) _
d(a)=i(a) ( TT f' (f+,(t)))

¢y
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Isolons les évaluations qui se font sur 'ensemble {f,(#)}; -, de celles
qui portent sur 'ensemble {f_,()};_,

g(a)=0
d(a)=i(a)

-1 o f(/)(fg(t) ij
+
[iﬂc) ,Uz (f'(f,-(t)) CANe70)) ) g(az><o

d(a)=i(a)

‘p(p(a))(fi‘(a)(t)) g(@)-1 k f(’)(f(t)) @i
[c"(a) FL g(ayFg @)@ :I(Ta U (f(f,(t))(f ,(f(t)))")

(a)—-1 k s
H@) = X [ck(a)sp(““”(f,(,,(t)) ’ ﬁ ,”. CAME/0)) "]
i=o0 Jj=

Pour établir la convergence de cette série lorsque ¢ € (0,1) et lorsque
¢ admet une k° dérivée qui soit une fonction bornée, il suffit de
vérifier que les séries suivantes sont convergentes :

g(ax)-1

k
a) z n rr(f"’(f(t)»" 1<p<k<k

aeAk.
d(a)=0,p(c)=p

2 FOU_ @)
= (fo(foa)!

_—_— 1<p<k
©) nzl A (f_ )7 P

Il est facile de voir que la série ¢) converge

— LU, @®) — 1 P
1i e ) = him (—m—) <1.
ne f,'.ﬂ<f_,._,(t))) A o),
Pour la série donnée en a), soit M, = sup{(fPx) x<t,2<j<k}

g(a)-1

k i . ' oo
% T UG SME T (4 ) <e.

aEAy:
d(a)=0 p(a)=p

= fOU_ )

a1 (S (f_, @)
fo(f_,(®) : puisque f'(f) est une fonction croissante par hypothése,

Vérifions la convergence de (2 <j < k). Minorons
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@) - (@)

on aque f'(f)=> ———= et

t—f(®

(-
fon® = fopr®

Fa(f_a () = rl ' (fo )=

Il nous suffit d’établir la convergence de
,.}; PR VAN Y 0TGN N ()
Cette série vu la monotonicité de f (i)(t) est majorée par
S rowa - wy-tau

Par la formule de Taylor, si 0 <t <v <1

Ii2 f(Hl)(t)

f(V)=i=o i! G-2!

-0+ ——-l—— ‘/;vf“)(u) w—uw"%du.

En faisant tendre v vers 1, on obtient par le théoréme de Beppo-Lévy

que

j;lf(i)(u) (A —u)y?du<oo .

Qu’avons-nous démontré jusqu’ici ? mH',‘ est en un sens une suite

1
de mesures : pour tout  de C, , ,Hi(p) = j; ¢®)(x) du™ (x). Nous

avons établi que du}’ est une suite croissante de mesures dont les
masses sont bornées. Ainsi il existe une mesure bornée telle que pour

1
tout ¢ de C, , H¥(p) = j; %) (x) dp,(x). Maintenant

e ®(f_ (1)

mHi(p o )+ H¥ (p) +

@ ° fom+ ) U n®)

Shf e ™

@0 fom )P @)
hm =
moe  (fr (o)

(fr(f_ @)

Or

i O (f_,, (1))
I (Fom ()

N ne converge pas vers 0, alors Hf (peof)= H;‘ (p) =+ oo,
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Si e f_,, (1)

o)
encore que Hf(¢° )= Hf(«p). Hf est donc une fonctionnelle o-
continue positive invariante sous I'action de f.

converge vers O lorsque m tend vers I'infini, on aura

Un examen attentif de la démonstration revéle que si ¢ appartient
4 C, et admet une dérivée k° bornée, alors H¥(p) est une fonction
continue de ¢.

2 (@ ) e (D)
Enfin _H* = * s
fin WHy0®@ = Lo T O

I o OB N CLY 9 i € SR )
(f,(t))k n=2m-1 (f:"(f_m+1(t))k

Ainsi Hy = (f'(t))* Hf,,, . QED.

Nous allons observer une autre suite de fonctionnelles qui tend
également vers Hf . Soit t€ (0,1) et p€C, , on voit par la formule
(1) du théoréme S5 que

Sk = L B0 (f @) <HK@) .

n=—oo

D’autre part S¥(p) < SF(p o f).

THEOREME 6. — Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme 5,

sip€EC, , i (@ ° £,)BL, (1) (f,())¥ comme suite en m est une

n=-—oo

suite croissante qui converge vers Hf ().

S¥@ e f,) n:‘:-'- @ ° £,) 0L, @) (fL)*

T a@e O T TT DL x
I a@ U T TT P60 S ®)
£(@)- d(y=m

g(a)-1 k d(a)-1 k
@@ Oy T TT PG (T £Uo)
=d(a = =0

aeAy,d(a) >0
g(a)—-d(a)=m
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g(a)-1 &

T ¢S on™
+ 2 Ck(a)ﬁg(p(a»(f,(a)(t)) i=d(a) j=1
deAy,d(a)<0 -1 k
s a(@yem (1T r'uen)

i=d (a)

g(a)-1

k

A n P oY
= ¢§,, cx(0) 9P, (1) i

s@-a(@=m (T f(f,(r)))

i=i(a

Aprés comparaison avec la formule (1) du théoréme 5,

lim Sf(p e f,) = Hf(p) .
m—»o

Nous arrivons au théoréme central de cette section qui justifie
d’une certaine fagon les laborieux calculs que nous avons introduits.

THEOREME 7. — Admettons les mémes hypothéses qu’au théo-
réme 5, alors le cone des fonctionnelles linéaires positives o-continues
sur C, invariantes par l'action de f est un cone convexe réticulé a base
compacte dont les génératrices extrémales sont {\ H;‘ IAN>0,t€(0,1)}.

Démonstration. — Sur le cone C, , faisons agir deux transfor-
mations linéaires positives T et T, : si ¢€Ck , To(x) = o(f(x)) et
1
(k) k (____)_

Te@'= [T oM@ (@)
c’est-a-dire pour tout p€C, , Ty — T,p€C, .

du.OnaqueT, <T,

Partons d’une fonctionnelle linéaire positive g-continue invariante
pour l'application transposée de T : pour ¢ de C, , H(Ty) = H(yp).
Ainsi H(T, ¢) < H(p). Utilisant la décomposition généralisée de Riesz,
H = H, + H, ol H, est une fonctionnelle invariante pour T} (I’appli-
cation transposée de T,) et H, est une fonctionnelle purement exces-
sive pour T¥. Le théoréme 4 nous assure qu’il existe une mesure

1
dv,(#) sur (0,1) telle que H,(p) = j; Sf(w) dv,(?). Par la décompo-

sition de Riesz, il existe une mesure dv, (f) sur (0,1) telle que
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H,(¢) = fo "G, () dv, () ob G,(p) = PICRFALICIEHONS

Remarquons que H, (¢ ° f,,) est une suite décroissante qui converge
vers z€ro vu le théoréme de Beppo-Lévy, car G,(y ° f,,) tend de fagon
monotone vers zéro. Utilisant également le théoréme de Beppo-Lévy,

1
i —_ k « s
on est assuré que mh_l:‘l” H,(pe f,) = j; H; (p) dv, (#). Ainsi

H(p) = fo " HE (o) dv, (1) .

Nous avons donc établi que toute extrémale du cone des fonc-
tionnelles linéaires, positives, o-continues invariantes pour T* est de
la forme {AH¥|A >0, t€(0,1)}.

Soit a € (0,1), utilisons le lemme de Bauer pour nous convaincre
que Hf est une fonctionnelle invariante extrémale. Soit v (¢) une mesure

1
portée par (f(a),a] telle que Hf ) = ‘/; Hf(go) dv(t) pour toute
fonction y de C, . Nous avons déja associé a Hf une mesure du, sur
1
(0,1) telle que pour H¥(p) = f ¢®)(x) du,(x). Ainsi pour toute
°

fonction continue ¥ (x)

1 1 1
= v d, d .
f0 W (x) du, (x) fo fo (x) du, (x) dv (D)

On sait qu’on peut décomposer la mesure u, en une somme de
deux mesures, la premiére étant continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, la seconde étant singuliére par rapport 4 la mesure de

Lebesgue. La partie singuliére de la mesure u, est i_., ( f;,'(t))" ) Fnlt)
(8, étant la masse-unité de Dirac disposée au poi';n—t u) et le support
de cette derniére mesure est K(¥) = {0} u "E“ {f,(®}. On a que
K@) = ;U:K_(ﬁ, K, étant le support de la mesure ». Ainsi v = §,

et H;‘ est une fonctionnelle invariante extréme.
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PARTIE III

FONCTIONS ASSOCIEES A L'ITERATION D’UNE FONCTION

1. Introduction.

Dans cette partie, j’étudierai un certain nombre de problémes
rattachés a [Pitération d’une fonction d’une variable (réelle ou com-
plexe). Etant donnée une fonction f: A —> A (ol A est une
partie du plan complexe), quelles sont par exemple les fonctions
¢ : A ——> A telles que pour tout z de A, f(c(2)) = ¢(f(z)). Dans
la section 2 de cette partie, je rappellerai ce que les mathématiciens
ont trouvé jusqu’ici lorsque A est un ouvert du plan complexe et que
f(2) est une fonction analytique. Jintroduirai la fonction de Schroder
et celle de Bottcher associée 4 une fonction admettant un point fixe
f(zy) =z, . Les principales fonctions qui commutent avec f forment
un groupe. Je représenterai ce groupe par des matrices triangulaires
infinis et je déterminerai le générateur infinitésimal de la représentation.

Dans le cas d’'une fonction f d’une variable réelle

(f:[0,0) =—>[0,%), lim f(x) —x =1, f(x) >x)

jétudierai les principales solutions de I’équation d’Abel
G(fx)=GMx)+ 1.

Je m’intéresserai tout particuliérement a4 deux résultats de Kuczma
[18] et de Lundberg [21]. Je déterminerai les principales fonctions
c(x) qui commutent avec f(x). Je tenterai enfin d’évaluer le compor-
tement asymptotique de f,(a) lorsque a est un nombre donné de
[0, o).

Pour nous donner des idées fréquentes dans ce contexte-ci,
intéressons-nous aux fonctions c¢(z) telles que f(c(2)) = c(f(2)).
Plusieurs mathématiciens se sont déja penchés sur cette situation. Je
cite en particulier les personnes suivantes : Julia [13], Fatou [9],
Lévy [20], Hadamard et Lintz [11], Walker [31], Szekeres [30],
Michel [23], Kuczma [18], Lundberg [21].
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Considérons trois exemples particuliers pour voir les phénoménes
associés 4 ce probléme de commutation : soient a > 0, f(x) = ux
pour x €[0,a) ou 0 < u < 1, on voit que pour toute fonction g(x)
définie sur [pma, a) et prenant des valeurs dans lintervalle [0, a), il
existe une et une seule fonction c(x) définie sur [0,a) telle que
fc(x)) = c(f(x)) et la restriction de c(x) a Iintervalle [ua, a) donne
la fonction g(x). Si la fonction g(x) est continue et que

lim gGr) = £49

x—>a
alors la fonction ¢(x) qui lui correspond est continue. Il existe donc
énormément de fonctions continues qui commutent avec f dans ce
cas. Cependant, si I'on exige de la fonction c(x) d’étre dérivable a
x = 0, alors c(x) est nécessairement une fonction linéaire qui s’annule
4 Porigine.
Le deuxiéme exemple est la version complexe du premier : soit
# un nombre complexe o 0 < |u| <1, considérons la fonction
f(2) = pz définie sur {z||z| < 1}. Pour toute fonction g définie sur
{zllp| <|z| < 1} et prenant des valeurs dans le disque-unité (ouvert),
il existe une et une seule fonction c(z) qui prolonge g et qui commute
avec f. Cependant, parmi les fonctions ¢ qui commutent avec f, les
c(z
seules fonctions pour lesquelles lin}) (—) = ¢'(0) existe sont les fonc-
zZ=> V4
tions ¢'(0) z .

Comme troisitme exemple, considérons la fonction f(z)z" (ou n
est un entier naturel = 2) définie sur D ={z||z| < 1}, les fonctions
¢ : D ——> D qui sont analytiques et qui commutent avec f sont
précisément les fonctions wz™ ol m est un entier naturel = 1 et ou
wtl=1,

Une remarque trés simple, qui a son origine aussi loin que
Schrodder, est appropriée ici : si f est une transformation d’un ensemble
X d’un ensemble X en lui-méme, si F est une bijection de X sur Y,
un autre ensemble, et si f*(y) = F(f (F~'(»)), il y a correspondance
biunivoque entre les transformations ¢ de X qui commutent avec f et
les transformations ¢* de Y qui commutent avec f* : la correspon-
dance est précisément c(x) = F~' (c*(F(x)).

Une deuxiéme remarque : si f: X —>X,sic: X —>X
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et si ¢ commute avec f, la fonction ¢ échange les points fixes de
fif(xy) =xo — c(xy) = f(c(x,)). Plutdt que de considérer des
fonctions ¢ qui commutent avec f, nous allons supposer que f admet
un point fixe & x = x, et nous tacherons de déterminer des parties A
de X contenant {x,} et des fonctions ¢ : f(A) —> X telles que
c(xy) = x4 et (VXEA) c(f(x)) = f(c(x)).

2. Fonction de Schroder et de Bottcher.

Soit f une fonction analytique définie sur un voisinage 2 de
z =0 telle que f(R)C, f(0) =0, f'(0)=pu ot |u| < 1. Posons
Q' ={z| lim f,(z) = 0}, Q' est un ouvert.
n—»o

[ @)

mément vers une fonction F(z) od F(0) =0, F'(0) =1 et

F(f@@) =wuF(@) .

F est la fonction de Schroder associée a f. Sous le changement de va-
riable w = F(z), f*(w) = F(f(F~'(w))) = uw sur un voisinage suf-
fisamment petit de Porigine.

a) Si u# 0, sur tout compact de £,

converge unifor-

Si ¢(z) est une fonction analytique définie sur un voisinage con-
nexe §2, de lorigine telle que ¢(0) = 0, ¢(2,)CQ', f(R)CQ,,
alors il existe un nombre complexe k tel F(c(z)) = kF(z), c’est-d-dire
il existe un voisinage §2, tel que sur §2,,¢(z) = F_, (kF(2)), F_, étant
Pinverse fonctionnel de F. Pour les démonstrations, je renvoie le lecteur
soit aux travaux de Koenigs [16], soit au livre de Montel (pp. 51-52)
[24] ou de Picard [26].

b) Si u=0. Soit f(z) = Y, a,z" ot m>1, a,# 0 consi-

n=m
dérons un premier changement de variable w, = kz de telle sorte que
k™! = a, (généralement si a,, > 0, on choisit k > 0).

o =k (32) -
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D’ou f*(w,) =wl + Zn apwr . Soit F}(2) la série de puissances
n=m

telle que (F¥w,)™" = f(w,) et F¥1)(0) = 1. On établit que comme
suite de séries de puissances F}(w,) converge vers une série de puis-
sances F*(w,). De plus sur un voisinage commun de 0, toutes ces
séries convergent et sur ce voisinage F ; (w,) converge uniformément
vers F*(w,). F* satisfait I’équation fonctionnelle

F*(f*w,) = (F*w,)" et F*@O)=1.
Si 'on pose F(z) = F*(kz) , on a que
1

F(f) = (F@)" et F@O =ap™'.

C'est la fonction de Bottcher associée a la fonction f. Pour obtenir
des fonctions qui commutent avec f, on choisit un entier Kk > 0 et
Pon considére la fonction dont la série de puissance est F~ ((F (z))*).
Je renvoie le lecteur au livre de Montel (pp. 61-62) [24] ou a I'article
de Ritt [27], s’il veut connaitre les détails au sujet de la fonction de
Bottcher.

3. Dérivation invariante.

Considérons I'algébre A des séries formelles en une variable z et
déterminons les dérivations “continues” de lalgébre qui sont inva-
riantes par Paction de f. Il s’agit plus précisément de déterminer les
opérateurs linéaires D : A —> A tels que

a) D(Zl a,,z") = ;:.2:1 a,(Dz™)

b) D@() b(z)) = a(z) Db(z) + b(z) Da(z)

©) D@(f(@)) = (Da) (f(2)) .
Supposons que D soit un tel opérateur et posons H(z) = Dz (la valeur
de opérateur D évaluée 2 la série de puissance 2). Sia(z) = i a,z",

n=1

puisque Dz = nz”~! H(z), Da(z) = a'(z) H(z) ou a’'(z) est la dérivée
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usuelle de la série de puissance a(z). Le fait que D est invariant pour
Paction de f donne que f'(z) H(z) = D(f) = (Dz) (f(z)) = H(f(2)).

Réciproquement, si H(z) est une série formelle telle que
H(f @) =f'(2)H(),

la dérivation Da = H(z) a'(z) donne lieu 4 une dérivation invariante
par I'action de f(z). Soit u = p(1) = £'(0). Si up = 0, on peut vérifier
qu’il n’existe pas de série de puissance telle que H(f(2)) = f'(z) H(2).
Si u# 0 et si F(z) est la fonction de Schroder associée & f

F(z) = lim f,,(z)) s

n—>e  u”

F(z
alors la fonction H(z) = —(—) satisfait ’équation souhaitée

F'(z)

F(f2)) _ #F(@)
F'(fz)) uF'(@)

Remarquons que H'(0) =

H(f(2) = f'@=f'@HE) .

Soit H, () une fonction définie sur [0 ,a) ou a < 1 telle que
a) H;(0) existe

b) H(f() = f'(OH, (0

H,(f,®) _ f,(8) H,(f,®)

al H =
ors D=0 "0 Lo
£, ()
e H (L0
H,() = lim —— lim —L2"2
1= i e T 0
"
Ainsi H, () = F@ H! 10) .
! F'(9)

Indiquons en passant une autre solution 4 I’équation fonctionnelle
H(f®) =f'(OH@®) pour 0< ¢t < 1, c’est la fonction :

(i__, f1(0) )‘l
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Regardons la dérivation que I'on obtient lorsque

pz
=— (0<p<]).
f@) 1—(l—p)z( p<1)
F
La fonction de Schroder F(z) est z .D’ou H(2) = ,(z) =z(1 —-2).
1-2 F'(2)

Ceci explique I’origine de la présence de la fonction z — z2 dans les
calculs que nous avons faits dans la partie 1.

4. Représentation des fonctions qui commutent avec f(z).

Soit f(z) = uz + Z p(n) z" alors que 0 < u <1 et soit F(2)
n=2
[a(2)

la fonction de Schroder associée & f(z), F(z) = lim , relions
n—o

la fonction

f().

F(z
F'(( )) et les séries de puissance c¢(z) qui commutent avec
z

THEOREME 8. — Soit f(z) = Z p(n) z" une série de puissance
n=1

dont les coefficients sont réels, on suppose que 0 <pu=p(1) <1,

soit P la matrice triangulaire p(x ,¥y) (x=1,2,...;y=1,2,...)

telle que (f(2))* = Z p(x, y)z?, alors il existe un et un seul semi-
y=1

groupe de matrices infinies triangulaires réelles P,= (p,(x , )) 0 <t<oo

tel que

a) Pt+s = PrPs
b)P, =P, P, =1

. P -1
c) hin ! , existe (la limite est prise d chaque entrée des ma-
tio

trices concernées).

fa ()

u"

Si F(z)‘= li_r)rl, , si pour t€[0,), f,(2) = F Y (u'F(2))
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« F -
alors }"1 p,(x,»)2¥ = (f,(2))*. Si H(z) = £ >
=

F'(Z) N n=1 hnzn: alors
lim p(x,y) —8(x,y) _ 0 siio y<x
tdo t (log u*) hy_x+1 si y=2x

Démonstration. — Soit a(z) une série de puissances Z a,z",
n=1
on peut lui associer la matrice A = (a(x, ¥)),=,,,,

oo

v ¥=1,2,... Oh

@@)* = 2 a(x,y)z”¥. Si b(z) est une autre série de puissances a
y=1

laquelle on associe la matrice B = (b(x, y)). Si (c(x, y)) = C = AB,

on a que

oo o0 y
Y ocx, 2= X akx,y)b(y,,»n?
y=x y=x y;=x

y

Y ax,y,) G

yi=x

@k @) .

Ainsi la matrice C est celle qui s’associe 4 la série de puissances
a(b(2)). Si F(z) est la fonction de Schroder associée a f, considérons

la matrice P, = (p,(x , y)) telle que Z p,(x,y)z¥ = F! (v, F2))
y=x

Comme les séries de puissances f,(z) = F"‘(y,F(z)) forment un semi-
groupe 4 un paramétre il en est de méme pour les matrices P, .

Z= r,(1,»2¥ -z

~1,,.1 _
tim 22" =ﬁmF (WFQ@) -z _
tdo t tlo t
_ _(log p) p*F(2) =1 F(2)

TFEIWEQ) . T FQ@

i p,(x,y)z” — 2* 1, x
lim 22 im FWF2)) -z

tdo t tdo t

]

F(2)
= x—1 1 —_—
X2z og U F'(z)
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Ce qui établit I'existence du semi-groupe avec celle de son géné-
rateur infinitésimal. Leurs propriétés fondamentales ont été établies.

L’unicité du semi-groupe s’établit de fagon tout-i-fait analogue
P

-1
aux groupes de Lie. Désignons par H = lim £ . Soit P¥ un

tio

candidat compétitif 3 P, , c’est-d-dire P} est un semigroupe de ma-
P* —

trices triangulaires tel que P§ =1, P} = P, H* = lim £ existe.

tdo

On établit les faits suivants
d
a) P¥H* = H*Py ’E Py = P¥H* et P} =exptH*
b) HH* = H*H et exp(H-H*)=1.

Utilisant le fait que si T est une matrice triangulaire non nulle avec
des coefficients réels alors exp T # 1. Ainsi H = H* et P, = P¥ .

Posons une définition : On dira qu’une série de puissances

f@@= 2 p(n) z" admet des racines positives de composition si pour
1

tout entier m = 1, il existe une série de puissances g(z) = Z q(n)z"
n=1

a coefficients positifs telle que g,,(z) = f(z). Evidlemment, une série
de puissances qui admet des racines positives de composition a tous
ses coefficients positifs et 'on a que p(1) > 0.

THEOREME 9. — Soit f(2) = Z p(n) z" une série de puissances

n=1
a coefficients réels avec 0 < p(1) = u < 1, soit F(z) la fonction de
- F
Schroder de f(z) et soit Z h,z" = H(z) = F'(—(Ez); , alors f(z) admet
n=1

des racines positives de composition si et seulement si pour tout
n=22h,<0.

Démonstration. — a) Soit f(z) une série de puissances qui admet
des racines positives de composition. Soit m un entier 2 1, considérons
une série de puissances 4 coefficients positifs g(z) telle que g, (z) = f(2)
ainsi que les semi-groupes P, et Q, associés respectivement a f(z) et &
g(z) (comme dans le théoréme 8). Par le théoréme 8, P, = Q,,, et
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8(2) = f1m(2). Tous les coefficients de flL"ll(/z—;—_—z sont positifs sauf
f(2)

-z
le premier. D’autre part li¢m —L—t__ = (log u) H(2) ; ce qui montre
tlo

que pour n =2, h, <O0.

b) Supposons que f(z) n’a pas toutes ses racines de composition
positives, C’est-d-dire que les matrices P, ne sont pas toutes des ma-
trices 4 coefficients positifs pour ¢t =1 , -;— , % , % -
N = inf{yl(?m)p”m(l ,¥) <0} et soit m, un entier tel que

m
Pijmo (1N <O Py (1, N) = 2 Py (1) s jamg (15 N). Re-
marquons que pl/2mo(1 , )20 si 1 <j<N, par le choix de N,

Soit

D’autre part '21 pl/zmo(i'f) z/ =(Z pl/zmo(l ) zi)_ Ainsi
j=
Pipmy®.») >0 si x>2,1<y<N.

De 13, pl/mo(l ,N) > pl/2mo(l ,N) #1/2'"0 + pN/2m° . Procédant par
récurrence, on obtient que

pl/mo(l ,N)

k i i
1/2 N/2'm )
Dl (# o gt

p f1,N) <

1/mg2

e ! 4 ebz"
2

1,N
que lim !ﬁ(—t’——) < 0 Cest-d-dire hy > 0.
tv0

Aprés s’étre convaincu que || ( ) converge, on obtient
i=1

THEOREME 10. — Soit f(z) = 2 p(n) z" ¥ z une série de puis-

n=1
sances qui admet des racines positives de composition et supposons

aue 3 p) = 1,5 F@) = lim 2255 er
h,z" = H(z) = F(z)

n=1 F'(Z)
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alors Z lh,| =2, H(1) = 0 et pour tout z dans le disque-unité
n=1

(z1<1) f'(z) # 0. La fonction H(x) (0 < x < 1) est une fonction
concave.

Démonstration. — Soit R le rayon de convergence de la série de
Taylor de H(z) ; comme tous les coefficients sauf un de la série sont
négatifs, le point z = R est une singularité pour H(z). D’autre part,
comme f'(x) #0 (0<x < 1) et que H(f(2)) = f'(z) H(z), la fonc-
tion H(z) ne peut pas connaitre de singularité pour z = Rsi R < 1.
D’ou R = 1. D’autre part ’}E)nl H(x) existe car pour 0 < x < 1, H(x)

est une fonction concave positive. Comme f'(1) > 1, alors
lim H(x)=0.
x—>1
Ainsi ), h,=—1.
n=2

Soit @ un nombre du disque-unité (la| < 1) tel que f'(a) = 0,

puisque a # 0 et a #+ 1, alors 2 h,a" # — a, Cest-d-dire H(a) # 0.

n=2

Comme H(a) = FE'(%’ on a que F(@)# 0 et F'(@) # 0. Comme
N M () ,
F(a) = ,,h_',l.l,. (————p(l))”,alors fl@+0.

5. Solutions principales de I’équation d’Abel.

Considérons maintenant une fonction continue f définie sur
Pintervalle (0,1) telle que

a) pour tout x € (0,1) 0 <f(x) <x

b) lim &)-=p alors que 0<u<1.
x—>0 X
On dira que F : (0,1) ——> R est une fonction de Schroder pour f
si F satisfait I’équation fonctionnelle F (f(x)) = uF(x). On dira qu’une

fonction de Schroder est principale, s’il existe une suite u, telle que
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Foo = lim 228

no>e  u

obtenus ces derniéres années au sujet des solutions principales de
Péquation de Schroder. Dans les énoncés qui suivent, f satisfait
toujours les hypothéses que nous venons d’énumérer.

. Je cite ici les principaux résultats qui ont été

THEOREME (Kneser [15]). — S’il existe un oo > 1 tel que
fx) = px + 0(x*)

lorsque x tend vers O, f admet une et une seule fonction de Schroder
continue dérivable d l'origine avec une dérivée égale a 1.

THEOREME (Szekeres [30]). — Si f admet une dérivée continue et
s’il existe un & > 0 tel que f'(x) = u + 0(x%) lorsque x tend vers
zéro alors f admet une fonction principale de Schroder continue stric-
tement croissante qui est continiiment dérivable.

THEOREME (Kuczma [17]). — Si f est une fonction convexe, alors
f admet une fonction principale de Schroder qui est continue, con-
vexe et strictement croissante.

THEOREME (Lundberg [21]). — Si f(x)/x est une fonction mono-
tone, f admet une fonction principale de Schroder qui est continue ;
celle-ci est strictement croissante si f(x)/x est croissante ou si f(x)
est une fonction cancave.

THEOREME (Kuczma [17]). — Si f(x) est absolument continue et
si f'(x) > 0 presque partout et si F est une fonction de Schroder
convexe et si x, € (0,1), il existe une constante C telle que

xg o fd)
F(x)=cfo (nll_r)nwzl,(—;;-)) dt .

Ma premiére tiche sera d’élargir la portée de ces résultats. Pour
des raisons techniques, nous allons ramener le probléme & la solution
de I'équation d’Abel. Si f est une fonction définie sur (0,1), posons
f*¥(y) = —log(f(e™?)) pour y > 0. f* est donc définie sur (0 ,o).

x
Si lim ) = u, alors
x—=>0 X
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-y
lim f*(y) —y = lim — log(f(e_ )) =—logu .
y —poo y—>oo eV
d ~Y £'(e-Y
Enfin remarquons que — (f*(y)) = e_f____—(e) . Ces formules in-
dy fe™)

diquent comment les propriétés de f vont se répercuter sur f*. Par
exemple soit F(x) une fonction de Schroder pour f ; posons

F*(y) = —logF(e™?) .

On a que F*(f*(»)) = F*(f(e7”)) = —log(uF(e™”)) = F*(y) —log p.
Réciproquement si F* satisfait I’équation d’Abel :

F*(f*(»)) = F*(y) — logu

la fonction F(x) = exp(— F*(— log x)) satisfait ’'équation de Schroder
*(—d
F(f(x)) = uF(x). Maintenant si ’on pose f**(y) = f—(—-(l—:g-&y)
— logu

F*(—(lo
et F**(y) —_ _M , on a que F**(f**(y)) = F**(y) + l
(— log p)

Dorénavant, nous nous intéresserons & une fonction f définie sur
[0,20) & valeurs dans [0, ) et nous étudierons I'équation d’Abel,
c’est-a-dire nous parlerons des fonctions G définies sur [0, o0) telles
que

G(f(x)=G(x) + 1. D

Posons une définition dont I'origine remonte jusqu’a Szekeres
[30] et dont Kuczma [17] et Lundberg [21] ont également fait usage :
une solution G(x) de I'équation d’Abel (1) sera dite principale il
existe une suite g, de nombres réels telle que

Gx) = lim f,(x)—a, .
n—yo

Il est immédiat de vérifier que si G, (x) et G,(x) sont deux so-
lutions principales alors ces deux fonctions différent par une cons-
tante, c’est-d-dire G, (x) — G,(x) est une fonction constante. D’autre
part si G(x) est une solution a I’équation d’Abel, G(x) + C est aussi
une solution. Si bien que si 'on connait une solution principale on
connait toutes les autres solutions principales et par abus de langage,
on dira a l'occasion que I'une ou lautre de celles-ci est la solution
principale de I'’équation. Comme autre remarque, supposons que G(x)
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soit une solution principale de I’équation (1), c’est-a-dire
G(x) = lim f,(x) - a,,
sia=0, on a que G(x) — G(a) = lim (f,(x) — f,(a)), ainsi
n—yo
lim (£, () — £, (@)

est une solution principale. Partant de ces remarques, les problémes
que je veux traiter sont les suivants

a) Etant donnée une solution G(x) a I'équation d’Abel, sous
quelles conditions sur G (et sur f), peut-on étre assuré que G(x) est
une solution principale.

b) Sous quelles conditions sur f, peut-on étre assuré que I’équation
d’Abel admet une solution principale.

c) Sous quelles conditions sur f, une solution principale sera une
fonction injective.

d) En pratique, sachant que I'équation d’Abel admet une solution
principale, comment peut-on prédire le comportement asymptotique
des termes de convergence ; ce qui revient a étudier le comportement
asymptotique de f,(a) pour un nombre a fixé.

THEOREME 11. — Soit f : [0 ,0) —> [0, ) une fonction telle
que lim f(x) —x =1 et telle que pour tout couple de nombres
X —»o0

positifs a et b, f,(a) — f,(b) est une suite bornée, on suppose que

G(x) satisfait I'équation d’Abel (1) et qu’il existe un 6 > 0 tel que
lim GXx) —G()—x+y =0 alors G(x) est une solution

X—>%, y—»o

lx-y|<é

principale.

Démonstration. — On vérifie aisément si pour tout M > 0

lim Gx)-G(y)—x+y=0.

X =y, y—po
Ix-yI<M

Soit a € [0, =), puisque G(f(x)) = G(x) + 1, on a que
Gx) — G(a) = G(f(x)) — G(f(a)) = G(f,(x)) — G(f,()) .
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La suite f,(x) — f,(a) étant bornée,
,.IEEL G(f,(x)) — G(f, @) - f,(x) + f,(@) =0 .

Ainsi G(x) — G(@) = nli_:)n“ fo(x) = f,(a). Q.E.D.

COROLLAIRE. — Supposons que f satisfait les hypothéses du théo-
réme 11 et que G est une solution de l’équation d’Abel ; G est une
solution principale si l'une ou l'autre des conditions suivantes est
satisfaite

a) lim G(x) — x existe
X —»00

b) G(x) — x est une fonction monotone

¢) pour tout nombre k <1, il existe un nombre x, tel que
G(x) — kx est une fonction croissante sur [x, , )

d) pour tout nombre K > 1, il existe un nombre x, tel que
G(x) — Kx est une fonction décroissante sur [x, , )

e) il existe deux fonctions B(x) et C(x) telles que
Gx)—x=Bx)+Cx),

C(x) est monotone, lim B(x) - B(y)=0.

X —po, y—poo
Ix-yl<1

Démonstration. — On vérifie sans trop de peine que a), b), ¢)
ou d) implique e). Supposons donc que e) a lieu, c’est-a-dire que
G(x) = x + B(x) + C(x) ou C(x) est monotone et ou

lim Bx)-B)=0.

X%, y—poo
lx-yl<1

Vérifions que lim C(x) — C(y) = 0. Prenons intérét aux va-
X >0, y—poo
Ix-yl<1
leurs de C(x) lorsque x =a,f(@),...,f,(@),... ol a est un nombre
positif fixé. On a que
IC(fre1@) — C(f,@)I<|1 —-f,,,@ + f,@]| +I|B(f,,,@a) —
~ B(f, @) .
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Comme lim f,(a) = <, on obtient que
n—>o

lim |C(£,4,@) - C(f,@)| =0 .

Soit € > 0, il existe alors un entier N tel que si n = N,
IC(fre3@) — C(f,@)I<E et f,,,@@—-f,@=>1.
Six=>fy(a)etsi0O<y— x<1,il existe un entier n tel que
fr@<x<y</f,@);

dans ce cas |C(x) — C(»)| < |C(f,,+3@) — C(f,(@)| <E€. Nous
avons donc établi que G(x) satisfait ’hypothése du théoréme 11, elle
est donc une solution principale.

THEOREME 12. — Soit f : [0 ,90) ——> [0, o) une fonction telle
que pour tout x 2 0, lim f,(x) = o et telle que lim f(x) —x =1,
n—>o X =po°

supposons que pour tout § > 0

Vi) =sup] X, [w(x,,) — 0 )10<x,<x,<x,<---

ne
et pour tout i, x;,, —x; > 8

est un nombre fini alors que w(x) = f(x) — x, alors I’équation d’Abel
G(f(x)) = G(x) + 1 admet une solution principale. Pour celle-ci, on
a que lim ) Gx) -G —x+y)=0.

X>o,yre, |x-yI<

Démonstration. — Soient a et x deux nombres positifs donnés,
il sagit de démontrer que la suite f, (x) — £, (a) converge. Alors deux
possibilités ont lieu :

a) pour tout € > 0, il existe une infinité de couples d’entiers
naturels (n, m) tels que |f,(x) — f,,(@| <e. Démontrons que dans
ce cas, on peut trouver deux entiers naturels N et M tels que

im fy,.,&x) - fM+k(a) =0.
k—>oo

Considérons un nombre positif B suffisamment grand pour que les

1
deux conditions soient satisfaites : six 2B, |[f(x) —x — 1| < 1—2 et
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si (xg,X,,X;,...,X,) sont des nombres tels x, = B, x; — x, > -g ’

1 1 4 1
X, — X, >E,...,xn — Xp_y >Ealorsigl [w(x;) — wlx;_I <E-

Choisissons deux entiers naturels N et M tels que fy (@) =B + 1,

1
[fnG) — fu@i < ; . Vérifions que pour tout entier k = 0,

1
lfn+k(x) - fM +k(a) < 5 :

Raisonnons par 'absurde. Si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver
deux entiers k, = 0 et k, = 0 tels que

1
Uner, 0 = fusr, @1 <3

1
IfN+k2(x) - fM+k2(a)l = —2_

1 1 .
;<|fN+k(x)_fM+k(a)|<‘2- sl kl <k<k,.

Remarquons que

lfN+kl+l(x) - fM+kl+l(a)l < IfN+kl(x) - fM—kl(a)l +

+ IfN+kl+l(x) - fN+kl(x) -1+ lfM+kl+l(a) - fM+kl(a) -1

De plus

IfN+kl(x) - fM+kl(a)l = | IfN+kl+l(x) - fM+kl+1(a)I -

- |fN+kl+1(x) - fN+k1(x) - fM+kl+l(a) + fM+kl(a) in>

Considérons comme suite x, ,x,,...,x, (avecn=2(k, —k,)—1)
les nombres fy, (%) et fy,,(a), kK, <k, , que I’'on ordonne par ordre
croissant. Or
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ky—1

Ikzk fN+k+1(x) - fm+k+1(a) - fm+k(x) + fMH;(a)' <
=k

< ‘;l |w(x1) - w(xl_l)
D’ou

1
Nt i, &) — Sman, (@ — fN+kl('x) + fM+kl(a)| < ra

Mais, par I'inégalité triangulaire

1
Nk, %) = fran, @ — fN+kl(x) + fm+kl(a)| S ——=.

D’oll 'on a une contradiction. Nous avons donc établi que pour tout

1
entier K =0, |fy:,(®) — fu+x(@)] <5. Soit € un nombre de

1
Pintervalle (0 , 3) , en répétant le raisonnement que nous venons de

faire, on peut trouver deux entiers naturels N¢ , M tels que M = M
2t pour tout entier k = 0

IfNE +k(x) - fME +k(a)l < €.
Ainsi

lfN+M5 ~max () = fNe < IfN+Me+M+k(x) - fMg @I+
5
+ IfMe’fk(x) - fME+k(a)| < —6— .
d’Oﬁ NE—N=M5—M
et ,E, [ fnex®) — fqs@I < €.

Ce qui démontre bien que klim I+ ) — fme@ =0 .
—)l”

Maintenant klil;lﬁ T — fr(x) =N
et kli_l,ll. fm+k(a) - fk(a) =M.
Ainsi 1;“3, fo&x)—-f,@=M-N.

b) Si la possibilité a) n’a pas lieu, alors il existe un nombre € ,
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1
0<eg, < B} tels qu’il existe seulement un nombre fini de couples
(n, m) d’entiers naturels tels que |f,(x) — f,,(@)| <€,. Soit B un

nombre suffisamment grand pour que pour tous les x = B,

I f lI<5
x) —x — <3

et pour qu’il n’existe aucun couple d’entiers (n, m) tel que
fm@=2B -1 ,1f,&x) - f,@)|<g,.
Remarquons que si f,,(a@) = B et si

fm(a) +£€, gfn(x) <fm+1(a) — &,

E:0 80
alors f,, (@) + €4+ 1 — —2—<f,,+,(x)<fmﬂ(a) —g,+ 1 +—2 .
I 41@) < [0y (X) < [, 4,(a@)

€
étant donné que |f(¥) —y — 1| < — lorsque y 2 B. D’ou

2
1@+ €< [ (%) < [f,4,00) — & .
Soient M et N deux entiers naturels tels que fy (a) = B et
M@ + €y S fyx) < fyy @ —€g
alors pour tout entier k,
M@ T € S fyere () S fyape1@ — € .

Démontrons que fy,;(x) — fy+x(@) est une suite de Cauchy.
Soit € > 0, € <€, considérons un nombre B¢ suffisamment grand
pour assurer le fait suivant : pour toute suite finie

Bes<xy<x,<:---<x,,

telle que x; — x;,_, >€, (i=1,2,...,n) alors
n
Y lwx) —wix,_)I<e.
i=1

On peut trouver un entier k¢ > 0 tel que fy, ke(a) = B¢ . Soit k un
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entier plus grand que k¢ , en utilisant comme suite {x,}]., , les nombres
In+j(x) €t fy,;(@) ke <j <k que I'on ordonne par ordre croissant,
on obtient que

IfN-l-k(x) - fm+k(a) - fN-{-ke(x) + fM+ke(a)| _<

< tzl lwx,) — wix;_)I<€.

D,Ou Sip>ke,4>ke s
lfN+p(x) - fM+p(a) - fN+q(x) + fM+q(a)| < 28 .
La suite fyy, . (x) — fy+,(@) est donc convergente et

Jgm fi () — fe@) =M = N+ Lim (fyx () — fuex@) -

Désignons par G(x) la limite de f,(x) — f,(a) lorsque » tend
vers l’infini. Vérifions que pour tout M > 0,
lim GHx)-GY)—-x+py)=0.

X0, y—>
Ix-ylsM

Il suffit de vérifier que la limite est zéro pour un M particulier,
1 1
disons M = R Soit £ un nombre de l'intervalle (0 R z) , considérons
un nombre N, suffisamment grand pour assurer la situation suivante :
€

pour toute suite finie (xg ,x,,...,x,)siNe <xq,six; — x;,_, = 2’

i=1,2,...,n, alors

Zl lwlx;) —wk;_))I<e o wkx =f(x)-—x.

Supposons que x 2 N, ¥y 2 N, |y — x| < — et que

N | =

IGx) -G —x+y|>2
alors il existe un n tel que |f,(x) — f,(¥) —x + y| > 2¢e. Ce qui
permet de trouver une suite x, ,x, ,...,X,,_, telle que :

Xivg =F(x) O<i<2k-2),x;—x;_, 27 (1<i<2k),

£
2
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XogZ N, [f(xy_q) — [(X3p_) —x; + X1 >E .
Mais
k-1

[fOegp—1) = f(xap_2) — % + x| = Iigo W(Xg44y) — W) <

2k—1
< Y lwl) - wlx,_)I<e .
i=1

Nous obtenons une contradiction, ce qui montre que

lim Gx)-G()—-x+y=0.

x—»o  y—poo

1
Ix-yl<3y

Le théoréme 12 est démontré.

COROLLAIRE 1, — Sif: [0,0) —=>[0,%0),si lim f(x)—x=1,
Xy
si pour tout x =2 0, lim f,(x) = o et si f(x) — x est une fonction a
n—»o

variation bornée, alors I'équation d’Abel pour f(x) admet une solution
principale.

COROLLAIRE 2. — Sif : [0,0) —> (0,00],si im f(x)—x=1,
X —»oo

et si f(x) —x est une fonction monotone, alors I’équation d’Abel
pour f admet une solution principale.

En effet, dans ce cas, la variation de f(x) —x =|1 — f(0)].

COROLLAIRE 3. — Sif: [0,o) —> [0,o), si pourtoutx = 0,
lim f,(x) = o et s’il existe une fonction g(x) remplissant les condi-
n—yoo

tions suivantes :

a) pour tout x, |f(x) —x — 1| <g(x),
b) f:g(t)dr,

c) g(x) est une fonction décroissante,
alors I'équation d’Abel admet une solution principale.

Il suffit de vérifier les hypothéses du théoréme 12. Soit § > 0,
soit une suite {x,},_, telle que x,,, — x, = 6, alors
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L 1C) = FGn) = Xp = Xy | < X 280x,)

n=1

<$ 2ms
n=0

2 oo
< 2g(0) + Y _/; g(dt .

Je peux présenter une remarque au sujet du théoréme 12, celle-
ci se présentera sous forme de lemme :

LEMME 13. — Soit h une fonction réelle définie sur [0 , ), posons
VsW)=sup] X |h(x,)—hCx,_)|Ix,—x,_,=8 pour n=1,2,.. ;
n=1

alors s’il existe un 8, > 0 tel que Vso(h) < oo glors pour tout 6 > 0
Vs(h) <oo .

Démonstration. — On se convainc facilement que 4 est une fonc-
tion bornée et que lim A(x) existe. Sans perte de généralité dans la
X -0

démonstration, on peut supposer que lim #4(x) = 0. Posons
x—»oo

M = sup{|h(x)||1x €[0,)} .

Soit une suite {x,};-, telle que x, = 0, x,, —x,,_, =8,/3 et pour
tout n h(x,) # h(x,,,), nous allons vérifier que Vao(h) < o), Etu-

dions la série Y, |h(x,) — h(x,_,)| .
n=1

On peut trouver une suite {y,,},_, telle que
a) Yo = Xo, {¥,} est une sous-suite de la suite {x,}.

b) pour tous les entiers n tels que y,, <x, <V, +; »
h(x,) —h(x,_,)

sont tous des nombres de méme signe.

¢) s’il existe un entier m tel que x, = y,, alors h(x,_,) — h(x,)
et h(x,,,) sont deux nombres de signe opposé.

Et dans ce cas
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2 lhx,) -k, )= 2 k() — kG, DI

n=1 m=1

Ih() + 2 X hp) (= D7

Maintenant

"21 h(y,,) (- n” = Nli_rll‘m (gl (m§=1 BV 3mei) (= l)m)(_ 1),').
d’ou

| 2:] h (V) (= D" [ <3V, (1)
Et

L 1hGx,) = hx,_ DI SM+ 6V, () .
n=1

Ainsi on obtient par récurrence que V60 3—n(h) <o pour tout entier n.
Ce qui donne le résultat du lemme.

Intéressons-nous a déterminer une condition suffisamment géné-

rale sur une fonction f pour qu’une solution principale de I’équation
d’Abel soit une fonction injective :

THEOREME 14. — Soit f(x) une fonction définie sur [0,) d
valeur dans [0 , o) telle que

a) liI)I:of(x)—x=l,

b) il existe une suite k, de nombres de lintervalle [0,1) telle

- x) —x— +
que Sk <wetsilx—nl<l,|y—n|< lO=XTINTY
n=0 X =)
alors toute solution principale d I'équation d’Abel G(f(x)) = G(x) + 1
est une fonction injective.

Démonstration. — Par hypothése, on a que
f&x)—x—-fy)ty
X -y
f&x) - 1)

si |x —y| <2, c’est-d-dire ——= > 0. D’ou1 f est une fonction
X =)

>—1
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croissante. Comme il existe une suite u, telle que
G(x) = lim f,(x)— u,
n—»o

G(x) est une fonction croissante. Pour démontrer que G(x) est une
fonction injective, il suffit de vérifier que si x < y < f(x) alors
G(y) # G(x).

ﬁ f,,n(}’)—f,,ﬂ(x) .
n=0 fn(y)-fn(x)
Il existe un entier N et une fonction s définie sur les entiers
= N 4 valeurs entiéres tels que | f,(x) — A0 | < 1, |f,(») —h(n)| < 1.
D’ou, pour n = N
f"+1(y) _fn+1(x)
() = f,(x)

Par le fait que lim f(x) — x = 1, la fonction & ne peut pas
X —poo

G(y)-Gx)= nll_r)rgo [ () —f,0)=(y—x)

prendre la méme valeur plus de trois fois si N est suffisamment grand.
Do
N’ _ 0
Jots ) = fue ) o 1 (1= k) >0
n=N fn(J’) “fn(y) n=N

Ce qui montre que G(¥) — G(x) > 0.

COROLLAIRE 1. — Soit f : [0 ,0) —> [0, =) une fonction telle
que £(0) > 0, f(x) — x est une fonction croissante, lim f(x) — x = 1,
X >

alors la solution principale de I’équation d’Abel existe et est strictement
croissante.

On sait déja que ’équation d’Abel admet une solution principale.
Maintenant si x <y, f(x) — x < f(x) — y, C’est-d-dire

f(x)—f(y)—x+y>
X =)y =

0.

Posant k,, = 0 et appliquant le théoréme 14, on obtient le corollaire.
Ce corollaire est essentiellement dit 4 Lundberg [21].

COROLLAIRE 2. — Soit f: [0,0) —> [0, o) une fonction dé-
rivable telle que



ITERATION DE FONCTIONS ET PROCESSUS EN CASCADE 229
a) lim f(x)—-x=1.
X —>o0
b) il existe une suite k, pour laquelle 0 < k, < 1, pour tout x,

l -]
silx~nl<—2-alors [f'(x) —1I1<k, et Zo k, <oo.
e

Alors I'équation d’Abel G(f(x)) = G(x) + 1 admet la solution
principale qui est une fonction injective.

En effet si w(x) =f(x) —x, pour § = 1, Vs(w)<2 X &, ;
n=0

b

le théoréme 12 et le lemme 13 assure I'existence de la solution prin-
cipale a I'équation d’Abel.

Si|x—n|<1,|y — n| < 1, alors par le théoréme de la moyenne
on obtient I’inégalité suivante :

If>) —f) —x+yl _

- <k, ,+k,+k,,
x) — —-x+
Si k2 = inf | LX) =T Y ix—ni<iiy-ni<i
x—y
alors 0 < kX <1let >, k¥*<3 X k,<oo.Parle théoréme 14, la
n=0 n=0

solution principale & ’équation d’Abel sera une fonction injective.

Pour terminer cette exploration de I'équation d’Abel, posons des
jalons dans une derniére direction : il s’agira de préciser le compor-
tement asymptotique de f,(x) lorsqu’un peu plus d’information est
donné sur la fonction f ou sur une solution donnée de I'équation
d’Abel. Signalons un lemme banal mais qu’il convient de citer :

LEMME 15. — Soit f:[0,90) —> [0,90) telle que pour tout
x, lim f, (x) = oo et supposons que G soit une solution de I'équation
n—»o

d’Abel G(f(x)) =G(x)+ 1 qui remplisse la condition suivante :

lim G(x) — x existe, alors il existe une constante C telle que
x—>o0

. G = lim (f,c)-m+C.

Démonszfration N

G = GU @) — 1 = G(f, ) — 7
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G&x) - (f,(x) —n) =G(f,(x)) - f,(x)
D’ou Gkx) = '}I_I_)nw (f,x) —n)+ xli_r)rl’ Gx)—x) .

On peut préciser le corollaire 3 du théoréme 12.

THEOREME 16. — Soit f: [0,0) —=>[0,0) telle que
a) pour tout x, lim f,(x) =
n-—»oo

b) il existe une suite k, de nombres positifs tels que Z k, <o
n=0
etsin<x<n+1, |f(x) —x - 1| <k, alors

G(x) = lim (f,(x) = n)

existe. C’est une solution de I’équation d’Abel et lim G(x) — x = 0.
n—»c°

Démonstration. — Posons w(x) = f(x) — x — 1, on obtient que
n—1

(f,x) —n)—x= Z w(f;(x)). A cause des hypotheses, il existe
i=0

1
un entier N tel que si x = N, f(x) = x+5a1ns1f(x)/x+— Et

2
T lw(f;GNI<2 X k, six=>N. Ainsi lim f,(x)— n existe et
i=0 n>=>x n-—>o
lim G(x) —x =0.

X—>o0

Indiquons un lemme d’ordre technique pour faciliter 1'usage du
théoréme 16.

LEMME 17. — Soient f et g deux fonctions définies sur [0 , o)
telles que

a) pour tout x, f(x) =0 et g(f(x)) =x.
b) il existe une suite de nombres k} tels que 0 <k} <1,

lg(x) —x + 1| <k*sin< (n+1)et2 k¥ < oo,

Alors il existe une suite de nombres k, tels que 0 <k, <1,

lfex) —x —11<k,sin< (n+1)et2k<oo.

n=0
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Démonstration. — Soit x un nombre de Pintervalle [n, n + 1]
ol n est un entier naturel, par hypothése

x—1-—k*<gx)<x—1+k*.

Posons k* = sup {k*}alorsk*<letx — 1 —k*<g(x)<x — 1 + k*.
Posant x = f(¥) f(») — 1 —k*<y < f(y) — 1 + k*. Ainsi

yH1-k*<f(y)s<y+1+k*.

Si Ton pose k, = sup{|f(x) —x — 1| |In<x<n+ 1}, on a que
0<k, <L Sin<x<n+lalorsn<f(x)<n+ 3 et

18(f()) — FO) + 11 < kF + k¥, + KXy, -

D’ol k, <kr+k*, +krt, e X k <o,
n=0
En quittant ce lemme, j’en indique un autre du méme type, mais
dont je tais la démonstration.

LEMME 18. — Soient f et g deux fonctions dérivables définies
sur [0 , o) telles que

a) pour tout x, f(x) =20 et g(f(x)) =x.
b) lir}nng(x)—x=—l

¢) il existe une suite de nombres k, tels que 0<k, <1,

Z k, <o et pour tout x de [n,n+ 1}, |g x) — 1| <k, , alors

n=0
U'équation d’Abel G(f(x)) = G(x) + 1 admet une solution principale
qui est une fonction injective.

Quelques commentaires sur le théoréme 16. Soit une fonction
f:[0,0) —>[0,) telle que lim f(x) —x =1 et telle que
x—>o°

f(x) —x — 1 est une fonction dont les valeurs sont toutes du méme
signe (f(x) —x — 1 =2 0 pour tout x, ou f(x) — x — 1 < 0 pourtout
x) ; dans ce cas f,(x) — n est une suite monotone. Si f,(x,) — n est
une suite divergente, alors il existe une suite x, de nombres tels que
lim x, —x,_, = 1et ¥ 1f(x,) — x, — 1| = o0 : il suffit de poser
n—>e n=0

x,, = f,(xo). Ceci montre par exemple que si f(x) —x — 1 est une
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fonction monotone qui tend vers zéro a linfini et que
x) —x — Ddx| =00,
e )dx |

alors f, (x) — n tend vers I'infini pour tout x ou f,(x) — n tend vers
moins Pinfini pour tout x suivant que f(x) — x — 1 est une fonction
positive.

THEOREME 19. — Soit f : [0 ,0) —> (0,0) une fonction telle
que
a) f(x) — x — 1 est une fonction croissante concave.
b) lim f(x) —x=1.
X —>oo

) jo' (W@ du<o ou wix)=x+1—f(x).
Alors li_l)nm (f,, () — j; " (f(r) — t)dr) existe pour tout x.

Démonstration. — Si w(x) =x+ 1 —f(x), on a que
fxX)=x+1—-wk)
LX)=FfX)+1-wkx+1)—(W(fK) —wkx+ 1))

n—1
foe1 @) =£,60+ 1 —w(x +n) — (_2=:0 (W(f4,) +n—i—1)—
—w(fix)+n - i))) .

n
Vérifions que la suite (f,,,(x) — (n + 1) — Z w(x + i)) converge.
i=o
Il suffit d’établir que (attention aux parenthéses dans les lignes
suivantes)

o n-1
2—1 12-'0 ([ +n—i—1)— (f;(x)+n— i) <oo
C’est-a-dire que

Y X o)+ n— (£~ w(f;(x) + )| <o

i=0 n=1
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oo

Or X |w(fi(x)+n— w(f;,) — w(f,x) + n)| <

n=1
< [ @ - 0(e) + H - w0+ 0 dr

En effet, & cause de la convexité de w(x), on a que
w@—n)-—wb-n<w@a-1t—whb-1,

si a<b etsi ¢t<n. Mais

f:(w(f,(x) — W) + 1 — w(f,00) + D) dt =

Ti(x)

= S wir @@ < WU 0 (16 — @ (£ .

Mais si i est suffisamment grand f;(x) — w(f;(x) = f;_, ().

D’ou, si N est suffisamment grand,

2 w(f;6)) w(fi(x) — w(fe)) < ZN (W(f;_; C?

i>N

iz
<2 j::l (w(t)?dt .

Pour terminer la démonstration, il suffit d’établir la convergence
de

m-—1 m
Y fetn—@+ran- [T -nar
n=0
lorsque x est un nombre positif fixe et que m parcourt les entiers
naturels. Soit N P’entier tel que N < x < N + 1, ainsi
wh+ N+ D<w@h+x)<wkm+N)
et0<Kwm+N)—wr+x)Swrm+N) —w@m + N + 1). La série

a coefficients positifs Z wn + N) — w(n + x) converge, donc
n=0

-1

m-—1 N+m
Y fntx)—n—-x)— ¥ (f(n)—n)

n=0 n=N
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est une suite convergente ainsi que ia suite
m m
X (fn+x)—n—x)— X fm)—n.
n=0 n=0
Il est tout aussi classique d’établir que

m—1 m
L e -m- [" G- na

est une suite convergente.

Citons un exemple de fonctions concaves f(x) telles que

wx)=f(x)—x -1

est une fonction croissante telle que

[Tomdr=c et fm(w(t))2 dt < oo
0 0

Si5<a<l,0<k<l,f(x)=x+l—

———, donne lieu a une
x+1)
telle fonction.

6. Applications.

Indiquons comment la solution de P'équation d’Abel permet
d’étudier les fonctions qui commutent avec f. Soit

f:1[0,20) —>[0,)

et soit G(x) une solution principale de I’équation d’Abel et supposons

que ¢ : [0,o©) —> [0,) soit telle que lim c(x) —x =L et
x—>

c(f(x)) = f(c(x)). Observons que

Glex)) = GG = lim (f,(c(x)) — f,(x))

= Jim c(f,(x)) — f,(x)
=L.
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Ainsi G(c(x)) est également une solution principale de I'équation
d’Abel. Si c(x) et d(x) sont deux fonctions qui commutent avec f et
telles que lim c(x) — d(x) = 0, alors on a encore que

x—>o0

G(c(x)) = Gdx))

et si G est une fonction injective, on obtient que c(x) = d (x).

Si G est une solution principale de I’équation d’Abel qui établit
une bijection entre [0,o) et [a, ) on peut définir la fonction
f,x) =G ' (g(x) + t) pour t = 0.

Comme G(f,(x)) = G(x) + ¢, on obtient que
G, (f;CMN=GC(f(x)) +t=Gx) + (s +1) .

Ainsi f, o f, = f,,, et comme f, = f, f, est un semi-groupe a un para-
meétre qui contient f. Vérifions maintenant que si
lim_ G(X) -G -x+y=0,

lx-yIs
X—po0, y—poo

si G(x) est une fonction croissante, alors lim f,(x) — x = . Remar-
x>0

quons que dans ce cas, f(x) = G (G(x) + 1) est nécessairement une
fonction croissante et que f(x) > x. Si ¢t < n ou n est un entier, on
voit que f,(x) < f,,(x), ce qui permet de voir que f,(x) — x est une
fonction bornée en x. D’ou

lim G(x) — G(f,(x) — x + £,(x) = 0

lim —¢t—x+ f,(x) =0 Q.E.D.
x—po0
Comme je I’ai indiqué plus haut, la solution de I’équation d’Abel
permet de résoudre I'équation fonctionnelle de Schroder. Les divers
théorémes que nous avons démontrés dans la section précédente per-
mettent en particulier de vérifier les théorémes déja cités de Kneser,
de Szekeres, de Kuczma et de Liuindberg. Nous verrons dans la pro-
chaine partie comment ces résultats peuvent étre utilisés avec avantage
dans les processus en cascade.
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PARTIE 1V

FONCTION DE SCHRODER ET PROCESSUS EN CASCADE

1. Loi-limite d’'un processus en cascade expansif.

Dans cette partie, j’utiliserai la fonction de Schroder (ou de
Bottcher au besoin) pour étudier les processus en cascade. J’établis
ici le théoreme fondamental des processus en cascade expansifs. Celui-
ci, qui a plus de vingt ans d’histoire, s’est vu démontré sous des
hypothéses de plus en plus faibles (cf. Harris [12], Levinson [19],
Stigum [29], Kesten-Stigum [14]). Je rappelle ou jintroduis quelques
notations en vue du prochain théoréme.

Soit f(z) = Z p(n)z" la fonction génératrice d’un processus
n=0
de Galton-Watson, p(x,») x=0,1,2,...,y=0,1,2,...) est

la matrice telle que p(x,y) 22 = (f(2))*. De méme, p,(x,y)
y

=0
est la matrice telle que 2 Pa(x,y)2” = (f,(2))*. Si 8, est la masse-
y=0
unité de Dirac disposée au point ¢ de I'axe réel, on notera par u, la
mesure Z p.(1,») 8y . Si p est une mesure sur 'axe réel et si k
y=0

est un nombre réel, on notera par H(u ; k) la mesure telle que
S ematw; b= [ etxdue) .

THEOREME 20. — Soit f(z) = 2 p(n) z" la fonction génératrice
n=0

d’un processus de Galton-Watson (p(n) =0, Z p(n) = 1) dont la
n=0
moyenne est finie et dépasse 1 (l < Z np(n) =M< °°) , On sup-

n=0
pose que f(z) # zM, alors
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a) il existe une suite de nombres positifs k, et une mesure u

portée par [0 , o) telles que f du(t) = 1,u # 6, et la suite H(p,, ; k,))
0

tend vaguement vers la mesure u ; si g(§) = fme‘ ¢ du(t), alors
°
g(M§) = f(g(®) ;

b) si g(§) est la transformée de Laplace d’une mesure ﬁ portée
par [0, ) et si g(ME) = f(g(¥)), il existe un nombre k = 0 tel que
B =H(u;k) ;

0 sio<a<l, fo 1 du() < oo .

d) la partie singuliére de la mesure u par rapport a la mesure de
Lebesgue est g8, o g = inf{x|x €(0,1), f(x) < x} ; si w(r)dt est
la partie absolument continue de du(#), w(f) est continue et non
nulle pour ¢ > 0.

Démonstration de la partie a). — La transformée de Laplace de

0o

la mesure u, = 2 p.(1,) By est f, (e~ %). Pour démontrer la partie
y=0
a), il suffit de trouver une suite kX, de nombres positifs telle que
a) fn(e_k"s) comme suite de fonctions convergent sur [0,1] vers
une fonction g(¢) non constante ;

b) les fonctions f, (e—k"z) sont équicontinues en £ = 0 ;

. k,
¢) lim =M.
n=>* Kpyy
En effet, dans ce cas, on sait que la suite f, (e_k"E) convergera
vers une fonction g(§{) uniformément sur tout compact de [0, o),
que g(§) sera la transformée de Laplace d’une mesure u vers laquelle
la suite de mesures H(u,, ; k,) tendra vaguement et que u # &, . Enfin

Mkn
gMg) = lim £, ™) = lim f"(e—kn_lsk,,_,)
n—o n—>oo

M

WY
FEe) = f(g®) .

f(nli_rg fus ( e k
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Pour x €[0,1), soit f*(x) la fonction inverse de

I—f( —x(1-4q)
1 -¢q

ou g = lim f,(0), f*(x) est une fonction convexe dont la dérivée a
n—o
Porigine est 1/M et six € (0,1), f(x) < x. Par le théoréme de Liindberg,

- - . R A 69
si 'on choisit un point a € (0,1), F*(x) = lim @
n—>= f¥(a

une fonction strictement croissante, convexe et continue. Comme nous
Pavons démontré (théoréme 12), si {x,} et { y,} sont deux suites de

existe et est

. . X
nombres positifs qui convergent vers zéro alors que —2 et Yn sont

n xn
F*(x
deux suites bornées, alors lim (x,) Yn _ 1. Posons k,, = f¥(a).On
n>= F*(y ) x,

a bien que
lim = gy 29 _ ]
n—>= k

=—=M
ne1 = fri@  f*0)

=) g <x < LF,(f6) = MF, )
1-4q

Choisissons un entier N tel que si n = N, e *n > q et considérons la
suite de fonctions {u,(s)},n pour 0 <s<1 ot

Soit maintenant F, (x) = F*(

u,(s) = F,(f,(e ") .

u,(s) =M"F, (¢ *"™) . Sia'=1-(1-q)a,

1 -4
*
n__ Fi@)  _ F(l—q) _ _F@
F,(f_,@") F*(l —f—n@") F*(f}(a)
1 —gq
. F*@) . _ F*() 1 — ¢ *n*
M" = Pk Ainsi  u,(s) = ) *(___1 — )
—k,s
l1—e ™

Comme lim

s
= , si §>0 on a que
n>e (1 -q)k, (1-4)
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F*
lim u,(s) = @s .
n—o 1-g¢q

La suite u,(s) converge donc. Vérifions maintenant que les fonctions
x
u,(s) sont équicontinues a s = 0. Puisque e™* < 1 — E si0<x <1,

k k
u,(s) < M"F, (1 - 52—”) = M"F*( 2(—;_"—({)) dés que s est suffisam-

ment petit (0 < -2—(1“1—) < l) .
—4q

Soit p un entier positif, il existe alors un §, tel que pour tout n,
6,k,
2(1 —¢q)
u,(s) < M"F*(kn+p) = M~P. Ce qui montre que les fonctions u,(s)
sont équicontinues & s = 0. Comme F; admet un inverse fonctionnel

S ko

k
p ¢tant donné que lim —';c—”’—= M™P.Si s<5$,,
n

n->e

continu, la suite f, (e_k"s) converge et ces fonctions sont équicontinues
a s = 0. La partie a) du théoréme est donc démontrée.

Démonstration de la partie b). — Soit maintenant une mesure §
dont la transformée de Laplace g (%) satisfait aux deux conditions
suivantes : g(0) = 1 et g (M§) =~f(§'(£)). On peut supposer que
g2(¥) £ 1. Considérons la fonction F*(x) qui est I'inverse fonctionnel
1 -2

de la fonction et utilisons encore la fonction f *(x) qui est

1 -7 =x(1 - q))

Pinverse fonctionnel de la fonction 4 . L’inverse
~ 1 —f@& 1-2M
fonctionnel de la fonction F *(f *(x)) est lf(g ©) = ] g (q £ .

~ l ~ ~
C’est donc dire que F*(f*(x)) = ﬁ F*(x). La fonction F*(x) est

une solution convexe a I’équation de Schrdoder pour f*. Par le théo-
réme 11, cette solution est principale, c’est-d-dire il existe un nombre
k* > 0 tel que F* (x) = k*F*(x). Comme il suit des calculs faits
l—g(E)) §

lors de la démonstration de la partie a), on a que F* ( - =

= l—q.
Dot il existe un k> 0 tel que g(§) = g(k§) et ainsi 4 = H(u; k).
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Démonstration de la partie c). — Pour vérifier que pour tout
re(0,1), ‘/; t"du(t) < oo, il suffit d’établir que pour tout r € (0,1),

.1 = 1 —
gli'% —%(E) = 0. En effet, si pour tout ¢ de (0,1), ———<

ors = [ awy<2 [T = qui<am, . vt b
alors —- = . msons un n e
g he TS Ty g i’ om

L > 1, dont les diverses puissances donneront une partition de [1 , o).
Si 0<s<r, alors

n+l

o0 oo L
[ rdun< 3 Lo [ awo
1

n=0 L

s

< Lr+Ds=nr y IM, < oo,

0

b
n

Etablir que lim ~—§(£—) = 0 revient a établir que lim l(x) = oo
tdo E xdo X Ir

Soit (a, b) un intervalle de (0,1) tel que (:30 f¥a,b)=(0,D) si
Y€(a,b),

F*(f,(») _ F*(y) (f,,(a) Y
[eM62)d (f,@) N1, (»

Jim (f,@)*M" =0,

. (fre @)y M s
1 =M <1,
car ne  (f,@)° M"

lorsque s>1.

s

Ainsi, lim =0 si s>1. Q.E.D.
xyo F*(x)

Démonstration de la partie d). — Calculons la masse que la me-
sure accorde 4 t = 0 u{0} = Elim g(¥) = a. Remarquons que
—>» o0

a= Ji‘fl gM¢§) = ;li','!o fg®) =rf@ .

Ainsia=1loua=g¢q. Sia=1, g(§) =1, ce qui nest pas le cas (jai
repris I’argumentation de Stigum [29]).
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Vérifions maintenant que la fonction u(f) est continiment déri-
vable sur {#|¢ > 0}. Considérons la transformée de Fourier de la me-

sure u : g(i§) = j; e~ du(t). Formellement, appliquons la formule

d’inversion pour la transformée de Fourier de u — g§, .

" feun - aetas = [ e - g et ae

n+1

+ X fb: g(it) — @) e’  dk

n=0 M

+ B (e - aettrag

-M

Soit £ > 0, majorons uniformément en ¢ pour || = h

n+1 . n
f n GO = ./ " (gEM™) — @) e'tM™ g
! 1
=M fM (fn(g(lz)) — q) eiEM"t ds .
1

Utilisons la majoration suivante : si A(¢) est une fonction continue
sur [a, b], si B =sup{lh(t)| |t € [a, b]} et si

w,(8) = sup{|la(t,) — h(@t) | 1t;€[a,b], |t, — t,| <8},

b Br b-—a T
alors |£ B et < o+ = wh(;)-
Posons

B, = sup{If,(8(i§)) —ql |1 <§<M}
u, =sup{If/(gGE)I 11 <E<M}.

Soit k¥ un nombre de (f'(q), 1) alors comme on peut s’en convaincre

B !
(cf. Stigum [29]), lim —% = lim #—',', = 0 . Et nous avons
n—o>e k n—>e k
M . M B, tM™" , aM™"
| [ Gatee) — @)1 a1 < 2T+ Mupw, ()
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1

Puisque pour tout r € (0,1), f t"du(t) < oo, on a qu’il existe une
()

constante C, telle que

lgi§,) — g(i§,)I < C, |§ — &7, si r€QO,]).
Ainsi
B, 7M™" + CMu, M~ ""g"
h h"

S Y (gl — @) ™Mt | <

Remarquons aussi que si M" <a<M"*'  |¢t|=>h

B,m N C,Mp, a"M"(1="
h

¢ ey itt <
|fM,,(g(zz) Q) et dg| < -

Choisissons r de telle sorte que kM'™" <1 et r<1, on peut alors
trouver une constante D telle que
D (k Ml —r)n

Mn+l .
| [n @GO -petdEI< = s 11>k

Par le théoréme de Weierstrass, puisque 2, (kM!™")" <oo,

n=0
N .
[ a® - ayettr ag

donne une suite de fonctions qui converge uniformément sur {¢||¢|=>h}.
La limite de cette suite existe donc sauf peut-étre pour ¢ = 0, et donne
une fonction w(#) qui est définie et continue sur {¢|¢ # 0}. Ainsi
du(t) = qby() + w(t)dr .

Enfin, le fait que w(#) > 0 si ¢ > 0, vient du théoréme 8 de [8].
La démonstration du théoréme 20 est compléte.

DEFINITION. — La loi-limite d’'un processus en cascade dont la
moyenne est finie et dépasse un et dont la fonction génératrice est
f(2) est une mesure de probabilité dont la transformée de Laplace
g(¥) n’est pas constante et satisfait I’équation fonctionnelle

gM§) = f(g(®) .
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2. Fonctions qui commutent avec f et fonctions harmoniques.

Revenons & un processus en cascade purement expansif dont la

fonction génératrice est f(z) = 2 p(n)z"

THEOREME 21. — Soit f(z) = 3, p(n)z" la fonction génératrice
n=1

d’un processus en cascade purement expansif indécomposable (L = 1)
avec T np(n) log? n < o | soit h(x) une fonction harmonique a laquelle
on associe la fonctionnelle H pour les séries de puissances d coefficients

positifs et soit c(z) = Y, c,z" alors que ¥, n |c,| < e, que le premier
1 1

coefficient non nul de la série c(z) est positif et que c(f(z)) = f(c(2))
sur un voisinage de z = 0, alors H((c(2))*) =2 Opourx = 1,2 ,3,

Vu le corollaire du théoréme 11 de [8], il suffit de vérifier le

théoréme 21 lorsque % (x) est de la forme A (x) = 2 cM'w,_ (cM™).

n=—oo

Soit c(x, y) le coefficient de la puissance z” dans le développement

en série de Taylor de (c(2))*, cest-adire (c(z))* = Y c(x,y)z”.

dnnd
y=1
Evaluons :

=° 1 e .
2 e,y w, ()= 2:. —c(x,) Efwy(g(is)y_‘ g @) e’ dk

y=1 -
= —1_ h 3 2 -1 1. it
Ty ‘/:,,—(yZ:l cx,»)y(gi§) g iH)e f) df .

Le changement d’ordre entre l'intégration et la sommation est
légitime par le théoréme de convergence bornée de Lebesgue :

2=

I c(x, )y’ g'ip) e’ | <| il yietx,»| gG@Hl
=

y=1

Or Z ylex,y)I<x Z nic,| <ee et g'(i§) est intégrable au sens

de Lebesgue par le lemme 6 de [14]
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1 oo
2 et w0 =5- [ x(c@ip) ™ ¢ (et)g' (k) e* dt .
y=1 M Yoo

Comme f(c(2)) = f(c(z)) sur un voisinage de I’origine, par ana-
lyticité, on a que f(c(¢)) = c¢(f(#)) pour 0 < ¢ < 1, ce qui oblige la
fonction ¢ d valoir 1 4 z=1: li_r)n c(f_,(0) = lim f,(c(®) =1

Posons
k(&) = c(g(®) , h(M§) = c(g(M§))
=c(f(g®))
=f(c(g®)) = f(h(¥) .

On sait (cf. Levinson [19] ou cf. le corollaire du théoréme 11),
qu’une solution dérivable & § = 0 i I’équation fonctionnelle

hM§) = f(h(¥)
est nécessairement de la forme g(af). Par analyticité, c(g(z)) = g (az)

siRez>0, ) clx,y) tw,(t) =a'tw, (@ '1). Vu que
y=1

> tM"wy(tM") est 0(»), on a que

n oo

Y cx, y)( $ M w, (IM™)) = ¥ a M w, (@' M") > 0

y:l n=—oo n=—oo

Q.E.D.

Remarque. — Le fait que p(n) 2 0, 0 < pu = p(1) < 1 n’assure
aucunement que les coefficients d’une série c¢(z) qui commute avec
f(z) sont positifs. Par exemple, s’il existe un N tel que p(N) = O,
5@

un
alors la fonction c(z) = F'l(\/u F(z)) n’a pas tous ses coefficients
positifs, car c(c(z)) = f(2).

N > 1 et si F est la fonction de Schroder de f, F(z) = lim
n—yo



ITERATION DE FONCTIONS ET PROCESSUS EN CASCADE 245

3. La fonction de Schroder et la fonction caracté-
ristique de la loi-limite.

Considérons toujours la fonction génératrice f(z) = 2 p(n) z"

n=1
d’un processus en cascade purement expansif de moyenne finie. Soit
g(¢¥) la transformée de Laplace de la loi-limite du processus. Nous

allons préciser le comportement asymptotique de g(&) lorsque § —> oo,

THEOREME 22. — Soit f(z) = puz + 2 p(n) z" la fonction géné-
n=2

o

ratrice d’un processus en cascade ou p ¥ 0, Z np(n) < oo et soit
2

g(¥) la transformée de Laplace de la loi-limite du processus, c’est-a-dire
gM§) = f(g (%)) alors on peut trouver deux constantes C, et C, stric-
tement positives telles que pour tout £ = 1, C,E“ <gl®) < CZE“ ou
log pu
o= ———-:
log M

Ja ()

Démonstration. — Soit F(¢) = nli_l)nm , posons H(§) = F(g(§)).

On a que HM$) = F(g(M¥§)) = F(f(g(}))) = nF(g(¥)) = pH(¥).Si
« est Pexposant tel que M? = pu, si

Cf=inf§§£(7§)ll<£<M§

H
C§=sup§%£)il\£<Mz ,
— g(§) — H(¢)
alors C*£*<H(¥) <C} £“ pour tout £ >0. Elﬂ—z?—: gh_'fi = = c
H
et im 22 = tim T% _ ¢+ ¢rant donné que F'(0) = 1 .
oo f—>oo E

COROLLAIRE. — Si w(?) est la densité de la loi-limite du processus,

s
f w(t) dt = 0(s™%) lorsque s tend vers zéro.
0
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Remarque 1. — Si g(z) est le prolongement analytique de g(§)
au demi-plan Rez 2 0, on démontre de la méme fagon qu’il existe
un R > 0 et deux constantes C; , C; telles que 0 <Cj et |z| >R,

Rez >0 ———>c;<'@'<c;.

lz|*

Remarque 2. — Si 2 np(n) log n < e, on peut estimer I’ordre
1

de croissance de la fonction de Schroder au voisinage de t =1 : on
peut trouver deux constantes D, et D, telles que si ¢t €[0,1),

F(1)

0<D, < ——
1 (l_t)d

<D, .

THEOREME 23. — Soit f(z) = Y, p(n)z" (m > 1) la fonction

n=m
génératrice d’un processus en cascade admettant une moyenne finie

(M = 2 mp (n) < °°) et soit g(§¥) la transformée de Laplace de la
1

loi-limite du processus, alors on peut trouver deux constantes stric-

. o -p, ¢f -Dytf
tement positives telles que si £2 1, e <gl¥)<e ou
log m

- log M

Démonstration. — qglhons la fonction de Bottcher associée a
f:B({#) = lim (f,,(t))"‘ , on a que B(f(#)) = B(¢))" et B'(0)> 0.
n—>oo

Posons H(¢) = log B(g(§)). On vérifie aisément que HM &) = m"H(¥).
On peut donc trouver deux constantes positives C§ et C; pour lesquelles

1
_ CXEP < H(F) < — C*EP lorsque f = % . Ainsi

.0 P [
0< lim g(§) e 1Y et Jim g® et < oo .
E>= ®

Le théoréme découle facilement de cela.

Pour un instant, regardons le processus en cascade gouverné par
la distribution géométrique p(n) =p(1 —p)*' n=1,2,... On
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vérifie que la transformée de Laplace de la loi-limite est g(2)=f:|_—£

pz R

———— &8
1-(1-p):z

1
. Dans ce cas F(g(§)) = _’é_ . Cette identité est remarquable.

alors que la fonction de Schroder associée 4 f(z) = t

z
1-2

Dans le cas général d’un processus en cascade, f(z) = uz + Z p(n) z"
n=2

avec M = 2 np(n) <o, on peut se demander quand est-ce que la
1

fonction de Schroder F(z) associée 4 f et la fonction caractéristique
g(§) de la loi-limite du processus sont liées par une identité du type

lo,
F(g})) = A% ol a = -—g-i. Ceci aura lieu par exemple lorsque

log M
. 8% _ < . .
thm == A . Lorsque Z np (n) logn < o= ceci se produira lorsque
-0 1
. F(x) <
li

m —— - = A. Si I'on suppose encore que 2 np(n) logn < oo
T (1 —x) 1

une autre situation ol I'on aura F(g(¥)) = At% est lorsque toute
fonction c¢(x) définie sur [0,1] telle que c(f(x)) = f(c(x)) et que
¢'(0) existe est nécessairement dérivable & x = 1 : en effet, soit ¢, (x)
la fonction telle que c¢,(f(x)) = f(c,(x)), ¢;(0) = pu* (> 0), on a
que F(c,(x)) = p* f(x) et c,(g(¥)) = gM'§). D’olr si M = ¢,

F(g(M") = p’F(g(1)) = F(g(1) M .

En se servant du théoréme 9, on voit que dans un processus en cascade
indéfiniment divisible, on a bien F(g(§)) = F(g(1)) £*. En effet, si
t > 0 et sic,(z) est la série de puissances F~!(u* F(2)), alors les coef-
ficients de c¢,(z) sont tous positifs et 'on obtient que ¢,(1) =1 et
c,(1) = M*.

Pour illustrer la difficulté d’étudier ce dernier probléme, consi-
dérons la situation suivante sur [0,1]. Considérons une fonction
f:10,11 —> [0,1] telle qu’il existe des nombres u, M, a et b pour
lesquels u < 1 <M, 0<a<b<letf(x)=uxsix<a,

fG)=1+Mkx -1

si x 2 b, f(b) =a et f est croissante. Déterminons la fonction de
Schroder S(x) associée & f. Alors
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x si x<a
S (x) .
— si a<x<b
Sx) = K
1+M'(x -1
A n+(:c ) si a<1+M'(x-1D<b.
M
Considérons maintenant un § tel que 1 —b<§(<1 —gq, alors
. ¢ fa-§
g® = lim £,(1-=5) = 1 - £SG@®) = “— lorsque
n—>o M M

1-b<t<1-a.

On voit qu’en général, on n’aura pas que S(g(£)) = A% et que les
fonctions ¢ : [0,1] —— [0,1] telles que c(0) = 0,c'(0) existe et
> 0 ne sont pas dérivables a3 x = 1. Dire que F(g(§¥)) = A¢ ¢ revient a

F -1
F,((Zz)) = a _&g @ . Désignons par H,(z) et H,(z) les

i( ~1(2))
dz £
fonctions définies sur (0,1) telles que
a) H;(f@) =f'@)H;(2) i=0 et 1
Ho(X) = 1. lim Hl (x) =1

b xh—IPo x > x>11—x

dire que

alors F(g(§)) = At” si et seulement si Hy(x) = aH, (1 — x) .

Je voudrais faire remarquer une conséquence géométrique de
Pidentité F(g(¥)) = A¢“. Considérons la fonction F(z) pour |z| < 1 ;
si |10|<m, posons Ty ={z|3¢+>0 F(z)=te®}. On voit que
f(Ty) =T, . Dautre part, soit vy, ={g(¢)|arg & =¢} on a que
f,)=1,- Si F(g(§¥)) = At?, Yo ET¢, - Une telle observation
invite & poser plusieurs questions de ce type :

1) Si le sous-groupe engendré par {n — m|p(n) # 0, p(m) # 0}
est Z, est-il vrai que :

A f,(8) =gH)U{0} od A={z|1z|<1} et H={z|Rez >0},

2) Est-il vrai que liin arg F(e’®) = an .
oo

3) Sous quelles conditions, g(§) est-elle injective sur H.
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Enfin, on peut se demander ce qui se passe lorsque p(1) = 0.
Je termine en indiquant une solution a 'équation H(f(2)) =f'(z) H(2).
Si p(1) = 0, soit B(#) la fonction de Bottcher associée a f, alors la
B(?) log B(¢)

fonction ;
B' (1)

est une solution de I'équation fonctionnelle.

Addendum.

E. Seneta a publié un article intitulé Functional equations and
the Galton-Watson process” (adv. Appl. Prob. 1, 1-42, 1969). Plusieurs
des idées qu’il exploite se répétent dans le présent article. En parti-
culier, j’indique que le théoréme 4.1 de son article est la partie a) du
théoréme 20 de cet article-ci. De méme, S. Karlin et J. Mc Gregor
ont jeté beaucoup de lumiére sur la fonction F(g(¥)) dans leur article :
“Embeddability of discrete time simple branching processes into con-
tinuous time branching processes’” (Trans. Amer. Math. Soc., 132,
(1968), 115-136).
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