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FEGEN UND DUNNHEIT MIT ANWENDUNGEN
AUF DIE LAPLACE-UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG

par Wolfhard HANSEN

Einleitung.

In der Arbeit “On the Dirichlet problem for the heat equation”
von Effros und Kazdan ([S]) werden fur die Warmeleitungsgleichung
Regularitdtskriterien fiir offene Mengen mit hinreichend glattem Rand
untersucht. Entscheidend ist dabei der folgende Satz, der mit einigem
analytischen Aufwand bewiesen wird : Ist B, eine offene Kugel im
R” und B = {(ax, — a?) : > 0, x €B,}, so ist B nicht dinn in 0.

Die vorliegende Arbeit beruht auf dem Versuch, prozesstheore-
tisch motivierte f]berlegungen zu benutzen und damit einen Satz iber
harmonische Raume zu beweisen, dessen Spezialisierung auf die Warme-
leitungsgleichung eine Verschirfung des obigen Satzes ist. Dazu ist
zunichst ein Giber bisherige Untersuchungen hinausgehendes Studium
des Fegens von Massen notwendig, das unabhingig von dieser Moti-
vation von Interesse ist. Insbesondere ergibt sich dabei ein kurzer
Beweis dafiir, dass ein auf eine Menge B gefegtes Mass auf dem feinen
Abschluss dieser Menge sitzt.

In vielen Fallen sind die Satze wohl am ehesten verstindlich,
wenn man sich vor Augen fihrt, dass fir einen zugehorigen Prozess
die Verteilung der ersten Treffer an einer Menge das zugehorige gefegte
Mass ist, bei Start in einer Absorptionsmenge diese nicht mehr ver-
lassen und eine polare Menge niemals getroffen wird (vgl. [2]). Vor
allem der Beweis des wichtigen Satzes 3.3 beruht auf solchen Uber-
legungen. Darin wird fiir eine Menge B und einen Punkt z ein Zusam-
menhang hergestellt zwischen Diinnheit von B in z einerseits und
Polaritit von B und der Beziehung zwischen Fegen auf B und Fegen
auf B\A, fur eine gewisse Folge (A,) von Absoprtionsmengen ande-
rerseits.
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Fur die Wiarmeleitungsgleichung ergibt sich daraus, dass eine in
einem Punkt z parabolisch zusammenziehbare Menge (s.S.) genau dann
nicht diinn ist in z, wenn ihr ‘“‘unterhalb’’ von z gelegener Anteil
nicht polar ist.

Es erweist sich aber, dass das Vorhandensein von geeigneten
Absorptionsmengen dafur gar nicht entscheidend ist. Wichtig ist nur,
dass die Menge B im Punkt z durch Homomorphismen des harmo-
nischen Raumes zusammengezogen werden kann. Es ergibt sich ein
Satz (Korollar 5.6), der in gleicher Weise auf die Wirmeleitungsglei-
chung wie auf die Laplace-Gleichung angewendet werden kann.

Fir die Laplace-Gleichung erhilt man, dass eine in einem Punkt
zusammenziehbare Menge (s.S.) genau dann nicht diinn ist in diesem
Punkt, wenn sie nicht polar ist.

In einem letzten Abschnitt werden als Ergdnzung zu den gefegten
auch reduzierte Masse eingefiihrt, die bei den vorherigen Betrachtungen
schon etwas im Hintergrund standen. Dabei ergeben sich Approxima-
tionssitze fiir das Reduzieren (Fegen) auf Borelsche Mengen durch
Reduzieren (Fegen) auf offene Obermengen bzw. kompakte Teilmengen.

1. Einige Eigenschaften des Fegens von Massen.

Es sei (E ,b3€) ein streng harmonischer Raum im Sinne von H.
Bauer (s. [1]). *¥€* sei die Menge aller positiven hyperharmonischen,
8" die Menge aller positiven superharmonischen Funktionen auf E.
%, sei die Menge aller stetigen reellen Potentiale, die ausserhalb einer
kompakten Menge harmonisch sind, und 91, die Menge aller positiven
Radonschen Masse auf E, fir die alle Funktionen aus €, integrierbar
sind.

Zu jeder Teilmenge B von E und jedem u €9, gibt es dann
bekanntlich genau ein Mass uB € NG, mit f pduB = f R? du fur

alle p € %, , das zu p und B gehorige gefegte Mass. Fiir scharfe Aus-
sagen iliber solche gefegten Masse ist das folgende Lemma niitzlich.

LEMMA 1.1. — Sei B eine Teilmenge von E, K eine kompakte
Teilmenge von CB und s € 8" reellwertig. Dann gibt es zu jedem
€ > 0 eine fein-offene Obermenge H von B mit



FEGEN UND DUNNHEIT MIT ANDWENDUNGEN 81
H < #B
Ry <R/ +€ auf K.

Beweis. — Sei € > 0 und (0,) eine antitone Folge offener Teil-
mengen von E mit N 0, = K. Firn€N sei B, =B\ ©,. Dann ist

n=1

§" NK = @ und daher
{R¢ : G fein-offen, B, C G, GNK = @}

eine absteigend filtrierenq;e Familie von auf K stetigen reellen Funk-
tionen, deren Infimum R," ebenfalls auf K stetig ist. Daher existiert
eine fein-offene Obermenge G, von B, mit

R," <R." + = wf K. ()
Es sei nun
Hn = mgn Gm
Fir alle n €N ist dann
€
RI"<R.)+ 2 P @)
m<n

Fiir n = 1 ist das Ungleichung (1). Es gelte Ungleichung (2) fur ein
n 2 1. Dann ist auf K wegen (1) und B, CH, NG, ,,

H H G H NG
n+1 n n+i n n+1
R,"*'<R,"+R,"' —R,

B B € B
< R:n + 2 —% + Rs'”l + n+1 —R:n
m<n 2 2
B €
=R:"+l + 2 m
m<n+1 2

Fir die fein-offene Obermenge H := OH=UG
= n:
gilt also auf K

H B ~
RE=supR,"<supR," +e <RP+e=RP +¢ .

Bemerkung. — Ist s sogar stetig, so kdnnen wir offenbar alle G,
und damit auch H offen wihlen.

Zusammen mit der in [4], S.278 bewiesenen Charakterisierung der
Punkte, in denen eine Menge diinn ist, liefert dieses Lemma zum
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Beispiel einen kurzen Beweis fiir die erstmals in [4] mit rein potential-
theoretischen Methoden bewiesene Tatsache, dass die auf eine Menge
B gefegten Masse auf dem feinen Abschluss von B sitzen, nimlich den

Satz 1.2. — Fir alle Teilmengen B von E und p € W, hat das
Komplement des feinen Abschlusses von B ein inneres uB-Mass Null.

Beweis. — Sei B eine Teilmenge von E und u € 017, . Es sei K
eine kompakte Teilmenge von E, die disjunkt ist zum feinen Abschluss

von B, und p ein strenges reelles Potential mit f p dp < oo, Dann ist
nach [4], Korollar 1.2 R
KCCBN[R,; <p].

Fur jedes n €N existiert nach Lemma 1.1 eine fein-offene Obermenge
H, von B mit

.p |
Pn :=RP"<R§+; auf K. (1)

Da p, ein Potential ist und auf B mit p Ubereinstimmt, ist

und
f-pyaw® = [ ®Rp - R} ydu=0. )
Sei

K, =Kﬂ[R,‘,’ + 711-<p] .
Auf K, ist p, <p wegen Ungleichung (1). Also folgt aus (2)
uP(K,) =0.
Wegen K = n(:Jl K,, ist daher auch
HB(K) =0 .

In unserem Zusammenhang ist Lemma 1.1 wichtig durch die folgende
Konsequenz :

SAtz 1.3. — Seien B, , B, Teilmengen von E, B, enthalten in
einer kompakten Teilmenge von CB, . Es sei K eine kompakte Teil-
menge vonC B, , s€ 8" reellwertig und € > 0. Dann existieren fein-
offene Obermengen G, von B, und G, von B, mit
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G, B,
R 62<R,52 +e auf B,UK.

Ry R:

Beweis. — Sei t€8* mit 0 <t < 1/2 auf B, UK. Nach Lemma
1.1 existiert dann eine fein-offene Obermenge G, von B, mit

G N
R;2<R2+et auf B,. )

Ebenso existiert nach Lemma 1.1 eine fein-offene Obermenge G, von
B, mit

G B
Re <R§ += af K
2 2
RS RS
Also ist auf K
G B €
R <R} + =
R, > R2+er 2
1 By
SR 5 tet+ <R, +
k.' ﬁ."z
Auf B, ist aber nach (1)
G G . B B
Rg =R 2<R2+et<R} +¢.
2 s By
Rl‘ RS

Der folgende Satz zeigt, wieweit man das Innere aus Mengen heraus-
nehmen kann, ohne darauf gefegte Masse zu verindern.

Satz 1.4. — Sei B_ eine Teilmenge von E und O eine offene
Teilmenge von B mit © C B. Dann ist fiir alle z € E, die keine fein-
inneren Punkte des feinen Abschlusses von © sind,

gB=¢gB\e

Beweis. — Sei pE®R, und vE*J¢ mit v<p und v = p auf
B\©®. Sei
v in Ceo,

I in ©.

Fir w € *J€* genigt es zu zeigen, dass w in allen Punkten aus dem
Rand ©* nach unten halbstetig ist und fur alle x € ©* und regulédren
Umgebungen U von x gilt
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f wdpl <w(x) .
Sei also x € ©*, Dann ist wegen p 2 v auch p 2 w =2 v, also

lim inf w(y) 2 lim inf v(y) = v(x) = w(x) .
y—=>x y—>x
Weiter gilt fiir jede regulire Umgebung U von x wegen x € ©* C B\ ©
f w du? <f pdul <p(x) =v(x) =w).

Also ist w € *3€¢* und w = p auf B. Damit folgt

RB\® > RE in Co,
also
REV =RE  in Co.

Regularisieren ergibt im feinen Inneren von Co
5B\e _ BB
Rp - Rp 4

also Rg\e = f{: auf dem feinen Abschluss des feinen Inneren von
C 0. Das ist aber gerade das Komplement des feinen Inneren des
feinen Abschlusses von ©. Damit folgt die Behauptung.

KOROLLAR 1.5. — Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von E,
z kein fein-innerer Punkt von B und B, eine beliebige Teilmenge von

E. Dann ist

gBUB;
z

= E:B‘\.JBI
z

Beweis. — Fir ©:= B ist ©* CB und
(BUB,N0CB*UB, CBUB, .
Nach Satz 1.4 ist
E:Bunl)\e =€fUBl .
Also ist auch

B*uB BuB
1 — 1
€, =€, .

Sarz 1.6. — Seien B, , B, Teilmengen von E und p€ 9, . Ist
B, im feinen Inneren von B, enthalten, so ist

B,.B B
wH'=p2.
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Ist B, sogar im Inneren von B, enthalten, so ist auch
B
(T

Beweis. — Sei zunachst B, enthalten im feinen Inneren von B,
Fur alle p € %, ist dann R %1 = p auf B, , also

By _ 32

R, - R
14
und daher
[raw™™ = [Rla = [k ’B du =
—fR @-fp@
Also ist

@) =

Sei nun sogar B, C 1031 und B, relativ-kompakt. Es sei p € %, . Defi-
nieren wir
. G,uGy
/] =infR ! ,
By.By nf RS RS2)

p
wobei das erste Infimum iber alle fein-offenen Obermengen G, von
B, und G, von B, zu nehmen ist, so ist nach [4], S.275

B, B, B, UB,
R, +R,"=R, + Py, 8,
Wegen B, UB, = B, ist also
By _
Rp - pBl , BZ .

Ist G, eine fein-offene Obermenge von B, und G, eine fein-offene
Obermenge von B, mit G, CG, , so ist

G,uG, _ 56

G, G,, =®g, -
. 1 G2 2
mf(Rp Ry ) R,

Also ist
— infiRzéz : G, fein-offen, B, C G, .
14

Es sei © eine fein-offene Obermenge von B, mit ®C ﬁ, , G, eine
fein-offene, relativ-kompakte Obermenge von B, . Fur jede fein-offene
Obermenge G, von B, ist dann nach Satz 1.4 inC @
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G G,\eo
RE =R
R, 2 R 2
P P

Da G,\9 eine kompakte Teilmenge von C B, ist, folgt damit aus
Satz 1.3 und erneute Anwendung von Satz 1.4, dass in C ©@ gilt

inf{R°%_ : G, fein-offen, B, C G,
R,’

_ 5G1\® _ch
=R; =Rjp .
R 2 R
_ p p
In C® ist daher
R"
Py, .8, = 282’
p
also
.B N . B
2 _ _ »B1
Rp _pBl’B2 _RA52 -
Rp

Wegen © C B, ist auch in ©

R“z _ pB1

1 4 ,.32 °
R
14

Sei nun nur noch B, C ]3, . Es existiert eine isotone Folge (K,) kom-

pakter Teilmengen von E mit 01 K, = ﬁl und eine Folge (K},) kom-
n=

pakter Teilmengen von E mit K, C Io(:,+  und Dl K, = E. Firr jedes
n=
nE€N sei
C,=B,NnK',,,, D,=B,NnK,NK,.
Dann ist
e ) o 9., ]
D,CK,NnK,CB,NnK,,, =C,

und C, relativ-kompakt. Nach obigem ist also fur alle n €N

. D . C
n __ n
Rp _RAD,,’
p
also auch
. B . D - C - B
2 _ n __ n __ 1
Rp —supRp —supRAD”— B,
Rp Rp

Da dies fur alle p € @, gilt, ist damit gezeigt

B B;.B
pr=@ .
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Bemerkung. — Das folgende Beispiel zeigt, dass ut2 = (ut)P2
nicht notwendig gilt, wenn B, nur Teilmenge des feinen Inneren von
B, ist : Sei nimlich A eine nicht-triviale Absorptionsmenge fiir die
Wirmeleitungsgleichung, B, = A und B, = A*. Fir z€ CA ist dann

€22 % 0, aber €,1)°2 = €A")A" =0, da €A* von A* getragen wird
und A* absolut diinn ist (s. Satz 2.5).

Der folgende Satz und sein Korollar liefern hiufig eine Moglich-
keit, von der Nicht-Diinnheit zweier ‘‘grosser’” Mengen in einem Punkt
auf die Nicht-Diinnheit “kleiner’”” Mengen in diesem Punkt zu schliessen.

Satz 1.7. — Sei B eine Teilmenge von E, z €E und sowohl B
als auch CB nicht diinn in z. Dann ist B* nicht diinn in z.

f 3
Beweis. — Nehmen wir an, es ist B* diinn in z. Wire dann l%
o o
diunn in z, so auch B U B*, also erst recht B. Daher ist dann B nicht
diunn in z. Ebenso ist C% nicht diinn in z.

Mit dem Barrierenkriterium fur regulire Randpunkte konnen wir

daraus sofort einen Widerspruch ableiten. Denn aus B und C B nicht
diinn in z, folgt zunichst, dass z ein regulirer Randpunkt sowohl von

ﬁ wie auch von CB ist. Es existieren also offene Umgebungen U, und
o
U, von z, ein streng positives s, € s (U, N B) und ein streng positives
s, € 8" (U, N CB) mit
lim s,(x) = lim s,(x) =0 .
X—>2z x>z

°
x€eB xe€e

Setzen wir U = U, NU, und

s, inUNB,

s, inUN C-oﬁ ,

so ist offenbar ¢ €8* (U N CB*) streng positiv mit
lim t(x)=0.

x>z
xeCB*

Daher ist z ein regulirer Randpunkt von CB*, also C(CB*) = B*
nicht diinn in z im Widerspruch zur Annahme.
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Dieser Widerspruch ergibt sich aber auch aus unseren Fegesitzen :
Sei K eine kompakte Umgebung von z, C = Cqﬁ NK, (0,) eine antitone
Folge offener Teilmengen von E mit ﬁl ©,=B*NKundC,=C\0,.

n=
Dann ist auch C nicht diinn in z und Gl C, = C. Nach Satz 1.6 ist
n=
fur alle nE€EN
C o C - a
€;"° = (€,"")".

c —= . . = s
Da €," von C, , also einer Teilmenge von CB getragen wird, ist nach
Satz 1.4

€™ = €M™ |
Ist p€ X, , so ist also fur alle n EN
*

~C _ .C AB*
Rﬁ']'.s(z) = Rk'l',:(z) <R, @,
14

.5
Rp

also, da C und § nicht diinn sind in z,

p(2) = R€5(2) = sup f{c’i(z) < Rg'(z) .
Rp ;\l;
Fir alle p € %, ist also RE'(z) = p(z) und daher B* nicht dimnn in z.

KOROLLAR 1.8. — Es sei B eine abgeschlossene und © eine offene
Teilmenge von E. Es sei z€ 0 und B, , B, Teilmengen von O\B, die
nicht diinn sind in z und mit keiner Zusammenhangskomponente von
O\B gleichzeitig Punkte gemeinsam haben. Dann ist B nicht diinn in z.

Beweis. — Sei C die Vereinigung aller Zusammenhangskompo-
nenten Z von O\B mit ZNB, # Q. Da O\B offen und E lokal
zusammenhingend ist, ist C offen. Es ist B, CC und B, C CC. Es
sind also C und C C nicht diinn in z und damit nach Satz 1.7 auch
C* nicht diinn in z, also auch ® NC*. Es ist aber ® N C* C B. Sei
nimlich x € (0 N C*)\B. Da E lokal-zusammenhingend ist, gibt es
eine zusammenhingende Umgebung U von x mit UC E\B. Es ist
UNC # @, gibt also eine Zusammenhangskomponente Z von O\B
mitZNB, #@und ZNU # Q. Esist dann Z U U zusammenhingende
Teilmenge von O\B, also Z UU = Z C C. Insbesondere ist x € C. Das
steht aber im Widerspruch zu x € C*, da C offen ist.
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Bemerkung. — Falls 1 € *3€", erhilt man unter Benutzung eines
zugehorigen Huntschen Prozesses sofort die folgende schirfere Aussage:
Sei B eine Teilmenge von E, z €E, V eine feine Umgebung von z und
B, , B, Borelsche Teilmengen von V\B, so dass kein Weg in V\B
gleichzeitig mit B, und B, Punkte gemeinsam hat. Sind dann B, und
B, nicht diinn in z, so ist auch B nicht diinn in z.

LEMMA 1.9. — Sei G eine fein-offene Teilmenge von E, B eine
Teilmenge von E und u €I, . Dann ist

(°" B (B®) = (1) (G) .

(Fur jedes v EL, bezeichnen wir mit vy das innere und mit v* das
dussere Mass zu v).

Beweis. — Nach [4], Theorem 1.1 ist u® < uB" 6 + uB\G  Fir
jede kompakte Teilmenge K von G ist also

pB(K) < " B(K) + uB\6(K) = uS"B(K) ,

da uB\S (K) = 0 ist nach Satz 1.2. Damit folgt die Behauptung.

Sa1z 1.10. — Seien B, , B, Teilmengen von E und s€ 8" reell-
wertig. Dann ist fiir alle z € E

R (z) > inf s(B,) - (EL2)* (B,) .
Ist 1€8*, so ist
&1E) > ) By,

falls z kein Punkt aus B, ist, in dem B, diinn ist.

Beweis. — Die erste Ungleichung ist trivial, falls inf s(B,) =0
ist. Sei also inf s(B,;) >0 und 0 < a < inf s(B,). Dann ist [a <]
eine offene Obermenge von B, . Sei G eine Borelsche fein-offene
Menge mit B, C G C [a < s]. Dann ist fir alle z€EE

- ~GNB
Ré(2) =RS(z) >R, 2(2)
= [ sdel "2 > qe] "P2(G)

> ae,2(G) > aer?)* (B,) .
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Dem Beweis von 3.2.1 in [1] entnimmt man
R.!(z) = inf {RS(z) : G fein-offen, Borelsch, B, C G}
und damit
R2(z) > inf s(B,) - (£22)* (B,) .
Ist 1€8" und z kein Punkt aus B, , in dem B, diinn ist, so folgt
B . B B
e1E) = R,'(2) = R, (@) > (£;)* B,) .

Bemerkung. — Ist B, eine nicht-leere polare Menge, B, = E und

ZEB,, soist al:‘ = 0, aber (E':’)* (B,) = €¥(B,) = 1, also die letzte
Ungleichung falsch fiir alle z € B,

KOROLLAR 1.11. — Sei P polare Teilmenge von E und p €I,
mit u*(P) = 0. Dann ist fur jede Teilmenge B von E (uB)* (P) = 0.

Beweis. — Es gibt eine polare Borelsche Obermenge P' von P
mit u(P") = 0. Sei B eine Teilmenge von E und (K,)) eine Folge kom-

pakter Teilmengen von E mit U K, = E. Es existieren reelle s, € 8"
mit s, = 1 auf K, . Nach Satz 1 10 ist daher fir alle n€N

W@ 0K, = [ 2@ nKydp@ < [ R, @ due)

= [R" @ duc) =
Daher ist auch i
P @ <pP@)< X wP®'NK,) =0

Bemerkung. — Fiur Brelotsche harmonische Rdume mit Axiom D
steht dieses Korollar als prop. 28.4 in [8].

KOROLLAR 1.12. — Sei B eine Teilmenge von E. Es existiere eine
offene Teilmenge © von E und eine Umgebung U eines reguliren
Randpunktes von © mit ®* NU C B. Dann ist B nicht polar.

Beweis. — Sei f eine stetige reelle Funktion auf ©* mit kom-

paktem Triger in ©* N l°J und f(2) > O fur einen reguliren Randpunkt
z von O. Dann ist
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lim eX* (N =f@>0.

x€ 0

Es exxstlert also ein x € @ mit E:c ) > 0. Da der Triger von f in
©* NU liegt, ist daher auch €% ©* N 1) > 0. Nach Korollar 1.11
ist daher ©* NU nicht polar, also erst recht’ nicht B.

Wir wollen eine Teilmenge B von E absolut-diinn nennen, wenn
€3 = 0 ist fur alle z € B. Jede polare Menge ist offenbar absolut-diinn.
Jede absolut-diinne Menge ist total-diinn : Sei B absolut-diinn und
u € *J¢' streng positiv. Dann ist RB = 0 auf B, also auch auf dem
feinen Abschluss von B. Es ist also R? < u auf dem feinen Abschluss
von B und daher B diinn in allen Punkten des feinen Abschlusses von
B. In allen anderen Punkten ist aber B diinn nach Definition der
feinen Topologie. Also ist B total-diinn (und damit in Wirklichkeit
bereits fein-abgeschlossen).

Fir das Fegen auf die Ridnder von Absorptionsmengen bei der
Wiarmeleitungsgleichung, die ja absolut-diinne Mengen sind (s. Satz 2.5),
sind die folgenden beiden Sitze von Interesse. Sie sind eine weitere
Anwendung von Satz 1.3.

SATz 1.13. — Sei B eine absolut-diinne Borelsche Teilmenge von
E und B, , B, disjunkte Borelsche Teilmengen von B mit B, U B, = B.
Dann ist fur alle p€J,, .

WP = "+
Beweis. — Sei p €®,, K, kompakte Teilmenge von B; und G;
fein-offene Obermenge von K; (i = 1,2). Wegen

. Gy ;G2 Gy Gy
Io,uc, - inf ®R,',R,)) <Ig -R,*+ I, R,
ist
G,uUG G G
1772 4. <R +RZ
inf (R, !,R,2) R, 2 R, !
p *Rp p P

und daher nach Satz 1.3

. G,U G, _ .
Pk,,k, = inf Rinf (RG’ Oa) G, fein-offen, K, C G,
[ 4
<R"L +R? <2RB.B :

Ky
2
Rp

P
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Da B absolut diinn ist, ist aber Rg = 0 auf B, also

Px,,x, = 0.
Daher ist
K UK,

R,

_ pkK1 K,
—-Rp +RP _pKl,K2
_ pk1 K,
=R, +R)?.

Nach [1], 3.2.5 und dem Choquetschen Satz liber Kapazititen folgt
daraus

B By By
R,J = Rp + Rp ,
also
B _ pb1 B,
Rp = Rp + Rp
vnd

Das ergibt die Behauptung.

Ist p €91, und B eine beliebige Teilmenge von E, so definieren
wir u |z durch

(#1g) (©) = inf {u(B NC) : B Borelsch, BC B}

fur alle Borelschen Teilmengen C von E. Dann ist auch u |g € 91T, und
wir erhalten das

KOROLLAR 1.14. — Sei B eine absolut diinne Menge und B, eine
Teilmenge von B. Dann ist fir alle p €1,

By

m B

und insbesondere
pPLE) = (1P)* B,) .

Beweis. — Sei p ein strenges Potential. Nach [4], Lemma 1.2
existiert eine Borelsche Obermenge B' von B und eine Borelsche
Obermenge B| von B, mit

=B’ _ B 1 _ 5B
RE=RE, RI=R'. M
Es sei
B"=B'N[RE =0], B})=B,NB"
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Dann ist BC B” CB' und B, CB}' CB,, also wegen (1)

5B” _ HB 5Bl _ pBi
R, =R, R, =R,
B" ist Borelsch und absolut ditnn wegen R®" = R} = 0 auf B". B ist

eine Borelsche Teilmenge von B".
Sei nun p €T, , C eine Borelsche Teilmenge von E und §1 eine

Borelsche Obermenge von B, mit B, C B/. Nach Satz 1.13 erhalten
wir daraus

wBB, N0 =B, n0) =B, n0)+ "B, n0) .

B, und B'"\B, sind Borelsche Mengen und als absolut-diinne Mengen
fein-abgeschlossen. Nach Satz 1.2 ist daher

W1 CBp=0, »™i@p=o0.
Also ist ;
#B(B, NC) = ™€) = 1™ (©) .
Das beweist
B _ ,B1
(WP 15) © =1 '(©) .
Es ist insbesondere

WIE) = (kP15 ) (B) = (1B)* (B,) .

Bemerkung. — Wihrend die meisten Sidtze, die fiir harmonische
Rdume im Sinne von H. Bauer gelten, zumindest in modifizierter
Form auch fiir die in [6] entwickelte Potentialtheorie harmonischer
Kerne, die die Potentialtheorie Markoffscher Ketten und der Riesz-
Potentiale umfasst, wahr sind, ist das sicherlich nicht der Fall fiir Satz
1.4 und die daran anschliessenden Sitze 1.5 bis 1.8.

2. Fegen von Massen und Absorptionsmengen.

SaTz 2.1. — Seien B, , B, Teilmengen von E, zu denen es eine
Absorptionsmenge A gibt mit B, C CA und B, C A. Dann ist fir
alle u € N,

B B B B B,.B
plap2=pt"" 24 @2,
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Beweis. — Sei p €%, und (K,) eine Folge kompakter Teilmengen
von CA mit ”Q‘ K, = CA. Fir n€N sei C, =B, NK, . Sei G,
fein-offen mit C, CG, C CA und G, fein-offen mit B, C G, C A.
Dann ist Ri‘ = 0 auf A, also auf G, und daher
G UG, _ %1 _ g
inf (R(;l ,Rg’) inf (R(;l ,R(:,’) ni’ '
Nach Satz 1.3 ist daher fir alle nEN

pCnUB2 | &€

~C ~B

n 2 _ n

R,"+R," =R, By’
p

also
~By By _ aBjUB, B
R, + R, =R, +R.32

Daraus folgt die Behauptung.

SaTz 2.2. — Sei A eine Absorptionsmenge, B, eine Teilmenge
von CA und B, eine Teilmenge von A. Dann ist fir alle p €W,

MB'UBz _ uB‘ + "nlunz I .
Beweis. — Sei u € M, . Die Behauptung ist offenbar dquivalent
B,UB, B
prY e, =t
Da A fein-offen und disjunkt zu B, ist, ist aber nach Satz 1.2 pB'(A)=0,

d.h. yB‘ = lca - Daher ist zu zeigen

B;uB
!t 2|(:A

B
=M lch .

Seien p, ¢ E®, mit p = q auf A. Dann ist

~B ~B ~B ~B
2 _ 2 | - 1
R2=R; , R} =R} ,
Rp Rq

also nach Satz 2.1
.B,UB .B,UB
f(p—q)dyn‘unz — f (RP‘U 2 _qu 2y du

~B ~B
- [ @R

=f (P — @)™ .
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Daher ist
B,uB B
B2 e =1 e -
KOROLLAR 2.3. — Sei A eine Absorptionsmenge und B eine Teil-
menge von CA. Dann ist fir alle p €,

uBYA = 4B 4 uBYA|

SATZ 2.4. — Sei A eine Absorptionsmenge, B, eine Teilmenge
von CA und B, eine Teilmenge des Inneren von A. Dann ist fur alle
pEIM,

B,UB,

B B;VA
u =u'+(u!

By

la)

Beweis. — Sei p €01, . Dann ist nach Satz 2.1

BjuB, 81)32

B B
1 pl=p?—(u

Da B, im Inneren von A, also erst recht im Inneren von B, UA ent-
halten ist, ist das nach Satz 1.6

B,UA B,

=@M _ (PP

und das ist nach Korollar 2.3

BjuA Bz

=(u (a)

SA1z 2.5. — Es sei (A,) eine_Folge von Absorptionsmengen und
A deren Vereinigung. Dann ist A eine Absorptionsmenge. f_‘ﬁr alle
zEA ist €82 = 0. Insbesondere ist A*\A absolut-diinn und A gleich

dem feinen Abschluss von A. In allen z € A*\A ist 01 A% nicht
n=

diinn.

Beweis. — Sei p ein strenges Potential. Fiir alle n €N ist dann
p, :=1I¢ AP ein Potential. Also ist

RCA <infp, =Ig, -p
und damit R$* =1I¢, - p. Es folgt
RCA
R‘,A = Ic; D .

Als Nullstellenmenge__ des Potentials RSA ist daher A eine Absorptions-
menge. Fir alle z € A folgt weiter €A = 0, also erst rechteA"\A = 0.
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Daher ist A¥\A zibsolut-diinn. Der feine Abschluss von A ist in A
enthalten. Ist z€ A, so ist

p@)<RA@+R\A () =RA) .

Also ist A nicht diinn in z und damit z im feinen Abschluss von A.
Sei schliesslich zEA*\A und B, = U A, . Dann ist

m<n

Fur alle p €9, ist daher nach Korollar 1.5
~UA® ~B? -
R>""(2) > sup R, (2) = sup R,"(2)
=R @ =p0@) .

Also ist v A% nicht dinn in z.
ne

Bemerkung. — Fur Absorptionsmengen bei der Wirmeleitungs-
gleichung ergibt sich daraus die bekannte Tatsache, dass ihre Réinder
absolut diinn sind und jede Vereinigung von solchen Ridndermn, die in
E dicht liegt, in keinem Punkt von E diinn ist.

3. Diinnheit und Absorptionsmengen.

Satz 3.1. — Es sei B eine Teilmenge von E und z € E. Es existiere
eine isotone Folge (A,) von Absorptionsmengen mit z € A*\A fiir

A= Dl A, und ex"*n £ 0 fiir alle n€N und x €AY . Dann sind
ne

x
dquivalent :
1) B ist nicht diinn in z.
2) Fiir alle n €N existiert ein streng positives reelles u, € *get
mit \
. B\A
R“n "2) = u,(2) .
3) Fir alle n €N existiert ein streng positives reelles u, € *yet
mit \
. B\A B
R, "(2) = R, @) .
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Beweis. — Ist B nicht diin\n in z, so ist wegen z € CAn auch
B\A, nicht diinn in z, also R, ™(z) = u(z) fur alle u € *3e*. Aus
(1) folgt daher (2). Dass aus (2) Aussage (3) folgt, ist trivial.

Es gelte also (3). Fir n€N sei

C,=B\A, , D,=BnNA,.
Es sei u, € *3e* streng positiv und reellwertig mit

- C A

R,"(2) =Ry ().
Wegen

c,cC,uUD,CB

ist dann auch

‘CnUDn _— pB
R, "@=R, (),

also

C Cc,uD
fu,,ds,”= fu”dez" "= fu"de?.

Nach Satz 2.4 folgt

C A D
S ud€snin, Yr =0

Sei
C,uA

=€ n .
"n z IAn

Wegen z € CA,, ist nach Korollar 1.5

CpuA, _

82

C,UA?}
n n
€, .

Daher wird u, getragen von CK" NA, =AY Fir alle x€A} ist
aber nach Voraussetzung EB” # 0. Also ist

u, =0.
Nach Korollar 2.3 ist damit

C,uA c
zn n — ezn .
Fur jedes p €, ist daher fiir alle nE€N

Ro>R"0) =" ""0>&"0),
also
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RB(2) > sup R,"(2) = RA@) = p(2)

nach Satz 2.5. Damit ist B nicht diinn in z.

Nach Satz 1.10 ist die Existenz einer Teilmenge C von E mit

EH* BN K,,) # 0 hinreichend fiir S:nA" # 0. Schirfere Aussagen

lassen sich machen, wenn die Absorptionsmengen A, eine Eigenschaft
haben, die bei den Absorptionsmengen der Wiarmeleitungsgleichung
stets erfullt ist. Wir definieren dazu :

Eine Absorptionsmenge A heisst streng, wenn jede Absorptions-
menge, die das Innere von A nicht enthilt, disjunkt ist zu A*.

Ist fur je ozwei verschiedene Absorptionsmengen A’ und A"’

o
entweder A'C A" oder A" CA’, wie das bei der Wirmeleitungs-
gleichung der Fall ist, so sind offenbar alle Absorptionsmengen streng.

SATZ 3.2. — Sei A eine strenge Absorptionsmenge mit A* # Q
und B eine Teilmenge des Inneren von A. Dann ist B genau dann
polar, wenn es ein x € A* mit € = 0 gibt.

Beweis. — Ist B polar, so ist €2 = 0 fir alle x €EE, also insbe-
sondere fur alle x € A*. Sei nun B nicht polar und u € *4¢" streng
positiv. Dann ist R® nicht identisch Null. Wegen B C A ist nach
Satz 1.6

R

= »o

L=RE.
u

Also ist RE sogar auf K nicht identisch Null. Die Absorptionsmenge
- o

[Rﬁ = 0] enthilt daher A nicht und ist damit disjunkt zu A*. Fur
alle x € A* ist daher RE(x) >0, d.h. e® #0.

Damit erhalten wir als Korollar zu Satz 3.1 den folgenden

SaTz 3.3. — Es sei B eine Teilmenge von E und z € E. Es existiere
eine isotone Folge (A,) strenger Absorptionsmengen mit B C GI f&n
n:
und z € A*\A fir A = v A, . Dann sind dquivalent :
n=
1) B ist nicht diinn in z.

2) B ist nicht polar und es existiert fiir alle n €N ein streng
positives reelles u, € *3€" mit
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R?‘\"A"(z) = u,(z) .

3) B ist nicht polar und es existiert fiir alle n €EN ein streng
positives reelles u, € *3¢" mit

Rﬁ:""(z) =R @).

Beweis. — Dass aus (1) Aussage (2) und aus (2) Aussage (3)
folgt, ist ebenso trivial wie bei Satz 3.1. Es gelte also (3). Wegen

B= U B ﬂ?\n gibt es ein ny, €N, fur das B nZ,, nicht polar ist.
n=1 o

Offenbar diirfen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass n, = 1 ist. Nach Satz 3.2 ist dann fur alle n €N und x € A}, das

gefegte Mass e: "An # 0. Nach Satz 3.1 ist daher B nicht diinn in z.
Die Gleichheit Ri:A"(z) = RE (2) lasst sich haufig mit Symme-

trieeigenschaften des harmonischen Raumes und seiner Teilmenge B
gewinnen :

Eine offene Abbildung T von E in sich heisse ein Homomor-
phismus des harmonischen Raumes, wenn fir alle u € *3¢* auch
u o TE*J* ist. Es gilt der folgende

SATZ 3.4. — Seien B, , B, Teilmengen von E, z EE, u € *3e*
und T ein Homomorphismus des harmonischen Raumes mit z als
Fixpunkt, T(B,) CB, und u > T =2 u auf B,. Dann ist

R22() <R .
Ist ausserdem B, C B, , so ist

~B ~ B

R22) =R, .

Beweis. — Sei v € *¥€" mit v >u auf B,. Auf B, ist dann
voT=2uoT2u. Also ist

R> o T >R.?

und damit nach nachfolgendem Lemma 3.5

.B /B\ . B
RI<SR}oT<R/T.
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Insbesondere ist

~B ~ B ~ B
R2@)<RNT@) =R, '@ .
Der Rest ist klar.

LEMMA 3.5. — Seien E, , E, topologische Riume, T eine Abbil-
dung von E, in E, und f eine numerische Funktion auf E, .

P N

Ist T stetig, so ist foT=foT.
P o

Ist T offen, so ist foT<foT.

Beweis. — Sei x;, €E; und x, = T(x,). Dann ist

N
foTkx,)= v. Sup inf (fo T)(V,)
1 Umg.v.xy

f(xz) = v sup inff(vz)

2 Umg.v.x,

Sei zu_x_lichst T stetig. Fir jede Umgebung V, von x, ist dann
V, := T(V,) eine Umgebung von x, und inf (f o T) (V,) > inf £(V,).

Es ist dann also m (x,) = f (x,). Sei nun T offen. Fur jede Umge-
bung V, von x, ist dann V, := T(V,) eine Umgebung von x, und

(fo T) (V,) = f(V,). Es ist dann also f o T(x,) < £(x,).

4. Anwendung auf die Warmeleitungsgleichung.

Es sei m €N, E = R™*! und ¥€ das Garbendatum der Ldsungen
der Wiarmeleitungsgleichung

Nach [1] ist (E , #) ein streng harmonischer Raum, dessen Absorptions-
mengen gerade die Halbraume der Form

H, ={(x,s) : xER™ ,s<t}

mit ¢ € R sind. Insbesondere ist damit jede Absorptionsmenge streng
(s.S. ).
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Fir jedes a > 0 sei P, definiert durch
P (x, 1) = (ax , a?f) (x€ER™ , t€ER) .

Dann ist P, offenbar ein Homdomorphismus von E als topologischem
Raum und

5e©) o P, = Je(P;'(0))
wegen

0 0
A— P =a? ((A— P, .
( axmﬂ)(“ ° B) = o axmﬂ)“) °Fa
Insbesondere ist damit
*¥et o P, = *get |
also P, ein Homomorphismus des harmonischen Raumes im Sinne
von S.

Eine Teilmenge B von E heisse parabolisch zusammenziehbar in
0, wenn es beliebig kleine o > 0 gibt mit

P,(B)CB .

Eine Teilmenge B von E heisse parabolisch zusammenziehbar in z €EE,
wenn B — z in 0 parabolisch zusammenziehbar ist.

Eine Teilmenge B eines R (k €N) heisse zusammenziehbar in 0,
falls es beliebig kleine o > 0 gibt mit

aBCB .

Sie heisse zusammenziehbar in z € R¥, falls B — z in 0 zu zusammen-
ziehbar ist.

Beispiel. — Sei B, eine beliebige Teilmenge von E, T eine in 0
zusammenziehbare Teilmenge von R wie zum Beispiel T = R, T = Q
oder T={B" : nE€N}mit 0<p<1 und

B= U P, (B .

Dann ist B parabolisch zusammenziehbar in 0. Denn es gibt beliebig
kleine vy > 0 mit yTC T und fur diese v ist

B®) = Y, PRBo) = Y, ProlBy)

Y Pa(B)C U P (By) =B
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SATZ 4.1. — Sei x€ER™, tER und B cine in z = (xé t) para-
bolisch zusammenziehbare Teilmenge des offenen Halbraums H, . Dann
sind dquivalent :

1) B ist diinn in z.

2) B ist polar.

3) B ist total-diinn,

Beweis. — Wenn B polar ist, so ist B total-diinn. Wenn B total-
diinn ist, so ist B insbesondere diinn in z. Es bleibt zu zeigen, dass B
nicht diinn ist in z, wenn B nicht polar ist.

Sei also B nicht polar und z = 0, was wir offenbar ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen diirfen. Wesen B = Dl B\H _
n=

n

existiert dann ein ny, € N mit nicht polarem

B, := B\H

_no .

Fur n €N sei

A,=H

n -1/n

Dann ist (A,) eine isotone Folge strenger Absorptionsmengen mit

B, C Gl A, und 0EAX\A fur A = Dl A, . Sein€N. Es existiert
n= n=

dann ein

1
0<a, <—
nn,
mit
P, (B)CB.
Weil dann ausserdem fur alle ¢t > —n,
1 2 1
2t>—(— =——>
% (nno) "o n

so ist
P, (B)CBAA, .
Nach Satz 3.4 ist daher

R2oMn(0) = R%9(0) .

Da B, nicht polar ist, folgt damit aus Satz 3.3, dass B, nicht diinn ist
in 0. Erst recht ist also B nicht diinn in 0.
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In vielen Fillen ist es sehr leicht zu sehen, dass eine vorgelegte
Menge nicht polar ist. Sie ist zum Beispiel dann nicht polar, wenn
sie innere Punkte besitzt, so dass wir als unmittelbare Folgerung den
folgenden Satz haben.

KoroLLAR 4.2, — Sei xER™, tER, B ¢ine in z = (x, t) para-
bolisch zusammenziehbare Menge und das Innere von B N H, nicht-
leer. Dann ist B nicht diinn in z.

Héaufig erlaubt Korollar 1.11 (oder schon Korollar 1.12) festzu-
stellen, dass eine vorgelegte Menge B nicht polar ist. Denn danach ist
ja B nicht polar, wenn wir eine Menge C und ein x € CB haben mit
(ef)* (B) # 0. Wenn B in einer Vereinigung abzédhlbar vieler Hyper-
ebenen HY enthalten ist, gestattet Korollar 1.14 die folgende schérfere
Aussage.

Satz 4.3. — Es sei B, eine Teilmenge des R™ , T eine nichtleere,
abzdhlbare, in 0 zusammenziehbare Menge streng positiver reeller
Zahlen und

B={(ax, —a?®) : x€EB,,a€T}.
Bezeichnen wir mit A,, das Lebesgue-Mass im R™, so sind dquivalent :

1) B ist diinn in 0.

2) AL (@B, =0.

Beweis. — Da T in 0 zusammenziehbar ist, ist

B= U P(B, x{-1})

parabolisch zusammenziehbar in 0. Nach Satz 4.1 ist B also genau
dann diinn in 0, wenn B polar ist. Definieren wir B, = P, (B, x {— 1}),

so ist P, /ﬁ(BB) = B, fur alle o, B € T. Daher ist B genau dann polar,
wenn eines der B, polar ist.

Sei also a €T. Nach Satz 3.2 ist B, genau dann polar, wenn
E:“ = 0 ist. Nach Korollar 1.14 ist das genau dann der Fall, wenn

H‘
(€0 “)* (B =0. ¢
. HY 2 H_ 2
Nun ist aber €, %" = €,~ %" nach Korollar 1.5 und es ist bekanntlich
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H_ ,
€0~ =(f-a2)‘m)@e_a2
mit der Dichte
2
) e ***  (xerm™.

f_ 2™ = (41roz2
Daher ist (1) dquivalent zu A} (@By) = 0 und das ist dquivalent zu
AL(By) =0.

Eine offene Teilmenge ® von E mit ©* # () heisse von aussen
parabolisch berithrbar, wenn es fur alle z = (x, ) € ©* eine in z para-
bolisch zusammenziehbare, nicht polare Teilmenge B von C @ N I?I,
gibt. Da die reguliren Randpunkte einer offenen Menge gerade dieje-
nigen Randpunkte sind, in denen das Komplement von © nicht diinn
ist, erhalten wir damit aus Satz 4.1 das

KOROLLAR 4.4. — Jede offene Teilmenge von E, die von aussen
parabolisch beriihrbar ist, ist reguldr.

Mit Korollar 1.8 erhalten wir eine weitere Konsequenz aus Satz
4.1, die wiederum in vielen Fillen die Anwendung von Satz 4.1
erleichtert, nidmlich

SATZ 4.5. — Es sei © eine offene Teilmenge von E, B eine in ©
abgeschlossene Menge. Es sei z = (x, t)€ O und B, , B, in z parabo-
lisch zusammenziehbare, nicht polare Teilmengen von (©\B) N ﬁ, ,
die mit keiner Zusammenhangskomponente von O\B gleichzeitig
Punkte gemeinsam haben. Dann ist B nicht diinn in z.

Ein einfaches Beispiel mag die Moglichkeit verdeutlichen, Satz
4.5 bei der Anwendung von Satz 4.1 zu benutzen : Es seim = 1,

xER,0<a<b,0<a<1,T= Dl a™[a, b] und
n:

B ={(ax, —a? : a€ET}.

Dann ist T zusammenziehbar in 0, also B parabolisch zusammenziehbar
in 0. Es ist klar, wie man sich mit Satz 4.5 davon iiberzeugen kann,
dass fur v € Ja, b[ die Teilmenge {(ax, — @?): «€[a, b]} von B in
(yx, —v?) nicht diinn ist. Also ist B nicht total-diinn und daher nach
Satz 4.1 nicht diinn in 0.
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5. Mehr iiber Fegen und Diinnheit.

Wenn man Satz 3.3 betrachtet, so ist die Frage naheliegend, ob
sich entsprechende Aussagen iiber Diinnheit einer Menge B in einem
Punkt z gewinnen lassen, in denen die Differenz von B und Absorp-
tionsmengen ersetzt ist durch Durchschnitte von B mit Umgebungen
von z. Das ldsst sich in der Tat sehr schnell und leicht durchfiihren.
Von den bisherigen Sitzen benodtigen wir dazu nur die Sitze 1.1, 1.2
und 3.4.

Es sei (E ,¥€) wieder ein streng harmonischer Raum im Sinne
von H. Bauer mit den bisherigen Bezeichnungen (oder allgemeiner ein
streng harmonischer Raum im Sinne von [6]). B sei das System der
Borelschen Teilmengen von E.

SATZ 5.1. — Sei sE€8" reellwertig und p €M, mit f sdu < oo,
Dann ist
u,: K —> f R¥ du

eine Choquetsche Kapazitit. Die zugehorige dussere Kapazitit ist fur
dlle BE®R

p*(B) = f R? du .

Beweis. — Fur je zwei kompakte Teilmengen K, und K, von E
ist
RV 2 4 RN 2 R 4 RI2
also
u,(K; UK,) + p (K, NK,) < i, (K,) + p,(K,) .

Ist © eine offene Teilmenge von E und (K,) eine isotone Folge von

kompakten Teilmengen von E mit O = Cll K, , so ist
n=

K
R =supR,",

£

also
Bys (0) = f R? dp .

Sei nun BE® und € > 0. Dann gibt es eine kompakte Teilmenge K
von CB mit
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f sdu<e .
(CB)\K

Nach Satz 1.1 gibt es eine offene Obermenge ® von B mit

ROSRE4 ———  auf K.
y o uE) +1

Es ist dann
] — (] (]
[ Rdu= fB sdu + j; R® dy + j('cB)\K R® dp
< fB sdu + fx RBdu + 2¢
< f R} du + 2¢ .
Damit ist alles bewiesen.

LEMMA 5.2. — Sei B eine Teilmenge von E, © eine offene
Teilmenge von E, p €%, und € > 0. Dann gibt es zu jeder relativ-
kompakten Teilmenge C von E und jedem p € M, eine offene Ober-
menge ©' von B N O mit

l‘i:e' <R:ne +e auf C

p
und

[ Rf,'de < fpde'"’ +¢€.
Beweis. — Sei C eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von E.
Dann gibt es eine kompakte Teilmenge K von E mit
RS <e/2 auf C.

Sei g E®, mit 0 < g < 1/2 auf K. Nach Lemma 1.1 gibt es eine offene
Obermenge ® von BN  mit

R, <RB™ +eq auf KnCO,

also
R: <R:’“° +eq auf B :=BNK.
Es folgt
RE,. <RP ne + Eq<RE_,, +Eq
Rp Rp Rp

=R2"° +eq.
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Auf C gilt daher
R, <RP, + Ri',‘. <RE" +¢,

Rp Rp P
also
RB,. <RE™® +¢ .
R} P

Wihlt man fur p € T, ein relativ-kompaktes C mit
[ pau<=
*Cc pakt 2

und eine offene Obermenge ®' von B N ® mit

N - €
RE, <REM® + ———— f C,
RSP T o1 ™
so folgt

5B 5BNe
' +
fRRZdy<fRP du+e
also die zweite Behauptung des Satzes.

SATz 5.3. — Sei B eine Teilmenge von E, © eine offene Teilmenge
von E und p € 9, . Dann ist

uBPO =B, + (WP 1) .

Beweis. — Sei zunichst B Borelsch, p €2, und € > 0. Nach
Satz 5.1 und Lemma 5.2 gibt es dann eine offene Obermenge ©' von
B NO mit

fR;’,' awr<f RE™® du® +¢
und

fR;'de< fkg"’ dp +€ .
Daher ist einerseits

SR du= R0, du< [ R du
14 p

=ij,’ du® < [ RE™ gyt +¢

und andererseits
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fR:"ede< fRf,’ du® < fﬁf,M dp+e .
Also ist
ff{:ne du = fRI;M du® .
Fiir den feinen Abschluss B/ von B ist nach Satz 1.2
B(CBH=0.

In allen zEB/\B ist B nicht diinn, in allen ze(_ﬁf \B) N © also
B N O nicht diinn und daher R3"° (z) = p(z). Auf B/ N © ist daher
REM® = p. Also ist

fRznodl‘B=./;pd"B+j(;e R:M duP

— pBNe
—j;pdun+_/(;° RD"C du® |
Fir alle p €%, ist daher

S REM®dy = fpd(u”I,)+ [ paw®ig, e

und damit

BN¢ )Bne

pBOC = pBle+ (uB g,

Sei nun B eine beliebige Teilmenge von E. Dann existiert eine Borelsche

Obermenge B, von B mit uB‘ = uB und eine Borelsche Obermenge

B, von BN O mit pt2 = yBne ynd (;‘t"lce)Bz = (uB Ic,)Bn . Es sei
B'=B,N(B,VCO).

Dann ist B’ €@ und

BCB’CB, , BNOCB'NOCHBS,.
Es ist also

B‘Ne

pEO =B B0 = B0 (P ) M = (Pl

Nach obigem ist aber

pB N = B |4 (1B Ig) "
und daher
PO =B, + (Plg)®" .
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SATZ 5.4. — Sei B eine Teilmenge von E, z €E und s €8" stetig
und reell. Dann sind dquivalent :

1) Fiir alle Umgebungen V von z ist Rf" v(z) = Rf(z).
2) B ist nicht diinn in z oder es ist anv(x) = s(x) fiir alle
Umgebungen V von z und alle x # z im Triger von €8 .

Beweis. — Es gelte (1) und es sei B diinn in z. Sei V eine Umge-
bung von z und x #* z im Trdger von €B . Es sei W eine offene Umge-
bung von z mit WC V und x € W. Nach Satz 5.3 ist

ep "W =elly + €Plew)®"Y
=ef —ellew + €2lew)”" " .
Wegen Rznw(z) = Rf(z) ist daher
[sdEtign = [ sdEBig® ™V
= [ RV aeRigy .
Wegen x ¢ W ist x im Triger von €2/, und R® ° W stetig in einer

in einer Umgebung von x, also

sx) =R}V )
und damit erst recht

sx)=RE"V(x).
Aus (1) folgt also (2).

Es gelte nun umgekehrt (2). Ist B nicht diinn in z, so ist fur alle
Umgebungen V von z auch B NV nicht diinn in z, also

RE"WV(z) =s5(z2) = RB(2) .

Sei also Rf "V (x) = s(x) fiir alle Umgebungen V von z und Punkte
x # z im Triger von €. Sei W eine offene Umgebung von z. Dann ist

[ sdEigy) = [ RV dEBiey)

= [ sdEBiurP "V .

Nach Satz 5.3 ist daher
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fsd(ef“w) = fsd(f‘lf) ,
d.h. RE " Y(z) = RB(z). Also gilt (1).

KOROLLAR 5.5. — Sei B eine Teilmenge von E und z €E polar.
Dann sind dquivalent :

1) Es gibt ein stetiges, reelles und streng positives s € 8*, so dass
fiir alle Umgebungen V von z gilt

RE"V@) =RE@ #0.

2) B ist nicht diinn in z.

Beweis. — Da {z} polar ist, diirfen wir z € CB annehmen. Ist B
nicht diinn in z und s € 8" mit s(z) > 0, so gilt fur alle Umgebungen
V von z

RE"V@)=5)=RBE@) >0.

Aus (2) folgt also (1).

Sei nun umgekehrt s €8* stetig, reell und streng positiv mit
5BOV | _ HB
R, @)=R,(z)#0

fur alle Umgebungen V von z. Nehmen wir an, es ist B dinn in z.
Dann liegt z nicht im feinen Abschluss von B, es ist also ef({z}) =0
nach Satz 1.2. Wegen Rg(z) # 0 ist aber 8‘,’ # 0. Es gibt also ein
x # z im Triger von €2 . Nach Satz 5.4 ist dann fur alle Umgebungen
W von z

s@)=RE"V)<RV(»),
also

s < REm = Rl = 0

im Widerspruch zu s(x) >0 .

Bemerkung. — Auch fur z € CB kann die Aussage von Korollar
5.5 falsch sein, wenn z nicht polar ist.
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6. Anwendung auf die Laplace-Gleichung.

Sei mEN, m=2, E=R"™, falls m > 3, und E eine offene
Kreisscheibe, falls m = 2. ¥ sei das Garbendatum der Losungen der
Laplace-Gleichung in E. Fiir alle z€EE und 0 < a <1 ist dann T},
definiert durch Tz“(x) =z + a(x — z), ein Homomorphismus des har-
monischen Raumes im Sinne von S. Daher erhalten wir

SATZ 6.1. — Sei z €E und B eine in z zusammenziehbare Teil-
menge von E. Dann sind dquivalent :

1) B ist diinn in z.
2) B ist polar.

Beweis. — Sei B nicht polar. Dann gibt es eine offene Kugel ©
im R™ mit © CE, z € O und nicht polarem B N ©. Sei V eine Umge-
bung von z. Dann gibt es ein 0 < a < 1 mit

T}(OCVNO.
Weiter gibt es ein 0 < f < o mit
TéB)CB.
da B in z zusammenziehbar ist. Dann ist
TEBNO)C TAB) N TE(O)
CBNT;(®)CBNONV .
Nach Satz 3.4 ist daher fir alle Umgebungen V von z
R]:nan V(Z) - Rll; no(z) )
Da B N O nicht polar ist, ist R?M(z) # 0. Nach Korollar 5.5 ist

daher B N O nicht diinn in z, also B nicht diinn in z.

KOROLLAR 6.2. — Sei zEE und B eine in z zusammenziehbare
Menge mit nicht-leerem Inneren. Dann ist B nicht diinn in z.

Eine offene Teilmenge © von E mit ©* # () heisse von aussen
linear beriithrbar, wenn es fur alle z € ©* eine in z zusammenziehbare,
nicht-polare Teilmenge von Co gibt.
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KOROLLAR 6.3. — Jede offene Teilmenge © von E, die von aussen
linear beriihrbar ist, ist regulir.

Ebenso wie Satz 4.5 gilt

SATZ 6.4. — Es sei © eine offene Teilmenge von E, B eine in ©
abgeschlossene Menge. Es sei z € © und B, , B, in z zusammenziehbare
nicht-polare Teilmengen von O\B, die mit keiner Zusammenhangs-
komponente von O\B gleichzeitig Punkte gemeinsam haben. Dann
ist B nicht diinn in z.

Bemerkungen. — 1) Da Diinnheit und Polaritit lokale Eigen-
schaften sind, gelten diese Sdtze auch, wenn der Grundraum E irgend-
eine offene Teilmenge des R™ ist, relativ-kompakt, falls m = 2.

2) Da die Riesz-Potentiale unter die in [6] entwickelte Poten-
tialtheorie fallen und die Zusammenziehungen T; Homomorphismen
des zugehorigen harmonischen Raumes sind, wie eine Betrachtung der
harmonischen Kerne sofort zeigt, gelten die Sidtze dieses Paragraphen
genauso fur Riesz-Potentiale.

3) Es ist klar, dass Korollar 5.5 in Verbindung mit Satz 3.4
ebenso gut wie Satz 3.3 die in Paragraph 4 bewiesenen Sitze fiir die
Wirmeleitungsgleichung abzuleiten gestattet.

7. Reduzieren von Massen.

Die in Paragraph § durchgefiihrten Betrachtungen legen es nahe,
nicht nur gefegte Masse, sondern auch so etwas wie reduzierte Masse
einzufithren. Das soll im Folgenden geschehen.

Es sei (E, 3) wieder ein beliebiger streng harmonischer Raum
im Sinne von H. Bauer (oder allgemeiner im Sinne von [6]) mit den
bisherigen Bezeichnungen. €, sei die Menge aller stetigen reellen
Funktionen auf E mit kompaktem Triger und %, die Menge aller
stetigen reellen Potentiale, die durch ein Potential aus %, majorisiert
werden.

Fiir jedes u €T, und B €@ sei das zu u und B gehorige redu-
zierte Mass

BB =plg + (1lgp)® -
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Fiir jedes u € *4¢* und B € @ ist

RE =

’u auf B,

R® auf CB.
Es gilt daher der

Sartz 7.1. — Fir jedes u € 9, und jedes B €G3 ist ﬁB das ein-
deutig bestimmte positive Radonsche Mass auf E mit

Jpdir= [ R} au

fir alle p€®R, . Ist p({x €B : B diinn in x)) = 0, so ist uB = uB,

SATZ 7.2. — Sei BE@und p €N, . Dann existiert eine antitone
Folge (©,) offener Obermengen von B, so dass fiir jedes p €%, gilt

ix'}ffpdpe"= fpdfftB .

Insbesondere strebt (ﬁB") vage gegen fiB fur jede Folge (B,) aus @
mit BCB,CO, .

Beweis. — Sei ((9;,) eine isotone Folge offener, relativkompakter
Teilmengen von E mit Dx 0:, = E. Dann gibt es eine abzdhlbare
n=
Teilmenge & = {p, ,p,,...} von &, , so dass fur jedes n €N jedes
fE€ €, mit Triger in O ; gleichmadssig approximiert werden kann.mit
Differenzen von Funktionen aus &, deren Triger in O:, liegt.

Nach Satz 5.1 existiert fur alle m €N eine antitone Folge (O})
offener Obermengen von B mit

int [ pp i’ = [ p,, di® .

Setzen wir fiir nE€EN
0,= n O,

"  ms<n

so ist (©,) eine antitone Folge offener Obermengen von B mit

inf [ pau" = [ pai®

fur alle p€ & .
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Sei f€€, . Dann gibt es ein 0:'0 , das den Triger von f enthalt
und ein p, € @ mit py > 0 auf 5;0. Sei € > 0. Dann gibt es ein

n>0mitnfpodu<a und p, ¢ € @ mit

If=(p—q@)I<np, .

Es existiert ein n, €N mit
[oa’"< [pai®+e,

fqdy0"<fqdﬁ5+8
fur alle n > n, . Es ist dann fur alle n > n,
11" (f) - BB(NI< 26 + 20 [ pydu<de.

Also konvergiert (u°™) vage gegen B .

Sei nun p € X, . Dann gibt es ein g, € %, mit p < g, und dazu
ein ¢ € X mit q, < g auf dem superharmonischen Triger von ¢q, .
Es folgt q, < q auf E, also p < q. Sei € > 0. Dann gibt es ein fEC,
mit f<q — p und

[ @-p)di® <iB(f) +e .
Es gibt ein ny €N mit

Jaa'n— [ qdir<e
und

1" (f) - BB I <€
fur alle n > n, . Daher ist fir alle n > n,

fpdu°"<fqdn°"-“n°"(f)
< [ adir -2+ 2

<[ pdi®+3e.
Also gilt

ir’}ffpdpa”=fpdﬁ3 .
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Fur jede Folge (B,) in @ mit BC B, C 0, gilt daher fur alle pEX,

im [ pdi®= [ pdi®.

n—o

Insbesondere konvergiert (ﬁB") vage gegen jB .

KOROLLAR 7.3. — Sei B eine Teilmenge von E und p €M, , so
dass es ein B, €@ gibt mit BC B, und u((x €B, : Bdiinninx}) = 0.
Dann existiert eine antitone Folge (0©,) offener Obermengen von B,
so dass fiir alle p € R, gilt

igffpdu°”=fpdn" .

Insbesondere strebt (uB") vage gegen p® fiir jede Folge (B,) von Teil-
mengen von E mit BCB,CO, .

Beweis. — Es existiert ein B, €@ mit B C B, und p°2 = pB. Sei
B, = B, NB,. Dann ist u°3 = y® und
p({x€B, : B, dinn in x}) < u({x€B, : B diinn in x}) =0 .

Daher ist pB3 = (%% und es folgt die Behauptung aus Satz 7.2.

KOROLLAR 7.4. — Seien B, , BE® mit B, CB und p€I, .
Dann ist
8% = (8% = (@B

Beweis. — Nach Satz 7.2 existiert eine antitone Folge (©,) offener
Obermengen von B mit

. 0B;.9, — oBj.oB
inf ['pa@’" = f pa@™
fur alle p€%X,, . Fir alle pE%, und n €N ist aber

o 0 [ B B
S pa@yr= [ R dg ‘=fRR;n dp
4

= [ Ry du= [ pai™.



116 WOLFHARD HANSEN

Also ist

B B
B =G

Weiter existiert nach Satz 7.2 eine antitone Folge (©)) offener Ober-
mengen von B, mit

. on — oB,
. OB 0;| = OB oBl
n;ffpd(u) fpd(n)
fur alle p€®, . Fir alle p€%, und n €N ist aber
on _ on B
fpdy"—pr d“>fRRehd”

4
o
=[ra@»™> [ R} au= [ pai™ .
Also ist fur alle p €R,,

[pdi™ = [ pacey™ ,

dn. g% = (gBy" .

SATZ 7.5. — Sei BE B und p €N, . Dann existiert eine isotone
Folge (K,) kompakter Teilmengen von B, so dass fiir jedes u € *ge*
gilt

oK, — op
SI’J'p f udu f udu® .

Insbesondere strebt (f°") vage gegen R® fiir jede Folge (B,,) aus @ mit
K,CB,CB.

Beweis. — Es sei @ wie im Beweis von Satz 7.2. Nach Satz 5.1

und dem Choquetschen Satz iber Kapazitidten existiert dann fiir alle
m€EN eine isotone Folge (K}') kompakter Teilmengen von B mit

oK™ o
sup fpmdu " =fp,,,du".

Definieren wir fur n €N
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K,= U K",

n
m<n

so ist (K,) eine isotone Folge kompakter Teilmengen von B und
oK, - opg
sup f p dp f p dp

fur alle p € X. Wie im Beweis von Satz 7.2 folgt daraus, dass (ﬁK”)
vage gegen B konvergiert.

Sei nun u € *¥e* und a < f u di®. Dann gibt es ein fEE,
mit f < u und a < gB(f). Es gibt ein ny €N, so dass fiir alle n > n,
gilt
LB“"(f) — BB(f)I <€ .

Fir alle n > n, ist dann
a<@BH<ErNre< [udire.
Damit folgt der Rest der Behauptung.

LEMMA 7.6. — Sei B E®, O eine offene Teilmenge von E und
p €M, mit p(CO) = 0. Dann ist fiir alle s€S*

[ sawtyr< [sap® .
Beweis. — Sei s €8*. Die Abbildung
x —> [ RB e’
ist harmonisch in ©®, also insbesondere stetig in ©®. Fiir jedes x €0
ist
S RBaete <RP(v),

da Rf Infimum von Funktionen ¢t € 8" ist, fur die ja ﬁgo x)<t(x)
ist. Daher ist

[ RE 4 <RB(x)

fur alle x €0. Also ist
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S sdwey® = [ Rr® aute

= [ (f R®de%) due) = L (S REaet) au
<fo REGe) du(x) = [ s du® .

KOROLLAR 7.7. — Sei BE® und p €M, . Dann existiert eine
isotone Folge (K,) kompakter Teilmengen von B, so dass fiir jedes
u € *Je* gilt

sup fudux"=fudu3.

Insbesondere strebt (pB”) vage gegen uB fur jede Folge (B,,) von Teil-
mengen von E mit K, CB, CB.

Beweis. — Es sei E' die Menge der nicht-isolierten Punkte von
E und

#' =ulg .

Es sei p eine Metrik fur E. Fiir jedes m €N sei (©}) eine Folge von
offenen Kugeln mit Radius 1/m, die E uiberdeckt, (D) definiert durch

DT =07, Dgiy =07\ 12,. o7
und

= (u'l )00:,”
m n=1 D:’

Nach Satz 7.5 existiert fur jedes m €N eine isotone Folge (K;) von
kompakten Teilmengen von B mit

sgpfpdﬁﬁz'n= fpd°5.

fur alle p €%, . Setzen wir fur n€N

K,= U K7,

n
m<n

so ist (K'n) eine isotone Folge kompakter Teilmengen von B mit

sup fpdﬁ',f.;' = fpdﬁ,'i,
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fur alle p€ER, und m €EN. Sei p € 2, . Dann ist also
(D

OK' - OB
Sup sup fp du,” = sup f p ap,, .

Fiir jedes C €@ ist aber
)

sup fpdﬁ,,.=fpdu’c :
Denn zunichst ist fur alle m €N nach Lemma 7.6
& Ce™m oC
dps = Y d(u' "
fpnm ':.:lfp (#ID;:.) )

<§, Srafigy- foac

Andererseits ist
oC __ C ~ *C"m ]
rdin= [ Roaun> & [ RS du,y)

= [ [, au'
mit
e 4
fn= 2 ID? Rﬁ% .

Bezeichnen wir fur x €E und r > 0 mit K, (x) die Kugel mit Radius
r um x, so ist fur alle x € D)’ wegen 6," CK,,,,(x)

. Ace‘m R
R P <R (0 < RS@)
Rp Rp
mit
. aCKy ) o sefx) o oc
lim R_c ) =R.c'®) =R, (0,
(4

falls x kein isolierter Punkt von E ist. Also ist lim f,, = Rg u—fs
m —o
und damit wegen f,, < p nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz

tim [ f, d' = [ RSap = [ pawc.

Damit ist (2) bewiesen, also wegen (1) fir alle p €ER,
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IK;l — 'B
supfpdu —fpdu .
n

Es sei u'' = plgg.. Nach Satz 7.5 existiert eine isotone Folge (K'))
kompakter Teilmengen von B mit

"

du" °Kp - 11\0B
sp [ p ™" = [ paw”
fur alle p €X, . Nach Satz 7.1 ist aber

IOK" n K" " n
WH =W, WP =W
Setzen wir fur nE€N
K, =K, UK ,
so folgt
K
su du " = du®
Ip fp fn fp m

fur alle p €%, und damit die Behauptung des Korollars.
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