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FAMILLES FONDAMENTALES. NOYAUX ASSOCIES
par Jacques DENY (& Strasbourg).

La considération des moyennes sphériques joue un role essentiel
dans la théorie du potentiel newtonien et des fonctions harmo-
niques ; or la fonction f,(x), valeur moyenne de la fonction f(*) sur
la sphere de centre x et de rayon r, peut s’écrire f*s.(x) produit
de composition de f par la mesure s,, distribution homogene de la
masse — 1 sur la sphére de centre o et de rayon r.

Examinons d'un peu prés les relations entre cette famille de
mesures o, (avec r>o0) et le noyau newtonien K(z)=|z[""
(dans l'espace euclidien R™ avec m > 2). La valeur moyenne
K. (x) =Ksxs(x) vaut |x~™ si |2|>r et r* ™ si [¢|<r; dou ces
deux propriétés :

1° quelle que soit 5, la fonctlon K(z) — K« (x) est >0, 5=0 et
nulle hors d'un compact

2° quel que soit le voisinage V de 'origine o, il existe une o,
telle que K(z) — K+s,(2)=—o0 hors de V.

Bien entendu toute fonction de la forme A|z~™ -+ H(h— constante
> o0, ll=—fonction harmonique) satisfait également & ces deux
conditions 1° et 2° (rappelons en passant que les fonctions harmo-
mques positives sont constantes); mais on peut montrer que ]m]z m
est, & un facteur > o pres, la seule fonction > o semi-continue
inférieurement vérifiant ces deux conditions et la suivante :

3* lim K+¢?(x) —o0 quelle que soit ¢, (ici, comme dans toute la

p>x

suite, p” désigne le produit de composition de p mesures identiques
ap).

Il existe d’autres familles de mesures positives associées a une
fonction K(x) par les conditions 1°-3°; voici un exemple extréme-
ment simple : K(x)—=exp(— djz|) dans R'(a > 0); 5,— mesure
constituée par deux masses égales & 1/2 char, placées aux points

(") Si on suppose f sommable sur tout compact, f,.(x) est définie presque partout.
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—~+r et —r. Cette fois-ci la fonction > o continue la plus générale
satisfaisant aux conditions 1° et 2° est

hexp (— dz|)+ k exp (— ax) + Kk exp (—ax)(h>o0; k, k' >0);
pour qu’une telle fonction satisfasse également a 3° il faut et il suffit
que k=K —o (observons que kexp (axr) -+ k' exp (— ax), solution
de o’y —y"—o0, peut étre dite harmonique pour le noyau
exp (—alz|), qui est 3 un facteur prés la solution élémentaire de
cette équation différentielle).

Plus généralement il est montré dans [5] que pour tout noyau
K(z) d’une théorie du potentiel, satisfaisant a diverses hypotheses de
régularité, 'existence d'un « principe du maximum » est équivalente
a celle d'une famille de mesures > o attachées a K(z) par les condi-
tions 1° et 2° (une telle famille est mise en évidence par M. Riesz
dans le cas du noyau d’ordre =, avec 0 < a < 2; voir [8]) et il serait
facile de voir que la condition 3° est également vérifide.

De telles familles seront appelées fondamentales; nous sommes
tout naturellement conduits aux définitions suivantes (nous nous
placerons désormais dans un groupe abélien localement compact G,
donné une fois pour toutes):

Dfrivition 1. — Nous appellerons famille fondamentale tout
ensemble (X) de mesures ¢ >0 auquel on peut associer une mesure
% >0, appelée base de (X), de fagon que soient vérifiés les axiomes
suivants :

(S,): »*5 a un sens pour toute c€(X); »— x*c est >0, non nulle
et a support compact.

(8,) A tout voisinage V de Uorigine o de G on peut faire correspondre
une c€(X) telle que le support de » — xxq soit contenu dans V.

Dérnition 2. — Toute mesure réelle U, telle que Uxc ait un sens
pour toute s€(X) et soit < U (resp. =U) sera dite surharmonique
(resp. harmonique) pour la famille (2) (*).

Si x est une base de (Z), Ax est évidemment une base quel que
soit h > o0, mais il peut en exister bien d’autres. Par contre nous
verrons qu’il existe une base, et une seule & un facteur > o pres,
telle qu’on ait en outre :

(S,) Pour toute c€(X), o — 0 vaguement (pour p— ).

Une telle base sera dite noyau associé a (X). Si1 K est un noyau

(®» On verra des exemples trés simples de familles fondamentales par rapport auxquelles
il existe des mesures harmoniques qui ne sont pas des fonctions (c’est-3-dire qui ne sont
pas de la forme f(z)dx, o dx est la mesure invariante sur G); voir § 13.
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associé, la base de (2) la plus générale est «—hK 4 H, ot A est
une constante > o0 et H une mesure harmonique > o quelconque.

Les familles fondamentales sont introduites en toute généralité
dans [7] (sous le nom de familles (Z), et avec la restriction

do <1 ), mais on y suppose a priori I'existence d'un noyau associé

(c’est-a-dire d’une base pour laquelle la condition (8,) est satisfaite) ;
elles y sont étudiées surtout dans un cas trés particulier (*), en vue
de construire une classe de noyaux pour lesquels il existe un théo-
réme du balayage.

Dans cet article nous avons un double but : tout d’abord faire une
étude précise de ces familles fondamentales, des noyaux associés,
des mesures harmoniques et surharmoniques (nous établirons
notamment un théoréme de décomposition du type de F. Riesz par
une méthode qui semble nouvelle, méme dans le cas newtonien);
d’autre part améliorer les résultats de [7] concernant le probleme du
balayage ; donnons quelques renseignements comparatifs :

Dérmvition 3. — Une mesure K > o étant donnée, nous dirons que
le balayage est possible pour le noyau K si. & toute mesure p.>0 a
support compact, et a tout ouvert borné o (*), on peut associer une
v/ > o portée par Uadhérenee @ et telle que :

(B') K*:J., < K*{J.

(B,) K*p/=Kx«p. dans o (les restrictions & o de Kxp' et K+p
coincident).

Nous verrons que le balayage est possible pour tout élément de la
classe (K,) des noyaux associés, c’est-a-dire pour tous les noyaux
associés aux diverses familles fondamentales (*) ; en particulier pour
la sous-classe (K,):

Dérvition 4. — Nous appellerons classe élémentaire et nous dési-
gnerons par (K,) l'ensemble des noyaux de la forme :
K=-— Yo (%)
a n=20

() Celui d’une famille fondamentale constituée par une seule mesure s, de masse totale
<.

(*) C’est-a-dire d’adhérence compacte.

(%) Pour ces noyaux on peut lever certaines restrictions (. 4 support compact compact,
w borné) et définir canoniquement la balayée sur tout ouvert de toute p >0 dontle
« potentiel » K x . est défini.

(%) On a posé 6% =¢, mesure de Dirac (constituée par la masse + 1 & l'origine)- La

définition de (K,) se trouve dans [7], avec la restriction : f do < 1.
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ol a est une constante >>o quelconque, et s une mesure >0 quel-
conque (telle que la série ci-dessus soit vaguement convergente).

Or nous montrerons d'une part que lensemble des noyaux pour
lesquels le balayage est possible (selon la définition 3) est fermé pour
la topologie vague ; d’autre part que (K,) est partout dense dans (K,).
L’adhérence vague de (K,) fournit donc une classe trés vaste et trés
simple de noyaux pour lesquels le balayage est possible. Ges noyaux
ne sont pas nécessairement de type positif (ni méme symétriques)
comme ceux qu’on considére habituellement en théorie du potentiel.

Voici en quoi consiste essentiellement le progres sur [7] : 1°) dans
la définition du balayage on imposait en outre une condition
(B,) f dp’ < f dy., ce qui simplifiait la démonstration du théoréme
de fermeture mais excluait a priori certains noyaux ; 2°) la possibilité
du balayage (avec cette définition plus restrictive) n’était établie que
pour la sous-classe de (K,) constituée par les noyaux construits a
partir d’une ¢ symétrique et de masse totale < 1(").

Pour obtenir cette seconde extension, une méthode utilisant les
bornes inférieures d’ensembles de mesures surharmoniques (*) rem-
placera avantageusement des considérations plus ou moins délicates
sur la notion d’énergie.

Signalons ici que la lecture de cet article ne suppose aucune
connaissance préalable de la Théorie du Potentiel (°) : les démons-
trations font seulement appel aux propriétés fondamentales de la
topologie vague sur l'ensemble des mesures de Radon positives,

définies dans G (*°).

1. — Préliminaires.

Nous nous sommes placés dans un groupe abélien localement
compact G ; C*(G) désignera l'ensemble des fonctions continues
> o0, & support compact (nulles hors d'un compact); M I'ensemble
des mesures de Radon > o sur G (ensemble des formes linéaires >0
sur C*(G)), muni de la topologie vague ; rappelons qu’une base de

(") Cet ensemble est appelé dans [7] la classe restreinte et noté (Kr).

(®) C’est au fond la méthode des « familles de Perron », utilisées systématiquement en
théorie newtonienne par M. Brelot ; les paragraphes 8 et 10 de ce travail sont d’ailleurs
inspirés par [3].

(®) Si, au cours du texte, quelques renvois sont faits a des arlicles spécialisés, c’est
uniquement pour en comparer les résultats avec les nétres.

(1% Presque tous les résultats auxquels on fera appel se trouvent dans [1], chap. 1, et

dans [4], §§ I et 1L
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voisinage d’une . €T est constituée par les ensembles V(f,, ..., f,, h)
de mesures p.eN satisfaisant a |u(f;) — w (f) <A (f,) - - .. [,C7(G),
h = constante > o).

Nous envisagerons constamment des produits de composition de
mesures & support non compact. Lorsqu’il s’agit de mesures > o,
un tel produit, s'il a un sens, est associatif et distributif. Si 2, g, v
sont des mesures réelles quelconques, A*p.*v « a un sens » 8i}, p, v
peuvent s’écrire respectivement A\, — X, p, — p,, ¥,—v, (X, 1), ¥, > 0),
chacun des %;* . *v, ayant un sens. Un tel produit est alors associatif
et distributif, mais, lorsqu’on utilisera les opérations d’algébre
correspondantes, il faudra bien prendre garde a ne pas mettre les
mesures données sous une forme telle que certains des ), *p;*v, n’aient
pas de sens.

Nous ferons un fréquent usage de trois lemmes simples concernant
le produit de composition de mesures de N :

Lemme A. — Soient ), p, v trois mesures >0 convergeant
vaguemcent (suivant un méme filtre F) vers les mesures respectives 1\,
g Y,s SU Axp a un sens et est majoré par v, \ *u. a un sens et est
majoré par v,.

Démonstration sommaire : soit feC*(G); posons

Fuo) = [fa+0)di(y).  Fo@)=[fle+1)du();
il s’agit de montrer que ‘/‘Fodl0 <ffdvo.

Or la fonction continue F,(z) converge vers F (x) uniformément
sur tout compact; on a donc, quelle que soit geC*(G), g < 1 :

S Fogdxo—_—lgn [ Fugdr < 11;1 [Fudr=lim [ fdv= [ fdy,;
d’ou le résultat, car f F,d)\,—sup f F,gd)(geC, g < 1).

Lemve B. — Soient {2,} et {1.,} deux suites monotones (toutes
deux croissantes ou décroissantes) convergeant vaguement vers ), et
i, respectivement; st \,*., a un sens et est majoré par une mesure
Sixe, ) xu a un sens et est limite vague de \,*p.,.

Il résulte des hypothéses que {),+p.,} est monotone et converge
vaguement vers une mesure « >0 ; d’aprés le lemme A, A *p, aun
sens et est majorée par «; évidemment si les suites sont croissantes,
Nty == * i, d'00 &+, > o, d’ot le résultat. Si elles sont décrois-
santes, il suffit de considérer }, =X, — %, p, =g, — pt-



78 JACQUES DENY

Remarque. — Le lemme B est encore valable si on remplace les
suites monotones par des ordonnés filtrants.
Lemme G. — Soit b ¢ M un ensemble compact (pour la topologie

vague) de mesures positives, ne contenant pas o (la mesure nulle); a
toute vel associons une veN telle que pxv ait un sens; alors, si
Uensemble des p+v est relativement compact, il en est de méme de
Uensemble des v

Soit en effet C un compact de G; l'ensemble des mesures
pre “(peb, x€C)("), est compact et ne contient pas la mesure
nulle o; il ne contient donc aucun élément d’'un voisinage de o, et
par conséquent il existe une feC*(G) telle que:

x S(fy>1, c’est-a-dire o f(z) > 1
pour toute pef et tout xeC.
Soit alors 0€C* (), m=sup ¢(z)(x€G); soit C le support (compact)
de ¢ et soit f associée comme il vient d’8tre vu a L et C; on a évi-
demment o(x) < mux f(c) partout, d’ot :

fc?dv<mf(é.*f)dv:my.*v(f),

quantité uniformément bornée (quelle que soit peb) puisque fe€*(G)
et que I'ensemble des p.xv est relativement compact par hypothése,

donc vaguement borne(”).J odv est donc uniformément borné, et
par suite I'ensemble des v est relativement compact.

Cas particulier. Soit x une mesure > o diflérente de la mesure
nulle; soit & ¢ M un ensemble de mesures p. > o telles que x*p. ait
un sens; si I'ensemble des xxp. est relativement compact, il en est
de méme de &.

2. — Propriétés élémentaires des mesures surharmoniques.

Les mesures surharmoniques et harmoniques par rapport a une
famille fondamentale donnée (2) jouissent des propriétés suivantes,

(1) {x = mesure symétrique de x (par rapport a1’élément-origine de (3); ¢—= = mesure
constituée parla masse 4 1 placée au point — x; f(:v):j(- £).

(12) Pour qu’un ensemble § de mesures 2> 0 soit relalivement compact, il faut et il
suffit qu’il soit vaguement borné, c'est-d-dire que, pour toute ¢ €C+((:), on ait:

sup fg du < .
HEE
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qui sont des conséquences immédiates des définitions 1 et 2 de
I'introduction :

a) La mesure nulle est harmonique. Pour que toute constante soit
harmonique, il faut et il suffit que f ds—=1 pour toute c€(X); pour
que toute constante >>o soit surharmonique, il faut et il suffit que
f ds < 1 pour toute o€(Z) (**).

b) Si U et V sont surharmoniques, aU bV est surharmonique
quelles que soient les constantes a et b >o0; méme énoncé pour des
mesures harmoniques a et b étant des constantes quelconques.

¢) Toute limite vague de mesures surharmoniques >> o est surhar-
monique. Cela résulte du lemme A.

d) Soient U surharmonique (harmonique) >0, et n.>o0; si Uxp.
a un sens, c’est une mesure surharmonique (harmonique).

Il est clair que toute base » de (X) est surharmonique ; un produit
de composition tel que z+u(x>0), s’il a un sens, est donc sur-
harmonique.

e) La borne inférieure U d’une famille quelconque (U) de mesures
surharmoniques réelles bornées inférieurement est surharmonique
pourvu que U=xoc aif un sens pour toute c€(X).

Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que (‘l) admette une
minorante surharmonique, ce qui a lieu notamment dans les deux
cas suivants :

1° (W) est finie (**).

2° (‘W) est constituée par des mesures > o.

3. — Mesure positive associée a une mesure surharmonique.

Soit ¢ un élément de la famille fondamentale donnée (2), de base « ;
nous utiliserons les notations suivantes :

a, est le nombre > o tel que la mesure >0 a support compact
2, — a (e — o) xx ait pour masse totale 1; I'existence de a est assurée
par la condition (8,) de la définition 1. On verra plus loin comment
a, et o, dépendent de la base choisie x (corollaire & du théoréme 6).

(**) La constante « cst identifiée ici avec la mesurc adx, ot dz cst la mesure invariante
sur G.

(%) 1l suffit de montrer que si U *g et V* g ont un sens (U, V.mesures réclles), W * ¢
a un sens (W = inf (U, V)) ;00 W=(U—+V—|U—YV))/2, ctlesproduits (U—~+V)*g,
(U—V)*g,|U— V|*g ont un sens (|U — V|= variation totale de U — V).
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Posons : Dy —as(¢—); on peut définir ainsi les mesures sur-
harmoniques (harmoniques) : ce sont les mesures U telles que D,«U
ait un sens et soit > o (resp. = 0) pour toute c¢(2).

En particulier : D »x —«,.

Posons encore :

1 PGS
KP — — o"
aG n=20
(avec la convention ¢°—¢); on a:
eGP
(1) D «KP—=¢—0
(2) agx KP) =% — wxeP.

La suite des mesures »*¢” est décroissante ; elle admet donc une
limite vague qu’on appellera provisoirement p_ :

Pc:lim x*xgP,
p

Nous allons montrer maintenant qu’a toute mesure surharmonique
réelle U on peut associer canoniquement une mesure positive, comme
il est bien connu en théorie newtonienne (ou cette mesure est parfois
désignée sous le nom de « masses associées a U »).

Tuforime 1. — Soit une mesure surharmonique réelle U; posons
e =D *U; il existe une mesure p. > o et une seule telle que

P'O' = dc*{l.

pour toute c€(X); p sera dite mesure associée a U (pour la base x).
Soient en effet ¢ et o’¢(2). Le produit de composition

Dc*Dc'*n:ac(s;c)*ac'(e—c/)*x

a un sens (puisque zxg, xxd et x*g*s’ ont un sens). En utilisant
I'associativité il vient, d’aprés D sx — o et D xx— 1« :

ac*Dcy — ac'tDc.

Comme D_xU, D_+U ont un sens, et que o, et o sont & support
compact, on peut composer -les deux membres de cette relation
avec U; l'associativité des produits ainsi obtenus donne :

KU oL kML,
Xg* g Ag* g

Prenons alors pour ¢’ une mesure s, associée au voisinage compact v
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de o, origine de G (voir la définition de (S2)). Il résulte de la rela-
tion ci-dessus que, lorsqu’on fait « tendre » v vers o, p, converge
vaguemement (suivant le filtre des sections) vers une certaine
mesure 4. (*°) et on a a la limite (car #;, —¢, et on peut le supposer
porté par un compact fixe)

g o = e

Il reste a vérifier qu’une telle u. est unique ; or s’il existait deux
telles mesures v. et u/, on aurait og *p—25, * ' d’ou, a lalimite,
=y

Remarques : a) La mesure p. associée a2 U semble dépendre de la
base x; on verra plus loin (§ 6) qu’elle est unique & un facteur > o
pres.

b) Pour qu’une mesure surharmonique réelle soit harmonique, il
faut et il suffit que sa mesure associée soit nulle. C’est évident.

¢) La mesure associée i « est ¢; plus généralement, si xxpu a un sens
(#.>0), la mesure associée est p.. Cela résulte de D *x —=2,.

d) Soient t une mesure >0 et b un nombre > o tels que
g =b(e — )=z soit >0, & support compact et de masse totale 1 ; si
U est surharmonique, Uxt a un sens et b(e — 7)* U —puxB.

En effet la méthode suivie pour établir le théoréme 1 montre que,
pour toute c€(X), on a: '

ac*b(e——t):B*Dc;

comme D_+U a un sens et que =, et { sont a support compact,
(25*7)*U a un sens, donc 7xU a un sens. Les produits obtenus en
composant avec U les deux membres de la relation précédente sont
donc associatifs ; il en résulte : a2 *xb(e —17)xU—=pxa *p, d'ou la
relation & démontrer (en faisant «, — ). '

Nous avons ainsi établi le résultat suivant: soit (X’) la famille
obtenue en ajoutant & (X) un ensemble quelconque de mesures >0
telles que » — xx7 soit >0, == 0 et a support compact: (X') est une
famille fondamentale (elle satisfait évidemment aux conditions (8,)
et (S,) avec la base 2); toute mesure harmonique (surharmonique)
par rapport & (X) est harmonique (surharmonique) par rapport & (') ;

(**) En effet, lorsque v « tend » versl'origine, a, * w,, converge (vers u,); donc w,,(g)
converge pour toute g de la forme f*a_, oh f€C*(G); or ces g sont partout denses dans
¢ *(G), d’oule résultat, qui peut également s’obtenir simplement 4 I’aide du lemme C
(dans le cas particulicr signalé a la fin du § 1).
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la réciproque est d’ailleurs évidente ; deux telles familles fondamen-
tales seront dites équivalentes ; nous y reviendrons au § 7.

Voici maintenant un résultat utile concernant la mesure associée
a une mesure surharmonique :

Lemme. — Soit U une mesure surharmonique réelle, de mesure
associée p.; si U admet une minorante harmonique (en particulier si
P 16 N N .
U > o), Uxq? converge vaguement ('°) quelle soit s€(2), et on a:

(3) | (x—pc)*y.:U-—-li:nU*cP.

La premitre partie est évidente: en effet st U>H (H harmo-
mque) on a Uxe? >Hxo?—=H; la suite Uxc? est decronssante et
majore une mesure fixe; elle est donc vaguement convergente.

Pour établir la relation (3), composons avec U les deux membres

e (1), Le produit D +K{®+U a un sens (car tous les Uxs" ont un
sens); on a donc:

(J.G*Kf,"): U — Usxe?,
ou p,—D_+U. Il vient alors, d’aprés le théoréme 1 et la relation (2):
U—Uso? =KPx (2 *pn) = (KPxo, )= (2 — nxs")*p..

Comme la suite {x— zxs"{ est croissanie et converge vaguement
vers »— o (par définition de o), que d’autre part (x — x*c”)*p. est
majorée par la mesure fixe U—1I, il résulte du lemme B que ce
dernier produit de composition converge vaguement vers (z— p ) * .,
d’ou le résultat.

4. — Noyaux associés a une famille fondamentale.

Soit (2) une famille fondamentale donnéc, de base x, Le résultat
suivant est capital pour notre objet :

TukoriME 2. — x peut se mettre d’une fagon et d’une seule sous la
forme x—=K--p, ot o est harmonique >0, K> o, et K*s’>—o0

(*%) La convergence vaguc concerne en principe les mesures 2> 0 ; mais il est naturel
de dire qu’une . réelle, majorant une a réelle fire, converge vaguement vers p, sila
mesure positive . — a converge vaguement vers ) — a; pour celail faut et il suffit que

8(f) > 1 () pour toute f€ €+ (G).
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vaguement pour toute c€(X). On a d’ailleurs ¢ —limzxa? quelle que
soit a€(X). K sera appelé noyau associé a (2) pour la base x.

Ce théoréme résultera d’'une étude précise de la mesure
Fc: lim z#6? ; nous allons montrer successivement :

" ¢4 est surharmonique. Cela résulte des propriétés c et ddu § 2,

car Pe est limite vague de la mesure surharmonique xz*a".

2° pg*x6=—=p,. En ellet on peut appliquer la relation (3) a la mesure
surharmomque xxg, qui est >0 et a pour mesure associée ¢ ; il
vient :

(*/.— pc)*a:z*a——limx*a"_—_x*c———pc,
P

d’ol1 le résultat. Bien entendu on en déduit: g x¢"—p, pour tout
n>o.

3° o, est harmonique. Appliquons maintenant la relation (3) a la
mesure surharmonique positive p,; si p. est sa mesure associée,
il vient:

(”‘_Pa)*y‘:f’c'—-lim Pc*op:c’;
p

mais » — p_ est >0 et non nulle (puisque >»—x*a; == o d’aprés
(S‘)); donc p.—o, et o, est bien harmonique.

b° p, est indépendant de 5. Soient en effet o et 6'¢(X), ¢, et o - cor-
respondants ; ces dernieres mesures sont harmoniques, donc:

I /q Py g/
o =01 S v x

quels que soient p et ¢ > 0. Faisons ¢— oo ; la suite gx*c'qg étant
décroissante, il vient, d’apres le lemme B :

3 ., / ——— _
Ps <hm (‘*6q>*cp—‘ Pc’*cp—_(’c"
q

Bien entendu, on démontrerait de méme o, < p;, d’ou finalement
b= o

A T’avenir nous pourrons donc désigner par o la mesure harmo-
nique p, qui ne dépend pas de 5. La démonstration du théoréme 2
est maintenant immédiate : posons en effet K—x—¢; K est une
mesure > o (d’ailleurs non nulle) et on a

Kxoh —u*6P —pxoP =20 — o — 0.
Il reste & montrer que la décomposition de 1'énoncé est unique ; or
si on avait K' 4 ¢’ =K 4 avec ¢ harmonique et m K'«e”? —o, il

viendrait, en composant avec ¢” et faisant p— o0 : p = o', d’ou fina-
lement K =K'.






