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SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT POUR UN
GROUPE ALGÉBRIQUE CONNEXE QUELCONQUE

par Yang CAO

Résumé. — Dans cet article, pour une variété lisse X munie d’une action d’un
groupe algébrique connexe G (non nécessairement linéaire), on introduit la notion
de sous-groupe de Brauer invariant et la notion d’obstruction de Brauer–Manin
étale invariante. Ensuite, on montre que cette obstruction équivaut à l’obstruction
de Brauer–Manin étale. Ceci généralise la notion principale et le résultat clé de
l’aticle précédent de l’auteur et ceci généralise aussi un résultat de B. Creutz.

Abstract. — In this paper, for a smooth variety X equipped with an action
of a connected algebraic group G (not necessary linear), we introduce the notion
of invariant Brauer sub-group and the notion of invariant étale Brauer–Manin
obstruction. Then we prove that this obstruction is equivalent to the étale Brauer–
Manin obstruction. This extends the main notion and the key result of author’s
previous article and this also extends a result of B. Creutz.

1. Introduction

Soit k un corps de nombres. On note Ωk l’ensemble des places du corps
de nombres k et Ak l’anneau des adèles de k. Pour chaque v ∈ Ωk, on note
kv le complété de k en v. Pour une k-variété X, on note X(Ak) l’ensemble
des points adéliques de X (voir [10]).

Soit X une k-variété algébrique et Br(X) son groupe de Brauer cohomo-
logique. Pour B sous-ensemble de Br(X), on définit

X(Ak)B =
{

(xv)v∈Ωk
∈ X(Ak) :

∑
v∈Ωk

invv(ξ(xv)) = 0 ∈ Q/Z, ∀ξ ∈ B

}
.

Comme l’a remarqué Manin, la théorie du corps de classes donne X(k) ⊆
X(Ak)B . Ceci définit une obstruction au principe de Hasse pour X, appelée
obstruction de Brauer–Manin.

Mots-clés : Groupe algébrique, groupe de Brauer, principe de Hasse.
Classification Mathématique (2020) : 14G12.
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Depuis 1970s, divers auteurs (Manin, Colliot-Thélène, Sansuc, Skorobo-
gatov, Harari, Demarche, Poonen, Xu et l’auteur) ont décrit diverses obs-
tructions au principe de Hasse et montré que l’ensemble de Brauer–Manin
étale X(Ak)ét,Br (voir (1.2)) est le plus fin (voir [4, 5, 13, 16, 26]). En
particulier, l’auteur a montré l’équivalence entre l’obstruction de descente
et l’obstruction de descente itérée ([4, Thm. 1.2], une question ouverte de
Poonen). Deux étapes clés de la démonstration de [4, Thm. 1.2] sont de dé-
finir l’ensemble de Brauer–Manin étale invariant X(Ak)G−ét,BrG ([4, (1.2)])
et de montrer ([4, Thm. 1.4]) :

(1.1) X(Ak)G−ét,BrG = X(Ak)ét,Br,

où G est un groupe linéaire connexe et X est une G-variété lisse.
Dans cette article, on généralise cette notion dans le cas où G est un

groupe algébrique connexe quelconque (pas forcement linéaire) : on définit
X(Ak)G−ét,Br′

G dans ce cas et le résultat principal de cet article (théo-
rème 1.3) est une généralisation de (1.1). De plus, le théorème 1.3 géné-
ralise un résultat de B. Creutz [11, Thm. 2] sur les torseurs des variétés
abéliennes (voir le corollaire 1.4).

Donnons maintenant des énoncés précis.

Définition 1.1. — Soient G un k-groupe algébrique connexe et (X, ρ)
une G-variété lisse connexe.

(1) Le sous-groupe cohomologique invariant de degré i de X est le sous-
groupe :

Hi
G(X,µ∞) := {b ∈ Hi(X,µ∞) : (ρ∗(b) − p∗

2(b)) ∈ p∗
1H

i(G,µ∞)},

où i ∈ Z⩾0, G × X
p1−→ G, G × X

p2−→ X sont les projections, et
G×X

ρ−→ X est l’action de G.
(2) Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-groupe

BrG(X) := {a ∈ Br(X) : (ρ∗(a) − p∗
2(a)) ∈ p∗

1Br(G)}

et le sous-groupe de Brauer G-invariant amélioré est le sous groupe

Br′
G(X) := Im

(
H2
G(X,µ∞) ⊂ H2(X,µ∞) → Br(X)

)
⊂ Br(X).

Ce sous-groupe vérifie des propriétés espérées. Par définition, Br′
G(X) ⊂

BrG(X). Dans le cas où X = G, on a Br2/3(G) = Br′
G(G) (proposi-

tion 3.6(2)) et dans le cas où X est géométriquement intègre, on a :
Br2/3(X) ⊂ Br′

G(X) (proposition 3.6(1)), où Br2/3(X) est défini dans la
définition 2.1. Si G est linéaire, on a Br′

G(X) = BrG(X) (corollaire 3.7),
mais il existe une variété abélienne A telle que Br′

A(A) ̸= BrA(A) (cf. [22,
Thm. 1.2, 1.3]). Dans le cas général, H2

G(X,µ∞) s’insère dans des suites

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT 629

exactes et ceci implique des propriétés importantes de Br′
G(X) (voir Sec-

tions 4, 5). Pour BrG(X), l’auteur conjecture qu’il n’existe pas de propriété
comme les corollaires 4.7 et 5.5.

Dans cet article, tout torseur est un torseur à droite. Soient F un k-
groupe algébrique et f : Y → X un F -torseur. Pour tout 1-cocycle σ ∈
Z1(k, F ), on note Fσ, respectivement fσ : Yσ → X le tordu du k-groupe F ,
respectivement du torseur f , par le 1-cocycle σ. Alors fσ est un Fσ-torseur.
La classe d’isomorphisme du k-groupe Fσ, respectivement du torseur fσ,
ne dépend que de la classe de σ dans H1(k, F ). Par abus de notation, étant
donnée une classe [σ] ∈ H1(k, F ), on note Fσ = F[σ] et fσ = f[σ].

Pour une variété lisse X, Skorobogatov ([27]) et Poonen définissent ([23,
§3.3]) l’ensemble suivant

(1.2) X(Ak)ét,Br :=
⋂

f :Y
F−→X,

F fini

⋃
σ∈H1(k,F )

fσ(Yσ(Ak)Br(Yσ)),

et on a une inclusion X(k) ⊂ X(Ak)ét,Br. Ceci définit une obstruction au
principe de Hasse pour X, appelée obstruction de Brauer–Manin étale.

Définition 1.2. — Soient G un k-groupe algébrique connexe et X une
G-variété lisse.

(1) Le sous-groupe de Brauer G-invariant amélioré (resp. le sous-groupe
de Brauer G-invariant ) de X est le sous-groupe Br′

G(X) ⊂ Br(X)
(resp. BrG(X) ⊂ Br(X)) des éléments α vérifiant α|X′ ∈ Br′

G(X ′)
(resp. α|X′ ∈ BrG(X ′)) pour toute composante connexe X ′ de X.

(2) Soit F un k-groupe fini. Un F -torseur Y f−→ X est G-compatible
s’il existe une action de G sur Y telle que f soit un G-morphisme.

D’après [4, Prop. 3.3], l’action de G sur Y vérifiant les conditions ci-
dessus est unique et le Fσ-torseur fσ est aussi G-compatible pour tout
σ ∈ H1(k, F ). On définit les variantes de X(Ak)ét,Br suivantes :

(1.3) X(Ak)G−ét,BrG :=
⋂

f :Y
F−→X G−compatible,

F fini

⋃
σ∈H1(k,F )

fσ(Yσ(Ak)BrG(Yσ)).

et

(1.4) X(Ak)G−ét,Br′
G :=

⋂
f :Y

F−→X G−compatible,
F fini

⋃
σ∈H1(k,F )

fσ(Yσ(Ak)Br′
G(Yσ)).

TOME 74 (2024), FASCICULE 2



630 Yang CAO

Alors X(k) ⊂ X(Ak)ét,Br ⊂ X(Ak)G−ét,BrG ⊂ X(Ak)G−ét,Br′
G . Ceci défi-

nit des obstructions au principe de Hasse pour X, appelée obstruction de
Brauer–Manin étale invariante.

Le théorème suivant généralise [4, Thm. 1.4].

Théorème 1.3. — Soient G un groupe algébrique connexe et X une
G-variété lisse. Alors

X(Ak)ét,Br = X(Ak)G−ét,BrG = X(Ak)G−ét,Br′
G .

Dans le cas où X est un G-espace homogène à stabilisateur géomé-
trique connexe, le théorème 1.3 implique X(Ak)Br′

G(X) = X(Ak)ét,Br (co-
rollaire 7.3). Si X = G/H avec H ⊂ G un sous-groupe connexe, dans [1,
Thm. 1.4], Borovoi et Demarche établissent l’approximation forte par rap-
port à Br1(X,G) hors des places archimédiens pour X (avec des conditions
classiques), où Br1(X,G) := ker(Br(X) → Br(Gk)). En fait, d’après (4.5),
on a Br′

G(X) ⊂ Br1(X,G), mais ces deux groupes ne sont pas égaux en
général : par exemple, si X = G et G est une variété abélienne vérifiant
H1(k,NS(Gk)) ̸= 0, on a Br′

G(G) = Br2/3(G), Br1(X,G) = Br1(G) et
Br2/3(G) ̸= Br1(G), où NS(Gk) est le groupe de Néron–Severi géométrique
de G. Donc notre résultat affirme que Br′

G(X) est suffit pour établir l’ap-
proximation forte, qui renforce le résultat de Borovoi et Demarche.

Un cas spécial du corollaire 7.3 est (en utilisant la proposition 3.6(2)) :

Corollaire 1.4. — Soient G un groupe algébrique connexe et X un
G-torseur. Alors

X(Ak)Br2/3(X) = X(Ak)ét,Br.

SiG est une variété abélienne, on a Br2/3(X) = Br1/2(X) (Corollaire 2.3),
où Br1/2(X) est défini dans [30, pp. 378]. Donc

X(Ak)Br1/2(X) = X(Ak)Br(X) = X(Ak)ét,Br,

ce qui généralise [11, Thm. 2], où Creutz montre que X(Ak)Br1/2(X) =
X(Ak)Br(X).

Donnons maintenant la structure de l’article. À la section 2, on intro-
duit la notion Br2/3 tel que Br1/2 ⊂ Br2/3 ⊂ Br1 et on établit le lien
de Br2/3(X) avec l’existence des torseurs sous un k-groupe fini commuta-
tif. Section 3, on établit des propriétés fondamentales du sous-groupe de
Brauer G-invariant et son lien avec Br2/3. À la Section 4, inspirée par la
suite exacte de Sansuc, on établit la suite exacte correspondante pour un
torseur sous un k-groupe non linéaire. Comme conséquence, on montre des
suites exactes techniques à la section 5. Section 6, on établit la méthode
de descente des points adéliques orthogonaux aux sous-groupes de Brauer
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invariants pour un torseur sous un k-groupe de type multiplicatif. Ensuite,
on montre le théorème 1.3 à la section 7.

Conventions et notations

Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une clôture
algébrique et Γk := Gal(k/k).

Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale.
Définissons le faisceau étale µ∞ := colimnµn.

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle
variété, on note k[X] son anneau des fonctions globales, k[X]× son groupe
des fonctions inversibles, Pic(X) := H1

ét(X,Gm) son groupe de Picard et
Br(X) := H2

ét(X,Gm) son groupe de Brauer. Notons

Br1(X) := Ker[Br(X) → Br(Xk)] et Bra(X) := Br1(X)/ Im Br(k).

Le groupe Br1(X) est le sous-groupe “algébrique” du groupe de Brauer
de X. Si X est intègre, on note k(X) son corps des fonctions rationnelles
et π1(X,x) (ou π1(X)) son groupe fondamental étale, où x est un point
géométrique de X. Soit π1(Xk)ab le quotient maximal abélien de π1(Xk).
Alors π1(Xk)ab est un Γk-module.

Un k-groupe algébrique G est une k-variété qui est un k-schéma en
groupes. On note eG l’unité de G et G∗ le groupe des caractères de Gk.
C’est un module galoisien de type fini.

Un k-groupe fini F est un k-groupe algébrique qui est fini sur k. Dans ce
cas, F est déterminé par le Γk-groupe F (k). Pour toute k-variété lisse X,
on a un isomorphisme canonique ([15, §XI.5]) :

(1.5)
H1(π1(X), F (k)) ∼→ H1(X,F )

et donc H1(Xk, F ) ∼= Homcont(π1(Xk), F (k))/ ∼

où l’action de π1(X) sur F (k) est induite par celle de Γk et ∼ est induite
par la conjugaison.

Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X, ρ) (ou X) est une k-
variété X munie d’une action à gauche G×k X

ρ−→ X. Un k-morphisme de
G-variétés est appelé G-morphisme s’il est compatible avec l’action de G.

2. Préliminaires sur Br2/3

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

TOME 74 (2024), FASCICULE 2
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Soient X une variété lisse et π : X → Spec k. Dans cette section, on
suit l’idée de Stoll (la notion de Br1/2(X) pour X projective dans [30,
pp. 378]) et on définit Br2/3(X) (définition 2.1) dans le cas plus général
(on a Br1/2 ⊂ Br2/3 ⊂ Br1). Ensuite, on établit le lien de Br2/3(X) avec
l’existence des torseurs sous un k-groupe fini commutatif (proposition 2.2)
et avec H2(X,µ∞) (proposition 2.4).

On définit :

(2.1) H2
1 (X,µ∞) := Ker(H2(X,µ∞) → H2(Xk, µ∞)).

Par définition, H2
1 (X,µ∞) est fonctoriel en X.

En fait, on peut définir

(2.2) Br2/3(X) := Im(H2
1 (X,µ∞) ⊂ H2(X,µ∞) → Br(X)).

Mais, pour faire lien avec le type d’un torseur, on donne la définition 2.1
ci-dessous et montre que les deux définitions sont le mêmes dans la propo-
sition 2.4.

Dans [17], Harari et Skorobogatov définissent

KD(X) := (τ⩽1Rπ∗Gm)[1] ∈ D[−1,0](k),
KD′(X) := Cone(Gm,k[1] → KD(X))

et établissent la suite exacte :

(2.3) H1(k, S) → H1(X,S) χ−→ HomD+(k)(S∗,KD′(X)) ∂−→ H2(k, S)

pour tout k-schéma en groupe de type multiplicatif S. L’homomorphisme
χ est appelé le type.

D’après [17, P. 5 Remark], on a

Br1(X) ∼= H1(k,KD(X)) et H0(KD′(X)) ∼= H0(KD(X)) ∼= Pic(Xk).

Soient Pic(Xk)tor (resp. Pic(Xk)free) le sous-groupe torsion maximal (resp.
le quotient libre maximal) de Pic(Xk). Ainsi on a une suite exacte de mo-
dules galoisiens :

0 → Pic(Xk)tor → Pic(Xk) → Pic(Xk)free → 0.

Ceci induit

(2.4) ϕ : KD(X) → Pic(Xk)free, ϕ′ : KD′(X) → Pic(Xk)free

et ϕ∗ : H1(k,KD(X)) → H1(k,Pic(Xk)free).

Définition 2.1. — Le sous-groupe Br2/3(X) ⊂ Br(X) d’une variété
lisse X est :

(1) si X est connexe, le groupe Br2/3(X) := Ker(ϕ∗) ⊂ Br1(X);

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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(2) en général, le groupe Br2/3(X) ⊂ Br(X) des éléments α vérifiant
α|X′ ∈ Br2/3(X ′) pour toute composante connexe X ′ de X.

Par définition, Br2/3(X) est fonctoriel en X. En fait, il contrôle l’exis-
tence des torseurs sous un k-groupe fini commutatif (la proposition 2.2
suivante).

Proposition 2.2. — Soient k un corps de nombres, S un k-groupe fini
commutatif et X une k-variété lisse géométriquement intègre. Si
X(Ak)Br2/3(X) ̸= ∅, alors χ dans (2.3) est surjectif.

Démonstration. — Pour tout λ ∈ HomD+(k)(S∗,KD′(X)), on a

ϕ′ ◦ λ ∈ Homk(S∗,Pic(Xk)free) = 0,

où ϕ′ est défini dans (2.4). Donc, pour tout a ∈ H1(k, S∗), on a λ∗(a) ∈
Br2/3(X)/ Im Br(k). D’après [17, Thm. 3.5], on a ∂(λ) ∈ X2(k, S) et
< ∂(λ), a >PT= 0 pour tout a ∈ X1(k, S∗), où <,>PT : X2(k, S) ×
X1(k, S∗) → Q/Z est l’accouplement de Poitou–Tate, qui est non dégé-
néré. Donc ∂(λ) = 0 et λ ∈ Im(χ). □

Corollaire 2.3. — Soit X une variété projective lisse géométri-
quement intègre. Si le groupe de Néron–Severi NS(Xk) est sans torsion (par
exemple, si X est un torseur sous une variété abélienne), alors Br2/3(X) =
Br1/2(X), où Br1/2(X) est défini dans [30, pp. 378]).

Démonstration. — Dans ce cas, Pic0(Xk)tor = Pic(Xk)tor et Pic0(Xk)free
est uniquement divisible. Donc H1(k,Pic0(Xk)free) = 0 et

Im(H1(k,Pic0(Xk)) → H1(k,Pic(Xk)))

= Ker(H1(k,Pic(Xk)) → H1(k,Pic(Xk)free)),

d’où le résultat. □

L’inclusion canonique µ∞ ⊂ Gm induit

ψ : τ⩽1Rπ∗µ∞ → τ⩽1Rπ∗Gm ∈ D+(k)

et donc

ψ∗,2 : H2
1 (X,µ∞) ∼= H2(k, τ⩽1Rπ∗µ∞)

→ H2(k, τ⩽1Rπ∗Gm) ∼= Br1(X) ⊂ Br(X).

Proposition 2.4. — Soit X une variété lisse géométriquement intègre.
Alors Br2/3(X) = Im(ψ∗,2) et on a une suite exacte :

Pic(X) → (Pic(Xk)free,ndiv)Γk → H2
1 (X,µ∞) ψ∗,2−−−→ Br2/3(X) → 0,

TOME 74 (2024), FASCICULE 2
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où Pic(Xk)free,div ⊂ Pic(Xk)free est le sous-groupe divisible maximal et

Pic(Xk)free,ndiv := Pic(Xk)free/Pic(Xk)free,div.

Démonstration. — Soit D := Cone(ψ). Par définition, Hi(D) = 0 pour
i ̸= −1, 0, 1. On a un diagramme commutatif de suites exactes (compatible
pour tout n) :

µn //

��

k[X]× n· //

=
��

k[X]× //

m·
��

H1(Xk, µn) //

��

Pic(Xk)

=
��

µmn //

��

k[X]× mn· //

=
��

k[X]× //

��

H1(Xk, µmn) //

��

Pic(Xk)

=
��

µ∞
� � // k[X]× // H0(D) // H1(Xk, µ∞) // Pic(Xk) // // H1(D)

Alors H−1(D) = 0, H1(D) ∼= Pic(Xk)free. Puisque le passage à la limite
directe est exact, on a H0(D) ∼= lim−→n∈Z>0In avec In = k[X]× pour tout n
et In → Imn : k[X]× → k[X]× : x 7→ xm. Donc H0(D) ∼= k[X]× ⊗ Q et
Hi(k,H0(D)) = 0 pour i ⩾ 1. Donc

H1(k,D) ∼= (Pic(Xk)free)Γk et H2(k,D) ∼= H1(k,Pic(Xk)free).

En appliquant Hi(k,−) à

τ⩽1Rπ∗µ∞ → τ⩽1Rπ∗Gm → D
+1−−→,

nous obtenons Im(ψ∗,2) = Ker(ϕ∗) et la suite exacte :

Pic(X) ϕ1−→ (Pic(Xk)free)Γk → H2
1 (X,µ∞) ψ∗,2−−−→ Br2/3(X) → 0.

Puisque Pic(Xk)free,div est uniquement divisible, le groupe (Pic(Xk)free,div)Γk

est aussi uniquement divisible et on a une suite exacte :

0 → (Pic(Xk)free,div)Γk → (Pic(Xk)free)Γk → (Pic(Xk)free,ndiv)Γk → 0.

Puisque H2
1 (X,µ∞) est un groupe de torsion, on a (Pic(Xk)free,div)Γk ⊂

Im(ϕ1), d’où le résultat. □

Corollaire 2.5. — Soit X une variété lisse géométriquement intègre.
Soit K/k une extension de corps telle que k soit algébriquement clos dans
K. Alors

Br2/3(X)/ Im Br(k) → Br2/3(XK)/ Im Br(K)

est injectif.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Démonstration. — Puisque H2(k, µ∞) ∼= Br(k), la proposition 2.4 donne
un diagramme de suites exactes :

(Pic(Xk)free,ndiv)Γk //

ϕ1

��

H2
1 (X,µ∞)/ ImH2(k, µ∞) //

ϕ2

��

Br2/3(X)/ Im Br(k) //

ϕ3

��

0

(Pic(XK)free,ndiv)ΓK // H2
1 (XK , µ∞)/ ImH2(K,µ∞) // Br2/3(XK)/ Im Br(K) // 0.

La suite spectrale Ei,j2 := Hi(k,Hj(Xk, µ∞)) ⇒ Hi+j(X,µ∞) induit une
suite exacte

H2(k, µ∞) → H2
1 (X,µ∞) → H1(k,H1(Xk, µ∞)).

Puisque H1(Xk, µ∞) ∼= H1(XK , µ∞) et l’homomorphisme Gal(K/K) →
Gal(k/k) est surjectif, l’homomorphisme de inflationH1(k,H1(Xk, µ∞)) →
H1(K,H1(XK , µ∞)) est injectif et donc ϕ2 est injectif. Puisque
Coker(Pic(Xk) → Pic(XK)) est uniquement divisible, on a Pic(Xk)free,ndiv ∼=
Pic(XK)free,ndiv et donc ϕ1 est un isomorphisme. Ainsi ϕ3 est injectif. □

Soit G un groupe algébrique connexe. Notons π : G → Spec k. On
définit :

H1
e (G,µ∞) := Ker(H1(G,µ∞) e∗

−→ H1(k, µ∞)),

H2
1,e(G,µ∞) := Ker(H2

1 (G,µ∞) e∗

−→ H2(k, µ∞))
et

Br2/3,e(G) := Ker(Br2/3(G) e∗

−→ Br(k)).
Le point eG ∈ G(k) induit des isomorphismes : Br2/3(G) ∼= Br(k) ⊕

Br2/3,e(G),

H1(G,µ∞) ∼= H1(k, µ∞) ⊕H1
e (G,µ∞)

et

H2
1 (G,µ∞) ∼= H2(k, µ∞) ⊕H2

1,e(G,µ∞).

Corollaire 2.6. — On a H1
e (G,µ∞) ∼= H1(Gk, µ∞)Γk , H2

1,e(G,µ∞) ∼=
H1(k,H1(Gk, µ∞)) et une suite exacte :

Pic(G) → (Pic(Gk)free,ndiv)Γk → H2
1,e(G,µ∞) → Br2/3,e(G) → 0.

Démonstration. — Puisque R0π∗µ∞ ∼= µ∞ et R1π∗µ∞ ∼= H1(Gk, µ∞),
le point eG ∈ G(k) induit

τ⩽1Rπ∗µ∞ ∼= µ∞ ⊕
(
H1(Gk, µ∞)[−1]

)
.

La suite spectrale Ep,q2 := Hp(k,Rqπ∗µ∞) ⇒ Hp+q(G,µ∞) donne les iso-
morphismes dans l’énoncé. Puisque H2(k, µ∞) ∼= Br(k), la suite exacte
découle de la proposition 2.4. □
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D’après la formule de Künneth (cf. [4, Prop. 2.6]), pour toute variété lisse
géométriquement intègre X, l’inclusion X → G×X : x 7→ (eG, x) induit

τ⩽1RπG×X,∗µ∞ ∼= (τ⩽1RπX,∗µ∞) ⊕
(
H1(Gk, µ∞)[−1]

)
,

où πG×X : G×X → Spec k et πX : X → Spec k. La suite spectrale

Ep,q2 := Hp(k,RqπG×X,∗µ∞) ⇒ Hp+q(G×X,µ∞)

induit deux isomorphismes :

(2.5) (p∗
1, p

∗
2) : H1

e (G,µ∞) ⊕H1(X,µ∞) ∼= H1(G×X,µ∞)

et

(2.6) (p∗
1, p

∗
2) : H2

1,e(G,µ∞) ⊕H2
1 (X,µ∞) ∼= H2

1 (G×X,µ∞).

où p1 : G×X → G, p2 : G×X → X sont deux projections.
S’il existe une action ρ : G × X → X, alors (2.5) induit un homomor-

phisme

(2.7) λH1 : H1(X,µ∞) → H1
e (G,µ∞)

tel que p∗
1 ◦ λH1 = ρ∗ − p∗

2 : H1(X,µ∞) → H1(G×X,µ∞).

3. Propriétés du sous-groupe invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

Soient G un groupe algébrique connexe et (X, ρ) une G-variété lisse géo-
métriquement connexe. Soient p1 : G × X → G, p2 : G × X → X deux
projections. Dans cette section, on établit les propriétés fondamentales de
H2
G(X,µ∞) (proposition 3.5) et de Br′

G(X) (proposition 3.6).

3.1. Groupe algébrique sur un corps algébriquement clos

Dans cette partie, pour tout groupe algébrique connexe G sur un corps
algébriquement clos de caractéristique 0, en utilisant la cohomologie singu-
lière de certain groupes de Lie (le théorème 3.1 ci-dessous), on montre que
H2
G(G,µ∞) = 0 (le corollaire 3.4(1)).
Rappelons le théorème classique de Élie Cartan.

Théorème 3.1 (Élie Cartan). — Soit H un groupe de Lie connexe.
Alors πtop

2 (H) = 0 et les cohomologies singulières

Hi
sing(H,Q/Z) ∼= Hi(πtop

1 (H),Q/Z) pour i = 1, 2.
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Démonstration. — Pour πtop
2 (H), d’après [18, Thm. 6] (cf. [21, pp. 116,

Rem. 2]), tout groupe de Lie connexe contient un sous-groupe de Lie com-
pact comme une rétraction par déformation. Donc on peut supposer que
H est compact et, dans ce cas, l’énoncé ci-dessus est exactement le [2,
Prop. V.7.5].

Pour Hi
sing(H,Q/Z), soit U → H un revêtement universel. Alors

πtop
1 (U) = πtop

2 (U) = 0. L’application de Hurewicz (cf. [29, Thm. A.5])
et le théorème des coefficients universels (cf. [29, Thm. A.15]) impliquent
H1

sing(U,Q/Z) = H2
sing(U,Q/Z) = 0. Ensuite la suite spectrale de Leray–

Serre (cf. [29, Thm. A.24]) implique l’énoncé. □

Soit G un k-groupe algébrique connexe. Notons p1 : G × X → G, p2 :
G×X → X deux projections et m : G×G → G la multiplication.

Dans le cas où k = C, définissons :

H2
sing,G(G(C),Q/Z)
:= {b ∈ H2

sing(G(C),Q/Z) : (m∗(b) − p∗
2(b)) ∈ p∗

1H
2
sing(G(C),Q/Z)}.

Proposition 3.2. — Soit G un C-groupe algébrique connexe. Alors

H2
sing,G(G(C),Q/Z) = 0.

Démonstration. — Soit π := πtop
1 (G). Pour tout Z-module M , notons

MD := Hom(M,Q/Z). D’après le théorème 3.1 et le lemme 3.3 ci-dessous,
on a l’inclusion naturelle

H2
sing(G(C),Q/Z) ∼= H2(π,Q/Z) ⊂ (π ⊗Z π)D,

et donc l’inclusion natuelle H2
sing((G×G)(C),Q/Z) ⊂ ((π⊕π)⊗Z (π⊕π))D.

Notons m∗, p1,∗, p2,∗ : πtop
1 (G × G) → πtop

1 (G) les homomorphismes
induits par m, p1, p2. Puisque m|eG×G = idG et m|G×eG

= idG, on a
m∗ : π ⊕ π → π : (a, b) → a+ b et

H2
sing,G(G(C),Q/Z)

= Ker(m∗ − p∗
1 − p∗

2 : H2
sing(G(C),Q/Z) → H2

sing((G×G)(C),Q/Z)).

L’homomorphisme m∗ − p1,∗ − p2,∗ : (π ⊕ π) ⊗Z (π ⊕ π) → π ⊗ π envoie
(a, b) ⊗ (c, d) sur

(a+ b) ⊗ (c+ d) − a⊗ c− b⊗ d = a⊗ d+ b⊗ c.

Donc l’application m∗ − p1,∗ − p2,∗ est surjective et

(m∗ − p1,∗ − p2,∗)D : (π ⊗Z π)D → ((π ⊕ π) ⊗Z (π ⊕ π))D

est injective. Ainsi m∗−p∗
1 −p∗

2 est injective et H2
sing,G(G(C),Q/Z) = 0. □
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Lemme 3.3.
(1) Soient π1, π2 deux groupes. Alors

H2(π1,Q/Z) ⊕H2(π2,Q/Z) ⊕ [((π1)ab ⊗ (π2)ab)D] ∼= H2(π1 × π2,Q/Z),

où (−)ab est le quotient abélien maximal.
(2) Soit π un groupe abélien de type fini. Alors H1(π,Q/Z) ∼= πD et

on a une inclusion naturelle H2(π,Q/Z) ⊂ (π ⊗Z π)D.

Démonstration. — Pour tout Z-moduleM , notonsMD := Hom(M,Q/Z).
Soit π un groupe. D’après [31, Thm. 6.1.11], on a H1(π,Z) ∼= π/[π, π] ∼=

(π)ab. D’après [31, Exer. 6.1.5], pour tout i ⩾ 0, on a Hi(π,Q/Z) ∼=
Hi(π,Z)D. Alors H1(π,Q/Z) ∼= (πab)D.

D’après [31, Prop. 6.1.13], on a : H1(π1,Z)⊕H1(π2,Z) ∼= H1(π1 ×π2,Z)
et

H2(π1,Z) ⊕H2(π2,Z) ⊕ [H1(π1,Z) ⊗Z H1(π2,Z)] ∼= H2(π1 × π2,Z).

Donc H1(π1,Q/Z) ⊕H1(π2,Q/Z) ∼= H1(π1 × π2,Q/Z) et

H2(π1,Q/Z) ⊕H2(π2,Q/Z) ⊕ [H1(π1,Z) ⊗Z H1(π2,Z)]D

∼= H2(π1 × π2,Q/Z),

d’où l’on déduit (1).
Pour (2), on a π ∼=

⊕r
i=1 Mi avec Mi

∼= Z/ni pour certain ni ∈ Z⩾0 (on a
Mi

∼= Z si ni = 0). Ainsi (π ⊗ π)D ∼=
⊕

1⩽i⩽r,1⩽j⩽r[(Mi ⊗Mj)D]. Puisque
H2(Z/n,Q/Z) = 0 pour tout n ∈ Z⩾0 ([31, Thm. 6.2.2 et Cor. 6.2.7]),
d’après (1), on a

H2(π,Q/Z) ∼=
⊕

1⩽i<j⩽r
[(Mi ⊗Mj)D].

On a l’inclusion canonique⊕
i<j

[(Mi ⊗Mj)D] ⊂
⊕
i,j

[(Mi ⊗Mj)D] : (mi,j)i<j 7→ (ni,j)i,j

où ni,j = nj,i = mi,j pour i < j et ni,i = 0. Ceci donne (2). □

Corollaire 3.4. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéris-
tique 0. Alors :

(1) pour tout k-groupe algébrique connexe G, on a H2
G(G,µ∞) = 0 ;

(2) pour toute suite exacte 1 → G1 → G2 → T → 1 de k-groupes algé-
briques connexes avec T un tore, on a une suite exacte canonique :

0 → H1(T,Q/Z) → H1(G2,Q/Z) → H1(G1,Q/Z) → 0.
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Démonstration. — Pour (1), par le passage à la limite (cf. [14, §1.10]),
il existe un sous-corps k0 ⊂ k et un k0-groupe algébrique connexe G0 tels
que k0 soit une extension de type fini sur Q et G0,k ∼= G. Choisissons une
immersion k0 ⊂ C. D’après [20, Thm. III.3.12] et [20, Cor. VI.4.3], on a
des isomorphismes naturels :

H2(G,Q/Z) ∼= H2(G0,k0
,Q/Z) ∼= H2(G0,C,Q/Z) ∼= H2

sing(G0,C(C),Q/Z).

Puisque µ∞ = Q/Z, on a H2
G(G,µ∞) = H2

sing,G0,C
(G0,C(C),Q/Z). Donc on

peut supposer que k = C et il suffit de montrer que H2
sing,G(G(C),Q/Z) =

0. Ainsi la proposition 3.2 implique (1).
Pour (2), par le même argument comme ci-dessus, on peut supposer que

k = C et il suffit de montrer que

(3.1)
0 → H1

sing(T (C),Q/Z) → H1
sing(G2(C),Q/Z)

→ H1
sing(G1(C),Q/Z) → 0

est exacte. On a une suite exacte 0 → πtop
1 (G1) → πtop

1 (G2) → πtop
1 (T ) → 0

de groupes abéliens, qui admet une section (non canonique), parce que
πtop

1 (T ) ∼= Zn. D’après le théorème 3.1, on a

H1
sing(G(C),Q/Z) = H1(πtop

1 (G),Q/Z) = Hom(πtop
1 (G),Q/Z)

pour G = G1, G2 ou T , d’où on obtient (3.1) et (2). □

3.2. Le cas général

Proposition 3.5. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, ρ)
une G-variété lisse géométriquement connexe. Alors

(1) on a : H2
1 (X,µ∞) ⊂ H2

G(X,µ∞) ;
(2) si X est un G-torseur, on a H2

1 (X,µ∞) = H2
G(X,µ∞) ;

(3) il existe un homomorphisme unique ( l’homomorphisme de Sansuc)

λ : H2
G(X,µ∞) → H2

1,e(G,µ∞)

tel que ρ∗ − p∗
2 = p∗

1 ◦ λ ;
(4) pour tout x ∈ X(k), on a λ = ρ∗

x − i∗x : H2
G(X,µ∞) → H2

1 (G,µ∞),
où ix : G → X : g 7→ x et ρx : G → X : g 7→ g · x.

Démonstration. — D’après (2.6), en utilisant ρ|eG×X = idX , on a (1).
Pour (2), par fonctorialité, il suffit de montrer que H2

Gk̄
(Xk, µ∞) = 0.

On peut supposer que k = k. Dans ce cas, X ∼= G, µ∞ ∼= Q/Z et ρ = m :
G×G → G la multiplication. D’après le corollaire 3.4(1), H2

G(G,Q/Z) = 0,
d’où l’on déduit (1).
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Pour (3), d’après (2.6), p∗
1|H2

1,e(G,µ∞) est injective et donc il suffit de
montrer que

(ρ∗ − p∗
2)(H2

G(X,µ∞)) ⊂ p∗
1(H2

1,e(G,µ∞)).

Puisque (ρ∗ − p∗
2)|eG×X = 0, d’après (2.6), il suffit de montrer que

(ρ∗ − p∗
2)(H2

G(X,µ∞)) ⊂ H2
1 (G×X,µ∞).

On peut supposer que k = k. Un point x ∈ X(k) induit un morphisme
G

ρx−→ X : g 7→ g · x. Alors on a un diagramme commutatif :

H2(X,µ∞)
p∗

2−ρ∗
//

ρ∗
x

��

H2(G×X,µ∞)

(idG ×ρx)∗

��

H2(G,µ∞)

=
��

? _
p∗

1oo

H2(G,µ∞)
p∗

2,G−m∗
// H2(G×G,µ∞) H2(G,µ∞).? _

p∗
1,G

oo

D’après (1), Im(p∗
2,G−m∗)∩Im(p∗

1,G) = 0 et donc Im(p∗
2 −ρ∗)∩Im(p∗

1) = 0,
d’où (3).

Pour (4), pour tout α ∈ H2
G(X,µ∞), on obtient (ρ∗ − p∗

2)(α)|G×x =
(ρ∗
x − i∗x)(α). □

La suite spectrale Ei,j2 := Hi(k,Hj(Xk, µ∞)) ⇒ Hi+j(X,µ∞) induit une
suite exacte

(3.2) H2(k, µ∞) → H2
1 (X,µk) ∂−→ H1(k,H1(Xk, µ∞))

→ Ker(H3(k, µ∞) → H3(X,µ∞)).

Par les définitions de λ ci-dessus et de λH1 dans (2.7), on a un diagramme
commutatif :

(3.3)

H2
1 (X,µ∞) �

� //

∂

��

H2
G(X,µ∞) λ // H2

1,e(G,µ∞)

=
��

H1(k,H1(Xk, µ∞))
λH1,∗ // H1(k,H1(Gk, µ∞)) H2

1,e(G,µ∞).
∼=oo

Proposition 3.6. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, ρ)
une G-variété lisse géométriquement connexe. Alors

(1) on a : Br2/3(X) ⊂ Br′
G(X) ⊂ BrG(X) ;

(2) si X est un G-torseur, on a Br2/3(X) = Br′
G(X) ;

(3) il existe un homomorphisme unique ( l’homomorphisme de Sansuc)

λBr : Br′
G(X) → Br2/3,e(G)

tel que (ρ∗ − p∗
2) = p∗

1 ◦ λBr ;
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(4) pour tout x ∈ X(k), on a λBr = ρ∗
x − i∗x : Br′

G(X) → Br2/3(G), où
ix : G → X : g 7→ x et ρx : G → X : g 7→ g · x.

Démonstration. — D’après la proposition 2.4,

Br2/3(X) = Im(H2
1 (X,µ∞) → Br(X)).

Alors la proposition 3.5(1) et (2) impliquent les (1) et (2) ici. Pour (3),
d’après la proposition 3.5(3), on a (ρ∗ − p∗

2)(Br′
G(X)) ⊂ p∗

1(Br2/3,e(G)).
Donc il suffit de montrer que p∗

1|Br2/3,e(G) est injectif, i.e. p∗
1 : Br2/3,e(G) →

Br2/3,e(GK) est injectif, où K := k(X) et p : GK → G. Ceci découle du
corollaire 2.5. Ensuite, le (3) et la proposition 3.5(4) implique le (4). □

Pour toute extension de corps K/k, et tous x ∈ X(K), g ∈ G(K),
α ∈ Br′

G(X), d’après la proposition 3.6(3), on a :

(3.4) (g · x)∗(α) = g∗(λBr(α)) + x∗(α) ∈ Br(K).

Alors, dans le cas où k est un corps de nombres, on a :

(3.5) G(Ak)Br2/3(G) ·X(Ak)Br′
G(X) = X(Ak)Br′

G(X).

Dans le cas où G est linéaire, on a :

Corollaire 3.7. — Sous les hypothèses de la proposition 3.6, sup-
posons que G est linéaire. Alors Br2/3(G) = Br1(G) ∼= H2

1 (G,µ∞) et
BrG(X) = Br′

G(X).

Démonstration. — Si G est linéaire, on a Pic(Gk)free = 0 et Pic(G) est
fini. Par définition, on a Br2/3(G) = Br1(G). D’après le corollaire 2.6, on a
Br2/3(G) ∼= H2

1 (G,µ∞).
D’après [24, Lem. 6.6], Pic(G×X) ∼= Pic(G) ⊕ Pic(X) et donc Pic(G×

X)⊗Q/Z ∼= Pic(X)⊗Q/Z. Notons ie : X → G×X : x 7→ (eG, x). La suite
exacte de Kummer donne un diagramme commutatif de suites exactes

H2(X,µ∞) lX //

ϕH2

��

Br(X)

ϕBr

��

// 0

0 // Pic(G×X) ⊗ Q/Z //

∼=
��

H2(G×X,µ∞)
lG×X //

i∗
e,H2

��

Br(G×X) //

i∗e,Br

��

0

0 // Pic(X) ⊗ Q/Z // H2(X,µ∞) // Br(X) // 0,

où ϕH2 := (ρ∗−p∗
2)|H2(X,µ∞) et ϕBr := (ρ∗−p∗

2)|Br(X). Alors lG×X induit un
isomorphisme l0 : Ker(i∗e,H2) ∼→ Ker(i∗e,Br). Puisque Br1(G) ∼= H2

1 (G,µ∞),
on a

p∗
1|H2(H2

1 (G,µ∞)) = l−1
0 (p∗

1|Br(Br1(G))).
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Pour tout b ∈ H2(X,µ∞) avec a := lX(b) ∈ BrG(X), on a ϕBr(a) ∈
p∗

1|Br(Br1(G)) ([3, Prop. 3.7]), i∗e,H2(ϕH2(b)) = 0 (puisque ρ ◦ ie = p2 ◦ ie),
et donc ϕH2(b) ∈ p∗

1|H2(H2
1 (G,µ∞)). Alors b ∈ H2

G(X,µ∞) et BrG(X) ⊂
Br′

G(X), d’où le résultat. □

4. Suites exactes de Sansuc

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

Le but de cette section est d’établir des suites exactes fondamentales de
H2

1 , H2
G et de Br′

G. Le théorème 4.1 est une variante de la suite exacte
de Sansuc [24, Prop. 6.10] en remplaçant la cohomologie de Gm par la
cohomologie de µ∞, dans le cas où G n’est pas nécessairement linéaire.
Ensuite, en utilisant ce théorème, on montre que les sous-groupes invariants
H2
G(X,µ∞) et Br′

G(X) sont stables si l’on remplace X par son torseur sous
un groupe connexe (proposition 4.5) ou si l’on remplace G par son extension
avec un groupe connexe (proposition 4.6).

La suite exacte longue dans le théorème 4.1 suivant est appelée la suite
exacte de Sansuc de µ∞.

Théorème 4.1. — Soient Z une k-variété lisse géométriquement in-
tègre, G un k-groupe algébrique connexe et f : X → Z un G-torseur. Alors
on a une suite exacte, fonctorielle en (X,Z, f,G) :

0 → H1(Z, µ∞) f∗

−→ H1(X,µ∞)
λH1−−−→ H1

e (G,µ∞)

→ H2(Z, µ∞) f∗

−→ H2(X,µ∞) ρ∗−p∗
2−−−−→ H2(G×X,µ∞),

où ρ : G×X → X est l’action et λH1 est défini dans (2.7).

Démonstration. — On suit l’idée de Sansuc [24, Prop. 6.10] : on utilise la
suite spectrale qui lie la cohomologie étale avec la cohomologie de Cěch (la
suite spectrale (4.4) ci-dessous). Alors on fait tout d’abord des calculations
sur la cohomologie de Cěch.

Étape 1, préfaisceaux des cohomologies étales

Soient Hi : U → Hi(U, µ∞), H1
0 : U → H1(π0(U), µ∞) et H1

a : U →
Coker(H1(π0(U), µ∞) → H1(U, µ∞)) des préfaisceaux, où π0(U) est le
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schéma des composantes connexes géométriques de U . Le Hi ici est exac-
tement le Hi dans [20, III] (cf. [20, III, Rem. 1.6(e)]). Alors on a une suite
exacte de préfaisceaux :

(4.1) 0 → H1
0 → H1 → H1

a → 0.

Le revêtement fidèlement plat de présentation finie f : X → Z induit une
suite exacte longue des cohomologies de Cěch :

(4.2) · · · → qHi(X/Z,H1
0) → qHi(X/Z,H1) → qHi(X/Z,H1

a)

→ qHi+1(X/Z,H1
0) → · · · .

Étape 2, calculation de la cohomologie de Cěch

Notons G1 := G, X1 := X, Gi := G × Gi−1 et Xi := X ×Z Xi−1

pour i ⩾ 1. Notons pij : Xi+1 → Xi la projection qui enlève la j-ième
coordonnée, où 1 ⩽ j ⩽ i + 1. Ainsi on a directement Xi ∼= Gi−1 × X.
Alors la cohomologie de Cěch d’un préfaisceau F est la cohomologie du
complexe :

0 → F(X1)
p1,∗

1 −p1,∗
2−−−−−−→ F(X2)

p2,∗
1 −p2,∗

2 +p2,∗
3−−−−−−−−−−→ F(X3) → · · · .

Par exemple, qH0(X/Z,F) = ker(p1,∗
1 − p1,∗

2 ).
(1) On a qH0(X/Z,H0) = µ∞(k) et qHi(X/Z,H0) = 0 pour tout i ⩾ 1.

Ceci vaut car H0(Xi) ∼= µ∞(k) pour i et tout pi,∗j est l’identité pour
tout i, j.

(2) On a qH0(X/Z,H1
0) = H1(k, µ∞) et qHi(X/Z,H1

0) = 0 pour tout
i ⩾ 1. Ceci vaut car π0(Xi) = Spec k, H1

0(Xi) ∼= H1(k, µ∞) pour
tout i et pi,∗j est l’identité pour tout i, j.

(3) On a qHi(X/Z,H1
a) = 0 pour tout i ⩾ 2 et une suite exacte natu-

relle :

0 → qH0(X/Z,H1
a) → H1

a(X) ρ∗−p∗
2−−−−→ H1

a(G) → qH1(X/Z,H1
a) → 0.

En fait, d’après [24, Lem. 6.12] et le fait H1
a(k) = 0, il suffit de

montrer que

H1
a(X ×Gi) ∼= H1

a(X) ⊕ H1
a(G)⊕i.

Ceci est établi dans (2.5).
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(4) On a qHi(X/Z,H1) = 0 pour tout i ⩾ 2 et une suite exacte natu-
relle :

(4.3) 0 → qH0(X/Z,H1) → H1(X) ρ∗−p∗
2−−−−→ H1

a(G) → qH1(X/Z,H1) → 0.

D’après (2) et les suites exactes (4.1) et (4.2), on a
qHi(X/Z,H1) ∼= qHi(X/Z,H1

a

pour tout i ⩾ 1 et un diagramme commutatif de suites exactes :

0 // qH0(X/Z,H1
0) //

∼=
��

qH0(X/Z,H1) //
_�

��

qH0(X/Z,H1
a) //

_�

ϕ

��

0

0 // H1
0(X) // H1(X) // H1

a(X) // 0.

D’après le lemme du serpent, on a une suite exacte :

0 → qH0(X/Z,H1) → H1(X) → coker(ϕ) → 0.

L’énoncé découle de (3).

Étape 3, la suite spectrale

Puisque Hi(X,µ∞) ∼= Hi
fppf(X,µ∞) ([20, III, Thm. 3.9] pour µn) et

f : X → Z est un revêtement fidèlement plat de présentation finie, on a la
suite spectrale ([20, III, Prop. 2.7])

(4.4) Ei,j2 = qHi(X/Z,Hj) ⇒ Hi+j(Z, µ∞).

Dans la suite spectrale (4.4), d’après (1) et (4), Ei,02 = 0 pour tout
i ⩾ 1 et Ei,12 = 0 pour tout i ⩾ 2. Alors cette suite spectrale induit un
isomorphisme qH0(X/Z,H1) ∼= H1(Z, µ∞) et une suite exacte :

0 → qH1(X/Z,H1) → H2(Z, µ∞) → qH0(X/Z,H2) → 0.

D’après (4.3), on a une suite exacte longue :

0 → H1(Z, µ∞) → H1(X) ρ∗−p∗
2−−−−→ H1

a(G) → H2(Z, µ∞)

→ qH0(X/Z,H2) → 0.

Puisque qH0(X/Z,H2) = Ker(H2(X,µ∞) ρ∗−p∗
2−−−−→ H2(G×X,µ∞)), il suffit

de montrer que l’homomorphisme canonique l : H1
e (G,µ∞) → H1

a(G) est
un isomorphisme et que l ◦ λH1 = ρ∗ − p∗

2. Ceci découle de la définition et
de (2.7). □
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Corollaire 4.2. — Sous les hypothèses du théorème 4.1, on a un dia-
gramme commutatif de suites exactes, fonctoriel en (X,Z, f,G) :

H1
e (G,µ∞)

=
��

// H2(Z, µ∞)
f∗
//

=
��

H2
G(X,µ∞) λ //
� _

��

H2
1,e(G,µ∞)

� _

p∗
1
��

H1
e (G,µ∞) // H2(Z, µ∞)

f∗
// H2(X,µ∞)

ρ∗−p∗
2 // H2(G×X,µ∞).

Démonstration. — D’après (2.6), p∗
1 est injective. Le résultat découle du

théorème 4.1 et de la proposition 3.5(3). □

Corollaire 4.3. — Sous les hypothèses du théorème 4.1, supposons
que H2(k,H1(Zk, µ∞)) = 0 et H2(Zk, µ∞) = 0. Si H3(k, µ∞) = 0
ou X(k) ̸= ∅, alors les homomorphismes de Sansuc λ : H2

G(X,µ∞) →
H2

1,e(G,µ∞) et λBr : Br′
G(X) → Br2/3,e(G) sont surjectifs.

Démonstration. — Par hypothèses, le théorème 4.1 induit une suite
exacte :

0 → H1(Zk, µ∞) → H1(Xk, µ∞)
λH1−−−→ H1(Gk, µ∞) → 0

et donc un homomorphisme surjectif

λH1,∗ : H1(k,H1(Xk, µ∞)) → H1(k,H1(Gk, µ∞)).

Puisque H3(k, µ∞) = 0 ou X(k) ̸= ∅, d’après (3.2), H2
1 (X,µ∞) →

H1(k,H1(Xk, µ∞)) est surjectif. D’après (3.3), λ est surjectif et donc λBr
est surjectif. □

Corollaire 4.4. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, ρ)
un G-torseur. Si H3(k, µ∞) = 0 ou X(k) ̸= ∅, alors on a des suites exactes :

H2(k, µ∞) → H2
G(X,µ∞) λ−→ H2

1,e(G,µ∞) → 0

et
Br(k) → Br′

G(X) λBr−−→ Br2/3,e(G) → 0.

Démonstration. — D’après le corollaire 4.3, λ et λBr sont surjectifs. Le
corollaire 4.2 donne la première suite exacte. D’après la proposition 3.6(2),
Br′

G(X) = Br2/3(X). Donc il suffit de montrer que Br2/3(X)/ Im Br(k) →
Br2/3,e(G) est injectif.

Si X(k) ̸= ∅, ceci découle de la proposition 3.6(4). En général, soit K :=
k(X). Alors XK(K) ̸= ∅ et donc Br2/3(XK)/ Im Br(K) → Br2/3,e(GK)
est injectif. D’après le corollaire 2.5, Br2/3(X)/ Im Br(k) →
Br2/3(XK)/ Im Br(K) et Br2/3,e(G) → Br2/3,e(GK) sont injectifs, d’où le
résultat. □
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Les deux propositions suivantes décrivent les propriétés de H2
G(X,µ∞)

et de Br′
G(X) par rapport au changement de X et de G.

Proposition 4.5. — Soient G, H deux groupes algébriques connexes
et p : Y → X un G-morphisme de G-variétés. Si p est un H-torseur, alors

(1) on a (p∗)−1H2
G(Y, µ∞) = H2

G(X,µ∞), où p∗ : H2(X,µ∞) →
H2(Y, µ∞) est l’homomorphisme induit par p ;

(2) si H est linéaire, on a (p∗
Br)−1Br′

G(Y ) = Br′
G(X), où Br(X) p∗

Br−−→
Br(Y ).

Démonstration. — Notons ρ : G×X → X, ρY : G×Y → Y deux actions
et p2 : G×X → X, p1 : G×X → G, p2,Y : G× Y → Y les projections.

Puisque G × Y
idG ×p−−−−→ G × X est aussi un H-torseur, d’après le théo-

rème 4.1, on a un diagramme commutatif de suites exactes

H1
e (H,µ∞) //

=
��

H2(X,µ∞)
p∗

//

ϕ∗

��

H2(Y, µ∞)

ϕ∗
Y

��
H1
e (H,µ∞) // H2(G×X,µ∞)

(idG ×p)∗
// H2(G× Y, µ∞),

où ϕ = ρ (resp. ϕ = p2) et ϕY = ρY (resp. ϕY = p2,Y ). Donc, pour tout
α ∈ (p∗)−1H2

G(Y, µ∞), on a

ρ∗(α) − p∗
2(α) ∈ p∗

1H
2(G,µ∞) + ImH1

e (H,µ∞)

⊂ p∗
1H

2(G,µ∞) + p∗
2H

2(X,µ∞).

Puisque (ρ∗(α) − p∗
2(α))|eG×X = 0, on a ρ∗(α) − p∗

2(α) ∈ p∗
1H

2(G,µ∞).
Ceci donne (1).

Pour (2), par la suite exacte de Sansuc [24, Prop. 6.10], on a une suite
exacte

Pic(X) → Pic(Y ) → Pic(H)

avec Pic(H) fini. Donc Pic(X) ⊗Q/Z → Pic(Y ) ⊗Q/Z est surjectif. Par la
suite exacte de Kummer, on a un diagramme commutatif de suites exactes :

0 // Pic(X) ⊗ Q/Z //

p∗
Pic

��

H2(X,µ∞) //

p∗

��

Br(X) //

p∗
Br

��

0

0 // Pic(Y ) ⊗ Q/Z // H2(Y, µ∞) // Br(Y ) // 0.

Puisque p∗
Pic est surjectif, une chasse au diagramme donne (2). □
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Dans le cas où X ∼= G/H avec H ⊂ G un sous-groupe connexe, p :
G → X est un H-torseur. La proposition 4.5(1) et la proposition 3.5(2)
impliquent

H2
G(X,µ∞) ⊂ ker(H2(X,µ∞) p∗

−→ H2(Gk, µ∞))

et donc

(4.5) Br′
G(X) ⊂ Br1(X,G) := ker(Br(X) p∗

−→ Br(Gk)).

Proposition 4.6. — Soient 1 → N → H
ψ−→ G → 1 une suite exacte de

groupes algébriques connexes, et (X, ρ) uneG-variété lisse géométriquement
intègre. Alors H2

G(X,µ∞) = H2
H(X,µ∞) et Br′

G(X) = Br′
H(X).

Démonstration. — Puisque H×X
ψX−−→ G×X est un N -torseur, d’après

le corollaire 4.2, on a un diagramme commutatif de suites exactes :

H1
e (N,µ∞)

=
��

// H2(G,µ∞) //

p∗
1

��

H2
N (H,µ∞) //

p∗
1

��

H2
1,e(N,µ∞)

=
��

H1
e (N,µ∞) // H2(G×X,µ∞))

ψ∗
X // H2

N (H ×X,µ∞)) // H2
1,e(N,µ∞).

Donc
(ψ∗
X)−1(p∗

1H
2
N (H,µ∞)) = p∗

1H
2(G,µ∞).

Puisque H2
1,e(H,µ∞) ⊂ H2

1 (H,µ∞) ⊂ H2
N (H,µ∞) (Proposition 3.5(1)), on

a (ψ∗
X)−1(p∗

1H
2
1,e(H,µ∞)) ⊂ p∗

1H
2(G,µ∞). La proposition 3.5(3) donne

H2
H(X,µ∞) = {a ∈ H2(X,µ∞)|ψ∗

X((ρ∗ − p∗
2)(a)) ∈ p∗

1H
2
1,e(H,µ∞)}

⊂ {a ∈ H2(X,µ∞)|(ρ∗ − p∗
2)(a) ∈ p∗

1H
2(G,µ∞)} = H2

G(X,µ∞),

d’où le résultat. □

Corollaire 4.7. — Sous les hypothèses de la proposition 4.6, suppo-
sons qu’il existe une H-variété Y et un H-morphisme Y

p−→ X tels que
Y → X soit un N -torseur. Alors

(1) H2(X,µ∞) p∗

−→H2(Y, µ∞) satisfait (p∗)−1H2
H(Y, µ∞) =H2

G(X,µ∞),
et on a une suite exacte (où λ est l’homomorphisme de Sansuc),
fonctorielle en (X,Y, p,N) :

0 → H1(X,µ∞) → H1(Y, µ∞) → H1
e (N,µ∞)

χ−→ H2
G(X,µ∞) p∗

−→ H2
H(Y, µ∞) λ−→ H2

1,e(N,µ∞).
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(2) siN est linéaire, Br(X) p∗

−→ Br(Y ) satisfait (p∗)−1Br′
H(Y ) = Br′

G(X)
et on a une suite exacte (où λBr est l’homomorphisme de Sansuc),
fonctorielle en (X,Y, p,N) :

Pic(Y ) → Pic(N) χ−→ Br′
G(X) p∗

−→ Br′
H(Y ) λBr−−→ Bre(N).

Démonstration. — Une application du théorème 4.1 et du corollaire 4.2
au N -torseur Y → X donne une suite exacte :

0 → H1(X,µ∞) → H1(Y, µ∞) → H1
e (N,µ∞)

χ−→ H2(X,µ∞) p∗

−→ H2
N (Y, µ∞) λ−→ H2

1,e(N,µ∞).

Une application de la proposition 4.5 au N -torseur p : Y → X (avec l’action
de H) donne (en utilisant la proposition 4.6)

χ(H1
e (N,µ∞)) ⊂ (p∗)−1(0) ⊂ (p∗)−1(H2

H(Y, µ∞)) = H2
H(X,µ∞)

= H2
G(X,µ∞),

d’où on obtient (1).
L’énoncé (2) découle du même argument que (1) en remplaçant le corol-

laire 4.2 par [3, Thm. 3.10]. □

5. Spécialisation du sous-groupe invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

Considérons maintenant une suite exacte de groupes algébriques connexes

(5.1) 1 → G
φ−→ H

ψ−→ T → 1

avec T un tore. Pour une H-variété Y munie d’un H-morphisme f : Y → T

et pour tout t ∈ T (k), la fibre Yt est une G-variété (voir le théorème 5.4
ci-dessous). Dans [3, Prop. 3.13], on calcule le noyau et le conoyau de l’ho-
momorphisme de spécialisation BrH(Y ) → BrG(Yt) lorsque H est linéaire.
Dans cette section, on généralise ce résultat au cas où H n’est pas néces-
sairement linéaire (le théorème 5.4).

La proposition 5.1 suivante généralise [3, Lem. 5.5].
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Proposition 5.1. — Pour la suite exacte (5.1), on a un diagramme
commutatif de suites exactes :

H1
e (G,µ∞) //

=
��

H2
1,e(T, µ∞)

ψ∗
//

� _

��

H2
1,e(H,µ∞)

φ∗
//

� _

��
(1)

H2
1,e(G,µ∞) //

=
��

H3(k, T ∗)

H1
e (G,µ∞) // H2

T (T, µ∞)
ψ∗
// H2

H(H,µ∞) λ // H2
1,e(G,µ∞) ,

où la deuxième ligne est induite par application du corollaire 4.7(1) au
G-torseur H → T .

Démonstration. — On applique le corollaire 4.7(1) au G-torseur H → T

et on obtient la suite exacte de la deuxième ligne.
D’après la proposition 3.5, e∗

T : H2
1 (T, µ∞) → H2(k, µ∞) équivaut à la

composition :

H2
1 (T, µ∞) ∼= H2

T (T, µ∞) → H2
H(H,µ∞) ∼= H2

1 (H,µ∞) e∗
H−−→ H2(k, µ∞).

Donc ImH1
e (G,µ∞) ⊂ Ker(e∗

T ) et la première ligne est exacte en
H2

1,e(T, µ∞).
Par la suite exacte de Kummer, H1(Tk, µ∞) ∼= T ∗ ⊗ Q/Z et donc

(5.2) H2(k,H1(Tk, µ∞)) ∼= H3(k, T ∗).

Le corollaire 3.4(2) induit une suite exacte

0 → H1(Tk, µ∞) → H1(Hk, µ∞) φ∗

−−→ H1(Gk, µ∞) → 0.

Appliquons Hi(k,−) à cette suite exacte. Le corollaire 2.6 et (5.2) donnent
une suite exacte :

H2
1,e(T, µ∞) → H2

1,e(H,µ∞) φ∗

−−→ H2
1,e(G,µ∞) → H3(k, T ∗).

Ceci donne la première suite exacte.
D’après la proposition 3.5(4), le carré (1) est commutatif et donc le dia-

gramme est commutatif. □

Corollaire 5.2. — Dans la suite exacte (5.1), si l’on a H3(k, T ∗) = 0,
alors les homomorphismes H2

1,e(H,µ∞) → H2
1,e(G,µ∞) et Br2/3,e(H) φ∗

−−→
Br2/3,e(G) sont surjectifs.

Démonstration. — Ceci découle de la proposition 5.1 et du corol-
laire 2.6. □

Lemme 5.3. — Soient G, N deux groupes algébriques connexes et X
une G-variété lisse géométriquement intègre. Soient H := N ×G et P une
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H-variété tels que P soit un N -torseur sur k. Soient Y := P×X et Y p1−→ P ,
Y

p2−→ X les deux projections. Supposons donnée une action :

H × Y → Y : (n, g) × (p, x) 7→ ((n, g) · p, g · x).

Alors
(1) si P = N , on a un isomorphisme :

(p∗
1, p

∗
2) : H2

1,e(N,µ∞) ⊕H2
G(X,µ∞) ∼→ H2

H(Y, µ∞);

(2) si H3(k, µ∞) = 0, on a un isomorphisme :

(p∗
1, p

∗
2) : H2

1 (P, µ∞)/ ImH2(k, µ∞) ⊕H2
G(X,µ∞)/ ImH2(k, µ∞)
∼→ H2

H(Y, µ∞)/ ImH2(k, µ∞).

Démonstration. — Par la proposition 3.5(2), on a

H2
N (P, µ∞) ∼= H2

1 (P, µ∞).

D’après le corollaire 4.7(1) et l’isomorphisme

H2
1,e(N,µ∞) ∼= H2

1 (N,µ∞)/ ImH2(k, µ∞),

on a un diagramme commutatif de suites exactes

H1(P, µ∞) ϑ1 //

��

H1
e (N,µ∞)

=
��

// H2(k, µ∞) //

��

H2
1 (P, µ∞)

p∗
1

��

ϑ2 // H2
1,e(N,µ∞)

=
��

H1(Y, µ∞) // H1
e (N,µ∞) // H2

G(X,µ∞)
p∗

2 // H2
H(Y, µ∞) // H2

1,e(N,µ∞).

Puisque P (k) ̸= ∅ ou H3(k, µ∞) = 0, d’après le corollaire 4.4, l’homomor-
phisme ϑ2 est surjectif. Une chasse au diagramme donne une suite exacte

(5.3) H2(k, µ∞) ϑ3−→ H2
1 (P, µ∞) ⊕H2

G(X,µ∞) (p∗
1 ,p

∗
2)−−−−→ H2

H(Y, µ∞) → 0,

et, si P (k) ̸= ∅, l’homomorphisme ϑ3 est injectif, d’où le résultat. □

Théorème 5.4. — Considérons la suite exacte (5.1). Soient Y une H-
variété lisse, géométriquement intègre et Y f−→ T un H-morphisme. Notons
H2

1,e(H,µ∞) φ∗

−−→ H2
1,e(G,µ∞) l’homomorphisme induit par φ : G → H.

Alors, pour tout t ∈ T (k), la fibre Yt est G-invariante et on a une suite
exacte naturelle

H2
1,e(T, µ∞) → H2

H(Y, µ∞) → H2
G(Yt, µ∞) → coker(φ∗).
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Démonstration. — D’après [7, Prop. 2.2], Yt est lisse, géométriquement
intègre. Puisque T est commutatif, la fibre Yt est G-invariante. Notons :

Yt
i−→ H × Yt : y 7→ (eH , y) et H × Yt

ρ−→ Y : (h, y) 7→ h · y.

Alors ρ ◦ i est l’immersion Yt ⊂ Y . On fixe des actions

H ×G↷ H × Yt : (h, g) × (h′, y) 7→ (hh′g−1, g · y)

et

H ×G↷ H : (h, g) × h′ 7→ hh′g−1.

Par définition, Y ∼= H ×G Yt est le produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3])
et on a un diagramme commutatif de H ×G-morphismes

Yt H × Ytp2
oo

p1
//

ρ

��

H

t·ψ(−)
��

Y
f // T

tels que les colonnes soient des G-torseurs.
On applique le lemme 5.3(1) à la H ×G-variété H ×Yt, et on obtient un

isomorphisme

(5.4) H2
1,e(H,µ∞) ⊕H2

G(Yt, µ∞) (p∗
1 ,p

∗
2)−−−−→ H2

H×G(H × Yt, µ∞).

Le corollaire 4.7(1) et la proposition 5.1 donnent un diagramme commutatif
de suites exactes :

H1
e (G,µ∞) //

=
��

H2
1,e(T, µ∞) //

��

H2
1,e(H,µ∞)

φ∗
//

p∗
1

��

H2
1,e(G,µ∞)

=
��

H1
e (G,µ∞) // H2

H(Y, µ∞)
ρ∗
// H2

H×G(H × Yt, µ∞) //

i∗

��

H2
1,e(G,µ∞)

H2(Yt, µ∞) .

Puisque p2 ◦i = id et i∗ ◦p∗
1 = 0, d’après (5.4), on a H2

G(Yt, µ∞) = Im(i∗) ∼=
coker(p∗

1). Une chasse au diagramme donne l’énoncé. □

Corollaire 5.5. — Sous les hypothèses de le théorème 5.4, suppo-
sons H3(k, T ∗) = 0. Alors, pour tout t ∈ T (k), les homomorphismes
H2
H(Y, µ∞) → H2

G(Yt, µ∞) et Br′
H(Y ) → Br′

G(Yt) sont surjectifs.

Démonstration. — Ce corollaire découle du théorème 5.4 et de la propo-
sition 5.1. □
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6. Descente

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention expli-
cite du contraire, une variété est une k-variété.

La méthode de descente des points adéliques est établie par Colliot-
Thélène et Sansuc dans [8]. L’auteur étudie la méthode de descente des
points adéliques orthogonaux aux sous-groupes de Brauer invariants
dans [3, 4] et, en particulier, [4, Prop. 5.7] est utilisé dans la démonstration
de [4, Thm. 1.4].

Dans cette section, on donne une variante de [4, Prop. 5.1] et une variante
de [4, Prop. 5.7] dans le cas où le k-groupe n’est pas forcement linéaire.
La première est la proposition 6.2, qui établit la formule de descente par
rapport au sous-groupe de Brauer invariant pour un torseur sous un k-
groupe de type multiplicatif. La deuxième est la proposition 6.4, qui suit
l’idée de Demarche dans [13, Prop. 5].

Lemme 6.1. — Soient 1 → T → H
ψ−→ G → 1 une suite exacte de

groupes algébriques connexes avec T un tore quasi-trivial, X une G-variété
lisse géométriquement intègre, Y une H-variété lisse et Y f−→ X un H-
morphisme tels que Y → X soit un T -torseur. Alors on a

X(Ak)Br′
G(X) = f(Y (Ak)Br′

H (Y )).

Démonstration. — Ceci découle de [4, (5.2)] et du corollaire 4.7(2). □

Proposition 6.2. — Soient G, H deux groupes algébriques connexes
et ψ : H → G un homomorphisme surjectif de noyau central S de type
multiplicatif. Soient X (resp. Y ) une G-variété (resp. H-variété) lisse géo-
métriquement intègre et f : Y → X un H-morphisme tels que Y soit un
S-torseur sur X, où l’action de S est induite par l’action de H. Alors, pour
tout σ ∈ H1(k, S), le tordu Yσ est une H-variété et on a :

X(Ak)Br′
G(X) =

⋃
σ∈H1(k,S)

fσ(Yσ(Ak)Br′
H (Yσ)).

Démonstration. — On suit la démonstration de [4, Prop. 5.1].
D’après [9, Prop. 1.3] et [3, Lem. 5.4], il existe une suite exacte

(6.1) 0 → S → T0
φ−→ T → 0

où T0 est un tore quasi-trivial et le groupe des caractères T ∗ du tore T
vérifie H3(k, T ∗) = 0.
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Soit H0 := H ×S T0 le produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3]). Alors H0

est un groupe algébrique connexe et H ψ−→ G induit une suite exacte

1 → T0 → H0
ψ0−−→ G → 1.

Soit Y0 := Y ×S T0. Notons i : Y → Y0 l’immersion fermée canonique. Alors
Y0 est une H0-variété et f induit un H0-morphisme Y0

f0−→ X tels que f0
est un T0-torseur. D’après le lemme 6.1, on a

X(Ak)Br′
G(X) = f0(Y0(Ak)Br′

H0 (Y0)).

L’isomorphisme Y0 ×T0 T ∼= Y ×S T0 ×T0 T ∼= X × T induit un T0-
morphisme ϕ : Y0 → T tel que ϕ−1(eT ) = i(Y ). D’après des arguments
classiques (voir la démonstration de [3, Thm. 5.9]), pour tout t ∈ T (k),
on a ϕ−1(t) ∼= Y∂(t) et le morphisme ϕ−1(t) ↪→ Y0

f0−→ X est exacte-
ment f∂(t), où ∂ : T (k) ↠ H1(k, S) est l’homomorphisme induit par (6.1).
D’après le théorème 5.4 et le corollaire 5.5, ϕ−1(t) est une H-variété et
l’homomorphisme canonique Br′

H0
(Y0) → Br′

H(ϕ−1(t)) est surjectif pour
tout t ∈ T (k).

D’après [6, Thm. 5.1], on a

T (Ak)Br1(T ) = φ(T0(Ak)Br1(T0)) · T (k).

D’après le corollaire 3.7, on a

Br1(T ) ∼= Br′
T (T ), Br1(T0) ∼= Br′

T0
(T0)

et

ϕ(Y0(Ak)Br′
H0 (Y0)) ⊂ T (Ak)Br1(T ).

D’après (3.5), Y0(Ak)Br′
H0 (Y0) est T0(Ak)Br1(T0)-invariant. Ceci implique :

Y0(Ak)Br′
H0 (Y0) = T0(Ak)Br1(T0) ·

 ⊔
t∈T (k)

ϕ−1(t)(Ak)Br′
H (ϕ−1(t))

 ,

et donc

X(Ak)Br′
G(X) = f0

 ⊔
t∈T (k)

ϕ−1(t)(Ak)Br′
H (ϕ−1(t))


=

⊔
t∈T (k)

f∂(t)[Y∂(t)(Ak)Br′
H (Y∂(t))]. □
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Pour toute variété lisse X, définissons X(Anc
k ) l’espace des points adé-

liques de X hors des places complexes, i.e. on a

X(Ak) ∼=

 ∏
v complexe

X(kv)

 ×X(Anc
k ).

De plus, on a :

(6.2) X(Ak)ob ∼=

 ∏
v complexe

X(kv)

 ×X(Anc
k )ob

pour l’obstruction ob = Br(X) ou ob = Br2/3(X) ou ob = ét,Br ou, si X
est une G-variété pour un groupe algébrique connexe G, pour ob = Br′

G(X)
ou ob = G− ét,Br′

G.
Le lemme suivant généralise [4, Lem. 5.2] (voir [12, Lem. 2.2.8] pour une

variante).

Lemme 6.3. — Soient X une variété lisse et {Xi}i∈I les composantes
connexes de X telles que Xi soit géométriquement intègre pour tout i ∈ I.
Alors on a :

X(Anc
k )Br2/3(X) =

∐
i∈I

Xi(Anc
k )Br2/3(Xi)

et, si X est une G-variété pour un groupe linéaire connexe G, on a :

X(Anc
k )Br′

G(X) =
∐
i∈I

Xi(Anc
k )Br′

G(Xi)

et
X(Anc

k )G−ét,Br′
G =

∐
i∈I

Xi(Anc
k )G−ét,Br′

G .

Démonstration. — Puisque Br2/3(−) (resp. Br′
G(−), resp. l’ensemble des

F -torseurs, resp. l’ensemble des F -torseursG-compatibles pour un k-groupe
fini F ) de X est la somme directe de celui des composantes connexes de
X, on obtient l’inclusion ⊃ dans les trois cas ci-dessus.

Par ailleurs, soit π0(X) le schéma des composantes connexes géomé-
triques de X, i.e. π0(X) est un k-schéma fini étale et il existe un k-
morphisme surjectif ϕ : X → π0(X) de fibres géométriquement intègres.
D’après [19, Prop. 3.3], on a π0(X)(Anc

k )Br(π0(X)) = π0(X)(k). Par défi-
nition, ϕ∗(Br(π0(X))) ⊂ Br2/3(X) et ϕ∗(Br(π0(X))) ⊂ Br′

G(X), d’où l’on
obtient l’inclusion ⊂. □
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Proposition 6.4. — Soit X une k-variété lisse géométriquement in-
tègre. Soit

1 → S → L
ψ−→ F → 1

une suite exacte de k-groupes finis. Soient V → X un L-torseur et Y :=
V/S → X le F -torseur induit par ψ. Supposons que S est contenu dans
le centre de L. Alors, pour tout σ ∈ H1(k, F ) avec Yσ(Ak)Br2/3(Yσ) ̸= ∅, il
existe un α ∈ H1(k, L) tel que ψ∗(α) = σ.

Démonstration. — D’après le lemme 6.3, il existe une composante
connexe X ′ ⊂ Yσ telle que X ′(Ak)Br2/3(X′) ̸= ∅. Ainsi, X ′ est géomé-
triquement intègre sur k.

D’après [9, Prop. 1.3], il existe une suite exacte 0 → S → T → T0 → 0
avec T un tore flasque et T0 un tore quasi-trivial. Soit L′ := L ×S T le
produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3]). Alors L′ est un groupe linéaire, car
S est contenu dans le centre de L. Ceci induit un diagramme commutatif
de suites exactes et de colonnes exactes :

1

��

1

��
1 // S //

ϕ

��

L
ψ //

ψ2
��

F

=
��

// 1

1 // T //

��

L′ ψ1 //

��

F // 1

T0
= //

��

T0

��
0 0 .

Puisque H1(k, T0) = 0, ceci induit un diagramme commutatif de suites
exactes d’ensembles pointés :

H1(k, L)
ψ∗ //

����

H1(k, F )

=
��

// H2(k, S)

��
H1(k, L′)

ψ1,∗ // H1(k, F ) // H2(k, T ).
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D’après [17, (2)], on a un diagramme commutatif de suites exactes :

H1(Y, S)
χ // HomD+(k)(S∗,KD′(Y ))

ψ3

��

// H2(k, S)

H1(Yσ, Sσ) //

��

HomD+(k)(S∗
σ,KD

′(Yσ)) //

ψ4

��

H2(k, Sσ)

��
H1(X ′, Sσ)

χS //

��

HomD+(k)(S∗
σ,KD

′(X ′)) ∂S //

−◦ϕ∗
σ

��

H2(k, Sσ)

��
H1(X ′, Tσ)

χT // HomD+(k)(T ∗
σ ,KD

′(X ′)) ∂T // H2(k, T ),

où ψ3 est induit par le tordu de σ (voir [5, Lem. 7.2]) et ψ4 est induit
par X ′ ⊂ Yσ (et donc KD′(Yσ) → KD′(X ′)). Appliquons [5, Lem. 7.3] au
L′-torseur ψ2,∗([V ]) sur X. On obtient que σ ∈ Im(ψ1,∗) = Im(ψ∗) si et
seulement si

∂S((ψ4 ◦ ψ3 ◦ χ)([V ]Y )) = ∂T ((ψ4 ◦ ψ3 ◦ χ)([V ]Y ) ◦ ϕ∗
σ) = 0,

où [V ]Y est le S-torseur V → Y . D’après la proposition 2.2, le type χS est
surjectif, d’où le résultat. □

7. Démonstration

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention expli-
cite du contraire, une variété est une k-variété.

Les définitions X(Ak)ét,Br, X(Ak)G−ét,BrG , X(Ak)G−ét,Br′
G peuvent être

généralisés à la façon ci-dessous (7.1).
Soit AB la catégorie des groupes abéliens. Soit GX la catégorie des

couples (G,X) avec G un groupe algébrique connexe et X une G-variété
lisse, et un morphisme (H,Y ) → (G,X) dans GX est un couple (ψ, f)
avec ψ : H → G un homomorphisme et f : Y → X un H-morphisme, où
l’action de H sur X est induite par ψ.

En fait, pour tout torseur f : Y → X sous un k-groupe fini, il existe
un groupe algébrique connexe H et un homomorphisme fini surjectif ψ :
H → G tels que (ψ, f) ∈ GX et ψ soit minimal pour cette propriété
(cf. [4, Prop. 3.8]). Ce groupe H s’appelle le groupe minimal compatible
avec le torseur f ([4, Déf. 3.9]).
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Soit B(−,−) : GX → AB un foncteur contravariant qui associe au
couple (G,X) un sous-groupe B(G,X) ⊂ Br(X). On définit

(7.1) X(Ak)G−ét,B(G,−) :=
⋂

f :Y
F−→X G−compatible,

F fini

⋃
σ∈H1(k,F)

fσ(Yσ(Ak)B(G,Yσ))

On fixe un objet (G,X) ∈ GX. Soit GXX l’ensemble des objets (H,Y ) ∈
GX tels qu’il existe un morphisme (ψ, f) : (H,Y ) → (G,X) dans GX avec
ψ, f finis. En fait, la démonstration de [4, Thm. 1.4] montre le théorème
ci-dessous.

Théorème 7.1 ([4, Rem. 6.7]). — Soit B(−,−) : GX → AB un fonc-
teur contravariant comme ci-dessus. Supposons que, pour tout entier n ⩾ 2
et tout objet (H,Y ) dans GXX avec Y géométriquement intègre, on a :

(1) si Y (Ak)B(H,Y ) ̸= ∅, alors il existe un torseur universel de n-torsion
pour Y ;

(2) pour tout élément de n-torsion α ∈ Br(Y ) et tout torseur universel
de n-torsion f : TY → Y (s’il existe) sous le groupe SY , on a
f∗(α) ∈ B(H ′, TY ), où H ′ est le groupe minimal compatible avec
le torseur f ;

(3) pour tout (H ′, Y ′) ∈ GXX , si Y ′ =
⊔
i∈I Yi avec Yi géométrique-

ment intègre pour tout i ∈ I, on a

Y ′(Anc
k )B(H′,Y ′) =

∐
i∈I

Yi(Anc
k )B(H′,Yi)

et

Y ′(Anc
k )H

′−ét,B(H′,−) =
∐
i∈I

Yi(Anc
k )H

′−ét,B(H′,−);

(4) pour une extension centrale de k-groupes finis 1 → S → L
ψ−→

F → 1, un σ ∈ H1(k, F ), un L-torseur V → Y avec Z := V/S →
Y le F -torseur induit par ψ, alors Zσ(Ak)B(H′,Zσ) ̸= ∅ implique
σ ∈ Im(H1(k, L) → H1(k, F )), where H ′ est le groupe minimal
compatible avec le torseur Zσ → Y ;

(5) pour un morphisme (ψ, f) : (H ′, Y ′) → (H,Y ) dans GXX tel que
ψ soit fini surjectif de noyau S central, Y ′ soit géométriquement in-
tègre et f soit un S-torseur, où l’action de S est induite par l’action
de H ′, on a, pour tout σ ∈ H1(k, S), le tordu Y ′

σ est une H ′-variété
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et :

Y (Ak)B(H,Y ) =
⋃

σ∈H1(k,S)

fσ(Y ′
σ(Ak)B(H′,Y ′

σ)).

Alors on a X(Ak)ét,Br = X(Ak)G−ét,B(G,−).

Rappelons que, soit SX un k-groupe fini commutatif avec

S∗
X

∼= H1(Xk, µn),

un torseur universel de n-torsion pour X est un SX -torseur TX sur X tel
que χ([TX ]) dans (2.3) soit l’homomorphisme canonique H1(Xk, µn) →
KD′(X) (cf. [4, Déf. 2.1]).

Lemme 7.2. — Soit B(−,−) : GX → AB un foncteur contravariant
comme ci-dessus. Si Br2/3(Y ) ⊂ B(H,Y ) pour tout (H,Y ) ∈ GXX , alors
les hypothèses (1) et (4) du théorème 7.1 valent.

Démonstration. — La proposition 6.4 implique (4).
La proposition 2.2 implique, si Y (Ak)Br2/3(Y ) ⊃ Y (Ak)B(H,Y ) ̸= ∅, alors

χ dans (2.3) est surjectif, d’où on a (1). □

Démonstration du théorème 1.3. — Par définition, il suffit de montrer
que

X(Ak)G−ét,Br′
G = X(Ak)ét,Br.

D’après le théorème 7.1, il suffit de vérifier les hypothèses (1)-(5) du théo-
rème 7.1 pour B(−,−) := Br′

(−)(−).
Le lemme 7.2 et la proposition 3.6(1) impliquent (1) et (4). Le lemme 6.3

implique (3). La proposition 6.2 implique (5). À la fin, l’hypothèse (2)
découle du même argument que [4, Prop. 3.12]. On le rappelle ci-dessous.

Notons ψ : H ′ → H l’homomorphisme, ρ : H×Y → Y , ρt : H ′×TY → TY
les actions et p1 : H × Y → H, p2 : H × Y → Y , p1,t : H ′ × TY → H ′,
p2,t : H ′ × TY → TY les projections. Soit TH un torseur universel de n-
torsion pour H sous le groupe SH .

La formule de Künneth de degré 2 ([28], cf. [4, Cor. 2.7]) donne un
homomorphisme surjectif

H2(H,µn) ⊕H2(Y, µn) ⊕ Homk(SH , S∗
Y ) (p∗

1 ,p
∗
2 ,ε)−−−−−→ H2(H × Y, µn),

où ε(ϕ) = ϕ∗([TH ]) ∪ [TY ]. On obtient : pour tout α1 ∈ H2(Y, µn), il
existe un ϕ ∈ Hom(SH , S∗

Y ) et un β ∈ H2(H,µn) tels que (ρ∗ − p∗
2)(α1) =

ε(ϕ) + p∗
1(β).
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Puisque f∗([TY ]) = 0 ∈ H1(TY , SY ), on a

(ψ× f)∗(ε(ϕ)) = (ψ× f)∗(ϕ∗([TH ]) ∪ [TY ]) = ϕ∗(ψ∗([TH ])) ∪ f∗([TY ]) = 0.

Alors (ρ∗
t − p∗

2,t)(f∗(α1)) = (ψ × f)∗((ρ∗ − p∗
2)(α1)) = (ψ × f)∗(p∗

1(β)) =
p∗

1,t(ψ∗(β)). D’après la suite exacte de Kummer,

(ρ∗
t − p∗

2,t)(f∗(α)) ⊂ p∗
1,t Im(H2(H ′, µn) → Br(H ′)),

d’où le résultat. □

Corollaire 7.3. — Soit X un G-espace homogène à stabilisateur géo-
métrique connexe. Alors

X(Ak)Br′
G(X) = X(Ak)ét,Br.

Démonstration. — D’après [4, Cor. 3.5(4)], tout torseur G-compatible
sous un k-groupe fini provient de k. Donc on a

X(Ak)G−ét,Br′
G = X(Ak)Br′

G(X).

Le résultat découle du théorème 1.3. □
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