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SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT POUR UN
GROUPE ALGEBRIQUE CONNEXE QUELCONQUE

par Yang CAO

RESUME. — Dans cet article, pour une variété lisse X munie d’une action d’un
groupe algébrique connexe G (non nécessairement linéaire), on introduit la notion
de sous-groupe de Brauer invariant et la notion d’obstruction de Brauer—Manin
étale invariante. Ensuite, on montre que cette obstruction équivaut a ’obstruction
de Brauer—Manin étale. Ceci généralise la notion principale et le résultat clé de
Paticle précédent de 'auteur et ceci généralise aussi un résultat de B. Creutz.

ABSTRACT. In this paper, for a smooth variety X equipped with an action
of a connected algebraic group G (not necessary linear), we introduce the notion
of invariant Brauer sub-group and the notion of invariant étale Brauer—Manin
obstruction. Then we prove that this obstruction is equivalent to the étale Brauer—
Manin obstruction. This extends the main notion and the key result of author’s
previous article and this also extends a result of B. Creutz.

1. Introduction

Soit k un corps de nombres. On note {2 'ensemble des places du corps
de nombres k et Ay 'anneau des adeles de k. Pour chaque v € €, on note
ky le complété de k en v. Pour une k-variété X, on note X (Ay) 'ensemble
des points adéliques de X (voir [10]).

Soit X une k-variété algébrique et Br(X) son groupe de Brauer cohomo-
logique. Pour B sous-ensemble de Br(X), on définit

X(AR)? = {(@)oea, € X(Ar): Y v, (€(w,) =0€ Q/Z, VE€ B
VEQ

Comme ’a remarqué Manin, la théorie du corps de classes donne X (k) C

X (A})B. Ceci définit une obstruction au principe de Hasse pour X, appelée

obstruction de Brauer—Manin.

Mots-clés : Groupe algébrique, groupe de Brauer, principe de Hasse.
Classification Mathématique (2020) : 14G12.



628 Yang CAO

Depuis 1970s, divers auteurs (Manin, Colliot-Théléne, Sansuc, Skorobo-
gatov, Harari, Demarche, Poonen, Xu et l'auteur) ont décrit diverses obs-
tructions au principe de Hasse et montré que ’ensemble de Brauer—Manin
étale X (Ax)¢BT (voir (1.2)) est le plus fin (voir [4, 5, 13, 16, 26]). En
particulier, 'auteur a montré 1’équivalence entre ’obstruction de descente
et I'obstruction de descente itérée ([4, Thm. 1.2], une question ouverte de
Poonen). Deux étapes clés de la démonstration de [4, Thm. 1.2] sont de dé-
finir ’'ensemble de Brauer-Manin étale invariant X (A,)¢~¢Bre (4, (1.2)])
et de montrer ([4, Thm. 1.4]) :

(11) X(Ak)G_ét’BrG — X(Ak)ét’Br,

ou G est un groupe linéaire connexe et X est une G-variété lisse.

Dans cette article, on généralise cette notion dans le cas ou G est un
groupe algébrique connexe quelconque (pas forcement linéaire) : on définit
X (Ak)G_ét’Br/G dans ce cas et le résultat principal de cet article (théo-
réme 1.3) est une généralisation de (1.1). De plus, le théoréme 1.3 géné-
ralise un résultat de B. Creutz [11, Thm. 2] sur les torseurs des variétés
abéliennes (voir le corollaire 1.4).

Donnons maintenant des énoncés précis.

DEFINITION 1.1. — Soient G un k-groupe algébrique connexe et (X, p)
une G-variété lisse connexe.

(1) Le sous-groupe cohomologique invariant de degré i de X est le sous-
groupe :

HE (X, poo) = {b € H' (X, 1os) = (p*(b) = p3(b)) € pTH' (G, pioo) },
outi € Zyo, G xX 2L @, G x X 2 X sont les projections, et
G x X 2 X est I’action de G.

(2) Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-groupe

Brg(X) = {a € Br(X) : (p"(a) — p3(a)) € p1Br(G)}
et le sous-groupe de Brauer G-invariant amélioré est le sous groupe
Bry;(X) =Im (HE(X, poo) C H*(X, pis) — Br(X)) C Br(X).

Ce sous-groupe vérifie des propriétés espérées. Par définition, Bry(X) C
Brg(X). Dans le cas ot X = G, on a Bry3(G) = Brg(G) (proposi-
tion 3.6(2)) et dans le cas o X est géométriquement intégre, on a :
Bry/3(X) C Brg(X) (proposition 3.6(1)), ot Bry/3(X) est défini dans la
définition 2.1. Si G est linéaire, on a Brg(X) = Brg(X) (corollaire 3.7),

mais il existe une variété abélienne A telle que Br'y(A) # Bra(A) (cf. [22,
Thm. 1.2, 1.3]). Dans le cas général, HZ (X, jioo) s'insere dans des suites

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT 629

exactes et ceci implique des propriétés importantes de Bri;(X) (voir Sec-
tions 4, 5). Pour Brg(X), auteur conjecture qu'’il n’existe pas de propriété
comme les corollaires 4.7 et 5.5.

Dans cet article, tout torseur est un torseur a droite. Soient F' un k-
groupe algébrique et f : Y — X un F-torseur. Pour tout 1-cocycle o €
Z'(k, F), on note F,, respectivement f, : Y, — X le tordu du k-groupe F,
respectivement du torseur f, par le 1-cocycle o. Alors f, est un F,-torseur.
La classe d’isomorphisme du k-groupe F,, respectivement du torseur f,,
ne dépend que de la classe de o dans H'(k, F'). Par abus de notation, étant
donnée une classe [o] € H'(k, F), on note F, = Fg) et fo = [l

Pour une variété lisse X, Skorobogatov ([27]) et Poonen définissent ([23,
§3.3]) ’ensemble suivant

(1.2) X(Ap)*Pr = () U o (Ye(An)P),

oc€H (k,F)

et on a une inclusion X (k) C X (Aj)*B". Ceci définit une obstruction au
principe de Hasse pour X, appelée obstruction de Brauer—Manin étale.

DEFINITION 1.2. — Soient G' un k-groupe algébrique connexe et X une
G-variété lisse.

(1) Le sous-groupe de Brauer G-invariant amélioré (resp. le sous-groupe

de Brauer G-invariant ) de X est le sous-groupe Br(X) C Br(X)

(resp. Brg(X) C Br(X)) des éléments « vérifiant o|x: € Br(X')

(resp. a|x: € Brg(X')) pour toute composante connexe X' de X.
(2) Soit F un k-groupe fini. Un F-torseur Y o X est G-compatible
s’il existe une action de G sur'Y telle que f soit un G-morphisme.

D’aprés [4, Prop. 3.3], laction de G sur Y vérifiant les conditions ci-
dessus est unique et le F,-torseur f, est aussi G-compatible pour tout
o € H'(k, F). On définit les variantes de X (A}, )¢"B" suivantes :

(1.3) X(Ay)F P = N U Fo(Yo(Ar)Pret™),
f:Yi)X G—compatible,UEHl(k’F)
F fini
et
(14) X (A9 Pre = N U fo(¥a(anPret™).
o€H(k,F)

F
f:Y—X G—compatible,
F fini
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Alors X (k) € X(Ap)*Br C X(A,)¢—Bre ¢ X(Ak)G*ét’Br'G. Ceci défi-
nit des obstructions au principe de Hasse pour X, appelée obstruction de
Brauer—Manin étale invariante.

Le théoréme suivant généralise [4, Thm. 1.4].

THEOREME 1.3. — Soient G un groupe algébrique connexe et X une
G-variété lisse. Alors

X(Ak)ét’Br _ X(Ak)Gfét,BrG _ X(Ak)Gfét,Br’G.

Dans le cas ou X est un G-espace homogene a stabilisateur géomé-
trique connexe, le théoréme 1.3 implique X (Aj)B"e(X) = X (A;)%PBr (co-
rollaire 7.3). Si X = G/H avec H C G un sous-groupe connexe, dans [1,
Thm. 1.4], Borovoi et Demarche établissent ’approximation forte par rap-
port & Bry (X, G) hors des places archimédiens pour X (avec des conditions
classiques), ot Bri (X, G) := ker(Br(X) — Br(Gy)). En fait, d’apres (4.5),
on a Brg(X) C Bri(X,G), mais ces deux groupes ne sont pas égaux en
général : par exemple, si X = G et GG est une variété abélienne vérifiant
H'(k,NS(G3)) # 0, on a Brg(G) = Bry3(G), Bri(X,G) = Bri(G) et
Bry/3(G) # Bri(G), oit NS(Gy) est le groupe de Néron-Severi géométrique
de G. Donc notre résultat affirme que Bri,(X) est suffit pour établir 1ap-
proximation forte, qui renforce le résultat de Borovoi et Demarche.

Un cas spécial du corollaire 7.3 est (en utilisant la proposition 3.6(2)) :

COROLLAIRE 1.4. — Soient G un groupe algébrique connexe et X un
G-torseur. Alors
X(Ak)BrQ/g(X) _ X(Ak)ét’Br.

Si G est une variété abélienne, on a Bry/3(X) = Bry /2(X) (Corollaire 2.3),
ott Bry /5(X) est défini dans [30, pp. 378]. Donc

X (Ag)Pr200 = X (AP0 = X (AP,

ce qui généralise [11, Thm. 2], out Creutz montre que X (Ay)Br2(X) =
X (Ay)Br (0,

Donnons maintenant la structure de I’article. A la section 2, on intro-
duit la notion Bry/z tel que Bry/; C Brys3 C Bry et on établit le lien
de Bry,3(X) avec I'existence des torseurs sous un k-groupe fini commuta-
tif. Section 3, on établit des propriétés fondamentales du sous-groupe de
Brauer G-invariant et son lien avec Bry/s. A la Section 4, inspirée par la
suite exacte de Sansuc, on établit la suite exacte correspondante pour un
torseur sous un k-groupe non linéaire. Comme conséquence, on montre des
suites exactes techniques a la section 5. Section 6, on établit la méthode
de descente des points adéliques orthogonaux aux sous-groupes de Brauer
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invariants pour un torseur sous un k-groupe de type multiplicatif. Ensuite,
on montre le théoreme 1.3 a la section 7.

Conventions et notations

Soit & un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une cloture
algébrique et I'y == Gal(k/k).

Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale.
Définissons le faisceau étale pio, = colimy, iy, .

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle
variété, on note k[X|] son anneau des fonctions globales, k[X]* son groupe
des fonctions inversibles, Pic(X) = HZ(X,G,,) son groupe de Picard et
Br(X) := HZ(X,G,,) son groupe de Brauer. Notons

Bri(X) = Ker[Br(X) — Br(X;)] et Brq(X) := Bri(X)/ImBr(k).

Le groupe Br;(X) est le sous-groupe “algébrique” du groupe de Brauer
de X. Si X est integre, on note k(X) son corps des fonctions rationnelles
et m1(X,Z) (ou m1(X)) son groupe fondamental étale, ot T est un point
géométrique de X. Soit m(X7)* le quotient maximal abélien de 1 (X3).
Alors m(X7) est un I'y-module.

Un k-groupe algébrique G est une k-variété qui est un k-schéma en
groupes. On note eg I'unité de G et G* le groupe des caracteres de Gy.
C’est un module galoisien de type fini.

Un k-groupe fini F est un k-groupe algébrique qui est fini sur k. Dans ce
cas, F est déterminé par le T'y-groupe F'(k). Pour toute k-variété lisse X,
on a un isomorphisme canonique ([15, §XI.5]) :

H (m1(X), F(K)) = H'(X, F)

(1.5) L N =
et donc H* (X3, F') = Homeons (11 (X3), F'(K))/ ~

ot I'action de 7 (X) sur F(k) est induite par celle de I'y et ~ est induite
par la conjugaison.

Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X, p) (ou X) est une k-
variété X munie d’une action a gauche G xj X 2y X. Un k-morphisme de
G-variétés est appelé G-morphisme s’il est compatible avec I'action de G.

2. Préliminaires sur Bry/3
Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.

Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

TOME 74 (2024), FASCICULE 2



632 Yang CAO

Soient X une variété lisse et m : X — Spec k. Dans cette section, on
suit I'idée de Stoll (la notion de Bry/»(X) pour X projective dans [30,
pp. 378]) et on définit Bry,3(X) (définition 2.1) dans le cas plus général
(on a Bry/s C Bryy3 C Bry). Ensuite, on établit le lien de Bry/3(X) avec
Pexistence des torseurs sous un k-groupe fini commutatif (proposition 2.2)
et avec H?(X, lioo) (proposition 2.4).

On définit :

(2.1) ng(Xvﬂw) = Ker(HZ(X,MOO) _>H2(XE7MOO))-
Par définition, HZ(X, jis) est fonctoriel en X.

En fait, on peut définir

(2.2) Bry3(X) = Im(H{ (X, poo) C H*(X, pio) — Br(X)).

Mais, pour faire lien avec le type d’'un torseur, on donne la définition 2.1
ci-dessous et montre que les deux définitions sont le mémes dans la propo-
sition 2.4.

Dans [17], Harari et Skorobogatov définissent

KD(X) = (r<1Rm.G,,)[1] € DIFYO(k),
KD'(X) :== Cone(G, x[1] = KD(X))
et établissent la suite exacte :
(2.3)  H'k,S) = H'(X,8) % Homp+ () (S*, KD'(X)) S H(k, S)

pour tout k-schéma en groupe de type multiplicatif S. L’homomorphisme
x est appelé le type.
D’apres [17, P. 5 Remark], on a

Bri(X) = H'(k,KD(X)) et H°(KD'(X))= H°(KD(X))= Pic(X7).

Soient Pic(X7)or (resp. Pic(X)tee) le sous-groupe torsion maximal (resp.
le quotient libre maximal) de Pic(Xy). Ainsi on a une suite exacte de mo-
dules galoisiens :

0 — Pic(X3%)tor — Pic(X3) — Pic(X7)free — 0.
Ceci induit
(2.4) ¢ : KD(X) — Pic(Xt)tree, ¢ KD'(X) — Pic(X3)ree
et ¢y : H'(k, KD(X)) — H"'(k, Pic(X7)free)-

DEFINITION 2.1. — Le sous-groupe Bry/3(X) C Br(X) d’une variété
lisse X est :

(1) si X est connexe, le groupe Bry/3(X) := Ker(¢.) C Bri(X);

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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(2) en général, le groupe Bry/3(X) C Br(X) des éléments o vérifiant
alx: € Bry3(X') pour toute composante connexe X' de X.

Par définition, Bry 3(X) est fonctoriel en X. En fait, il controle 'exis-
tence des torseurs sous un k-groupe fini commutatif (la proposition 2.2
suivante).

PROPOSITION 2.2. — Soient k un corps de nombres, S un k-groupe fini
commutatif et X une k-variété lisse géométriquement intégre. Si
X (Ay)Br23(X) £ () alors x dans (2.3) est surjectif.

Démonstration. — Pour tout A € Homp+4)(S*, KD'(X)), on a

@' o XA € Homy (5™, Pic(X7)tree) = 0,

olt ¢ est défini dans (2.4). Donc, pour tout a € H*(k,S*), on a \.(a) €
Bry/3(X)/ImBr(k). D’aprés [17, Thm. 3.5], on a 9(\) € II*(k,S) et
< d(\),a >pr= 0 pour tout a € MI'(k,S*), ot <,>pp: II*(k,S) x
' (k, S*) — Q/Z est Paccouplement de Poitou-Tate, qui est non dégé-
néré. Donc 9(A) =0 et A € Im(x). O

COROLLAIRE 2.3. — Soit X une variété projective lisse géométri-
quement intégre. Si le groupe de Néron—Severi NS(X7) est sans torsion (par
exemple, si X est un torseur sous une variété abélienne), alors Bry/3(X) =
Bry/5(X), ott Bry/(X) est défini dans [30, pp. 378)).

Démonstration. — Dans ce cas, PiCO(XE)tor = Pic(X7)tor et PicO(XE)free

est uniquement divisible. Donc H!(k, PiCO(XE)free) =0et
Im(H' (k, Pic’ (X)) — H'(k, Pic(X7)))
= Ker(H' (k, Pic(X3)) = H' (k, Pic(X7)tree)),
d’otu le résultat. O

L’inclusion canonique oo C Gy, induit
Y T Ry pioo = T<1 RT.Gy, € D™ (k)
et donc
1/}*72 : H12(X7 ,Uoo) = H2(ka7<1R7r*:u’OO)
— H?(k,7<1 R7.G,,) = Bry(X) C Br(X).

PROPOSITION 2.4. — Soit X une variété lisse géométriquement intégre.
Alors Bry 3(X) = Im(t). 2) et on a une suite exacte :

Pic(X) = (Pic(Xp)teomndiv) ™ — HZ(X, fios) =2 Bry)s(X) — 0,

TOME 74 (2024), FASCICULE 2
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ol Pic(X7)tree,div C Pic(X7)ree €t le sous-groupe divisible maximal et

PIC(X )free ndiv = PIC( )free/ PIC( )free div-

Démonstration. — Soit D := Cone(¢)). Par définition, H*(D) = 0 pour
i # —1,0,1. On a un diagramme commutatif de suites exactes (compatible
pour tout n) :

lin k[ X] HY (X5, pin) — Pic(X7)
Lmn —> k‘[X]X mn . Hl(Xmen) — PiC(XE)

LT

oo B[X]* —> HO(D) —> H(Xp, p1zc) —> Pic(Xp) —= H!(D)

Alors H™1(D) = 0, H'(D) = Pic(X7)see. Puisque le passage & la limite
directe est exact, on a H°(D) = limez. 1, avec I, = k[X]* pour tout n
et I, — L @ K[X]* — K[X]* : 2 — 2™. Donc H°(D) = k[X]* @ Q et
Hi(k,H°(D)) = 0 pour i > 1. Donc

H'(k,D) = (Pic(X7)fee) * et H?(k,D) = H'(k, Pic(X7)tree)-
En appliquant H(k,—) a
T Rmploo = <1 R Gy, = D il%,
nous obtenons Im(¢, o) = Ker(¢.) et la suite exacte :
Pic(X) 25 (Pic(X7)tee) ™ = H2(X, f1oe) 2225 Bry3(X) — 0.

Puisque Pic(X7)tree,aiv est uniquement divisible, le groupe (PiC(XE)free7div)F k
est aussi uniquement divisible et on a une suite exacte :

0— (PIC(X )free dlv) (PIC(X )free) (PIC(X )free ndlv) = 0.

Puisque H7 (X, pioo) est un groupe de torsion, on a (Pic(X7)gee,div) ¥ C
Im(¢y), d’ott le résultat. O

COROLLAIRE 2.5. — Soit X une variété lisse géométriquement integre.
Soit K /k une extension de corps telle que k soit algébriquement clos dans
K. Alors

Bry/3(X)/Im Br(k) — Bry/3(Xk )/ Im Br(K)

est injectif.
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Démonstration. — Puisque H?(k, pioo) = Br(k), la proposition 2.4 donne
un diagramme de suites exactes :

(Pic(XE)frccjndiv)F’v — H12(X7 Uoo)/ Im H2 (K, plog) —> Brg/g(X)/Im Br(k) —0

libl iibz l@s
(Pic(XIf()free’ndiv)FK — H12(XK7 too)/ Im H2(K7 Hoo) —= BI‘Q/S(XK)/IIH Br(K) — 0.
La suite spectrale Ey’ == H'(k, H/ (X, fioo)) = H* (X, pioo) induit une
suite exacte

Hz(kv /LOO) — H12(Xa ,U'OO) — Hl(kv Hl(XEa :U'OO))
Puisque HY(X7, pioc) = H' (X7, ploo) €t ’homomorphisme Gal(K/K) —
Gal(k/k) est surjectif, 'homomorphisme de inflation H' (k, H' (X7, ptoc)) —
HY(K,H' (X7, too)) est injectif et donc ¢o est injectif. Puisque
Coker(Pic(X3) — Pic(X5)) est uniquement divisible, on a Pic(X%) free,ndiv =
Pic(X %) free,ndiv €t donc ¢y est un isomorphisme. Ainsi ¢3 est injectif. [
Soit G un groupe algébrique connexe. Notons 7 : G — Spec k. On
définit : i
Hel (G proo) = Ker(Hl(G, Hoo) — H' (ks pioo))s
Hie(G,uoo) = Ker(]in(G7 Loo) £, HQ(k:,,uoo))
et .
Bry /s (G) = Ker(Bry3(G) < Br(k)).
Le point eg € G(k) induit des isomorphismes : Bry/3(G) = Br(k) @
Bryss.(G),
HY(G, poo) = H (k, poc) © H, (G, pioc)
et
HY (G, proo) = H? (K, o) © Hie(G,Noo).
COROLLAIRE 2.6. — Ona HX(G, pios) = HY (G, poo)'™, HE (G, o) =
H'(k, H' (G, piso)) et une suite exacte :
Pic(G) — (PiC(GE)free’ndiv)Fk — Hie(G, foo) = Bross o(G) — 0.
Démonstration. — Puisque RT, jtoo = floo €t Ry f1og = Hl(GE,uoo),
le point eq¢ € G(k) induit
T<1 Rtufioo & fioo ® (H' (G, proo)[-1]) -

La suite spectrale E5'? .= HP(k, Rim,pi00) = HPT9(G, j1oo) donne les iso-
morphismes dans I'énoncé. Puisque H?(k, i) = Br(k), la suite exacte
découle de la proposition 2.4. O

TOME 74 (2024), FASCICULE 2
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D’apres la formule de Kiinneth (cf. [4, Prop. 2.6]), pour toute variété lisse
géométriquement integre X, 'inclusion X — G x X : & — (eq, z) induit
T RTGx X s too = (T<1 R x wfios) @ (H' (G, 1ioo)[—1])
ou mgxx : G X X — Spec k et mx : X — Spec k. La suite spectrale
EY? = HP(k, R"TtGx X s loo) = HPTU(G x X, jico)
induit deux isomorphismes :
(25) 05 HL(G,ioo) ® H' (X, pioe) = H'(G X X, ioo)
et
(26)  (0hph) s HEL(Gyptoo) ® HE(X, pioe) = HE(G X X, fioo).

oup; :Gx X =G, p: Gx X — X sont deux projections.
S’il existe une action p : G x X — X, alors (2.5) induit un homomor-
phisme

(2.7) A s HY (X, pioo) — HE(G, o)
tel que pj o A1 = p* —ph: HY (X, ploo) = HY(G X X, j1o)-

3. Propriétés du sous-groupe invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p) une G-variété lisse géo-
métriquement connexe. Soient p; : G X X — G, ps : G x X — X deux
projections. Dans cette section, on établit les propriétés fondamentales de
HZ(X, j1oo) (proposition 3.5) et de Brg(X) (proposition 3.6).

3.1. Groupe algébrique sur un corps algébriquement clos

Dans cette partie, pour tout groupe algébrique connexe G sur un corps
algébriquement clos de caractéristique 0, en utilisant la cohomologie singu-
liere de certain groupes de Lie (le théoréme 3.1 ci-dessous), on montre que
HZ(G, ps) = 0 (le corollaire 3.4(1)).

Rappelons le théoréme classique de Elie Cartan.

TutorEME 3.1 (Elie Cartan). — Soit H un groupe de Lie connexe.

Alors 7y’ (H) = 0 et les cohomologies singuliéres

Hging(H7 Q/7) = H'(z\°’(H),Q/Z) pouri=1,2.
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Démonstration. — Pour 7y’P (H), d’aprés [18, Thm. 6] (cf. [21, pp. 116,
Rem. 2]), tout groupe de Lie connexe contient un sous-groupe de Lie com-
pact comme une rétraction par déformation. Donc on peut supposer que
H est compact et, dans ce cas, I’énoncé ci-dessus est exactement le [2,
Prop. V.7.5].

Pour H, (H,Q/Z), soit U — H un revétement universel. Alors
mP(U) = 75 (U) = 0. L’application de Hurewicz (cf. [29, Thm. A.5))
et le théoréme des coefficients universels (cf. [29, Thm. A.15]) impliquent
H}.(U,Q/7) = HZ,,(U,Q/Z) = 0. Ensuite la suite spectrale de Leray—
Serre (cf. 29, Thm. A.24]) implique I’énoncé. O

Soit G un k-groupe algébrique connexe. Notons p; : G x X — G, ps :
G x X — X deux projections et m : G x G — G la multiplication.

Dans le cas ou k = C, définissons :

Hs2ing7G(G((c)7 Q/Z)

= {b € H3,,(G(C),Q/Z) : (m*(b) — p3(b)) € p1HE,,(G(C),Q/Z)}.
PROPOSITION 3.2. — Soit G un C-groupe algébrique connexe. Alors

HS%ng,G(G((C)ﬂ Q/Z) =0.

Démonstration. — Soit 7 = 7,°°(G). Pour tout Z-module M, notons

MP :=Hom(M,Q/Z). D’aprés le théoréme 3.1 et le lemme 3.3 ci-dessous,
on a l'inclusion naturelle

H%,e(G(C),Q/Z) = H?(n,Q/Z) C (r @z m)",

et donc I'inclusion natuelle H3 . ((Gx G)(C),Q/Z) C ((r®m) @z (r®m))P.

Notons M., p1«,p2s : TP (G x G) — m°°(G) les homomorphismes

induits par m,p1,ps. Puisque ml.oxg = idg et mlgxe, = idg, on a
me:mdmT—7:(a,b) >a+bet
Hsglng,G(G(C)vQ/Z)

L’homomorphisme my — p1x — P2 : (T B 7) Qz (T ®7) — T @ ™ envoie
(a,b) ® (¢,d) sur
(a+b)@(c+d)—a®@c—-b®@d=a®d+b®c.
Donc I’application m, — p1 .« — P2, est surjective et
(M — P14 —D25)7 : (@2 )P = (r@7) @z (m® )P
(G(€),Q/Z) =0. D

est injective. Ainsi m* —p; —p3 est injective et Hsingﬂ
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LEMME 3.3.
(1) Soient 7!, 7% deux groupes. Alors
H*(r',Q/Z) @ H?(x*,Q/Z) @ [((n")™ ® (7*)*)P) = H?(n! x n*,Q/Z),
ot (—) est le quotient abélien maximal.

(2) Soit m un groupe abélien de type fini. Alors H*(7,Q/Z) = 7P et
on a une inclusion naturelle H*(r,Q/Z) C (7 ®z m)P.

Démonstration. — Pour tout Z-module M, notons M P := Hom(M,Q/Z).

Soit 7 un groupe. D’apres [31, Thm. 6.1.11], on a Hy(7,Z) = «/[r, 7] =
(7). D’apres [31, Exer. 6.1.5], pour tout i > 0, on a H(mw,Q/Z) =
H;(m,Z)P. Alors H'(7,Q/7Z) = (x*)P.

D’apreés [31, Prop. 6.1.13], on a : Hy (7!, Z)® Hy (%, Z) = Hy (7! x 72, Z)
et

Hy(n',Z) ® Hy(7*,Z) @ [Hy(n', Z) ®z Hi(n*, Z)] = Hy(x" x 7°, Z).
Donc H(7!,Q/Z) ® H*(7?,Q/Z) = H' (7! x n%,Q/Z) et

H*(n',Q/Z) @ H*(7*,Q/Z) & [H\ (7", Z) ®z Hy (72, Z))P
=~ H*(r' x 7°,Q/Z),
d’ott 'on déduit (1).

Pour (2),onam = @;_, M; avec M; = Z/n; pour certain n; € Zz, (on a
M; = 7 sin; =0). Ainsi (7@ 7)P = Dicicricicr (M ® M;)P]. Puisque
H?*(Z/n,Q/Z) = 0 pour tout n € Zxo ([31, Thm. 6.2.2 et Cor. 6.2.7]),
d’apres (1), on a

H(m,Q/2) = P [(M; @ M))P].
1<i<j<r

On a l'inclusion canonique

Pl @ M;)P) € PIM: @ M;)P) = (mig)ici = (ni)i

i<j 4,9
ou n;; =mnj,; =m;; pour i < j et n;; = 0. Ceci donne (2). O
COROLLAIRE 3.4. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéris-

tique 0. Alors :

(1) pour tout k-groupe algébrique connexe G, on a HZ(G, i) = 0;
(2) pour toute suite exacte 1 - G1 — Gy — T — 1 de k-groupes algé-
briques connexes avec T un tore, on a une suite exacte canonique :

0— HY(T,Q/Z) — H'(G,Q/Z) — H'(G1,Q/Z) — 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOUS-GROUPE DE BRAUER INVARIANT 639

Démonstration. — Pour (1), par le passage a la limite (cf. [14, §1.10]),
il existe un sous-corps kg C k et un ko-groupe algébrique connexe Gy tels
que kg soit une extension de type fini sur Q et Gy = G. Choisissons une
immersion kg C C. D’apres [20, Thm. I11.3.12] et [20, Cor. VI.4.3], on a
des isomorphismes naturels :

H*(G,Q/Z) = H?*(G, 1,,Q/Z) = H*(Goc,Q/Z) = HE,,(Goc(C),Q/Z).
Puisque poo = Q/Z, on a HZ(G, pioo) = H? (Go.c(C),Q/Z). Donc on

sing,Go,c
peut supposer que k = C et il suffit de montrer que Hszing,G(G((C), Q/z) =
0. Ainsi la proposition 3.2 implique (1).

Pour (2), par le méme argument comme ci-dessus, on peut supposer que

k = C et il suffit de montrer que
0 = Hyyo(T(C),Q/Z) = Hyy(G2(C), Q/2Z)

sing

31) S H(G1(€),Q/Z) - 0

est exacte. On a une suite exacte 0 — 7.°P(G1) = m°P(Gy) = m°P(T) —= 0
de groupes abéliens, qui admet une section (non canonique), parce que
TP (T) = 7. D’aprés le théoréme 3.1, on a

H,,(G(C),Q/2) = H'(m™(G),Q/Z) = Hom(m™ (G), Q/Z)
pour G = G1,G3 ou T, d’out on obtient (3.1) et (2). O
3.2. Le cas général
PROPOSITION 3.5. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p)

une G-variété lisse géométriquement connexe. Alors
(1) ona: H12(X7u“0<>) C Hé(X7uOO)’
(2) si X est un G-torseur, on a H? (X, poo) = HE(X, ftoo) ;
(3) il existe un homomorphisme unique (I’homomorphisme de Sansuc)
At HE(X, proo) = HY (G pioc)
tel que p* —p3 = pyoA;
(4) pour tout x € X (k), on a X = p% — it : HA(X, pioo) = HE(G, o),
oniz:G—o>X:g—zetp,:G—>X:g—g-x.
Démonstration. — D’apres (2.6), en utilisant ple,xx = idx, on a (1).
Pour (2), par fonctorialité, il suffit de montrer que Hék (X3, Hoo) = 0.
On peut supposer que k = k. Dans ce cas, X £ G, oo 2 Q/Z et p=m :
G x G — G la multiplication. D’apres le corollaire 3.4(1), H3(G,Q/Z) = 0,
d’ou 'on déduit (1).

TOME 74 (2024), FASCICULE 2



640 Yang CAO

Pour (3), d’apres (2.6), pi|m2 (Gu..) est injective et donc il suffit de
montrer que 7

(p* = P3)(HE(X, 1)) C PY(H (G, o))
Puisque (p* — p3)|eaxx = 0, d’apres (2.6), il suffit de montrer que

(p* = p3)(HE(X, pioo)) C HY (G X X, fiog).

On peut supposer que k = k. Un point € X (k) induit un morphisme
G225 X: g~ g-x. Alors on a un diagramme commutatif :

H(X, jio) " H(G % X, pioo) <—H2(G, i)

lﬂi l(idc Xpz)~ i_

H2(Ga :U'OO) ﬁ*H2(G X Gv:uoo) <*—)H2(G7MOO)
Py g—m Pi,¢

Dapres (1), Im(p3 o —m*)NIm(p] &) = 0 et donc Im(p3 — p*)NIm(p7) = 0,
dott (3).
Pour (4), pour tout o € HZ (X, tieo), on obtient (p* — p3)(a)|exz =
(% — i2)(@). 0
La suite spectrale E57 == Hi(k, HI (X3, pioo)) = H'™ (X, fioo) induit une
suite exacte

(3:2)  H2(k, pioo) — HE(X, pip) 5 H' (b, H' (X, f1oc)
— Ker(H?(k, jioo) — H*(X, f100))-

Par les définitions de A ci-dessus et de Ay dans (2.7), on a un diagramme
commutatif :

H12(X7MOO)C—> Hé(X’MOO) H1275(G7“00)

o -

/\Hl,* =]
Hl(k7 Hl(XEv/J'OO)) - Hl(k7 HI(GE7MOO)) <~ H12,e(G7/1“00)'

PROPOSITION 3.6. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p)
une G-variété lisse géométriquement connexe. Alors
(1) on a : Bry/3(X) C Brg(X) C Brg(X);
(2) si X est un G-torseur, on a Bry3(X) = Brg(X) ;
(3) il existe un homomorphisme unique (I’homomorphisme de Sansuc)

A @ Brg(X) — Bryss..(G)

tel que (p* —p3) = pi o Apr;
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(4) pour tout x € X(k), on a A\g; = p}, — i} : Brg(X) — Bra3(G), ou
iy G=>X:g—zxzetp,:G—>X:1g—g-x.
Démonstration. — D’apres la proposition 2.4,
Bry3(X) = Im(H7 (X, ptos) — Br(X)).
Alors la proposition 3.5(1) et (2) impliquent les (1) et (2) ici. Pour (3),
d’aprés la proposition 3.5(3), on a (p* — p3)(Brg(X)) C pi(Brays.(G)).
Donc il suffit de montrer que pT|Br2/3’e(G) est injectif, i.e. p] : Bry 3 .(G) —
Bry/3..(G) est injectif, on K = k(X) et p : Gg — G. Ceci découle du
corollaire 2.5. Ensuite, le (3) et la proposition 3.5(4) implique le (4). O

Pour toute extension de corps K/k, et tous z € X(K), g € G(K),
a € Br(X), d’apres la proposition 3.6(3), on a :

(3.4) (9-2)"(a) = g"(As:(@)) + 2" (a) € Br(K).
Alors, dans le cas ou k est un corps de nombres, on a :
(3.5) G(A)P2/2(@) . X (A,)PeX) = X (A,)Bra(X),

Dans le cas ou G est linéaire, on a :

COROLLAIRE 3.7. — Sous les hypothéses de la proposition 3.6, sup-
posons que G est linéaire. Alors Bry/3(G) = Bri(G) = H} (G, o) et
Brg(X) = Brg(X).

Démonstration. — Si G est linéaire, on a Pic(Gy)tree = 0 et Pic(G) est
fini. Par définition, on a Bry/3(G) = Bry(G). D’apres le corollaire 2.6, on a
Bra/s(G) 2 H3 (G pc).

D’aprés [24, Lem. 6.6], Pic(G x X) = Pic(G) @ Pic(X) et donc Pic(G x
X)®Q/Z = Pic(X) ®Q/Z. Notons i, : X = Gx X : 2+ (eq,x). La suite
exacte de Kummer donne un diagramme commutatif de suites exactes

H?(X, ,uoo)4>Br(X )——0

i¢y2 l¢Br

lexx

0 —= Pic(G x X) ® Q/Z —= H*(G x X, jiog) —> Br(G x X) —= 0

e e

0 —— Pic(X) @ Q/Z H?(X, 1)

—0,

ot g2 = (p*—05)|r2(x,p) €t @Br = (" —P5)|Br(x)- Alors gy x induit un
isomorphisme o : Ker (i ;») = Ker(i} p,). Puisque Bri(G) = H{ (G, fico),
on a

pila(HY (G, o)) = Iy (pi]Be (Bri (G))).
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Pour tout b € H?(X, o) avec a = Ix(b) € Brg(X), on a ¢p,(a) €
pilB:(Bri(G)) ([3, Prop. 3.7]), i% y2(dm2(b)) = 0 (puisque p o i = pp o),
et donc @2 (b) € pila2(HE(G, poo)). Alors b € HE(X, pioo) et Brg(X) C
Brg(X), d’ott le résultat. O

4. Suites exactes de Sansuc

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.

Le but de cette section est d’établir des suites exactes fondamentales de
H?, H% et de Bry. Le théoréme 4.1 est une variante de la suite exacte
de Sansuc [24, Prop. 6.10] en remplacant la cohomologie de G,, par la
cohomologie de i, dans le cas ou G n’est pas nécessairement linéaire.
Ensuite, en utilisant ce théoreme, on montre que les sous-groupes invariants
HZ(X, 1oo) €t Br(X) sont stables si I'on remplace X par son torseur sous
un groupe connexe (proposition 4.5) ou si l'on remplace G par son extension
avec un groupe connexe (proposition 4.6).

La suite exacte longue dans le théoreme 4.1 suivant est appelée la suite
exacte de Sansuc de fioo.

THEOREME 4.1. — Soient Z une k-variété lisse géométriquement in-
tégre, G un k-groupe algébrique connexe et f : X — Z un G-torseur. Alors
on a une suite exacte, fonctorielle en (X, Z, f,G) :

0= H'(Z,poc) 5 H'(X, o) 225 (G, pioc)

s H2(Z, o) 2 HA(X, o) 222 H2(G % X, pioc),

ot p:Gx X — X est Iaction et Ay est défini dans (2.7).

Démonstration. — On suit 'idée de Sansuc [24, Prop. 6.10] : on utilise la
suite spectrale qui lie la cohomologie étale avec la cohomologie de Céch (la
suite spectrale (4.4) ci-dessous). Alors on fait tout d’abord des calculations
sur la cohomologie de Céch.

Etape 1, préfaisceaux des cohomologies étales

Soient H! : U — HY(U, pino), Hp : U — HY(m0(U), pioo) et HE : U —
Coker(H (mo(U), f1oo) — HY(U, j100)) des préfaisceaux, ou mo(U) est le
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schéma des composantes connexes géométriques de U. Le H? ici est exac-
tement le H' dans [20, IIT] (cf. [20, III, Rem. 1.6(e)]). Alors on a une suite
exacte de préfaisceaux :

(4.1) 0— He—H = HL—0.
Le revétement fidelement plat de présentation finie f : X — Z induit une
suite exacte longue des cohomologies de Céch :
(4.2) - — H(X/Z,H}) = H'(X/Z,H") = H(X/Z,H))
— HHY(X/Z,HE) — -

Etape 2, calculation de la cohomologie de Céch

Notons G! = G, X! = X, G" = G x G let Xt = X xz Xt7!
pour ¢ > 1. Notons p§- : X1 — X' la projection qui enléve la j-ieme
coordonnée, oil 1 < j < 4+ 1. Ainsi on a directement X* = G*~! x X.
Alors la cohomologie de Céch d’'un préfaisceau F est la cohomologie du
complexe :

1 1,% 2,k 2,% 2,%
O—}f(Xl) Py —P ];-(XQ) P —>p2 P f(XB)—>
Par exemple, ﬁO(X/Z, F) = ker(pi’* —pé’*).

(1) On a HY(X/Z,H°) = poo(k) et H(X/Z,H°) = 0 pour tout i > 1.
Ceci vaut car HO(X") = pi (k) pour i et tout p;* est Iidentité pour
tout ¢, j.

(2) On a HY(X/Z,HY) = H'(k, pioe) et H(X/Z,H}) = 0 pour tout
i > 1. Ceci vaut car mo(X*) = Spec k, H}(X?) = H'(k, o) pour
tout ¢ et p;* est I'identité pour tout ¢, j.

(3) On a H(X/Z,H) = 0 pour tout i > 2 et une suite exacte natu-
relle :

0 HO(X/Z,HY) = HE(X) 222 (@) — HY(X/Z,H)) — 0.

En fait, d’apreés [24, Lem. 6.12] et le fait H1(k) = 0, il suffit de
montrer que

HUX x G =2 HLUX) e HL(G)P.

Ceci est établi dans (2.5).
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(4) On a H(X/Z,H') = 0 pour tout i > 2 et une suite exacte natu-
relle :

* *
—p3

(4.3) 0— HY(X/Z,H") - H' (X) 22 H1(G) — HY(X/Z,H') — 0.

D’apres (2) et les suites exactes (4.1) et (4.2), on a
HY(X/Z,H") =~ H(X)Z M}

pour tout ¢ > 1 et un diagramme commutatif de suites exactes :

0 — H(X/Z,H}) — H(X/2,H') — H(X/Z,H}) —=0

T

0 Ho(X) HH(X) Ha(X)

D’apres le lemme du serpent, on a une suite exacte :
0— H(X/Z,H") — H'(X) — coker(¢) — 0.

L’énoncé découle de (3).

Etape 3, la suite spectrale

Puisque H (X, ji0o) = Hfippf(X7 too) ([20, III, Thm. 3.9] pour u,) et
f: X — Z est un revétement fidéelement plat de présentation finie, on a la
suite spectrale (20, III, Prop. 2.7])

(4.4) By = H(X/Z,H') = H™Y(Z, o).

Dans la suite spectrale (4.4), d’apres (1) et (4), EY® = 0 pour tout
12 1et E;’l = 0 pour tout ¢ > 2. Alors cette suite spectrale induit un
isomorphisme H(X/Z, H') = H'(Z, ) et une suite exacte :

0— HY (X/Z,H") = H*(Z, jioe) — H*(X/Z,H?) — 0.

D’apres (4.3), on a une suite exacte longue :

0— H'(Z, poo) = HNX) 22 HL(G) — HX(Z, pioo)
— HY(X/Z,H?) = 0.
Puisque H°(X/Z, H?) = Ker(H2(X, fioo) ——2 HX(G % X, jiso)), il suffit
de montrer que ’lhomomorphisme canonique [ : H} (G, ji0) — HL(G) est

un isomorphisme et que [ o Ay, = p* — p5. Ceci découle de la définition et
de (2.7). O
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COROLLAIRE 4.2. — Sous les hypothéses du théoréme 4.1, on a un dia-
gramme commutatif de suites exactes, fonctoriel en (X, Z, f,G) :

IS
H;(Galu/oo)HHQ(Zvﬂoo)*)Hé(Xvuoo) H%,e(Gaum)

S P R

Hel(Ga,uoo) HIJQ(Zv,LLOO) fHH2(X7.U’OO) HHZ(G X X?:LLOO)

Démonstration. — D’apres (2.6), pi est injective. Le résultat découle du
théoréme 4.1 et de la proposition 3.5(3). O
COROLLAIRE 4.3. — Sous les hypotheéses du théoreme 4.1, supposons

que H?*(k,H'(Zy,piss)) = 0 et H*(Zy,pioc) = 0. Si H*(k,pios) = 0
ou X (k) # 0, alors les homomorphismes de Sansuc A : HZ(X, pioo) —
H? (G, o) €t Apy : Brg(X) — Brys o(G) sont surjectifs.

Démonstration. — Par hypotheses, le théoréeme 4.1 induit une suite
exacte :

0 = H'(Z, jiog) — H' (X, pioo) ~25 H' (G, o) = 0
et donc un homomorphisme surjectif
At H (b, HY (X7, piso)) — H' (b, H' (G, o).
Puisque H3(k,ps) = 0 ou X(k) # 0, d’apres (3.2), HE(X, o) —

H'(k, H' (X7, jisc)) est surjectif. D’aprés (3.3), A est surjectif et donc Ag,
est surjectif. O

COROLLAIRE 4.4. — Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p)
un G-torseur. Si H3(k, poo) = 0 ou X (k) # (), alors on a des suites exactes :

H2(k, proo) — HE(X, proo) 2 H2 (G, j1oe) = 0

et
Br(k) — Briz(X) 225 Brys . (G) — 0.

Démonstration. — D’apres le corollaire 4.3, A et Ag, sont surjectifs. Le
corollaire 4.2 donne la premiére suite exacte. D’apres la proposition 3.6(2),
Brg(X) = Bry/3(X). Donc il suffit de montrer que Bry/3(X)/Im Br(k) —
Bry/s,¢(G) est injectif.

Si X (k) # 0, ceci découle de la proposition 3.6(4). En général, soit K =
k(X). Alors Xg(K) # 0 et donc Bry3(Xg)/ImBr(K) — Brys.(Gk)
est injectif. D’apres le corollaire 2.5, Bry/3(X)/ImBr(k) —
Bry/3(Xk)/ImBr(K) et Bry/s(G) — Bryss .(Gk) sont injectifs, d’ot le
résultat. O
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Les deux propositions suivantes décrivent les propriétés de Hé(X s too)
et de Br(X) par rapport au changement de X et de G.

PRrROPOSITION 4.5. — Soient G, H deux groupes algébriques connexes
et p:Y — X un G-morphisme de G-variétés. Si p est un H-torseur, alors
(1) on a (p)LHE(Vijee) = HE(X. o), 0 p* : HA(X, o) —
H?(Y, j1o0) est Phomomorphisme induit par p;
(2) si H est linéaire, on a (pfy,) " 'Briy(Y) = Brig(X), ou Br(X) 225
Br(Y).

Démonstration. — Notons p: GX X — X, py : GXY — Y deux actions

etpr:GXxX =X, p1:GXxX =G, pay :GxY =Y les projections.

. id . N ,
Puisque G x Y CEXP G x X est aussi un H-torseur, d’apres le théo-

reme 4.1, on a un diagramme commutatif de suites exactes

HY(H, prog) —— H2(X, i) ——— H2(Y, 100

i iw y;
(idg xp)*

HY(H, pioo) — H?*(G x X, liog) —= H*(G X Y, fio),

ol ¢ = p (resp. ¢ = p2) et ¢y = py (resp. ¢y = pay). Donc, pour tout
a € (p*) T HE(Y, pieo), on a
p(a) = p3(@) € pPLH(G, piog) + Im He (H, pio)
C Py H? (G, ioo) + p3H (X, pioo).-
Puisque (p* (@) — p3(@))|egxx = 0, on a p*(a) — p3(a) € piH*(G, o)
Ceci donne (1).

Pour (2), par la suite exacte de Sansuc [24, Prop. 6.10], on a une suite
exacte

Pic(X) — Pic(Y') — Pic(H)

avec Pic(H) fini. Donc Pic(X) ® Q/Z — Pic(Y) ® Q/Z est surjectif. Par la
suite exacte de Kummer, on a un diagramme commutatif de suites exactes :

0 — Pic(X) ® Q/Z — H?*(X, ji0o) — Br(X) ——=0

* * *
lpPic lp ipBr

0 ——=Pic(Y)® Q/Z —— H?(Y, jioo) — Br(Y) ——0.

Puisque pf,. est surjectif, une chasse au diagramme donne (2). O
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Dans le cas ot X = G/H avec H C G un sous-groupe connexe, p :
G — X est un H-torseur. La proposition 4.5(1) et la proposition 3.5(2)
impliquent

HE(X, poe) C ker(H2(X, poc) 25 HX(Gi, pc)

et donc
(4.5) Brl;(X) C Bry (X, G) := ker(Br(X) 25 Br(Gx)).
PROPOSITION 4.6. — Soient1 - N — H i) G — 1 une suite exacte de

groupes algébriques connexes, et (X, p) une G-variété lisse géométriquement
intégre. Alors HZ(X, pioo) = H% (X, f10o) et Brg(X) = Briy (X).

Démonstration. — Puisque H x X vx, G x X est un N-torseur, d’apres
le corollaire 4.2, on a un diagramme commutatif de suites exactes :

Hel(NvlJ'oo)HHQ(leJfoo) H]%I(Hauw)HHie(Na,uoo)

S T T

H (N, 1oo) —= HA(G x X j1o0)) 5 H(H % X, 10c)) —= HE (N, p):

Donc
(V%) (PTHR (H, pioc)) = piH?(G, fico)-

Puisque HY (H, fioo) C H7(H, pioo) C Hy (H, jiso) (Proposition 3.5(1)), on
a (Vx) ' (piHY (H, pioo)) € P H?(G, pioo). La proposition 3.5(3) donne

HE (X, poo) = {a € H*(X, poo)[0% ((p* — p5)(a)) € piHY (H, pioo) }
C {a € H*(X, poo)|(p* — p3)(a) € prH?(G, tioo)} = HE (X, fioo),
d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 4.7. — Sous les hypothéses de la proposition 4.6, suppo-
sons qu’il existe une H-variété Y et un H-morphisme Y L X tels que
Y — X soit un N-torseur. Alors

(1) H2(X, poo) L5 HA(Y, pioc) satisfait ()" HE (Y, joc) = HE (X, 1oc),
et on a une suite exacte (ou A est ’homomorphisme de Sansuc),
fonctorielle en (X,Y,p, N) :

0= H'(X, proc) = H' (Y, ptoo) = H (N, o)

* A
R Hé‘(X’ fhoo) L HJ%I(Y» Hoo) = H12,5(N7 Hoo)-
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(2) si N est linéaire, Br(X) LN Br(Y) satisfait (p*) "'Bry (Y) = Br (X)
et on a une suite exacte (ot Ag; est ’homomorphisme de Sansuc),
fonctorielle en (X,Y,p,N) :

Pic(Y) — Pic(N) %5 Brig(X) 25 By (Y) 225 Bro(N).

Démonstration. — Une application du théoreme 4.1 et du corollaire 4.2
au N-torseur Y — X donne une suite exacte :

0= H'(X, pioo) = H' (Y, pioc) = H} (N, fico)
X H2(X, o) 25 HY (Y proe) 25 H7 (N, pioc).

Une application de la proposition 4.5 au N-torseur p : ¥ — X (avec 'action
de H) donne (en utilisant la proposition 4.6)

X(H (N, pso)) € (p7)7H0) € (p*) " (HE (Y, pioo)) = Hi (X, fiso)
= HZ(X, o),

d’olt on obtient (1).
L’énoncé (2) découle du méme argument que (1) en remplagant le corol-
laire 4.2 par [3, Thm. 3.10]. O

5. Spécialisation du sous-groupe invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique O.
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété.
Considérons maintenant une suite exacte de groupes algébriques connexes

(5.1) 15GHHLT 1

avec T un tore. Pour une H-variété Y munie d’'un H-morphisme f:Y — T
et pour tout t € T(k), la fibre Y; est une G-variété (voir le théoreme 5.4
ci-dessous). Dans [3, Prop. 3.13], on calcule le noyau et le conoyau de I'ho-
momorphisme de spécialisation Bry (Y) — Brg(Y;) lorsque H est linéaire.
Dans cette section, on généralise ce résultat au cas ot H n’est pas néces-
sairement linéaire (le théoréme 5.4).

La proposition 5.1 suivante généralise [3, Lem. 5.5].
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PROPOSITION 5.1. — Pour la suite exacte (5.1), on a un diagramme
commutatif de suites exactes :

HY(G, 10o) = H2 (T, jioo) = H2 (H, j1o0) > H2 (G, o) — H?(k, T*)

ST

HY(G, jio0) = HE(T, ioo) ~> HE(H, p1og) 2> H2 (G, p1oc) :

ou la deuxiéme ligne est induite par application du corollaire 4.7(1) au
G-torseur H — T.

Démonstration. — On applique le corollaire 4.7(1) au G-torseur H — T
et on obtient la suite exacte de la deuxieme ligne.

D’aprés la proposition 3.5, ek 1 HE (T, pioo) — H2(k, pioo) équivaut a la
composition :

le(Ta Uoo) = H%(Tv,uoo) — H%(Haﬂoo) = H%(H, ,Uoo) 5 HZ(kvﬂoo)'

Donc Im H} (G, pioo) C Ker(eh) et la premiere ligne est exacte en
H12,e(T7 :uOC)
Par la suite exacte de Kummer, H'(T%, jios) = T* ® Q/Z et donc

(5.2) H?(k, H(T;, pioo)) = H? (k, T).
Le corollaire 3.4(2) induit une suite exacte

0 — HY(T%, poo) — H' (Hz, poo) S H' (G, pe) — 0.
Appliquons H'(k, —) & cette suite exacte. Le corollaire 2.6 et (5.2) donnent
une suite exacte :

H} (T, pioo) — Hi o(H, pioo) > Hi (G, poo) — H3(k,T).

Ceci donne la premiere suite exacte.
D’aprés la proposition 3.5(4), le carré (1) est commutatif et donc le dia-
gramme est commutatif. O

COROLLAIRE 5.2. — Dans la suite exacte (5.1), si 'on a H3(k,T*) = 0,

alors les homomorphismes H ,(H, pioo) = H{ (G, o) €t Bryys o(H) RN
Bry/3..(G) sont surjectifs.

Démonstration. — Ceci découle de la proposition 5.1 et du corol-
laire 2.6. O
LEMME 5.3. — Soient G, N deux groupes algébriques connexes et X

une G-variété lisse géométriquement intégre. Soient H := N x G et P une
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H-variété tels que P soit un N-torseur sur k. Soient Y := Px X etY 2, P,
Y 25 X les deux projections. Supposons donnée une action :
HxY =Y: (ng)x(pz)—(ng) pg-x)
Alors

(1) si P = N, on a un isomorphisme :
(1 25) ¢ Hi (N proo) & HE (X, proo) = Hig (Y, p1oo);

(2) si H3(k, jioo) = 0, on a un isomorphisme :

(1 p3) : HY (P, pioc) / T H? (K, o) ® HE(X, proo)/ T HP (K, poc)
= Hi (Y, poc) / T H? (K, proc )
Démonstration. — Par la proposition 3.5(2), on a
HY (P ioc) = HY (P, piso).
D’apres le corollaire 4.7(1) et I'isomorphisme
HY (N, o) = HY (N, pioo) / Ty H? (K, p1cc),

on a un diagramme commutatif de suites exactes

HY(P, joe) 2 HY(N, o) — H2(k, o) —= HE(P, o) ~2 H? (N, pioc)
.
HY Y, fiog) == HY(N, pioo) = HE(X, pioc) = HE(Y pioe) = HE (N, o).

Puisque P(k) # 0 ou H3(k, ioo) = 0, d’apres le corollaire 4.4, 'homomor-
phisme 99 est surjectif. Une chasse au diagramme donne une suite exacte

(53) H2(k,proo) 2% HA(P, jioc) ® HA(X poe) 220 HE(Y, o) — 0,
et, si P(k) # (), ’homomorphisme 93 est injectif, d’ou le résultat. O

THEOREME 5.4. — Considérons la suite exacte (5.1). Soient Y une H-
variété lisse, géométriquement intégre et Y L un H -morphisme. Notons
H? (H, piso) LN H? (G, piss) I'homomorphisme induit par ¢ : G — H.
Alors, pour tout t € T'(k), la fibre Y; est G-invariante et on a une suite
exacte naturelle

le,e(T, thoo) = HE(Y, tiss) — HZ(Yi, fioo) — coker(p*).
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Démonstration. — D’apres [7, Prop. 2.2], Y; est lisse, géométriquement
integre. Puisque T' est commutatif, la fibre Y; est G-invariante. Notons :

Y, B HxY iy (em,y) et HxY, DY :(hy) —h-y.
Alors p o est 'immersion Y; C Y. On fixe des actions
Hx G~ HXY;:(hg)x (,y) = (hh'g™ g-y)
et
HxGn~ H:(hg)xh— hh'g™t.

Par définition, Y = H x©Y; est le produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3])
et on a un diagramme commutatif de H x G-morphismes

Yi,=<—HXY,——H
D2 pP1
lp ltw(—)
y—L .7

tels que les colonnes soient des G-torseurs.
On applique le lemme 5.3(1) & la H x G-variété H x Y}, et on obtient un
isomorphisme

(p1.p3)
(5'4) H1276(H7 /"00) ® H(Q;’(YIHNOO) EE— H%IXG(H X thlf'oo)-

Le corollaire 4.7(1) et la proposition 5.1 donnent un diagramme commutatif
de suites exactes :

o

Hel(GJLOO) HH%JT’MOO) —>H12,e(H7:uOO) H12,e(G7/1'00)

S,

Hel(GaNOO) E—— H%(Y, o) L HI2{><G(H X Y, phoo) — le,e(G,/JOO)

H*(Yy, f1oo)
Puisque pzoi = id et i*op} = 0, d’apres (5.4), on a HZ (Y}, floo) = Im(i*) =
coker(p}). Une chasse au diagramme donne 1’énoncé. 0
COROLLAIRE 5.5. — Sous les hypotheses de le théoréme 5.4, suppo-

sons H3(k,T*) = 0. Alors, pour tout t € T(k), les homomorphismes
HZ (Y, pioo) = HZ (Y, pioo) et Briy (Y) — Brg(Y;) sont surjectifs.

Démonstration. — Ce corollaire découle du théoreme 5.4 et de la propo-
sition 5.1. O
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6. Descente

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention expli-
cite du contraire, une variété est une k-variété.

La méthode de descente des points adéliques est établie par Colliot-
Théléne et Sansuc dans [8]. L’auteur étudie la méthode de descente des
points adéliques orthogonaux aux sous-groupes de Brauer invariants
dans [3, 4] et, en particulier, [4, Prop. 5.7] est utilisé dans la démonstration
de [4, Thm. 1.4].

Dans cette section, on donne une variante de [4, Prop. 5.1] et une variante
de [4, Prop. 5.7] dans le cas ou le k-groupe n’est pas forcement linéaire.
La premiere est la proposition 6.2, qui établit la formule de descente par
rapport au sous-groupe de Brauer invariant pour un torseur sous un k-
groupe de type multiplicatif. La deuxiéme est la proposition 6.4, qui suit
l'idée de Demarche dans [13, Prop. 5].

LEMME 6.1. — Soient 1 — T — H % G — 1 une suite exacte de
groupes algébriques connexes avec T' un tore quasi-trivial, X une G-variété
lisse géométriquement intégre, ¥ une H-variété lisse et Y Sy X un H-
morphisme tels que Y — X soit un T-torseur. Alors on a

X(AR)Pe) = f(Y(Ay)PH0D).
Démonstration. — Ceci découle de [4, (5.2)] et du corollaire 4.7(2). O

PROPOSITION 6.2. — Soient G, H deux groupes algébriques connexes
et ¢ : H — G un homomorphisme surjectif de noyau central S de type
multiplicatif. Soient X (resp. Y ) une G-variété (resp. H-variété) lisse géo-
métriquement intégre et f : Y — X un H-morphisme tels que Y soit un
S-torseur sur X, ou I'action de S est induite par I'action de H. Alors, pour
tout o € H'(k,S), le tordu Y, est une H-variété et on a :

XAPE = ] falYo(an)0?).
ceH!(k,S)
Démonstration. — On suit la démonstration de [4, Prop. 5.1].

D’aprés [9, Prop. 1.3] et [3, Lem. 5.4], il existe une suite exacte
(6.1) 05S—=Ty ST —0
ou Ty est un tore quasi-trivial et le groupe des caracteres T* du tore T

vérifie H3(k,T*) = 0.
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Soit Hy := H x* Tp le produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3]). Alors Hy

est un groupe algébrique connexe et H Y, & induit une suite exacte

1Ty — Ho 2% G — 1.

Soit Yy := Y x5Ty. Notons i : Y — Yj Pimmersion fermée canonique. Alors
Yy est une Hy-variété et f induit un Hy-morphisme Yj f—0> X tels que fy
est un Ty-torseur. D’apres le lemme 6.1, on a

X(Ak)Br/G(X) — fo(%(Ak)Br;{O(YO)).

L’isomorphisme Yy x0T =2 YV x° Ty xT0 T = X x T induit un Tp-
morphisme ¢ : Yy — T tel que ¢~ !(er) = i(Y). D’aprés des arguments
classiques (voir la démonstration de [3, Thm. 5.9]), pour tout t € T'(k),
on a ¢~ 1(t) = Yy et le morphisme o Ht) — Y o, X est exacte-
ment fy(y), ot & : T(k) — H'(k,S) est P’homomorphisme induit par (6.1).
D’aprés le théoréme 5.4 et le corollaire 5.5, ¢~ 1(t) est une H-variété et
’homomorphisme canonique Briy (Yy) — Bri(¢71(t)) est surjectif pour
tout ¢t € T'(k).

D’apres [6, Thm. 5.1], on a

T(A)" ) = o(Ty(Ag)P ) - (k).
D’apres le corollaire 3.7, on a
Bry(T) = Brp(T), Bry(Tp) = Bry, (To)
et
B(Yo(Ag)PTH Y0y € T(A,)P(T),

D’apres (3.5), YO(Ak)Br,Ho(YO) est To(Ag)P (T0)invariant. Ceci implique :

Yo(Ag)Proo0 ) = Ty(AR )P0 (] | o (1) (Ag) P O) )
teT (k)

et donc

XA = fo | [] o7MO)An™HEO
teT (k)

= || fow[You (Ap)Praew)). O
teT (k)
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Pour toute variété lisse X, définissons X (A}°) l'espace des points adé-
liques de X hors des places complexes, i.e. on a

X(Ay) IT X | x X(A7).

v complexe

De plus, on a :

(6.2) X (Ay)°P = [T Xk | x X(A)"
v complexe
pour I'obstruction ob = Br(X) ou ob = Bry/3(X) ou ob = ét, Br ou, si X
est une G-variété pour un groupe algébrique connexe G, pour ob = Brg (X)
ou ob = G — ét, Bry,.
Le lemme suivant généralise [4, Lem. 5.2] (voir [12, Lem. 2.2.8] pour une
variante).

LEMME 6.3. — Soient X une variété lisse et {X;}iecs les composantes
connexes de X telles que X; soit géométriquement intégre pour tout i € 1.
Alors on a :

X (AL = T xi(age) o
i€l

et, si X est une G-variété pour un groupe linéaire connexe G, on a :

X(AZC)BrG(X) _ HXi(AZC)BrG(Xi)

iel
et
X(AZC)Gfét,Br'G _ HX_(AZC)G’fét,Br'G
= p .
iel
Démonstration. — Puisque Bra3(—) (resp. Brg(—), resp. Uensemble des

F-torseurs, resp. ’ensemble des F-torseurs G-compatibles pour un k-groupe
fini F) de X est la somme directe de celui des composantes connexes de
X, on obtient 'inclusion D dans les trois cas ci-dessus.

Par ailleurs, soit m(X) le schéma des composantes connexes géomé-
triques de X, ie. mo(X) est un k-schéma fini étale et il existe un k-
morphisme surjectif ¢ : X — mo(X) de fibres géométriquement intégres.
D’aprés [19, Prop. 3.3], on a mo(X)(ARe)Br(m(X) = 74(X) (k). Par défi-
nition, ¢*(Br(mo(X))) C Bra3(X) et ¢*(Br(mo(X))) C Brg(X), d’oti 'on
obtient I'inclusion C. O
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PROPOSITION 6.4. — Soit X une k-variété lisse géométriquement in-
tegre. Soit

1—>S—>L1>F—>1

une suite exacte de k-groupes finis. Soient V. — X un L-torseur et Y =
V/S — X le F-torseur induit par 1. Supposons que S est contenu dans
le centre de L. Alors, pour tout o € H'(k, F) avec Y, (Ay)Br2/3(e) £ () il
existe un o € H'(k, L) tel que ¢.(a) = 0.

Démonstration. — D’apres le lemme 6.3, il existe une composante
connexe X' C Y, telle que X’/(Ay)Br22(X) £ (. Ainsi, X’ est géomé-
triquement inteégre sur k.

D’apres [9, Prop. 1.3], il existe une suite exacte 0 = S — T — Top — 0
avec T un tore flasque et Tp un tore quasi-trivial. Soit L’ := L x° T le
produit contracté (cf. [25, Lem. 2.2.3]). Alors L’ est un groupe linéaire, car
S est contenu dans le centre de L. Ceci induit un diagramme commutatif
de suites exactes et de colonnes exactes :

1 1

1 S j 1
¢ P2 \L—

1 T Ny 1

Puisque H'(k,Tp) = 0, ceci induit un diagramme commutatif de suites
exactes d’ensembles pointés :

H'(k,L) —2~ H'(k, F) — H*(k, S)

i -

Hi(k, ') 2 HY(k, F) —— H2(k, T).
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D’apres [17, (2)], on a un diagramme commutatif de suites exactes :
HY(Y,S) —— Homp+ (1) (S*, KD'(Y)) — H*(k, S)

P3

HY(Y,,S,) — Homp+ ) (Si, KD'(Y,)) — H*(k, S,)

| "

HY(X',Sy) —55 Hompe 1 (St KD'(X')) —=> H2(k, S,)

o

\L 7O¢;

HY(X',T,) === Homp+ (T, KD' (X))

O B2k, T),

ol 13 est induit par le tordu de o (voir [5, Lem. 7.2]) et ¢4 est induit
par X' C Y, (et donc KD'(Y,) - KD’'(X')). Appliquons [5, Lem. 7.3] au
L’-torseur 1 ,([V]) sur X. On obtient que o € Im(t1.) = Im(e),) si et
seulement si

Is((a oz o x)([V]y)) = 0r((Ya e bz o x)([Vly) 0 ¢7) =0,

ou [V]y est le S-torseur V' — Y. D’apres la proposition 2.2, le type xs est
surjectif, d’ou le résultat. O

7. Démonstration

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention expli-
cite du contraire, une variété est une k-variété.

Les définitions X (A )¢Br, X (A,)G—¢0:Bre | X (A,)9~¢-Bre peuvent étre
généralisés & la facon ci-dessous (7.1).

Soit AB la catégorie des groupes abéliens. Soit GX la catégorie des
couples (G, X) avec G un groupe algébrique connexe et X une G-variété
lisse, et un morphisme (H,Y) — (G, X) dans GX est un couple (¢, f)
avec ¢ : H — G un homomorphisme et f : Y — X un H-morphisme, ou
I’action de H sur X est induite par .

En fait, pour tout torseur f : Y — X sous un k-groupe fini, il existe
un groupe algébrique connexe H et un homomorphisme fini surjectif 1) :
H — G tels que (¢, f) € GX et 4 soit minimal pour cette propriété
(cf. [4, Prop. 3.8]). Ce groupe H s’appelle le groupe minimal compatible
avec le torseur f ([4, Déf. 3.9]).
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Soit B(—,—) : GX — AB un foncteur contravariant qui associe au
couple (G, X) un sous-groupe B(G, X) C Br(X). On définit

(71) X(Ak)Gfét,B(G,f) — n U fJ(YU(Ak)B(G,YG))
f:Yi)X G —compatible, o€H (K, F)
F fini
On fixe un objet (G, X) € GX. Soit GX x l'ensemble des objets (H,Y) €
GX tels qu’il existe un morphisme (¢, f) : (H,Y) = (G, X) dans GX avec
¥, f finis. En fait, la démonstration de [4, Thm. 1.4] montre le théoréme
ci-dessous.

THEOREME 7.1 ([4, Rem. 6.7]). — Soit B(—,—) : GX — AB un fonc-
teur contravariant comme ci-dessus. Supposons que, pour tout entier n > 2
et tout objet (H,Y) dans GXx avec Y géométriquement intégre, on a :

(1) si Y(Ag)BULY) £ (), alors il existe un torseur universel de n-torsion
pour Y ;

(2) pour tout élément de n-torsion o € Br(Y') et tout torseur universel
de n-torsion f : Ty — Y (s’il existe) sous le groupe Sy, on a
f*(a) € B(H',Ty), ot H' est le groupe minimal compatible avec
le torseur f;

(3) pour tout (H')Y') € GXx, siY' =[]
ment intégre pour tout ¢ € I, on a

ie1 Yi avec Y; géométrique-

Y/(AZC)B(H’,Y') _ H K(AZC)B(H/,Yi)
iel

et

Y/(AZC)H'fét,B(H',f) _ H Y—Z_(AZC)H’fét,B(H',f);
iel

(4) pour une extension centrale de k-groupes finis 1 — S — L ¥,
F—1,uno € HY(k,F), un L-torseur V. — Y avec Z == V/S —
Y le F-torseur induit par 1, alors Zy(Ay)BH"Z2) £ ¢ implique
o € Im(HY(k,L) — H'(k,F)), where H' est le groupe minimal
compatible avec le torseur Z, =Y ;

(5) pour un morphisme (¢, f) : (H',Y') — (H,Y) dans GXx tel que
1) soit fini surjectif de noyau S central, Y’ soit géométriquement in-
tegre et f soit un S-torseur, ou 'action de S est induite par 'action
de H', on a, pour tout o € H'(k, S), le tordu Y, est une H'-variété
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et :

V(AP = [ (Y (A0 BT,
oceH!(k,S)

Alors on a X (Ay)*B = X(A,,)G—¢B(G-),
Rappelons que, soit Sx un k-groupe fini commutatif avec
Sk = HY (X, ),

un torseur universel de n-torsion pour X est un Sy-torseur 7x sur X tel
que x([Tx]) dans (2.3) soit ’homomorphisme canonique H'(Xp, pin) —
KD'(X) (cf. [4, Déf. 2.1]).

LEMME 7.2. — Soit B(—,—) : GX — AB un foncteur contravariant
comme ci-dessus. Si Bry/3(Y) C B(H,Y') pour tout (H,Y) € GXx, alors
les hypothéses (1) et (4) du théoréme 7.1 valent.

Démonstration. — La proposition 6.4 implique (4).
La proposition 2.2 implique, si Y (A)B2/30) 5 Y (A)BEY) £ alors
x dans (2.3) est surjectif, d’ott on a (1). O

Démonstration du théoréme 1.3. — Par définition, il suffit de montrer
que

X(Ak)G—ét,Br’G _ X(Ak)ét’Br.

D’apres le théoreme 7.1, il suffit de vérifier les hypotheses (1)-(5) du théo-
réme 7.1 pour B(—,—) := Brl(f)(—).

Le lemme 7.2 et la proposition 3.6(1) impliquent (1) et (4). Le lemme 6.3
implique (3). La proposition 6.2 implique (5). A la fin, ’hypothése (2)
découle du méme argument que [4, Prop. 3.12]. On le rappelle ci-dessous.

Notons ¢ : H' — H ’homomorphisme, p : HXY — Y p; : H'XTy — Ty
les actions et p1 : HXY — H,po : HXY =Y, p1,: H xTy — H,
poy : H X Ty — Ty les projections. Soit Ty un torseur universel de n-
torsion pour H sous le groupe Sg.

La formule de Kiinneth de degré 2 ([28], cf. [4, Cor. 2.7]) donne un
homomorphisme surjectif

H2(H, 1) ® H2(Y, j1n) @ Homy (S, S3) L2225 12(H Y, 1),

olt €(¢) = ¢«([Tr]) U [Ty]. On obtient : pour tout oy € HZ(Y, py), il
existe un ¢ € Hom(Sy, Sy) et un B € H2(H, uy) tels que (p* — p3)(aq) =
(o) +pi(B).
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Puisque f*([Ty]) =0 € HY(Ty,Sy), on a

(¢ x f)"(e(9)) = (¥ x [) (o« ([Tu]) UT¥]) = ¢« (" ([Tu])) U f*([T¥]) = 0.
Alors (pf = p3,)(f"(ea)) = (¥ x f)"((p* = p3)(ea)) = (¥ x f)*(p1(B)) =
pi (¥ (B)). D’apres la suite exacte de Kummer,
(pi = P3.)(f* (@) C i Im(H?(H', 1) — Br(H")),

d’ot le résultat. g

COROLLAIRE 7.3. — Soit X un G-espace homogéne a stabilisateur géo-
métrique connexe. Alors

X(Ak)Br/G(X) _ X(Ak)ét’Br.

Démonstration. — D’apres [4, Cor. 3.5(4)], tout torseur G-compatible

sous un k-groupe fini provient de k. Donc on a
X(Ak)G—ét,Br'G — X(Ak)BrIG(X).

Le résultat découle du théoreme 1.3. g
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