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UN CAS PEL DE LA CONJECTURE DE KOTTWITZ

par Kieu Hieu NGUYEN (%)

RiSUME. — La conjecture de Kottwitz décrit la cohomologie des espaces de
Rapoport—Zink basiques a ’aide des correspondances de Langlands locales. Dans
cet article, par voie globale via ’étude de la géométrie de certaines variétés de Shi-
mura de type Kottwitz, on prouve cette conjecture pour des espaces de Rapoport—
Zink de type PEL unitaires non ramifiés simples basiques de signature (1,n — 1).

ABSTRACT. — The Kottwitz conjecture describes the cohomology of basic
Rapoport—Zink spaces using local Langlands correspondences. In this paper, via
geometrical studies of some Kottwitz-type Shimura varieties, we prove this con-
jecture for basic simple unramified unitary PEL type Rapoport—Zink spaces of
signature (1,n — 1).

Introduction

Les variétés de Shimura jouent un role important dans le programme
de Langlands global qui prédit un lien entre représentations automorphes
des groupes linéaires et représentations galoisiennes. Rapoport et Zink ont
introduit des analogues p-adiques définis comme des espaces de modules
de groupes p-divisibles munis de structures additionnelles ([35]). La coho-
mologie ¢-adique (¢ # p) de ces espaces devrait fournir I'incarnation locale
des correspondances de Langlands, c’est le sujet de la conjecture de Kott-
witz [36].

Selon la terminologie de [35], les cas abordés jusqu’a présent sont tous
de type EL : le cas Lubin—Tate a été entierement traité dans [5, 6, 14] ; par
dualité [9, 11, 38], on obtient aussi le cas de Drinfeld et le cas EL général
est démontré par [10, 41].

Mots-clés : Espaces de Rapoport—Zink, Conjecture de Kottwitz, Formes automorphes.
Classification Mathématique (2020) : 11F70, 11F80, 11F85, 11G18, 20C08.
(*) Je remercie PANR pour son soutien dans le cadre du projet PerCoLaTor 14-CE25.
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Dans cet article on traite un cas PEL unitaire non ramifié simple basique
ol une donnée de Rapoport—Zink est un uplet

DQp :(va*"/a<'|'>aGhu'7b)

auquel on associe un groupe p-divisible muni de structures additionnelles.
On suppose de plus

o [F,: Q,] = 2d avec d impair,

e dimp, V =n impair et = (1,n —1),(0,n),...,(0,n).

Via la notion de structure de niveau, a Dy, est associée une tour d’espaces
rigides (MK, )k, indexée par les sous-groupes compacts ouverts de G(Q,).
Le groupe J,(Q,) des quasi-isogénies du groupe p-divisible avec structures
additionnelles est, dans le cas ou b est basique, une forme intérieure du
groupe unitaire quasi-déployé p-adique G La tour (M, )k, est alors munie
d’une action de J,(Q,) x G(Q,) et pour £ # p

H (M, Q) = lim H (M, , Q)
KI’

est une Q-représentation de G(Q,) x J,(Q,) x WE,, ou Wg, est le groupe
de Weil du corps de définition E, de u(l). Pour l'expliciter, on utilise les
parametres de Langlands discrets ¢ : Wg, x SU(2) — La.

Pour un tel ¢ on note I1,(G(Qy)) (respectivement IL,(J;(Qp))) le paquet
de représentations de G(Q)) (respectivement de J;(Q,)) associé (cf. théo-
réme 2.18 et proposition 2.28). Les éléments de IT,(G(Q))) sont en bijection
avec I'ensemble Irr(SEo, X) des caracteres de SFp dont le tiré en arriere via
Z(@GEI(QP/EP)) — S, — SE, induit le caractére x (ot S, est le centralisa-
teur de ¢ dans G et x est le caractére de Z(éGal(QP/EP)) associé & G(Qp)).
Contrairement au cas EL, ces paquets ne sont pas en général des singletons
ce qui sera & la source des difficultés techniques nouvelles de cet article.
Rappelons que ¢ est dit cuspidal s’il est trivial sur le facteur SU(2) auquel
cas le paquet IL, (G(@p)) ne contient que des représentations supercuspi-
dales (cf. proposition 2.26).

D’apres [24], & u est associé une représentation r, de G % Wg, et on note
T o ¢E, la représentation de S, x W, définie par la formule

(s,w) € Sy x Wg, = 1,(5 - p(w))

CoNJECTURE (Kottwitz). — Fixons un L-paramétre ¢ cuspidal. Soit
T, ® mp ® o une représentation irréductible de G(Qp) x Jy(Qp) x Wg,

M re corps de définition du cocaractére p = (1,n —1),(0,n),...,(0,n) est Fp.
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UN CAS PEL DE LA CONJECTURE DE KOTTWITZ 2241

qui contribue de maniére non triviale dans H}(M, Q). Alors m, appar-
tient au L-paquet I1,(G(Qp)) si et seulement si m, appartient au L-paquet
L, (J5(Q,)).

De plus la contribution (au signe prés) du L-paquet associé a ¢ est donnée
par la formule suivante :

/ v
Z ™, ® my ® Homg, (75 @ Tr,, 7y © ¢, )
(77;77"1:)61_[@ (G(Qp)) XTIy (J6(Qp))
ou Tn/ €t Tr, sont respectivement des représentations de S, correspondant
am, et T, et ol m) signifie la représentation contragrédiente.

Remarque. — Puisque n est impair on a G(Q,,) = J,(Q,).

Pour m, une représentation irréductible supercuspidale de J,(Qp), on
écrit

11{1 HomJb(Qp ( (MKIJ’ Qé(n o 1 cubp Z Tp ® U‘“’P?”

p

ou 7r]’g parcourt I’ensemble des classes d’équivalences de representatlons su-
n—1
71';,,7r;7'

percuspidales de G(Q,). On note également Oyt =0

Considérons un parametre de Langlands cuspidal ¢ : Wg, — La.
La restriction de ¢ sur Wg, se décompose en une somme de représen-
tations irréductibles : ¢p, = @' @ -+ @ I On a donc S, = % =
(Z/2Z)" (cf. (2.7)). Parmi les 277! éléments de Irr(S%, x), il y a r éléments
{7m,...,7} (cf. définition 3.1) qui jouent un réle privilégié. Le théoréme
suivant est alors une version explicite de la conjecture de Kottwitz dans le
cas considéré.

THEOREME A. — Pour [F, : Q] = 2, n impair et u = (1,n — 1), soit
¢ un paramétre de Langlands cuspidal et m, € 11, (G(Q,))@. Alors pour
mp supercuspidale, la représentation O'ﬂ,
suivants

(1) i # n— ]-;
(ii) mp & Hp(Jo(Qp))
(iii) Pour 7, € M, (J5(Q,)) = I,(G(Q,)) (puisque G(Q,) = J»(Q,)) et
Trp * Try & {71, T}

De plus pour mp € I, (Jy(Qp)) €t 7r, - 7oy =7, 0N @

, est nulle dans chacun des cas
P

ST

07(?771'17 (Tl‘w °© SQ,L ) ® | |
ot p; = (1,dimg!* — 1) pour 1 < i< r.

(2 on rappelle que ¢ étant cuspidal alors 7, est nécessairement supercuspidale
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2242 Kieu Hieu NGUYEN

Remarques.

e Les représentations du groupe de Weil ci-dessus sont Frobenius
semi-simples.

e Pour chaque 1 <i <7, ilya 2" couples (mp, m,) € I, (J5(Qp)) X
I, (G(Qp)) de sorte que 7, - Tr) = Ti pour lesquels on a Oyt =

n—1

(rpso@i)®[-|777 .
e Il y ar2""! couples (mp,m,) parmi (2")? couples pour lesquels
Uﬂp,ﬂ'; # 0.

Le principe de la démonstration repose sur I’étude des variétés de Shi-
mura Sh,p définies sur leur corps reflex £ = F ou F est quadratique
imaginaire et plus particulierement sur la géométrie de la fibre spéciale en
une place p inerte dans F' d’un modele Sh o ou O, est I'anneau des entiers
de E,.

Dans un premier temps, on considere une variété de Shimura non com-
L]
pacte Sh associée a un groupe algébrique G unitaire quasi-déployé en toutes
L]
les places finies avec G(Q,) = G(Q,) et ou la signature associée est de la

forme (1,n — 1). On note aussi I la forme intérieure de C.l qui est quasi-
déployé en toutes les places finies et ou la signature associée est (0,n).
D’apres [10], on a une uniformisation du lieu basique de Sh par des Mg
avec une suite spectrale :

B4 = |ker' (Q, é)| Z <1;TH’1 Ext}, q,) (Hd(Mk,, Qi(n — 1))7Hp)> ®(117)

HeA({)

Moo=p

dont ’aboutissement est

liRan H'((Sh)3 (basic), £3").

Lorsqu’on considere la partie G(Q,)-supercuspidale, d’apres [23, 29, 39]
on a :

Ht+q((Sh) (basic), ﬁp)p—cuSp = HHQ((Sh)v Lp)p-cusv

En outre lorsque IT, est J,(Qp)-supercuspidale, on a :
Ext}, q,) (H{ (Mg, , Qi(n —1)),11,) =0

des que ¢ > 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La suite spectrale ci-dessus dégénere donc

|ker! ( Q, )| Z Ql}_lngOmJb(Qp)( g(MKp,(@g(n—1)),Hp)cusp>®(HOO,p)

e A(I)
Meo=p
= (H"(Sh, £,))

p-cusp *

Par un argument de globalisation, on en déduit que

(%) Z Orpymt = (ruo¢E,)®| == —Z Ty © P11 ®|- |*;

”penap(t]b(@p))

Dans le but d’identifier chacun des termes de la somme a gauche de
(x) avec I'un des termes dans la somme & droite, on devra considérer des

formes automorphes provenant d’un groupe endoscopique de C.l Afin de
mener a bien cette stratégie, on utilise la formule de multiplicité pour les
groupes unitaires [17] pour construire des formes automorphes satisfaisant
des propriétés particulieres ainsi que les résultats de [34] pour obtenir des
informations plus fines sur la cohomologie de variétés de Shimura.

Remarque. — Un ingrédient important de la démonstration est le théo-
réme 7.2.2 de [34] sur la composante isotypique dans la cohomologie d’in-
tersection de variétés de Shimura de type PEL unitaires non compactes sur
un corps CM F'. Dans cet article I'auteur a supposé F'T = Q et c’est la rai-
son pour laquelle on suppose d = 1. Toutefois si on disposait d’une formule
analogue & [34, 7.2.2], notre méthode permettrait d’obtenir le théoréme
précédent pour d quelconque.

Il est en revanche possible, en utilisant les variétés de type Kottwitz-
Harris-Taylor, de prouver la formule (%), cf. appendice 4, théoréeme 4.2.
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1. Données géométriques
1.1. Espaces de Rapoport—Zink d’apres [35]

Fixons un nombre premier p. Soit @p = @ = FracW(F,) le com-
plété de 'extension maximale non ramifiée de Q,, et o 'automorphisme de
Frobenius géométrique de Q,/Q,.

DEFINITION 1.1. — Etant donné un groupe réductif G défini sur Qyp,
deux éléments by, by sont dits o-conjugués s’il existe g € G((@p) tel que
b1 = gbag™?. On note B(G) 'ensemble des classes de o-conjugaisons dans

G(Qy).

Remarque 1.2. — D’aprés Kottwitz [20, section 6.2], on s’intéressera dans
la suite & un sous-ensemble B(G, 1) de B(G) associé a un cocaractére mi-
nuscule p : G, /3, G@p (un cocaracteére qui ne posseéde que des poids
0 et 1). Il existe un ordre partiel sur B(G, p).

DEFINITION 1.3. — Une donnée de Rapoport—Zink de type PEL uni-
taire non ramifiée simple (Fy,,*,V,(-|-), GU, u,b) consiste en la donnée :

e d’une extension F, de degré 2d de QQ, non ramifiée munie d’une
involution non triviale *,

e d’un Fj-espace vectoriel de dimension finie V,

o d’un produit hermitien symplectique (-|-) : V. x V. — Q, pour
lequel il existe un réseau auto-dual A,

e d’'une classe de conjugaison de cocaractéres minuscules
W Gm/@p — GU@p ou GU est le groupe des similitudes unitaires
défini sur Q par

GU(R) = {g € GL(V ® R) | {gv, gw) = v(g){v,w), v,w € V @ R}

pour toute Q-algébre R et v(g) € R*.

e d’une classe de o-conjugaison b € B(GU, ). On suppose de plus que
copu(z) = z ot ¢ est le facteur de similitude. Avec ces hypothéses,
un tel p est déterminé par des couples (pr, ¢r)rcota+ ot (pr,qr) =
(Grv; Pr+) €t ot @ est un type CM p-adique de F,,/Q,.

A une telle donnée, on associe l'isocristal N = (V ®q, Qp,b o (Id®0))
muni d'une action ¢ : O, — End(N) et une forme alternée non dégénérée
(-]-): N x N — Qp(n) ot n = val,(¢(b)). Par la théorie de Dieudonné,
'isocristal N correspond & un groupe p-divisible (X, ¢, A) défini sur Fp muni
d'une action de OF, et d'une polarisation A.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 1.4 ([35, théoréme 3.25]). — Soit M le foncteur qui associe
a chaque OQp—schéma S sur lequel p est localement nilpotent ’ensemble
des couples (X, p) ot :

e X est un groupe p-divisible sur S muni d’une polarisation
p-principale \x et d’une action vx telles que 'involution de Ro-
sati induite par Ax induit * sur OF,.

e Une quasi-isogénie O, -linéaire p : X xg S —X X$pec(F,) S telle

que p¥ oXxop est un Q,-multiple de A\x dans Homo,, (X, XV)2zQ.

(Ici, S est la réduction modulo p de S).

On demande également que (X, 1x) satisfasse la condition de détermi-
nant de Kottwitz. Plus précisément, sous I'action de Fj, on a une décom-
position : Lie(X) = @, Lie(X), alors Lie(X), est localement libre de rang
pr. Ce foncteur est alors représenté par un schéma formel M(pu,b) défini
sur Spf(OQp).

Remarque 1.5. — Dans [35], les auteurs considérent également les es-
paces de Rapoport—Zink de type EL. Les lecteurs intéressés pourront
consulter loc. cit. pour plus de détails.

Notation 1.6. — On pose Cy = {g € G(Q,) | gA = A}, un sous-groupe
compact maximal de G(Q,).

Afin d’introduire les structures de niveau usuelles comme dans le cas
GL(2) on travaille avec les espaces analytiques M?*" de M sur Q,.

DEFINITION 1.7. — Soit T /M?®" le systéme local défini par le module
de Tate p-adique du groupe p-divisible universel sur M. Pour K C Cj
on définit My comme le revétement étale de M*™" qui classifie les OF,
trivialisations modulo K de T par A. Dans le cas PEL on demande de
plus que les trivialisations préservent la forme alternée a Q) preés.

On a M* = Mg,. D’autre part il y a une tour (Mg, )k, d’espaces
analytiques sur @p munis de morphismes de transition étales finis pour
K,CK,:

Prr i, s Mg, — Mg,

d’oubli de la structure de niveau. Le morphisme & K1k, est galoisien de
groupe de Galois K,/ K, si K}, est normal dans K.

PROPOSITION 1.8 ([10, p. 16]). — La dimension dg, de M, est donnée
par la formule dg, = 5 Y .c;, Prir-

TOME 73 (2023), FASCICULE 6
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DEFINITION 1.9. — Soit J(Q,) le groupe des quasi-isogénies O, -linéaires
g de X telles que Ao g est une Q*-multiple de g¥ o \. Le groupe J(Q,) agit
a gauche sur M (dans le cas EL et PEL) par la formule

Vg e J(Qp) Y(X,p) € M (X,p)-g=(X,pog™?).

DEFINITION 1.10. — Une donnée de Rapoport—Zink non ramifiée simple
(Ep,*,V,(-]-),G, p,b) est basique si le groupe J(Q,,) associé est une forme
intérieure de G. La donnée ci-dessus est basique si et seulement si b est
Pélément minimal dans B(G, ). Dans ce cas, on dit également que b est
basique.

Soit £ # p un nombre premier.
Notation 1.11. — Soit K, C Cp un niveau. On pose :
H? (Mic,, Q) = lim (tim B2 (V 05, €, Z2/0'Z) © Q)
ot V parcourt les ouverts relativement compacts de Mg, .

Le groupe J;(Q,) agit sur Mc, et cette action s’étend a M, de sorte
que J,(Qy) agit sur les H?(Mk,,Q¢). On peut aussi définir une action du
groupe de Weil Wk, sur ces groupes de cohomologie grace a la donnée de
descente de Rapoport—Zink définie comme suit.

Soit og, : (@p = Qp I’automorphisme de Frobenius relatif au corps de
définition E, de pu (ou Q, = Ef) On note g, le morphisme de Fro-
benius induit sur Fp. Pour X un groupe p-divisible défini sur Fp, on note
Fg, : X — E*EPX le morphisme de Frobenius relatif. On construit un
isomorphisme de foncteurs : @ : M — U]’L;p./\/l comme suit.

Pour S un OQP—schéma sur lequel p est nilpotent ainsi qu’un point
(X,p) € M(S), le point (X, p%) associé dans op M(S) est défini de
la maniere suivante :

e X% := X avec laction de txo = tx (et avec la polarisation Axa =
Ax dans le cas PEL)
o p = poFb:pl.

L’isomorphisme de foncteurs o : M — oj;;p/\/l est la donnée de des-
cente de Rapoport—Zink associée & M. Etant donné que la donnée de des-
cente commute a l'action de J,(Q,), les groupes HS (Mg, , Q) sont mu-
nis d'une action de J;(Q,) x Wg,. De plus, lorsque K, varie, le systeme
(H2(Mk,,Q¢)) K, est muni d'une action de G(Qp) x J(Qp) X Wg,.

PROPOSITION 1.12 ([29, théoréme 8]). — Soit p une représentation (-
adique admissible de J;,(Q)).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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e Les groupes

HY(M™), = l%nEthb(Qp)(Hi(MK,QZ(dK))a p)

sont nuls pour presque tous i,j = 0.
e Les représentations H*/ (M), sont admissibles.

1.2. Variétés de Shimura de type PEL unitaire

On considere la donnée de Shimura de type PEL simple suivante : D =
(F,B,*,V,(-|),G,A,h) ou:

e F est un corps CM non ramifié au-dessus de p.

e B est une algebre semi-simple sur F', déployée en toutes les places
de F' au-dessus de p.

e * est une involution positive sur B : Vb € B ¢r(bb*) > 0.

e (V,(-]-)) est un B-module hermitien ot (-|-) est une Q-forme
alternée telle que (xv,w) = (v, z*w) pour tous v,w € V et x € B.

e (G est le groupe algébrique défini sur Q par

G(R) = {g € GLpaor(V @ R) | (gv, gw) = c(g)(v, w); c(g) € R™}

On suppose de plus que Gy est isomorphe au groupe des simili-
tudes unitaires de signature (1,n — 1),(0,n),...,(0,n) o n =[B:
F|Y?rgp V.

e A est un Op, réseau Op-invariant dans V ®q Q, tel que la forme
(-|-) induit une Z, forme non dégénérée sur A. On pose également

Co = Stabg((@p)(/\) = {g S G(Qp) ‘ gA = A}
e Enfin, h est un morphisme de groupes algébriques

h: Res(C/R(Gm,,(C) — GR

qui définit une Q-structure de Hodge V =V, @ V.
On lui associe un morphisme

Kh - Gm’(c — H Gm’(c = (RGSC/R(Gm,C))C h—c> Gc.
Gal(C/R)

Notation 1.13. — Soit E le corps reflex de cette donnée de type PEL,
a savoir le corps de définition de la classe de conjugaison de uj. Lorsque
n>2onaF =FE.

TOME 73 (2023), FASCICULE 6
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Fixons ® C Hom(F,C) un type CM de E. Chaque élément 7 € ® fournit
un plongement vort: E — @p ou v est un isomorphisme abstrait entre C
et Q. Soient (w;)ier, (w;)jes les places de E divisant p associées & tous
ces plongements et olt on suppose que Vi € I w; # w§ et Vj € J w; = w
On a alors :

e Go, ~ [lic; GLu(Ey,) x G (HjGJ GU(ij,n)) ol le G devant le
produit signifie que ’on prend le sous-groupe du produit formé des

¢
T

uplets ayant le méme facteur de similitude.
o Bo, =TI (Ma(Bu,) % Ma(Eu,))  TT; Mal(Ew,).

L’équivalence de Morita permet de supposer qu’en chaque place on est
dans l'un des cas suivant :
(i) Cas EL
e By, = Ew, X Ew,;, Op,, =0g, xOg,, et (z,9)* = (y,x).
o Vo, =Vi®V;Y out V;¥ est 'espace dual de V;.
* (z®¢,2" @ ¢') =¢'(x) — o(a').

Remarque 1.14. — Pour chaque b € B(GLn(Ew,), g ), on obtient une
donnée de Rapoport—Zink simple de type EL de la forme {E,,,,*, V;, lg, b}.

(ii) Cas PEL
e By, = Eu,;, Op,, = Ok
o Bw; Q] /2

et linvolution * est égale a

w;

ou o est le morphisme de Frobenius de ’extension
non ramifiée £, /Q,.

e V est un E,;-espace vectoriel de dimension n.

e Dans une base convenable de V', la forme (- |-) est donnée par
la formule :

VXY eV (X,Y)="Trg, g, X JY)

ol a € Ey, est tel que o(a) = —a, et

0 1
J — n/2
(In/z 0 )

si n est pair et
0

J = 0 1 0
0

In—1y/2

si n est impair.
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Remarque 1.15. — Pour chaque b € B(GU(ij,n),u@p), on obtient
une donnée de Rapoport-Zink simple de type PEL de la forme

{ijv*a‘/a<' ‘ '>v:u@p>b}'

Soit K un sous-groupe compact ouvert suffisamment petit de G(Ay)
et soit Shyi le foncteur qui associe a chaque F-schéma S ’ensemble des
quadruplets (A, A, ¢, K) ol

A est un S-schéma abélien a isogénie pres.

A est une polarisation Q*-homogene de A.

t: B — End(A)g est un morphisme d’algebres tel que * corres-

pond a l'involution de Rosati associée a .

o i: V®A; — Hi(A,Ay) est un morphisme de B ® Ay-modules
symplectiques définissant une structure de niveau K sur le module
de Tate de A.

e On suppose de plus la condition suivante :

Vb € B det(b,Lie(A)) = det(b, Vo)

THEOREME 1.16 ([19, section 5, section 8]). — Le foncteur (Shg) est
représenté par une variété quasi-projective lisse définie sur F'. De plus la
tour de variétés (Shi)x est munie d’une action de G(Ay) par action sur
la structure de niveau.

Maintenant on s’intéresse aux modeles entiers des variétés de Shimura.

Considérons un sous-groupe compact ouvert K? de G(A%). Soit Sk» le
foncteur qui associe & un Og, -schéma S, I'ensemble des couples (A4, X 1, R),
ou :

e A est une variété abélienne sur S de dimension n.

e )\ est une Q*-classe de polarisations p-principales.

o 1:Op — End(A) ®z Zy) est tel que I'involution de Rosati définie
par A sur End(4) ®z Z(py induit 'involution x sur Op. On suppose
de plus que A satisfait la condition de signature de Kottwitz.

o R: Hi(A,A%) — V @qg AY est une KP-structure de niveau.

THEOREME 1.17 ([19, section 5]). — Le probléme de module Sg» est
représenté par un O, schéma lisse, quasi-projectif. Le groupe G (A’;) opére
sur la tour (Sk») kv par action sur la structure de niveau.

Soit Cy = Stabg(q,)(A) le sous-groupe compact hyperspécial associé. Il
y a alors des isomorphismes compatibles pour KP variable :

Sk» ®@EP E, = She, ke ®pk,.
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Supposons que la variété de Shimura est compacte. On rappelle quelques
constructions de modeles entiers de variétés de Shimura avec niveau en p
(cf. [28, section 6]).

Pour K? C G(A%), on définit pour tout m >0

KP(m) = K? x V,, C G(Ay)

ou Vi = {g € G(Qp) | g(A) = A, c(g9) € Z) ga = 1modp™A}. On
remarque que Vo = G(Z,).

Lorsque K? et m varient, les K?(m) forment un systéme direct de sous-
groupes compacts ouverts suffisamment petits de G(Ay), cofinal au sys-
teme de tous les sous-groupes compacts ouverts. Pour tout niveau KP,
d’apres 1.17, on dispose d'un Op,-schéma Sg () classifiant des variétés
abéliennes avec structures additionnelles. Soit G = A[p>] le groupe p-
divisible muni de structures additionnelles associé a la variété abélienne
universelle de Sgr(g). Pour m > 0, on définit le foncteur Sgr(,n) qui asso-
cie & un Skr(g)-schéma T' 'ensemble des morphismes de groupes

a:p AN — GPp™"(T)
satisfaisant les conditions

o {a(x)|xep ™A/A} est un « full set of sections » de G[p™|r /T,

® (v est OB@,, -équivariant,

e « envoie (- |-) sur 'accouplement de Weil de G[p™](T'), & un facteur
dans (Z/p™7Z)* pres.

THEOREME 1.18 ([28, proposition 15]). — Le foncteur Sk () est re-
présentable par un Sk»(g)-schéma fini.

Lorsque K7 et m varient, les schémas Sk (,,) forment un systéme projec-
tif muni d’une action de G(A%}) x Vo C G(Ay). En général, on ne peut pas
étendre cette action en une action de G(Ay), faute de bon modeles entiers
en p. Afin de contourner cette difficulté, Mantovan considére une classe
plus grande de modeles entiers de variétés de Shimura telle que ’action
de G(A%}) x Vp s’étend en une action d'un sous-monoide G(Af)* vérifiant

G(Ar) = (G(Ap)T,p).

Remarque 1.19. — Dans le cas ou la variété de Shimura n’est plus com-
pacte, les modeles entiers avec niveau en p existent encore grice au travail
de Kai Wen Lan et Benoit Stroh. Pour K un niveau, pas forcément maxi-
mal en p, il existe un modele entier Sx — Spec(Op,) comme dans le
cas (Nm) de [23, 2.1] (consulter également la section 6 de [22]). Lorsque le
niveau K varie, les schémas Sk forment un systéme projectif muni d’une
action de G(Ay). (Consulter [23, p. 33-34] pour plus de détails).
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A toute Qy-représentation algébrique irréductible de dimension finie ¢ de
G, on associe, cf. [14, p. 96], un systéme local L¢ sur la tour de variétés
de Shimura (Shg ). En particulier, lorsque £ = 1, on retrouve le systéme
local Q.

Nous allons utiliser la stratification de Newton afin de calculer la coho-
mologie de la variété de Shimura. Nous ne considérons que la signature
p=(1,n—1),(0,n),...,(0,n). Dans ce cas, B(G, ) = {bo, b1, ..., bz} et
de plus by < --- < bpz) ou by est 'unique classe basique. Rappelons que
l’on associe a p un polygone de Hodge et a chaque b € B(G, u) un poly-
gone de Newton, en particulier le polygone de Newton correspondant a by
coincide avec le polygone de Hodge. Remarquons que tous les polygones de
Newton non basiques touchent le polygone de Hodge en dehors des points
extrémaux. On a un diagramme des polygones avec n = 5.

by .
bo — basique

e T T R B | J -7
| | | | | | | | | 5 |
| AN [N AU AR AR I [N IR B et R I |
| I R ‘———— by — polygone de Hodge
| I i o "R N
| i A e e s B I e e e |
B Rl Vg . N N N R
| | | | | | | | | |
| 2 | | | | | | |

O A

Notation 1.20. — Pour tout entier ¢« > 0 on notera

Hi(Sh, L¢) = liéan;(ShK X 5, Ep, Le).

C’est un Qg-espace vectoriel muni d’une action linéaire de G(Af) x Wi, .
En notant ¥, le foncteur cycles proches on a

H!(Sh, RV, (L)) = lim H'RTc(Sgn(my, RY,(Le)).

K? m
Pour b € B(G, 1) on notera
H(Sh(b), RU,(L¢)) == lim H'RTc(Sgo(m)(b), RY,(Le)

Ko [SkP(m)(b)/*

THEOREME 1.21 ([23, 28, 30]). — On a une suite spectrale G(Ay) x
Wk, -équivariante

B = HZT9(Sh(bp), RYy(Lg)) = HIT(Sh, Le).

TOME 73 (2023), FASCICULE 6



2252 Kieu Hieu NGUYEN

Remarque 1.22. — On ne suppose pas que la variété de Shimura soit
compacte.
Démonstration. — La stratification de Newton de la fibre spéciale de la

variété de Shimura induit une suite spectrale G(Ay) x W, -équivariante
([28, théoreme 22], [30, théoréme 3.1], dans le cas ou la variété de Shimura
est compacte et [23, théoréme 6.32] lorsque la variété de Shimura n’est pas
compacte) :

B = HZT9(Sh(bp), RY,(Le)) = HIT(Sh, RYy (L))
Or on a un isomorphisme G(Ay) x W, -équivariant suivant
RT(Sh, L¢) ~ RT.(Sh, RV, (L¢)).

Lorsque la variété de Shimura est compacte, c’est un fait standard de la
théorie de cycles proches ; lorsque la variété de Shimura n’est plus compacte,
c’est le corollaire 5.20 de [23].

Finalement on a une suite spectrale G(Ay) x Wg, -équivariante :

EP? = HY(Sh(bp), Ry (Le)) = HZT(Sh, Le). B

THEOREME 1.23 ([23, 28, 29, 30, 39]). — On suppose que b est une
strate non basique telle que son polygone de Newton touche son polygone
de Hodge a un point de rupture du polygone de Newton en dehors des points
extrémaux. Alors les groupes de cohomologie Y ,(—1)*H:(Sh(b), RV, (L¢))
ne contiennent pas de représentation automorphe dont la composante en p
est une représentation supercuspidale de G(Qy).

Démonstration. — Tout d’abord on exprime la cohomologie de la strate
b en fonction de celle de la variété d’Igusa et de I'espace de Rapoport—Zink
associé :

> (=1)'Hi(Sh(b), R¥,(Le))

=) (=it liRr{l Ext, q,)(HS (Mk,Qi(Dx)), H; (Ig9(b))).
t,s,r

Lorsque la variété de Shimura est compacte, cette formule est démontrée

dans [28, théoréme 13 et p. 28] et [30, théoreme 3.2]. Lorsque la variété de

Shimura n’est pas compacte, la formule est le théoréme 6.26 de [23].
La deuxieme étape consiste a montrer que les représentations

117?1 Extl, q,) (H: (MK, Qi(Dk)), H. (I9(b)))

sont des induites paraboliques ([39, corollaire 7.1] et [29, théoréme 41]). O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



UN CAS PEL DE LA CONJECTURE DE KOTTWITZ 2253

DEFINITION 1.24. — Pour H un groupe réductif p-adique et V un H-
module. On définit la partie supercuspidale de V' par la formule Viysp =
P, e-V ot e parcourt les idempotents du centre de Bernstein de H associés

aux classes d’équivalences inertielles des représentations supercuspidales
de H.

Dans la suite, on notera HE(Sh(by), RV, (L¢))p-cusp €t HE(Sh, Le)p-cusp
pour les parties G(Q,)-supercuspidales de la cohomologie. Le corollaire
suivant est une conséquence du théoréme 1.23 et du théoreme 1.21.

COROLLAIRE 1.25. — On a des isomorphismes :
H(Sh(by), RY,)(Le))p-cusp =~ H_(Sh, Le)p-cusp

ot by désigne la classe basique.

1.3. Uniformisation rigide

Soit Sk» = Sk» XSpec(Op,) Fp2 la fibre spéciale de Sk». Le schéma Skr
est alors stratifié par le polygone de Newton du cristal muni de structures
additionnelles. Plus précisément, pour chaque point x = (Ag, Xo, Lo, 70)
dans Sg»(F,), on note (X, ¢, A) le groupe p-divisible muni d'une action de
Op et d’une polarisation p-principale, associé & x ainsi que (Ng,¢, (-|-))
Iisocristal associé. Si b € B(Gq,, jg,) on pose alors :

Skr(b) = {z € Sxo(Fp)|(Nay 1, {1 -)) = (Vg, ®q, Qpd@ 0, ()}

On a la stratification :

§Kp: H §Kp(b)

bEB(Gyyp-hap)

et si y € B(Gq,,pq,) est fixé alors H Skr(b) est un fermé dans Sk».
b<y

Soient maintenant y = (Ay,j\y,Ly,ﬁy) un point géométrique dans la
strate basique (cf. définition 1.10) ainsi que (X, ¢, A) le groupe p-divisible
muni d’une action de Of et d’une polarisation p-principale associé.

Nous notons M le probleme de module associé au groupe p-divisible
(X, ¢, A). Par définition, le groupe J(Q,) = Jp,(Q,) agit & gauche sur M.

On pose ¢ la classe d’isogénie du triplet (4,,\y,t,) et I? = Aut(A4,, Ay, L)
le groupe réductif sur Q associé. Le groupe I?(Q) agit par quasi-isogénies
sur le groupe p-divisible (A, [p>], A, ¢), ce qui donne une injection I?(Q) —
J(Qp), en particulier, I?(Q) agit sur M. De plus, 'action de I?(Q) sur le
module de Tate H;(A,, A}) donne une injection 1(Q) — G(A}).
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A ¢ est associé 'ensemble
g((;ﬁ)(Fp) = {z € S(b)(F,) | la classe d’isogénie de (A., A;,..) € ¢} .
On peut munir S(¢)(F,) d'une structure de sous-schéma fermé réduit.

THEOREME 1.26 ([35, 6.23]). — II y a une uniformisation de schémas
formels sur Spf ((’)@p)

~

I°(Q)\ (M x GAD)/E?) = (Ske @0y, O5,)/56)

Lorsque KP varie les différents isomorphismes d’uniformisation sont com-
patibles et commutent a l'action de G(Ay).

En suivant [10], on travaille avec les espaces rigides dés qu’on n’est plus
en niveau maximal. Pour chaque K? C G(A%) on note :
e Si, le complété p-adique du schéma Sk ®og, O@p ainsi que
(S7»)?™ Despace analytique associé.
e Sh¢, x» 'espace analytique sur Q, associé & la variété algébrique
Shc0 Kp ®Qp.
DEFINITION 1.27. — Nous noterons Shg;) je» (¢) = ((SKp);\g((b))an la
fibre générique du schéma formel complété de S le long de §(¢)
Si K, C Cy, K = K,KP? nous noterons Shi (¢) = @5;KP’K(Sh%I(‘]Kp(¢))
(un ouvert analytique de (Shi)*") ot O¢,k» i est le morphisme de chan-
gement de niveau.

THEOREME 1.28. — Pour K = K, K? variable il y a des isomorphismes
compatibles d’espaces analytiques sur @p :

I?(Q) \ (Mx, x G(A%)/K?) = Shig(¢).

Remarquons que la variété de Shimura n’est pas nécessairement com-
pacte.

Soit comme précédemment by la classe basique dans B(Gy,, ,u@). Pour
chaque classe d’isogénie du triplet ¢ = (A,, Ay, ¢y), on note b(¢) I'unique
élément dans B(Gg,, ug,) correspondant a la classe d’isogénie du groupe
p-divisible avec structures additionnelles de (A4,, Xy, ty)- Rappelons les faits
suivants (cf. [35, (6.34)]) :

e lensemble {¢ | b(¢) = by} est fini,
o Vo tel que b(¢) = by, I? est une forme intérieure de G, plus préci-
sément

— I9(Q,) = J5(Qy) et V£ # p on a I?(Qy) = G(Qy),
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— I?(R) est la forme intérieure compacte modulo le centre de
G(R).

Notons A(I?) I'espace des représentations automorphes de I (on tient
compte des multiplicités) ainsi que A? I’espace des formes automorphes sur
19 de type & a Dinfini au sens ot

A¢ = Hom o (€, A(I?))
ot ¢ : I*(R) — I¢(C) = G(C) < GL(V).
Supposons maintenant que ¢ est irréductible. Le groupe de Lie I?(R)

étant anisotrope modulo son centre, pour un sous-groupe compact ouvert
KP? de G(A%}) on a

O™ = P me @)™
e A(I?)
Hoozg

THEOREME 1.29 ([10]). — II y a une suite spectrale G(Ay) x Wg, -
équivariante

E;q = \ker1 (Q, Q)|

<3 (it o, (H M, QUODIL)) @)

e A(I?) p-cusp
Hoozg
dont I'aboutissement est (H;"9(Sh, Le)),, o.sp €t 00 D est la dimension de

la variété de Shimura.

Démonstration. — Tout d’abord on a un isomorphisme pour tous t et ¢
(10, p. 75])

EXtSb(@p) (HI (M, Qe), (A?)Kp)

= Z Ethb(Qp)(Hg(MKp’@Z)’HP) ® (HP)KP'
e A(I?)
Hoo:é

D’apres le corollaire 4.3.15 de [10], on a la suite spectrale G(Ay) x Wg, -
équivariante

EY = |ker’(Q, Q)| Z <1imExt3b(@p) (Hg(MKp,Qz(D)),Hp)>®(HP)
o \E
HE.A(IV)
Meo=¢

dont ’aboutissement est liEgn H'™ 9 (Sh%? (bo), Le").

TOME 73 (2023), FASCICULE 6



2256 Kieu Hieu NGUYEN

D’autre part la strate basique est propre, en utilisant la proposition 6.9.4
de [10] on a une égalité de groupes de cohomologie

lin H (S (o), £3°) =i HES (S (bo), RY(£e)) = HE(Sh(bo), L),

Or le corollaire 1.25 donne une égalité
H£+q(Sh(b0)a ‘Cf)p—cusp = H£+q(Sh7 ‘CE)p—cusp-

On en déduit alors la suite spectrale voulue. O

2. Classification des représentations automorphes pour les
groupes unitaires

Le but de cette section est de rappeler, dans le cas des groupes unitaires,
les formules de multiplicité locales et globales dans [17] et [32], cf. les théo-
remes 2.18 et 2.23. Nous nous intéresserons aux paquets cuspidaux lesquels
sont classifiés dans [31]. Notons que pour passer des groupes unitaires aux
groupes de similitudes unitaires, on devra supposer que n est impair. Le
résultat nouveau de cette section est la proposition 2.30 qui sera utilisée
dans la preuve du théoreme principal dans la section 3.

2.1. Groupes unitaires et leurs formes intérieures

Soit F' un corps local ou global de caractéristique 0 et F une cléture
algébrique. On note I' le groupe de Galois de F//F. On se donne un groupe
réductif G' défini sur F.

Une forme intérieure de G est un groupe réductif G; défini sur F et
muni d’un isomorphisme o : G x F — G x F tel que pour tout o € T,
I'automorphisme o~ 'o(g) = 07! o0 0 po o~ ! est intérieur. L’application
0 — 0~ 'o(p) établit un isomorphisme entre I’ensemble des classes d’iso-
morphismes des formes intérieures de G' avec H*(I', Gaq) ot Gaq = G/Z et
Z est le centre de G.

Soit E/F une extension quadratique de corps, notons Ug/r(n) le groupe
unitaire quasi-déployé en n variables associé. On a :

e Lorsque F est un corps p-adique alors H'(I',Ug,p(n)aq) = Z/0Z
ou 6 = 1 si n est impair et § = 2 si n est pair.
e Lorsque F' =R alors

H'T,Ug/r(n)aa) = {{p,q} |0 <p,g<n, p+q=n}.
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Une forme intérieure pure est un couple (g,2) : G — Gy ot p: G —
G, est une forme intérieure et z est un cocycle dans Z'(T',G) tels que
o0 lo(0) = Ad(z,). L’application (o,z) — 2z établit alors une bijection
entre I’ensemble des classes d’isomorphismes de formes intérieures pures et
HY(T,G).

On aura besoin de la notion de forme intérieure étendue. La défini-
tion étant technique, on donne seulement une description explicite dans
le cas qui nous intéresse. En fait, dans [21], Kottwitz a construit un en-
semble B(F,G) pour F' un corps local ou global ainsi quun sous-ensemble
B(F, G)ys contenant les éléments basiques. Les classes d’isomorphisme des
formes intérieures étendues de G sont en bijection avec B(F,G)ns ([17,
p. 16, ligne 23]). Par la suite, on essaie de caractériser B(F, G)ps.

Pour F' un corps local il y a une application canonique :

(2.1) kG B(F,G)ps — X*(Z(Q)F)

qui est une bijection si F' est un corps p-adique.

Lorsque F est un corps global, pour chaque place v de F, il y a un
morphisme de localisation B(F,G) — B(F,,G) qui préserve le caractére
d’étre basique.

Si 'on choisit une place de F sur chaque place de F, les morphismes de
localisation donnent un morphisme :

(2.2) B(F,G)ps — [[ B(Fo, G)us

ou [] désigne 'ensemble des éléments dans le produit direct dont les com-
posantes a presque toutes les places v sont égales a 1’élément neutre de
B(F,,G)ps- On peut montrer que le noyau de (2.2) est en bijection avec
ker! (F, G). De plus, 'image de (2.2) est égale au noyau de la composition
suivante :

(2.3) HB Fy, G)pe 22 @X ) 2 X5(2(G)).

Exemple 2.1 ([17, section 0.3.3] Formes intérieures étendues de groupes
unitaires). — Pour Ug,p(n) un groupe unitaire en n variables on a :

X*(Z(Ugp(n)") ~ 7,/21.

On suppose tout d’abord que F' est un corps local et dans ce cas-1a on a
une bijection

HY(T,Ug/p(n)) — B(F,Ug/p(n))us.

TOME 73 (2023), FASCICULE 6



2258 Kieu Hieu NGUYEN

e Lorsque F est p-adique on a :
H'(T,Ug/r(n)) ~ B(F,Ug/p(n))ps ~ Z/2Z

e Lorsque F' = R, on a H'(T,Ug/r(n)) = {(p,q)I0 < p,qg < n, p+
q =n} et HY(T',Uc/r(n)aa) est le quotient de cet ensemble par la
relation (p,q) ~ (g, p). Le morphisme (2.1) est donné par

HY(D, Uga(n)) — Z/2Z, (p,q) — ({g} + q) mod 2.

De plus pour le groupe linéaire général, 'application (2.1) devient un
isomorphisme
B(F,GLy)ps — Z.

Pour E un corps de nombres CM dont F' est le sous-corps totalement réel,
on peut donc montrer que (2.2) est injectif ([17, p. 18, ligne 2]). L’ensemble
B(F,Ug/p(n))ps s’identifie avec le noyau de (2.3). D’apreés la discussion
pour les groupes linéaires et unitaires locaux, on a la description suivante.

Pour chaque place v de F, on note =, la classe d’isomorphisme des formes
intérieures étendues de Ug,p(n) dont a, est I'invariant. On a alors a, € Z
si v est finie et décomposée; a, € Z/27 si v est finie et inerte; a, € Z/27
si v est réelle.

PROPOSITION 2.2 ([17, section 0.3.3]). — La collection (E,), est dans
limage de (2.2), i.e. la localisation d’une forme intérieure étendue globale
si et seulement si a, = 0 pour presque tout v et la somme des images de
a, mod 2 est égale a 0 mod 2.

2.2. Formalisme des parameétres

On commence par considérer le cas d'un corps local F'. Considérons le
groupe de Langlands local Ly := Wg si F est archimédien et W x SU(2)
dans le cas non archimédien. On pose également “G = G x Wpr comme un
groupe topologique ou G est le groupe dual de Langlands de G.

DEFINITION 2.3. — Un L-paramétre local pour un groupe réductif
connexe G défini sur F, est un morphisme continu ¢ : Lp — “G qui
commute avec les projections canoniques de Lr et L@ sur Wy et tel que ¢
envoie les éléments semisimples sur des éléments semisimples.

Deux L-parametres sont équivalents s’ils sont conjugués par un élément
de G. On note ®(G) I'ensemble des classes d’équivalences de L-paramétres.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



UN CAS PEL DE LA CONJECTURE DE KOTTWITZ 2259

Notation 2.4. — Soit ¢ € ®(G) un L-parameétre.

o ¢ est borné si son image dans G se projette dans un sous-ensemble
relativement compact de G.

e ¢ est discret (ou de carré intégrable) si son image n’est contenue
dans aucun sous-groupe parabolique propre de “G.

On note ®p,q4(G) (resp. P2(G)) le sous-ensemble des L-paramétres bor-
nés (resp. discrets). On considérera aussi ensemble @9 44 = Ppaa(G) N
®9(G). On note Iiemp(G) (resp. IIo(G)) l'ensemble des représentations
tempérées (resp. essentiellement de carré intégrable) de G(F'). De maniére
similaire on pose Il temp = I2(G) N Iemp(G) 'ensemble des représenta-
tions de carré intégrable.

On aura besoin de la notion de A-parametres qui joueront le role des
composantes locales dans la classification globale.

DEFINITION 2.5. — Un A-paramétre local pour un groupe réductif
connexe G défini sur F est un morphisme continu 1 : Ly x SU(2) — “G
tel que 9|1, est un L-paramétre borné.

Comme pour les L-parameétres, la condition d’équivalence entre les A-
parametres est définie par (A?—conjugaison. On note ¥(G) l'ensemble des
classes d’équivalences de A-parametres. On note également ¥+ (G) I'en-
semble des classes d’équivalences de morphismes continus v comme ci-
avant mais ol |, n’est pas nécessairement borné. Un A-parametre ¢ (ou
Y € UH(G)) est générique si Y|gy(o) est trivial.

Donnons une description plus en détails de ces notions pour G = GL(n).
Afin d’alléger les notations, on notera ®(n) := ®(GL(n)), II(n) :=II(GL(n))
et de méme pour les autres ensembles de représentations. On posera
By (n) = Po(n). La correspondance de Langlands locale peut s’écrire
de maniere informelle comme suit.

THEOREME 2.6 ([14, 15, 25]). — Il y a une unique bijection « arithmé-
tique » ¢ — m de ®(n) dans II(n) dite de Langlands locale qui respecte
en particulier les sous-ensembles suivants

Pim,bad(n) C Ppaa(n) C (n)
HQ,temp (n) C Htemp(n) - H(n)

Remarque 2.7. — « Arithmétique » signifie respecter facteurs L et € de

paires.

Pour les groupes unitaires, les L-parametres et A-parametres dans le cas
quasi-déployé Ug,p(n) sont reliés a ceux du groupe GL(n) via un mor-
phisme de changement de base.

TOME 73 (2023), FASCICULE 6



2260 Kieu Hieu NGUYEN

Pour chaque k € {£1}, on peut définir un ensemble Zf (cf. [32, p. 8,
(2.1.5), (2.1.6)]). Choisissons x, € Zf, on a un morphisme de changement
de base (cf. [32, p. 9]) :

(2.4) M “Ugyp(n) — "Gp/p(n)

ol Gp/p(n) = Resp/r(GLE(n)).
On obtient donc une application :

Nxers : (Ur/p(n)) — @(GE/r(n)) = Pp(n)
¢ — Nx. © ®

et de méme pour les A-parametres

Mxwrs 2 Y(Ugyp(n)) — ¥(Gg/rp(n)) = Ye(n)
Y — Mx. © .

Pour ¢ € ®(Ug/r(n)), le L-parametre dans ®(n) qui correspond a
Nx. © @, est @1, @ Xx. En particulier, si kK = 1 et x, = 1 alors n,, o ¢ est
juste la restriction de ¢ sur Lg.

Les applications 7y, « ci-dessus sont injectives et on cherche a décrire
leurs images. Soit ¢ un morphisme dans Wy relevant le morphisme non
trivial de Gal(E/F). Il y a une inclusion Wr < Lp et on peut faire agir
¢ sur Ly par conjugaison. On définit p¢(g) = p(cgc™!) et de plus on pose
p* == (p°)Y pour toute représentation p : Ly — GL(n,C).

DEFINITION 2.8. — Un paramétre ¢ € W(n) est appelé conjugué auto-
dual si v = 1*. Les ensembles des paramétres conjugués auto-duaux dans
®p(n) et Wg(n) sont notés ®g(n) et Wg(n) respectivement.

Désormais nous notons simplement ®(n) au lieu de ®g(n) (et similai-
rement pour les autres ensembles de parametres) lorsque le contexte est
clair.

DEFINITION 2.9. — Un paramétre auto-dual p est de paritén oun = +1
s’il existe une forme bilinéaire non dégénérée B(-|-) sur V de sorte que

B(p°(g)x, p(g9)y) = Bx,y) et que B(x,y) = nB{y, p(c*)z).

11 est clair que les images des applications 7, . consistent en des para-
metres conjugués auto-duaux.

PROPOSITION 2.10 ([17, lemme 1.2.5]). — Les applications 1, . in-
duisent une bijection entre la pré image de Py, (n) (resp. de Ugm(n))
et l'ensemble des paramétres conjugués auto-duaux avec parité (—1)" "1k
dans D, (n) (resp. dans Vg, (n)).
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Notation 2.11. — On pose
(bsim(UE/F(”)) = n;:*(‘l)sim(”)) (resp. \Ijsim(UE/F(n)) = W;j*(\l}sim(n))>7

I’ensemble des L-parameétres simples (resp. I’ensemble des A-parametres
Simples).

Pour chaque A-parametre ¢ € U+ (G) on définit des groupes centralisa-
teurs comme ci-dessous, qui jouent un réle important dans la classification
locale et globale :

Sy = Cent(Im,G), Sy = 84/Z(G)", Sy =mo(Sy),
Sy =mo(Sy), Sf;d = (Sy N Gaer)?, Si = Sw/S;ad.

On va maintenant donner une description explicite du centralisateur Sy,
pour ¢ € U (Ug,p(n)). Posons ™ =1y, .(¢) qui s’écrit sous la forme

U= P ey
keK

ol les ¥* sont des représentations irréductibles deux & deux non iso-
morphes de Lg. Puisque ¥™ est auto-dual, il y a une involution % de K

telle que ¢ " = (¢*)*. Alors 9™ s’écrit sous la forme :

= P v e | P L e @)

i€lyn JEJIyn

ou Iy~ est I’ensemble des points fixes dans K de l'involution *. On voit
alors que :

Sy = [[ ow,c)x [] Spt:,C)x J[ GL(;,C)
ielt, i€l JEJyn
ol i € Iyn appartient & IJ;” si la parité de 1; est égale & k(—1)" "L et & I
sinon.
D’autre part le groupe Z(G)' = {£1} est envoyé diagonalement dans le

membre de droite ci-dessus de sorte que :

- 7/22)\Fon] vie It 2l

Sszi:(Z/QZ)IIInl et Sy~ (z/ )I+ ) si Vi y |€;,
(Z/QZ)' w171 ginon.

Dans le casou FF =R, F = C, Lc = W¢ = C*, rappelons la description
des parametres discrets. Comme précédemment on a un morphisme de
changement de base

(2.5) My LUC/R(n) — LGC/R(n)
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via lequel on associe a ¢ € ®(Ug/r(n)) un parametre ¢" =, ¢ : Lc —
GL,(C).

Soit ¢ € ®2(Ug/r(n)) alors ¢™ s’écrit sous la forme ¢™ = 91 © --- © 1y
ou les 7; sont des caracteres auto-duaux deux a deux disjoints de C*.
En général, un tel caractére est de la forme 7 : z — (2/2)* avec a €
17Z. Si mi(2) = (2/%)" alors on introduit le n-tuple pign = (a1,...,an)
appelé le caractére infinitésimal de ¢™. Si x.(z) = (2/Z)¢ alors le caractére
infinitésimal de ¢ est donné par la formule p14 == (b1,...,b,) ol b; = a; —c.

DEFINITION 2.12. — Notons d(fs) = min {min;(b;), min;;(|b; — b;|)}
et de méme pour pgn. Le caractére infinitésimal de ¢ est suffisamment
régulier si d(ue) > 0.

Supposons désormais que F est un corps de nombres et E une extension
quadratique de F. On va définir de maniere formelle les notions de L-
parameétre pour le groupe unitaire quasi déployé Ug,p(n) en partant des
représentations cuspidales des groupes linéaires généraux.

On commence par définir Wy, sim (1) comme ensemble des produits ten-
soriels formels 7w X v ol 7 est une représentation automorphe cuspidale de
GL,,(AE) et v une représentation algébrique de SLy(C) de dimension d et
on demande de plus que n = m - d. Plus généralement on définit Uy, (n)
comme ’ensemble des objets sous forme d’une somme directe formelle non
ordonnée

s :fl(ﬂ'l |Z|V1)BE|"'EE‘£T(7TT|Z|M,-)

ol 4; > 1 est un entier, les m; Mv; € Wap, sim(n;) sont deux & deux distincts
etn=0 -n+---+4 -n,.

Un parameétre global sera dit générique si pour chaque facteur simple
m; X v;, le facteur v; est la représentation triviale de SLy(C). On note
g1, (1) I'ensemble des parametres globaux génériques.

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale de GL,,(Ag), on pose
7 == (7¢)Y ol ¢ := 7 o ¢ avec ¢ le morphisme de conjugaison de Galois
de E sur F et (7¢) est la contragrédiente de m¢. Plus généralement, si
m=mXu € Y, sim (n) alors on pose (7)* = 17Xy et un 7 € Wy, gim (1)
est dit autodual si 7 = (7)*.

Maintenant si 7 = (b1 Kovq) B --- 8 (b7, Kv,) € Ugp(n), on dit que
7 est autodual 81l existe une involution i — i* de {1,...,7} telle que
(71'1' X l/i)* =« Wy et £; = £y

L’ensemble des paramétres autoduaux (resp. autoduaux simples) de
Uoih (1) (resp Yo sim(n)) sera noté W, (n) (resp Yeib sim (12))-
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On a besoin de la construction suivante qui nous servira de substitution
au groupe de Langlands global : pour la construction détaillée, voir [32,
p. 22-23] et [17, p. 68].

CONSTRUCTION 2.13 ([17, 32]). — Soit ¢ € W,y(n) comme ci-dessus,
il existe un groupe Ly, et un morphisme® :

¥ i Ly x SLa(C) — "Gy p(n).

DEFINITION  2.14. — On  définit Iensemble  des  paramétres
V(Ug/r(n),ny,) comme I'ensemble des couples (4", 1)) ot ¢" € \Ilglb( n) et
e Lyn x SLy(C) — L(UE/F(n)) est un morphisme tel que " = My, © V.
Un paramétre ¢ = (¢, zZ) est générique si Y™ lest.

Notons que QZ est entierement déterminé par 7, et ;ﬁ

Comme auparavant on peut définir le centralisateur et ses variantes pour
un parameétre 1 = (Y™, 1;) On note €, le caractere d’Arthur de Sy, cf. [2,
p. 15].

Afin de décrire ces groupes en détails, on considere la décomposition de
1™ sous la forme

(26) v"=| FH G | 8| HH o | 8| H G 8er)
ieljgn i€l JEJTyn
ou i € Iyn appartient a If;n ou a IJR selon la parité de ;" (ce qui est lié
a sa fonction L d’Asai). ([17, p. 69]).
On a alors :

= ] ow,c)x [J sp:,C)x [] GL(;0C).

zEI+ i€l JEJyn

D’autre part le groupe Z(G)" = {1} est envoyé diagonalement dans le
membre de droite ci-dessus. Alors on voit que ([17, p. 69])

@/2z)"! sivie I 20,

2.7 5~S“ 7./27. et Sy
@7) S ~ 2/ ) v {(Z/QZ)'IJ’“”'l sinon.

Notation 2.15. — On pose V3(Ug/p(n),1y,) le sous-ensemble des pa-
rametres discrets, i.e. de la forme ¢ = (LZJ”,{/;) ou Vi € I, ¢; =1 et

(3) On rappelle que Gg/r(n) = Resp,p(GLE(n)).
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Localisation d’un parameétre global

e On commence avec les groupes GL(n). Considérons une représenta-
tion automorphe cuspidale 7 de GL(n) et v une place de F. La cor-
respondance de Langlands local associe a m, un A-parameétre générique
Y, € ¥T(GL(n, F,)). Ce processus nous permet de définir une applica-
tion de localisation

Uoih(n) — h(n)
G(m Bu) BB (m Buy) — 1 (U(ry), Bovr) BB L (Y(r,y, D).

e Considérons maintenant les groupes Ug,p(n). Fixons x € {£1} avec un

caractére x4 € Zj; et x_ € Z. Soit ¢ = (Y™, ) € V(Ug/r(n),ny,) un
parametre global.

PROPOSITION 2.16 ([17, proposition 1.3.3]). — Pour chaque ¢ €
U(Ug/r(n), 1y, ), il existe un paramétre local 1, € ¥ (Ug, /r,(n)) tel que
1%1 = Tx. © 1/)1)

Yr = Lp, x SUQ2) 2% LU g 5, (n) 225 PG /i (n).
Le paramétre local v, est unique a isomorphisme pres.

On peut utiliser cette proposition pour définir le diagramme commutatif
suivant

v

R J

Wr

Le diagramme commutatif ci-dessus nous permet de définir les mor-
phismes de localisation pour les centralisateurs. Le second morphisme ver-

tical envoie Im(¢),) dans Im(v)) induisant alors
Sy — Sy, Sy — Sy, SEZJ — Sijv-
Remarques 2.17.

e Siy € (Ug/p(n),1ny,) est un parametre global générique alors les
parameétres locaux 1, le sont pour toute place v.
e Les deux premiers morphismes de localisation sont injectifs.
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2.3. Formules de multiplicité pour les groupes unitaires

Soient F un corps local et E/F une extension quadratique. On a un
unique groupe unitaire quasi-déployé U* = Upg,p(n). Considérons une
forme intérieure étendue (g, z) : U* — U. La donnée (g, z) définit un ca-
ractere y. € X*(Z(U)F) via (2.1). Considérons un paramétre 1 € (U*)
et les centralisateurs associés

(2.8) Z(U)" < Sy — S,

On note IIT(SEW Xz) ensemble des caracteres de 55} dont le tiré en arriere
via (2.8) induit le caractére x.. Rappelons également que Il (U) (resp.
Miemp(U), resp. Iz temp(U)) est I'ensemble des représentations unitaires
(resp. tempérées, resp. de carré intégrable).

THEOREME 2.18 ([17, théoréme 1.6.1]).

(i) Soit ¢ € W(U*). II existe un ensemble fini I1,(U, p) muni d’un
morphisme vers ILn; (U). L'ensemble I1,(U, ¢) ne dépend pas de z
et est muni d’une application

Hw(Uv Q) —)II‘I‘(SEZ),XZ)7 = <7Ta'>,g,z

L’ensemble 11, (U, o) ainsi que (-|-),,. dépendent seulement de la
classe d’équivalence = de (p,z). Pour v un paramétre générique
(ie. ¢ € ®paa(U*)), I'ensemble I1,,(U, ) est non vide si et seule-
ment si ¢ est (U, p)-relevant.
(ii) Supposons que ¥ € Ppqq(U*), i.e. ¥ est générique, alors le mor-
phisme I1, (U, E) — i (U) est injectif et d’image contenue dans
iemp(U). Si F est non archimédien alors I'application Iy, (U, Z) —
Irr(Si, Xz) est une bijection.
(iii) On a
Heemp(U) = [ TWp(U.E) et Thuemp@) =[] Hu(U,5).
PEPLaa(U*) PEP2 paa(U*)

Intéressons nous & présent a classification globale. Soient E/F une ex-
tension quadratique d’un corps global F et (U, g) une forme intérieure du
groupe unitaire quasi-déployé U* := Ug,p(n). On peut choisir z tel que
(U, o, z) est une forme intérieure étendue. On aimerait associer des paquets
globaux I, (U, o) & chaque parametre ¢ € U(U*,n,, ). Il existe un mor-
phisme de localisation ¢ — 1, de W(U*,n,,.) & Ul . (UF). D'apres le
théoreme 2.18, pour chaque ¢, € ¥(U;), on a un paquet IL, (U,, 0,,) muni
d’une application

Iy, (U, 0v) — Irr(SiU»XZ)a Ty = (T, =) 0y, 20 -
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Pour un A-paramétre ¢, € U . (U)\ ¥(U}), on peut définir un paquet
Iy, (Uy, 0v). L’idée de la construction consiste & descendre & un sous-groupe
de Levi M,, de U,, de sorte que (,,) s, appartienne & U(M;') (pas seulement
a Ut (M})) et on applique le théoréme 2.18 pour M, et (¢,)nr, € W(M).

Pour plus de détails, voir [32, p. 32-33] ou [17, section 1.6.4].

Remarques 2.19.

o Lorsque v, n’est pas (U,, g, )-relevant alors le paquet Il (U, 0,)
est vide.

e Lorsque (U, 0,) = (U, 1) est quasi-déployé alors 1, est toujours
(Uy, 0y)-relevant. Si de plus v, est générique alors le paquet
T, (U, 0,) est non vide.

On pose

Iy (U, o)

= {® Ty : Ty € Iy, (Uy, 00), (v, * ) 0y,2, = 1 poOUr presque tout v} .

v

Remarque 2.20. — L’ensemble II,(U, ) peut étre vide, notamment
lorsque U n’est pas quasi-déployé et 1 n’est pas générique.

Pour chaque m = @, m, € Iy (U, ), on lui associe un caractere de Sf}}
par la formule

<7T? S>Q = H<7TU7 Sv>gv7zu, s € Si

v

ou s, désigne I'image de s par le morphisme naturel Si) — Si“.

Remarque 2.21. — Pour s € Z(ﬁ*)F, ona(m,s), =1([17, p. 89, premier
paragraphe]).

DEFINITION 2.22. — Soit Iy (U, o, €p) = {m € Iy (U, 0) : (T, =)o = €4}
ol €y est le caractére d’Arthur. Pour ¢ un parameétre générique, ey = 1.

THEOREME 2.23 ([17, théoréme 1.7.1]). — Soient E/F une extension
quadratique d’un corps global F et k € {1} ainsi que x, € Z%. Soit
(U, 0) une forme intérieure pure de U*. Il existe un isomorphisme de U (Ar)-
modules

LicUEN\UMAR) = P L (UF)\U(Ar)).
we\I’(U*van)
Si ¢ = ¢ est générique alors
® L(ziisc,qﬁ(U(F) \U(AF)) =0siv & Wa(U",1y.,).
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b Lﬁisc,d)(U(F) \ U(AF)) = @ﬂeﬂ¢(U,g,s,¢,) ™ Si rlzb € \I/2(U*777XK)'
En particulier si m est une représentation automorphe du groupe unitaire
(U, 0) appartenant a un paquet global générique alors m, = 1.

Démonstration. — Ce théoréme est le résultat global principal de [17].
Pour la premiére décomposition consulter p. 151 et pour la deuxieme dé-
composition, consulter p.205-206 de loc. cit. O

Résumons & présent les résultats principaux de Moeglin dans [31], en
particulier la classification des représentations supercuspidales des groupes
unitaires p-adiques.

Soit ¢ un homomorphisme de Wg x SLa(C) dans GL,(C). On suppose
que ) est semi-simple borné sur Wg et continu. On suppose qu’il se décom-
pose en une somme de représentations irréductibles ¢ = € paP ®0a ou p
est une représentation irréductible de Wg et o, est I'unique représentation
irréductible de SLy(C) de dimension a.

On dit que 1 est #-discret s’il est sans multiplicité et pour toute p, la
classe de conjugaison de p est invariante sous l'action de g — J, tg1 Jp_1
ou J, est la matrice antidiagonale de taille d, = dimp avec a la place
1 I’élément (—1)(i+1). On dit que 1 est stable si elle se prolonge en un
homomorphisme de W x SLy(C) dans le groupe dual de Ug,p(n).

En fait, le morphisme n,, . (voir 2.4) réalise une bijection entre
@3 bad(Ug/r(n)) et 'ensemble des morphismes ¢-discrets stables. De plus,
si on note 1 = 7! () alors on a SEE = (Centgr,, (c) ¥)?. On a la classifi-
cation suivante des séries discrétes des groupes unitaires p-adiques.

THEOREME 2.24 ([31, 5.7]). — Il y a une bijection entre I’ensemble des
paquets stables de séries discrétes de U p(n) et I'ensemble des classes de
conjugaison des morphismes 0-discrets et stables de Wg x SLo(C) dans

GL,(C).

Ensuite on voudrait déterminer quels paquets contiennent des représen-
tations supercuspidales. On aura donc besoin de la notion d’un morphisme
sans trou et la construction d’un sous-groupe A(¢) de (Centqr,, (c) ¥)?.

Soit 1 un morphisme #-discret et stable. On note v[a] la composante
isotypique de la représentation 1, vue comme une représentation de SLs(C),
pour la représentation irréductible de SLy(C) de dimension a. Pour tout a,
[a] est une représentation de Wg. On dit que v est sans trou si pour tout
a > 2, 1]a] est une sous-représentation de 1[a—2] en tant que représentation
de WE

On décompose 1 en représentations irréductibles et on considére un
couple (p,a) de sorte que p ® o, soit une sous-représentation de . On
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suppose qu'il existe 0 < b < a tel que b = 0 si a est pair et si b #£ 0, p® oy
soit aussi une sous-représentation de . On note alors a_ le plus grand b
vérifiant cette propriété. On note z, , 1’élément du centralisateur de 9 dans
GL,,(C) dont les valeurs propres —1 ont exactement pour espace propre la
somme p® o, ® pR o, . On note A(¢) le sous-groupe du centralisateur de
1 engendré par ces éléments z, 4.

THEOREME 2.25 ([31, 8.4.4]). — Le paquet stable correspondant &
contient une représentation supercuspidale si et seulement si 1) est sans
trou. Lorsque v est sans trou alors il existe un unique caractére €,;; de
A() tel que le nombre de représentations supercuspidales est le cardinal de
I'ensemble des caractéres de (Centgr,, ) %)?/{Id, —Id} dont la restriction
a A(Y) vaut €qy.

Enfin, lorsque ¢ : Wg x SLy(C) — GL,(C) est trivial sur SLs(C),
on voit que 1 est une somme de représentations de la forme p ® o1, en
particulier A(v)) est trivial. On en déduit le résultat suivant qui nous sera
utile pour la suite.

PROPOSITION 2.26 (C. Moeglin). — Soit
(b Wp x SLQ((C) — LUE/F(n)

un L-paramétre discret trivial sur SLo(C), alors le L-paquet Il14(Ug/r)(n)
ne contient que des représentations supercuspidales.

2.4. Une application a la globalisation des représentations
locales

Dans ce paragraphe, tous les groupes et parametres globaux sont notés
par un point e au dessus. On suppose n impair. Le but est de montrer
I’existence de représentations automorphes satisfaisant des propriétés par-
ticulieres.

Décrivons tout d’abord le passage du groupe unitaire au groupe de si-
militudes unitaires. Soit F un corps totalement réel ainsi que E/F une
extension quadratique. Supposons que V est un espace hermitien de di-

mension n relatif & 'extension E/F. Considérons G = GU(V) le groupe de
similitudes unitaires défini sur QQ par

é(R) ={g € GL(V®R) | (gv, gw) = v(g){v,w), v,w € V @ R}

(]
pour toute Q-algébre R et v(g) € R*. Notons U = U(V) le groupe unitaire
associé.
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PROPOSITION 2.27 ([8, section CHL.IV.C, proposition 1.1.4]). — Sup-
posons que n est impair. Soit m une représentation automorphe irréductible

L] L]
de G(A) dont la restriction a U(A) contient une représentation automorphe
irréductible o. Si o apparait avec multiplicité 1 dans le spectre discret de

U alors m apparait avec multiplicité 1 dans le spectre discret de G. De
plus, si x est le caractére central de m alors 7 est la seule représentation

()
automorphe de G(A) contenant o avec le caractére central x.

Soit G un groupe de similitudes unitaires non ramifié en n = 2k + 1
variables défini sur Q, et U C G le groupe unitaire noyau du facteur
de similitudes. Soit K/Q, l'extension quadratique non ramifiée. On a une
inclusion K* — Zg.

PROPOSITION 2.28. — On a une bijection entre les représentations ir-
réductibles de G(Q,) et les couples (m,x) ou 7 est une représentation
irréductible du groupe unitaire U(Q)) et x un caractere de K* tel que

Wrlkx U@, = X|kx U(@,)

Soit U, le groupe unitaire p-adique quasi-déployé en n variables associé a
I'extension quadratique Ej,/Q, puis ¢, € ®3(U,) un L-parametre discret.

PROPOSITION 2.29 ([17, proposition 4.4.1]). — Supposons qu’il existe
L]
un corps CM de la forme E = FTK ot K est un corps quadratique imagi-

L]
naire et tel que E,, = E,. Alors il existe une place inerte w et un parameétre

[ ] L] L]
global ¢ € ®5(U*) du groupe unitaire quasi-déployé U* en n variables
associé a E/F¥ tels que :
() L]
(1) ¢, = ¢p et ¢, € Ppaa(Uy)
[ ]
(ii) ¢, est un paramétre discret pour toute u infinie.

(iii) Les morphismes canoniques Sq.b — Se et S — S(; sont des
®p ¢ w
isomorphismes.

On utilise la méme construction que celle décrite dans la proposition 4.4.1
de [17]. Dans la proposition 4.4.1 et 4.3.1 de loc. cit., les auteurs globalisent
également les groupes unitaires réels et ils supposent donc que le corps
global posseéde au moins deux places infinies. Dans notre cas cette hypothese
n’est pas nécessaire.

Démonstration. — On donne seulement les étapes principales.
- 3 _ n 9 N .
Ecrivons 7y, «¢p = ¢;, sous la forme d’une somme de parametres simples
: lindaires odné n o _ AN o n
de groupes linéaires généraux ¢, = ¢1%, @ -+~ D ¢},
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~ L]
A chaque gZ)m on peut associer un groupe global U(n;) et un morphisme

L]
Ty, Aavec un unique signe r; de sorte que ng provient d’un L-parametre

¢ip dans (I>2}bdd(Up(ni)) via le morphisme (nXNi )p-

Fixons une place inerte w et des parametres simples deux a deux distincts
P1lw,- -+ Prw de sorte que dim ¢; ,, = dim @; .

D’apres le lemme 4.3.1 de Ioc. cit., pour chaque ¢ € {1,...,r} il existe

un parametre global simple ¢; de sorte que

° (qzz‘)p = ¢ip et (9i)w = diuw,
o (¢;), est un parametre discret régulier et suffisamment régulier dans
le sens de la définition 2.12 si u est une place infinie.
Construisons ensuite un L-parametre global de GL(n) de la maniére sui-
vante
[ ) L] °
¢"= ol E-B g
On montre que QZ" s’étend en un L-parametre é dans (I>2(U.*) en uti-
lisant la compatibilité des signes x; avec la parité des gzgl On démontre
enfin les propriétés (i), (ii) et (iii) par le méme argument que celui de la
proposition 4.4.1 de [17]. Remarquons enfin que la condition imposée sur
les places infinies assure que le parameétre global est générique. O

Soit 7, une représentation de carré intégrable d’'un groupe unitaire U,
p-adique™® et Tp une représentation du groupe de similitudes unitaires

correspondant telle que (%P)|U ~ 7rp Supposons que U est une forme
intérieure de U * tel que U =Upet U est quasi-déployé en toutes les places

finies. Etendons U en une forme intérieure pure. D’apres la proposition 2.2,
il suffit d’étendre les groupes unitaires locaux en formes intérieures pures
satisfaisant une certaine condition de parité.

Comme n est impair, d’apres 'exemple 2.1, pour chaque place v il y a
deux manieres d’étendre le groupe unltalre local en une forme intérieure

pure. Pour v une place infinie de F+, si le groupe U est de signature

(i,n — i) avec i < n — i, on choisit a, = ([§] + (n —i)) mod 2. Si v est
une place finie différente de p, on choisit a, = 0 € Z/2Z et finalement, on

choisit a, I'unique élément de Z/27Z de sorte que la somme des a, s’annule.

ProposiTION 2.30. — Il existe alors une représentation automorphe I1

L]
de U telle que II,, ~ 7,. De plus s’il existe une représentation automorphe

(4 on rappelle que n étant impair alors U, est quasi-déployé.
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L[]
Il de U satisfaisant (II')? ~ (I1)? alors I1 ~ II'. On a le méme résultat
pour les groupes de similitudes unitaires, 4 un caractére non ramifié preés.

~ L]
Plus précisément, il existe une représentation automorphe Il de G telle que
I, ~7, ®(woc)ouc:G(Qy) — Q) est le caractére de similitudes et w
est un caractére non ramifié de Q.. De plus s’il existe une représentation

automorphe II' de G satisfaisant (II')P ~ (II)P alors II ~ II'.

Démonstration. — Le cas des groupes de similitudes unitaires se déduit
de celui pour les groupes unitaires auquel on se ramene donc. Montrons
Iexistence de II.

On suppose que 7, appartient & H¢p(U;‘, o) pour un parameétre discret

L] L]
¢p. On note alors ¢ € ®o(U*) le parametre global qui existe d’apres le

lemme 2.29. En particulier, il existe une place inerte w telle que ¢, €
Dp4q(U) et les morphismes canoniques Se — S(; et S;s — S(; sont
P w

des isomorphismes.
L]

On montre que les paquets H¢. (U

=, 0) sont non vides. En effet, si v = p,

v

H¢>. (U}, o) contient m,. D’autre part, comme ¢,, est un parametre discret si
u est une place infinie, on en déduit qu’il existe toujours une représentation

dans le paquet correspondant.
C0n81derons une place finie v # p. Comme ¢5 est generlque le parametre
localisé (bv r est également (remarque 2.17). Comme U est quasi-déployé en

v alors H¢ (U

=, 0) est non vide d’apres la remarque 2.19.

v
L]

Pour chaque v ¢ {p,w}, choisissons une représentation 7, € Il « (U}, o).

v

On va choisir une représentation m,, € H¢. (U&k ,0) de sorte que la représen-

tation ), m, soit automorphe. D’apres le théoréme 2.23 il faut donc choisir
7, satisfaisant la relation :

(2.9) (7, 8)0 = H(m,s Yo,z =1, Vs € CH
v ¢

Comme So ~ Sq.5 ~ S8 (le dernier isomorphisme résulte du fait que ¢,,
w b
est un parametre discret) et d’autre part les caracteres (s,,m,) sont fixés

(pour v # w) , il existe un unique caractére dans Irr(Siw , Xz, ) satisfaisant
légalité au-dessus. Le point (ii) du théoréme 2.18 affirme lexistence d’une
représentation m,, satisfaisant (2.9).
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Supposons maintenant qu’on a une représentation II’ telle que (IT')?
(IT)P. Montrons que II et IT' sont dans le méme paquet. Supposons que

L]
Il e Hd;/(U7 0,€4) €t on veut montrer que ¢’ = ¢.
A presque toutes les places finies non ramifiées v oll 7, est non ramifiée,

(] L]
les localisations ¢, et ¢, sont égales. En effet, notre hypotheése suffisam-
ment réguliére implique que ces parameétres sont génériques. D’apres [32,
p. 189], ces parameétres locaux sont factorisés via EM ot M est le sous-
groupe de Levi minimal de U, et correspondent au méme parametre sphé-

rique de M. Cela implique que qb” et (gf) )™ ont la méme “Hecke string”.

Alors, par [16], [1, théoréme 4.3] on voit que ¢ et ¢’ sont égaux.
Comme I et IT' sont des représentations automorphes, on a les égalités

suivantes :
(IL,s), = H<Hva 50) 00,2 = (Ups 5p) oy, H<H'U7S'U>Qv72v =1, Vse SE7
v v#p ¢
et
(I, 5), = H<H;a5v>gv,zv (I}, 8p) ey, H<Hv»3v>gv,zv =1, Vse Si'
v v#£p

On en déduit donc que :

<HP7 SP>vazp = <H;)7 SP>Q;D72;D VS € SS)

D’autre part, le morphisme S;S — S est un isomorphisme et on a
p

Ly, Sp)op,zy = <H;),sp>gp,zp Vs e S0 .
¢P
Le point (ii) du théoréme 2.18 implique que II,, ~ H;, autrement dit on a
Im~1r.
Considérons le cas des groupes de similitudes unitaires. Par le lemme 4.1.2
de [12], nous pouvons étendre II & une représentation automorphe cuspi-

_ °
dale algébrique II de G(A). De plus, nous pouvons supposer que II est
cohomologique puisque II I’est.

Considérons la suite exacte

1—>I.]—>(.}i>Gm—>1

Comme (II,,) » ~ (7)) o , il existe donc un caractere A : Q% — C*
M) 50, = )i o, %

tel que I, ® (Ao c) ~ 7).
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Il y a un isomorphisme de groupes topologiques

Q* x Rsg X HZj — G (A)

(ryt, (uy)) — (rt, rug, rus,...).

D’ou il y a un caractére A de Q% x Rsg x []ZX tel que A est trivial
sur Q% x Ry, 7\|Z; = Azx et A(—1,1,(-1)) = 1. Ce caractére descend
en un caractére de Hecke A de G,,(Q)\G,,(A) tel que A, = A @ w on
w:Qy — C* est un caracteére non ramifié et A est trivial. En particulier
si on note Il := I ® (A o ¢) alors il est également cohomologique (puisque
I Vest) et I, ~ 7, ® (w o ¢).

Gréce a la proposition 2.27, la derniére assertion se déduit de celui pour
les groupes unitaires. O

3. Un cas PEL de la conjecture de Kottwitz
3.1. Notations

Dans cette section, nous précisons les notations du Théoréme A de 'intro-
duction, concernant r,, puis les 7;. En vue du théoréme 4.2 de 'appendice,
on ne suppose pas pour l'instant que d = 1.

Rappelons que Do, = (Fp, *, V,(-|-), 1, b) est une donnée de Rapoport—
Zink basique de type PEL unitaire non ramifiée simple de signature
(1,n —1),(0,n),...,(0,n). On note G le groupe de similitudes unitaires
p-adique quasi-déployé (en n variables) associé ainsi que (Mg, )k, la tour
d’espaces de Rapoport—Zink. La cohomologie de cet espace est munie d'une
action de G(Qy) x Jp(Q,) % WEp(s) ou on rappelle que F), est aussi le corps
de définition de 1, autrement dit E, = F},.

La représentation r,, de La =G x W, a une action triviale de Wg, , et
Ty - est donnée par la formule

Tl = ® (/T\Stn> ® (St1)™ = (Stp)* @ (Sty) 7!

TED

ou St; désigne la représentation standard de dimension i. En particulier,
on notera que dimr, = n.

(%) Puisque b est basique et n est impair, on a G(Qp) = Jp(Qp)
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Notons U, le groupe unitaire défini sur Q, noyau du facteur de similitude.
Le groupe de Langlands dual est “U, = (I1,co GLn(C)) x Wg,. On a
également un morphisme de L-groupes

La, = (H GL,(C) x (CX> x Wa, — (H GLn(C)> x Wo, = U,
Ted Ted
Etant donné un L-paramétre discret ¢ : Wo, — (IT,eq GL(V) x
C*) x Wy, ou V ~ C", on obtient un L-parametre discret ¢ : Wg, —
(IT,co GL(V)) x W, de U,
Puisque Uy = Respy (UFP/F;) (ot Ff est le sous-corps de F), fixé par
linvolution *) le lemme de Shapiro

H (W@p, 11 GL(V)) ~ H'(Wpy,GL(V))

TED

nous donne un L-parameétre de UFp JEF
Gri i Wit — GL(V) @ Wt = "Up o

D’apres la proposition 2.26, le L-paquet II,(G(Qy)) est un paquet cuspi-
dal. Comme dans la section précédente, pour chaque k € {£1} et x,; € Z}?p,
il y a un morphisme de changement de base (cf. [32, p. 9])

Mes * ®WUp,  pr) — ®(GLE, (n))
Gy, 00
de plus, si K = 1 et x,, = 1 alors n,, o ¢ est juste la restriction de ¢ sur
La restriction de ¢ Ff Sur W, se décompose donc en une somme de L-
paramétres discrets simples de groupes linéaires généraux @p+ . = @1 ®
P
-+ @ @pr. On a alors une décomposition de WF+| Fp—représentations V =
P
@._, Vi ou V; correspond & @7
Cela implique une décomposition

T

~ ~n,;
Tn O PF, = @rm A28
i=1

ou p; = (1,n; —1),(0,n),...,(0,n;).
D’autre part, on a

P

Sp = Sp,, [[owc)=]]zrz=s; ..
i i=1
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DEFINITION 3.1. — Pour 1 < ¢ < r, on définit un caractére T; de S
par la formule

-1 sii=j
(1.1, -1,1,...,1) =
— 1 sil<i#j<r
J
L’action de Sz sur V; se factorise par le caractere 7;, on en déduit que
T, 0 @t = Homg, (75,7, 0 @F,) et donc

T
7w 0 QF, = @H0m5¢ (Ti,7 0 QF, ).
i=1
Au niveau du groupe de similitudes unitaires, puisque C* est abélien, on
a une décomposition de W, -module
ks i
TwoYr, = @ HomSV, (Tia T © ‘pr) = @ Tui © QOZ%‘Z,'
i=1 i=1

3.2. Cohomologie d’intersection des variétés de Shimura
d’apres [34]

Dans ce paragraphe, on va utiliser des résultats dans [34]. La lettre G
désigne un groupe de similitudes unitaires en n variables associé a une

forme hermitienne définie sur une extension quadratique imaginaire ﬁ’ /Q.
Pour tout K C G(Ay) un sous-groupe compact ouvert suffisamment
petit, on a une variété Shg. Lorsque G n’est pas anisotrope modulo son
centre, Shx n’est pas compacte. Dans ce cas, on a la compactification
minimale (ou de Satake-Baily-Borel) de Shg
telle que Shy est une variété projective normale dont Shy est un ouvert
dense. En général Shy n’est pas lisse et on utilise la cohomologie d’inter-
section telle qu’elle est étudiée notamment dans [34].

Rappelons les relations entre la cohomologie étale (& support compact
ou non), la cohomologie L? et la cohomologie d’intersection.

Comme auparavant, pour £ une représentation algébrique irréductible de
dimension finie de G, on peut définir un systeme local £ sur Shx ainsi
qu'un faisceau d’intersection ZC¢ sur Shy. On dispose donc des groupes
de cohomologie étale H:(Shg, L¢), de L2-cohomologie H(iz)(ShK7 Le) et de
cohomologie d’intersection IH*(Shg,ZC¢). En prenant la limite inductive
sur les sous-groupes compacts ouverts suffisamment petits K, on dispose
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des groupes de cohomologie étale (resp. de L2-cohomologie, resp. de coho-
mologie d’intersection) & niveau infini H!(Sh, L¢) (resp. HfQ)(Sh, Le), resp.
IH(Sh,IC¢)).

Il y a un diagramme commutatif entre ces groupes de cohomologie.

. 1 .
H(Sh, Le) W IH(Sh,IC;)

(2) Jz
Hy (Sh, Le)

Ces morphismes sont G(Ay)-équivariants et le morphisme (1) est de

plus I'-équivariant (ol E est le corps de définition et I' = Gal(ﬁ.?/é) ).
D’apreés la conjecture de Zucker (démontrée par Looijenga [27], Looijenga-
Rapoport [26] et Saper-Stein [37]), le morphisme vertical est en fait un
isomorphisme.

On exploitera le morphisme (2) afin de comparer H!(Sh,L¢) et
[H?(Sh, 7C;).

PROPOSITION 3.2. — Supposons maintenant & régulier. Soit II = 11, ®
II; une représentation automorphe cuspidale de G(A) qui est
&-cohomologique et que 11, est supercuspidale pour une place finie v, alors
H(Sh, L¢) est concentré en degré moitié et

HZ(Sh, Le)[T1s] ~ H{y) (Sh, Le)[IT].

Puisque le morphisme (1) est I'-équivariant, on en déduit qu’il y a un
isomorphisme T'-équivariant

H(Sh, L¢)[IT] ~ TH(Sh, ZC¢)[Ily]
ou d est la dimension de la variété de Shimura.

Dans [33, proposition 1], Mokrane et Tilouine ont montré ce résultat pour
les groupes de similitudes symplectiques mais leur démonstration s’adapte
au cas des groupes de similitudes unitaires. On va rappeler briévement leur
argument.

Démonstration. — Notons C*(Gg \ G(A),C) Iespace des fonctions lo-
calement constantes et C°(Gg \ G(A), C) son sous-espace des fonctions a
support compact. On note aussi L?(Gg \ G(A), C) I'espace des fonctions de
carré intégrable et L3(Gg \ G(A),C) son sous-espace consistant des fonc-

tions cuspidales ainsi que C25,, = C2° N L§ et Co=¢c>n L2
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L’inclusion d’espaces

Cousp(Ga G(A),C) C CX(Gg G(A),C) C ) (Ge G(A),C)
C C*(Gqg G(A),C)

implique une application

Sh, L) — HE(Sh, Le) —+ Hy(Sh, L¢) — H*(Sh, L¢)

cubp(

qui est une injection d’apres [4].
D’autre part on a

Cusp(Sh ‘CE @ﬂ-f®H (LleG( ) o0y T OIgoo ®‘Cf)a

ol T = Ty ® T varie dans I'ensemble des classes d’isomorphisme de repré-
sentations cuspidales.
Et de plus, on a

HYy(Sh, Le) = @ﬁf@@H'(LleG( ), Koo, TE= @ L¢)

ou 7 varie dans le spectre discret de LQ(ZAGQ Ga,w) et w est le caractére
central de £V.

Comme £ est régulier alors 7., est une série discrete de caractére infini-
tésimal £, en particulier 7., est tempérée.

Puisque la composante en v de II; est supercuspidale, on en déduit que
si T ® Il est une représentation automorphe, elle est cuspidale. On a
alors I'égalité

HE\ ., (Sh, Le)[T1y] ~ H{(Sh, Le)[TTf] ~ TH*(Sh, IC¢)[I1y]. O
Notation 3.3. — Pour ny, ..., n, €N, notons
H=G(U*(ny) x -+ x U*(n,))
={(g1:-+-,90) € G*(n1) x - x G*(ny)|e(g1) = -+~ = ¢(g,) },

ou G*(n;) désigne le groupe de similitudes unitaires quasi-déployé en n;
variables. De plus on a

H=C" x GL,,(C) x --- x GL,_(C).

Tout d’abord, on voudrait donner une description des triplets endosco-
piques elliptiques (Hi, s,n) de H au sens de [18, 7.3, 7.4].

PROPOSITION 3.4 ([34, proposition 2.3.1]). — Pour i € {1,...,r},
soient n;r, n; €N tels quen; = nj +n; . Supposons que n; +---+n, est
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pair. Posons

s = (1,diag(1,...,1,~1,...,~1),...,diag(1,...,1,~1,...,—1)) € H
ny ny [ n,.

Hy =GU*(nf) x U (ny) x -+ x U*(n) x U*(n;))
et définissons
n:Hy=C* x GL,+(C) x GL, - (C) x - x GL,+(C) x GL, - (C)
—+ H=C"xGLy,,(C) x --- x GL,_(C)
par la formule

n((A\gy.gr.--95.97)) = (A diag(g) . g7), ..., diag(g,, g,)).

Alors (Hl, s, n) est un triplet endoscopique elliptique pour H. De plus, les
triplets endoscopiques elliptiques de H définis par ((nf, ny )y ..., (nf, n;))
et ((m{,my),...,(m;",m;)) sont isomorphes si et seulement si pour tout
i€ {l,....r}, (nf,n;7) = (mj,m;) ou (nj,n;) = (m; ,m;"). Inverse-
ment, tout triplet endoscopique elliptique pour H est isomorphe a un des
triplets définis ci-dessus.

DEFINITION 3.5. — Posons £(G) I'ensemble des triplets endoscopiques
elliptiques (H, s,np) pour G tels que H n’est pas une forme intérieure de
G. Pour tout (H,s,m) € £°(G), fixons un L-morphisme 1 : “H — *G
étendant ng. On définit de méme I'ensemble E°(H) pour H = G(U*(ny) x

- X U*(nr)). Posons Fg Densemble des suites (ey,...,e,) avec r € N*
ot 1 = (Hy,51,m,0) € E°(G) et pouri € {2,...,r}, e; = (Hy,8:,mi0) €
EO(H;_1).

Finalement, on pose
n§:7710~~-o77r:LHg—>LG
le morphisme de L-groupes correspondant.

Considérons (e¢) = (e1,...,e,) € Fg. Supposons ensuite que (e1) =
(Hi,s1,m) est le triplet endoscopique elliptique défini par un couple
(n*t,n~) avec n~ pair. On écrit

Hy = G(U*(n) x - x U*(nf) x U*(n7) x -+ x U*(n7) )

ot I'identification est faite de sorte que 7 o - - - o, envoie U*(n]) x --- x

—

U*(nit) (resp. U*(ny) x --- x U*(ns)) dans UT(F) (resp. UT(F))
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Maintenant pour pf‘,...,pj,pf,...,p; € N tels que 1 < p;" < n;" et
1 <p; <n;,on définit un cocaractere de H, par la formule

u= (/‘pj X Xl Xy X X py=) : Gm,c — Hec.
ol pp+ est le cocaractere de signature (p;,n; — p;y).

DEFINITION 3.6. — Supposons G de signature (p,n — p) a linfini. Pour
chaque (e) on note M, I'ensemble des cocaractéres ji = o T
de sorte que p = p{ +---+pt +p] +---+ps. Pour un tel cocaractére on

note également s(y) = (—1)P1 +FPs

Pour chaque (e), on peut définir les constantes I(e), t(e) ainsi que ¢/(e).
Ces constantes apparaitront dans le théoreme 3.8 ci-dessus mais pour notre
but, nous n’aurons pas besoin de les calculer explicitement. Pour une défi-

nition précise, le lecteur pourra consulter [34, p. 108].

DEFINITION 3.7. — Soit 7y = ®; mp une représentation irréductible de
G(Ay) de sorte que ch{ # 0 pour K C G(Ay) un niveau et soit e € Fg. No-
tons R.(my) pour I'ensemble des classes d’équivalences de représentations
irréductibles . ; = ®; me,r de H.(Ay) telles que pour presque tout p ot
¢ et me,p sont non ramifiées, le morphisme 7, : LHE — L@ envoie un
paramétre de Langlands de 7., sur celui de .

Etant donnés (e) et f € C2(G(Q,)), on note f& = (((fH1)Hz)...)Hr ¢
C°(H:(Qy)) un transfert endoscopique. Si f € C°(G(Ay)) on notera de
méme f¢ € CF(He(Ay)).

Soient § une représentation algébrique de G ainsi que K C G(Ayf) un
niveau. Posons Hx = Hi (G(Ay), K). Considérons les groupes de cohomo-
logie suivant (i > 0)

W; = H'(Shi;,ZC¢).
Ce sont des L-espaces vectoriels ( ot L est une extension finie de Qy,
e
¢ # p) de dimension finie qui possédent une action de Hx x Gal(Q/E)
L]
ou F est le corps reflex de la variété de Shimura. Soit ¢ : L — C une

immersion. Dans la suite, par abus de langage, on note également W; la
représentation ¢, (W;). Dans le cas qui nous intéresse, la signature a linfini

L] L]
du groupe G est (1,n—1) avec n > 2, donc le corps reflex E est égale a F.
Comme W, s’annule si 7 est assez grand, on définit alors

W=> (-1)'W;

i>0
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un objet dans le groupe de Grothendieck des représentations de Hy x

Gal(Q/F). On a une décomposition isotypique de W comme H x-module
W = ZW(TI‘f) ®7T]Ic(,

oy
ou la somme est prise sur I’ensemble des classes d’isomorphismes de repré-
sentations irréductibles 7y de G(Ay) telles que ﬂff # 0 et ou W(my) est

une C-représentation virtuelle de dimension finie de Gal(Q/ F )

Pour £ une représentation algébrique fixée de G et pour 7 une représen-
tation irréductible de G(A[), on peut définir une constante cg(7s) laquelle
est liée aux multiplicités des représentations automorphes (cq(7y) dépend
éventuellement de &). De méme, il y a une constante c.(m., ) associée a
e,y dont la définition est liée aux multiplicités des représentations auto-
morphes.

Pour p un nombre premier non ramifié, on pose 7, = UN AW, On

écrit (Ne,p)simple : LHE — “@ pour le L-morphisme défini dans [34, p. 109,
troisieme paragraphe]. On note également x. , le caractere défini dans le
méme paragraphe de loc. cit.

Considérons un nombre premier p ainsi que P une place de 1:" au-dessus
de p. Notons Frp un relevement du Frobenius arithmétique. Le théoreme
suivant, dii a Sophie Morel, nous permet de calculer la trace de Frp sur
W (m¢) lorsque p est assez grand.

THEOREME 3.8 ([34, théoréme 7.2.2]). — Soit 7y une représentation
irréductible admissible de G(Ay) telle que wff # 0. Il existe alors une fonc-
tion f* € C°(G(Ay)) de sorte que pour presque tout nombre p premier
et pour tout m € 7,

m(n—1)

(x) Tr(Frp,W(ns))=(NP)”™ = Cg(ﬂ'f)dim(ﬂ'fc()TI‘(TuGO(ID.,TP(FI'%))
+(NP)™2 " (=)' @Du(e) D celme ) Tr(me, ) (£°)9)

ec€Fa Te,f ERe(s)
s(p) L/(Q) m
Z (1= (=1)*. @) Tr(ry © ¢, yoxe, (Frp))
HEM, *

ot la somme est prise pour .y telle que m¢ p & Xe,p est non ramifiée.

Remarque 3.9. — Les nombres premiers p tels que la formule (x) du
théoreme 3.8 est vérifiée, sont ceux pour lesquels il existe un ensemble
p & T avec f = hrg? on

e T D {q| G, est ramifié, K, n’est pas maximal}.
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o h € H(G(Ay), K) est une fonction de la forme h = hrlgr satis-
faisant les propriétés décrites dans les lignes 14-15, p. 111 de [34]
(i.e. h sépare les représentations dans R’ de loc. cit.).

gl e 'H(G(A?), KT) est une fonction satisfaisant les propriétés dé-

crites dans les lignes 25-28, p. 111 de Ioc. cit. (i.e. g7 sépare les
représentations dans R, de loc. cit.).

* g, = lg,)-

3.3. Détermination de W(ns)p dans un cas particulier

Le but de ce paragraphe est de montrer un corollaire du théoréme 3.8.

LEMME 3.10. — Soit p un nombre premier tel que K, est hyper-spécial
et G, m sont non ramifiés en p, alors il existe f*° telle que la formule (%)
est vraie pour p.

Démonstration. — Tout d’abord, considérons I’ensemble R’ des repré-
sentations irréductibles admissibles 7r} de G(Ay) satisfaisant les conditions
suivantes

o T E Ty,
o (mp)F #0,
o Wi(r}) # 0 ou cg(my) # 0.

Comme R’ est fini et 7, est non ramifiée, on peut choisir h € H(G(Ay, K))
telle que hy = 1g(z,) et

o Tr(mp(h)) = Tr(ms(1k)).
e Tr(r(h)) = 0 pour 7y € R'.

Maintenant, il existe un ensemble Tj de nombres premiers ne contenant
pas p mais qui satisfait toutes les conditions décrites dans lignes 16-20
p. 111 de [34].

Ensuite, pour chaque e € Fg, on définit un ensemble R, comme dans
le paragraphe 5, p. 111 de loc. cit. Posons T = Ty U {p}i7 le méme ar-
gument que dans la p. 111 de loc. cit. montre qu’il existe une fonction
g’ e H(G(A?), KT) qui sépare les représentations dans R..

Considérons f>* = hr,g™ ou gl = 1G<Zp)gT, on voit que Ty et f™
satisfont les trois premieres propriétés dans la remarque 3.9 ainsi que ggo =
1g(z,)- On en déduit que la formule (x) est vérifiée pour f°° et p. d

COROLLAIRE 3.11. — Supposons n impair et G quasi-déployé en toutes
les places finies et de signature (1,n — 1) a l'infini. Considérons une repré-
sentation automorphe m = Moo ® ®; mp de G(A) satisfaisant les conditions
suivantes
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(i) Le L-paramétre de  est de la forme W = (U™, W) on W™ = U B
tel que ¥, sont des parameétres globaux de dimension n; correspon-
dant a des représentations cuspidales de GL,,(Afp) (aveci =1,2).

(ii) 7o est une série discréte de poids régulier.
(iii) II existe une place ¢ de Q qui est décomposée dans le corps qua-
dratique imaginaire I:" de sorte que m; est non ramifiée et son L-

parametre local ¢4 est de la forme ¢y = x1 @ X2 @ -+ ® x»n ol les
X; sont deux a deux distincts.

e
Notons p = W(ny) la représentation de Gal(Q/F) associée a m; dans
la cohomologie de la variété de Shimura correspondant a G. Si dimp =
dim ¥ =n; (i =1 ou i = 2) alors pour tout nombre premier p et toute
L]
place P de F au-dessus de p, on a

n—1

pp = (T o (T )p)jwp @[ [772

ot ; = (1,n; — 1) et Wp est le groupe de Weil de Fp.

Démonstration. — On applique le théoréme 3.8 pour 7. Choisissons
tout d’abord un sous-groupe compact suffissamment petit K de G(Ay) de
sorte que wff # 0, en particulier on peut choisir K tel que K, = G(Z,) car
T4 est non ramifiée.

Comme le L-parametre global ¥ de 7 satisfait ¥ = @7 B2 'ensemble
des e € Fg tels que R (my) soit non nul contient un seul élément e = (eq)
ou e est le triplet endoscopique correspondant & G(U*(ny) x U*(n2)).

Par construction de R¢(7y), pour un nombre premier p non ramifié
on a (7e,p)simple © Pre p®Xerp = Plrs)p (consulter les paragraphes avant
le théoréme 3.8 pour la définition de 7 p)simple) €t de plus le change-
ment de base quadratique de @), s'écrit o ) = (W1)p & (V52)p.
D’autre part, la signature a linfini ug est (1,n — 1) on voit alors que
I'ensemble M, contient exactement deux éléments p; = (1,171 —1) x (0, n2)
et pe = (0,m1) X (1,ng — 1). On en déduit que

Ty © (gllnl)p sip = (1,711 - 1) X (0,712)
Tn © 9071'6 P e,p = n 1
“ e.p®Xe Tus © (Wg?), sip=(0,n1) x (1,ny — 1)

ou M1 = (1,n1 — 1) et Mo = (1,712 — 1)
D’apres la description des représentations r,,,, 7., , 7, dans la section 3.1,
on a l'identité suivante :

Tpe © Prp = Ty © (U1 )p ® Ty © (U2 ) -
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D’autre part, on a

m(n

_mn-1) m _no1 m
(NP)™ = Tr(rug © x, (Frp)) = Te(| - |72 @ 1pg 0 o, (Fr7))).

Finalement le théoreme 3.8 induit 'identité suivante pour presque tout
p ol 7, est non ramifiée.

(3.1) T(Frp, W(np) = ap Ta(|- |77 @1y, 0 (07"),(Frp))
+ By - Tr(] - |*% ® Ty © (W;Q)p(Frg))
Montrons ensuite que pour presque tous p; et po deux nombres premiers

tels que m,, et m,, sont non ramifiées, on a a,, = a,, et By, = Bp,.
En effet, pour notre représentation ¢, on a

ap, = cq(my) dim (7'(‘]{{)

Cplen (1 (e Ee))
+ (1) (e1) <1 (-1) L(€1)>

S o (Teny) Telme, ) ((F7)),

ey, fERey (my)

oul la somme est prise pour 7., ¢ telle que e, p, ® Xe,,p; €St non ramifiée.
Or lorsque e, p, ®Xe, p; €st ramifiée, Tr(me, £)((f°°)°') s’annule, on peut
récrire la formule calculant «,, sous forme

ap, = cq(my) dim (’R'fc{)

N (_1)1(61) ey | <1 — (—1)5071) . LL/((eell))>

Yo Cer(Terp) Tr(mey 1) ((F7))

Ty, fERey ()

ou la somme est prise pour toute 7., r. En particulier la formule calculant
oy, ne dépend pas de p;. On en déduit que oy, = ap,.
Par le méme argument, on a §,, = 3, en utilisant

By, = ca(my)dim (7f)
(1 o £3)
S ey (Terp) Tr(me, £)((F)).

Teq,fEReq (my)

Considérons maintenant le premier ¢ décomposé. Puisque 7., est une
série discréte de plus haut poids régulier, la cohomologie de la variété de
Shimura se concentre en degré moitié, en particulier W(ns) est une vraie
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représentation (& signe pres). D’aprés le lemme précédent appliqué en ¢, la
condition (iii) implique que r,,, o (7" )q B 7y, © (P52 )4 est sans multiplicité,
ce qui implique que o4 et B, sont de méme signe. On peut supposer qu’ils
sont positifs.

Supposons que a4 et [, sont strictement positifs. Cela implique donc
que dim p > dim %" + dim ¥"? = n ce qui contredit I’hypothése dim p =
dim¥". Il y a alors exactement un coefficient non nul.

Maintenant, le fait que n est impair couplé avec I’hypotheése dimp =
dim ¥** implique alors que 8 =0sii=1et a = 0 sii = 2. Autrement dit,
on a

Te(Frg, W (np) = Tr(| - |7F @, 0 (U, (FYR)).
(icii=1sidimp = dimP"™ et i = 2 si dim p = dim ¥52).

Comme 1’égalité ci-dessus est vraie pour presque toute place P de }.7’, le

théoreme de densité de Chebotarev implique que

B _n—-1
pp = (T, © (!pz'm)p)\Wv ®[-]72

pour toute place P. a

Remarque 3.12. — Le corollaire est encore valable lorsque ¥ est un pa-
rametre simple générique (ce qui équivaut a dire que dim¥%™ = 0 ou
dim @32 = 0).

3.4. Preuve du théoréme principal

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréeme principal de I'intro-
duction. D’apres le théoreme 1.29, on a une suite spectrale reliant la partie
supercuspidale des espaces de Rapoport—Zink a celle de la strate basique
Sheo (basic) des variétés de Shimura She, de la section 1.2 laquelle est dé-
terminée par le corollaire 3.11. Afin d’identifier les Oy, AVEC les 7,00 F,,
nous avons besoin d’une part de 'hypothese dim p = dim ¥; dans le corol-
laire 3.11 et d’autre part de calculer dim Oyt Dans les deux cas, ce calcul
repose sur un probléme de comptage de caracteres du groupe centralisateur
des L-parameétres a l'infini. Plus précisément, la preuve est découpée en 4
étapes.

e Dans la premiére étape, on montre les points (i) et (ii) du théoréme
et on obtient des contraintes sur la dimension de Oy, -

e Dans la deuxiéme étape, on établit une relation entre Ormp,mr, €1
une représentation galoisienne bien choisie de la variété de Shimura
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puis on ramene le probleme du calcul de la dimension de la re-
présentation au probleme de comptage des caracteres du groupe
centralisateur a Uinfini.

e Ensuite, on utilise des contraintes sur la dimension de Oy, obte-
nues avant pour calculer les caracteres du groupe centralisateur a
Iinfini.

e Enfin on utilise le corollaire 3.11 afin de calculer Oyt -

Rappelons tout d’abord la construction des données globales & partir des
données locales.

PROPOSITION 3.13 ([10]). — Soit une donnée locale

DQp = (va*v‘/7<'|'>7,uab)
de type PEL non ramifiée simple sur une extension finie de Q,. Supposons
que [F}, : Q] = 2d n’est pas un multiple de 4, alors :

L]
e il existe un corps CM de la forme F' = KK avec K un corps qua-

dratique imaginaire de sorte que p reste inerte dans F' et F, = F,.

e il existe une donnée globale D = (ﬁ’,B,*,V,(~ |~>,h,é’) de type
PEL, un plongement v : Q < Q, tels que via v, D induise Ia
donnée locale Dy,

De plus

e Pour tout n, on peut imposer que Endp(V) est une algébre a di-
vision qui est en toute place finie soit déployée, soit une algébre a
division.

e Pour n impair ou n = 2 modulo 4, on peut imposer que Endp(V)
est une algébre simple qui est déployée en toutes places finies.

Démonstration. — On raisonne comme dans la proposition 10.1.3 de [10].
Gréce a la proposition 10.1.1 dans loc. cit. on peut supposer que Endg (V)
satisfait les conditions annoncées ci-dessus. d

LEMME 3.14. — Soit II, une représentation supercuspidale de J,(Q,).
Alors pour tout t > 0 on a

Ext}, q,) (Hd(Mk,, Qe(n - 1)),10,) =0

Démonstration. — On pose A = Homgz(X*(G)q,,Z). Comme b est ba-
sique, J5(Qp) est une forme intérieure de G(Q,), tout x € X*(G)q, se
transfere & J,(Qp) en un ¥ € X*(J5(Qy))q, -

Notons JI% Q)= ﬂxex*(c)% ker [x] ot [X] : Jo(Qp) —, z— v,p(X(2));
en particulier, J} (Qp) a un centre compact.
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Il y a une application 7o : M — A qui est essentiellement la hauteur
de la rigidification p ([35, 3.52]). On note encore A" C A I'image de m2. On
a donc une décomposition : Mg, = [[;ca/ M(I?p ol Mg?p =715 *(i). On en
déduit

HiMu, Qen=1) = Y e—Ind i) (HIMY) . Qeln — 1))).
1€A’/ Ty (Qp)

En utilisant la dualité de Frobenius, on dispose alors d’un isomorphisme
de foncteurs :

HomJb(Qp) (Hg(MKp’ Ql(n - 1))7 .)
S J
= Z Hom,; (Hg(M?()pa@z(n - 1)),Resjggg‘;g o) .
i€A’/ T5(Qp)

Il en résulte des isomorphismes :
Exty, q,) (H! (M, Qe(n = 1)), TT,)

i) = 35(Qyp
~ Z Extﬁ;(@p) (Hg(/\/l(K)p,Qg(n — 1>)’ReSJ§EQp; Hp) .
i€A/ Jb(Qp)

Ju(Qp)
T3 (Qp)
représentation finie (les coefficients matriciels sont des fonctions & support
J5(Qp)
T3 (Qyp)
représentations lisse de Jll,((@p). On obtient alors que pour tout ¢t > 0

Ext}, q,) (HI(Mk,, Qe(n —1)),11,) = 0. ¥

Soit ¢ : G(Q,) — Q) le caracteére du facteur de similitudes. Pour b
non basique, le groupe J;(Q,) est une forme intérieure d’un sous-groupe
de Levi M(Q,) de G(Qp). Ensuite, le caractére du facteur de similitudes ¢
restreint & M(Q)) peut étre transféré a J,(Q,). Donc par abus de langage,
on note aussi ¢ le caractere correspondant de J,(Q,). Le lemme suivant nous

D’autre part la représentation II, est cuspidale, donc Res IT, est une

compact), donc Res II, est un objet projectif dans la catégorie des

permet de comprendre le comportement de la cohomologie des espaces de
Rapoport—Zink lorsque la représentation 7 est tordue par un caractere non
ramifié :

LEMME 3.15. — Soit (F,, *,V,{-|-), p, b) une donnée de Rapoport—Zink
PEL unitaire non ramifiée, supposons que w : Q; — @Z est un caractere
non ramifié et ™ est une représentation irréductible de J,(Q,). On a alors
un isomorphisme dans Groth(G(Q,) x Wg,) entre

Z(—l)tw %m Extf]b((@p) (HI(Mg,,Qu(n— 1)), 7 ® (woc))

t,q P
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et
Z(—l)tJrq %m Extﬁb(Qp) (HI(Mk,,Qe(n —1)),7) ® (woe)® (wo Artgi)
t,q P

ot E, est le corps de définition de p.

Démonstration. — Ce lemme est un analogue de [41, lemme 4.9] et la
méme preuve s’applique dans notre situation. Nous donnons donc brieve-
ment une idée de la preuve.

Définissons un caractere x de J,(Q,) x G(Q,) x Wk, par

X =Wwoc)®@(woc)® (woArtEi).

Ensuite, nous prouvons qu’il existe un isomorphisme de Qg-espaces vec-

toriels
H}(Mk,, Q) ~ HI(Mk,,Q¢) ® x
compatible avec I'action de J;(Q,) x (K,\G(Qy)/Kp) x Wg,.

Notons qu’il y a une application 7o : Mg, — A et de plus il existe
une maniere naturelle de définir une action de J,(Q,) x G(Q,) x Wg,
sur A telle que Iapplication m soit équivariante par rapport a J,(Qp) X
(Kp\G(Qp)/K}) x W, ([10, remarque 2.6.11]).

On peut prouver le lemme en utilisant le fait que x agit trivialement sur
(T5(Qp) x (Kp\G(Qp)/Kp) x W) et
l%n H] (Mg, Q)
Ju(Qp) X (Kp\G(Qp)/ Kp) X W, (11 Hj(Mggiy@é))

= ¢ = Ind gy, @, x (1,\G(@) /Ky x Wi,y | 1

ol Mggi est I'image inverse de 0 par m et (J5(Qp) x (K,\G(Q,)/K,) X
Wg,)! est le sous-groupe de J,(Qp) x (K,\G(Qp)/K,) x W, qui agit
trivialement sur A. O

Démonstration du théoréme principal. — Soit
D: (F7B7*7‘/7<.|'>7h7G)

une donnée globale de type PEL globalisant la donnée locale de sorte que
Endp(V) est une algebre simple qui est déployée en toutes places finies
comme dans la proposition 3.13. Soit Sh la variété de Shimura associée : le

L]
groupe G(Q,) = G(Q,) est le groupe des similitudes unitaires quasi-déployé
en n variables. En particulier, Sh est de signature (1,n — 1) & l'infini.
On note M(Dg,, b) I'espace de Rapoport—Zink associé & la donnée locale.
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Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I :== (I?)
le groupe réductif associé. On sait que I(R) est la forme compacte modulo
°

le centre de (.}'(R), que 1(Qp) = Jp(Qp) et que I(A%}) = G(A%). D’apres la

L]
proposition 1.29 il y a une suite spectrale G(Ay) x W, équivariante :

(32) EY=|ke' (@) (Extgb(Qp) (Hg(/\/l),Hp)cusp)@(Hoom)
e A(I)
Hoczg

— (H'(Sh, Le))

p-cusp

ol on a noté

Ext}, q,) (H{(M),II,) = 1%1;1 Ext}, q,) (H!(Mk,, Qe(n — 1)), 11,

pour alléger les notations et ou p-cusp signifie que la composante en p est
supercuspidale.

On choisit une représentation ¢ de dimension finie de I(C) qui est de
poids régulier et suffisamment régulier au sens de la définition 2.12. Soit

¢ (G(R)) le L-paquet de séries discrétes de G(R) cohomologiques pour
&

Considérons ¢ : Wg, x SLa(C) — LG un paramétre discret qui est
trivial sur SLo(C). D’apres la proposition 2.26, le paquet II,(G(Q,)) ne
contient que des représentations supercuspidales. On peut exprimer la res-
triction de ¢ sur W, sous la forme

PF, =1 Py G- DY),
ol les ¢ sont des parameétres simples de GL,,, (F},).
Puisqu’on utilisera dans la suite le théoreme de classification des repré-
L[]
sentations automorphes pour I et G (cf. théoréme 2.23), il faut étendre I et

L]
G en des formes intérieures pures. Pour ce faire, utilisons la proposition 2.2.

Comme G(R) est de signature (1,n — 1), son invariant est alors a$ =

[2] 4+ (n—1) mod 2. De méme I(R) est de signature (0,n), son invariant

est aly = [%] + n mod 2.
De plus pour v # p, G(Q,) est quasi-déployé. Or n étant impair, il y a

donc deux maniéres d’étendre G(Q,) en une forme intérieure pure et on
choisit alors la manieére dont l'invariant vérifie a,, = 0 mod 2. De méme, il y

o
a deux manieres d’étendre G(Q,) = G(Q,,) en une forme intérieure pure et
on choisit alors 'unique maniere de sorte que aff + [%] +(n—1) =0 mod 2.
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Pour I on procéde de méme et en particulier on étend J;(Q,) en une
forme intérieure de sorte que a{) + [g] +n =0 mod 2.

Remarque 3.16. — On a aII) + af =al +a% =1 mod 2.

Etape 1 : Obtenir des contraintes sur dim Oyl Considérons une
représentation supercuspidale 7, dans IIL,(J, (Qp)). D’aprés [40, théo-
reme 5. 7] il existe une représentation automorphe Il de I (A) telle que
H = { et Hw0 est supercuspldale pour une place wg décomposée et que
ﬁp = 7, (Plus précisément H et 7, sont dans la méme classe d’équivalence
d’inertie ; pourtant, grace au lemme 3.15, il suffit de considérer une repré-
sentation dans chaque classe d’équivalence d’inertie. Nous pouvons donc
supposer que Hp = Tp). En particulier, le A-parameétre ¥ de II est simple
et on obtient son groupe centralisateur

1 _
SL =1Z/2.

Par la suite, on va essayer d’appliquer le corollaire 3.11 et la remarque 3.12
pour ¥. En prenant la partie II°P-isotypique de la suite spectrale (3.2) on
a une suite spectrale G(Qp,) x Wg,-équivariante (remarquons que comme

= f , la condition I, = 5 est une conséquence de la condition I =

(H)p)
E! = ker!(Q, G)

Z (Ethb(Qp) (Hg (M)a Hp)cusp)
e A(I)
1P =(T1)”

— (H!T(Sh, L¢)) [T1°°7).

p-cusp
Puisque le paquet II,,(J5(Qp)) ne contient que des représentations super-
cuspidales, le lemme 3.14 implique que

Ext}, q,) (H{(Mk,,Qu(n—1)),11,) = 0sit >0

et la suite spectrale ci-dessus dégénere en Fy. On obtient donc des isomor-
phismes :

(33) [|ker'(Q,G)

> (Homaq (ML), )
e A()
P =(T0)”
= (Hi(Sh. L)) . [I7].

D’autre part, la proposition 3.2 couplée avec la formule de Matsushima

p-cusp

pour la L2-cohomologie, généralisée par Borel et Casselman ([3]), nous
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donne une décomposition :

(34) HI7(Sh, Lo)pausp[l?] =[ker (@ &) S I, @ p(I1%).

L]
MMe A(G)¢
II,, supercuspidale
199 =[P

(35)  Hi(Sh, Le)peusp[lIP]=0 (i #n—1).

ou p(II*°) est une représentation continue de dimension finie de Gal(F'/F)

L] ()
et A(G)¢ est I'ensemble des représentations automorphes de G cohomolo-
giques pour &. De plus on a

(36)  dimp(I®) = 3 m(re ® %) dim H" ! (Lie G(R), K, e @ )

oll T varie dans le paquet cohomologique II¢)(G(R)).

Puisque & est de poids régulier et G(R) est le groupe de similitudes uni-
taires de signature (1,n—1), d’apres le corollaire VI.2.7 de [14], on en déduit
qu'il y a exactement n représentations m; (j € {1,...,n}) cohomologiques
pour . On a également :

(3.7) dim "} (Lie G(R), K, 7; ® €) = 1.

On en déduit que Ufrp , =0sii#n—1 de sorte que
P

Ky

Z (HOm-Jb(Qp) (Hg_l(M)’ Hp)p-cusp) - Z H;’ ® p((HI>OO)p
HeA) ' e A(G)
? =117

(H/)oc,pzﬁoo,p

. —1 T <7
En écrivant Homy, g, (H!'™' (M), Hp)cusp = Z H;®‘7Hp,ﬁ; ot IT}, par-
hd
P
court ’ensemble des classes d’équivalences de représentations supercuspi-
dales de G(Q,), 'égalité ci-dessus s’écrit sous la forme

(3.8) Z Z ﬁ; ® o, 1, | = Z H;) @ p((IT')>),
HE.A(NI) f[;)

e e A(G)

(H/)oo,p:ﬁoo,p

Or si Il € A(G) et (I')*® = II°?, on en déduit que IT, et ﬁp sont
dans le méme paquet, & savoir le paquet II,(G(Qy)). De méme on voit que
IT, € I, (Jo(Qp)). On en déduit que oyy g, =0 si I}, & TI,(G(Qp)).
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Or, le groupe centralisateur global Sh@ est Z/27, en particulier Sb@ ~

Z(U*)' o1 T est le groupe de Galois, U est le groupe unitaire noyau du

facteur de similitude de C.? et U. * est sa forme intérieure quasi-déployée.
On en déduit que Iy (I, 0,¢) = My (I, ) car la condition sur e disparait
(consulter la remarque 2.21 et la définition 2.22). D’apres le théoréme 2.23,
on voit que 5 X mp ® II°°7 est toujours une forme automorphe lorsque m,
varie dans I1,(J,(Qp)). L'égalité (3.8) se réécrit donc sous la forme

Z Z T, ® Oy, = Z m, ® p(m, ® ﬁoo,p)p.

mp €L, (J6(Qp)) W;enw(G(Qp)) ”;;EHtp(G(Qp))

En particulier pour m, € I1,,(G(Q,)) fixée, on a

Z Omp,my, = p(ﬂ—iln ® ﬁooﬁﬂ)p.
”penw(Jb(Qp))

D’apres le résultat de mtiltiplicité 1 (théoréeme 2.23 et proposition 2.27),
on voit que m(m; ® m, ® [I°F) est soit nulle soit égale a 1. Comme au-
dessus, le théoreme 2.23 implique que 7; ®7T]/D ®II°°P est toujours une forme
automorphe lorsque 7, varie dans IT,(G(Qy)) et i varie dans {1,...,n}.

Cela implique que dim p(7, @ [1°°?) = n. D’apres le corollaire 3.11 et la

remarque 3.12, on a alors

plm, O TP), = (ruogr,) @77
Autrement dit on a
(39) > omm=(uogr) @l T
mp €L, (J5(Qp))
Etape 2 : Ramener au probléme de comptage a Iinfini. — Fixons une

représentation m, € II,(J,(Q,)) et appliquons la proposition 2.30 pour I
et la représentation m,, on trouve un L-parametre global discret générique
2 dont le L-paquet contient une représentation automorphe I € A(I(A))
telle que

p et m, sont dans la méme classe d’équivalence d’inertie,

oo = 57
=TI’ des lors que (I)P = (IT')P.

o o | |

[ ]
[ ]
[ ]
De plus, grace au lemme 3.15, nous pouvons supposer ﬁp = Tp.
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En prenant la partie [I°*P-isotypique de la suite spectrale (3.2) on a :

By = ker'(Q,G)] (Exth, o, (M), mp),.0)

= (H.T(Sh, L¢)) [[1°°P]

p-cusp

Comme dans la premiére partie, le lemme 3.14 simplifie la suite spectrale,
on obtient donc 1’égalité

Z (HomJb(Qp) (H'Cn‘fl(./\/l), ﬁp)cusp) = Z Hp ® p(Hoo)p
MEA(I s
s neAQ)
oo P=ii>?
Or I = II des lors que (IT)? = (IT')?, 1'égalité au-dessus se récrit donc

sous la forme

Y A= Y mesmele),
71, €M, (G(Qy)) 71, €M, (G(Qy))

En prenant la partie [m]-
Ty @0, mr = m,@p(m, @I1°P),, et donc que dim p(m,®I1°°7) = dim ey,
D’aprés (3.6) et (3.7), on a dim p(m, @ II°*P) = 37" | m(m; @), @ II°P).

La formule de multiplicité (théoréme 2.23 et proposition 2.27) implique

isotypique, on en déduit en particulier que

alors que dim Oy, €St égale au nombre de représentations 7; telles que
m® 7T;; ® II°P est une forme automorphe. D’apres le théoréme 2.23 cela
équivaut a demander 1’égalité suivante :

(T, S00) poc 200 <7T]/)’SP>Q1/7ZU H (Mo, 80) gy =1, Vs € SEZ
VF#£00,p

Or £@7,®II°P étant une forme automorphe dans A(I(A)), on a 'égalité
suivante :

<ga500>goo,zoo Ty Sp) ou,z0 H (Mo, 80) 0,5 = 1, Vs € SEZ'

v#00,p

On en déduit que 7ri®7rj’g®ﬁ°°’p est une forme automorphe si et seulement
si

(3-10) (T35 800) goe 200 (M3 Sp) 0207 (€5 800) pocr2e (Mps Sp) 00z =1, VS € Sshr

Donc, afin de calculer la dimension des représentations galoisiennes, on
doit calculer les caracteres du groupe centralisateur a l'infini.
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Etape 3 : Calcul de caractéres a I'infini. — Considérons les L-paquets

ey (I(R)) et Te)(G(R)). Comme & est un L-parametre discret, on peut
écrire £" = 1y, & sous la forme £ = & D - B, ol les §; sont deux a
deux distincts. Le groupe centralisateur est donné par

n

= H ~[[z/2z).

i=1
Le groupe Z(G)T = {£1} est envoyé diagonalement dans SE.
o
Le L-paquet IT(¢)(G(R)) est constitué par n représentations 7; qui corres-
pondent a n caracteres 7, de SE dont la restriction sur Z(G)' est un carac-

tere de Z(G)! calculé en fonction de a% . De méme le L-paquet ey (I(R))
est constitué par la représentation 5 qui correspondent & un caractere T, ¢

de SE dont la restriction sur Z (G) est calculé par al . On va calculer les
n caracteres 7¢ - Tr, o i € {1,...,n}.
Remarque 3.17. — Puisque a$ + al, = 1mod 2, la restriction de ¢ Ty

sur Z(G)T est le caractére non trivial. On en déduit que pour tout i, on a
n
HTé.Tm(l,...,l, 1,1, 1) =7 (=1, —1) = 1.

Choisissons un L-parameétre supercuspidal ¢ de G(Qp) de sorte que
Nyux® = E, = Y1 @ Yy? avec dimyp]" =1 et dimvy* =n —1. On a

SngO( )= [[(z/2z) =

i=1 i=1
Fixons une représentation m, € IL;(J5(Q,)) et choisissons une représen-
tation m, € Il (G(Qp)) de sorte que le caractere o, -7,/ de S 5} est donné par

Try - T (—1,1) = —1 Trp  Try (1, —1) = 1.

En utilisant la méme construction que celle dans la proposition 2.29 (et
aussi le lemme 3.15), il existe, pour tout i fixé, un parameétre global discret
générique P (ig) de la forme ®(ig)™ = PT*(ig) B P52(ip) de sorte que
<I>?j (i) est un L-parametre global discret générique pour j = 1,2,
(®(0))oc = & et (7" (40)) 0 = &io>
(P (i0))p = 1" et (B3*(i0))p = 3,

Le morphisme canonlque

ey — S

est un isomorphisme.
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Détaillons maintenant les groupe centralisateurs ainsi que les morphismes
de localisation

2 2
= 1:[ ) H(Z/QZ) = S8 iy

Les morphismes de localisation Sg(;,) — Sy et Sg(;,) —> S¢ sont don-
nés par les formules ci-dessous

h b h h
Seioy 5 Seuy S¢
((ﬂl,.’ﬁg) l—)(fﬂl,(tg) ($1,$2) r—>(xg,...,x2,x1,:vg~~~x2)
i0—1 n—ig
Notation 3.18. — Si on a une représentation irréductible 7 de S’Eb ou de

Sh, on note 7 la représentation induite sur SED(Z.O) par les morphismes de
localisation.

Utilisons la proposition 2.30 et le lemme 3.15 pour I et la représenta-
tion 7, et le L-parametre ® (i), on trouve une représentation automorphe
(o) € () (1(A)) telle que

o ]-i-[(i())p =, (in)oe =&,
o II(ig) = II' des lors que (I1(3g))? = (IT')P.

En prenant la partie I1(ig)>P-isotypique de la suite spectrale (3.2) on a :

(3811) B = |ker (Q, )| (Exth,q,) (HAM), 7))

= (H[™9(Sh, L¢)) [TL(ig)>7]

Comme dans I'étape 2, on obtient 'égalité m), ® o7, « = m, @ p(m, ®
II(ig)>**), et donc dim p(), ® I(ig)>?) = dim Oy -

D’une part, I'égalité (3.9) couplée avec le fait que 1r, = 1" @ 1P5? avec
dim¢j" =1 et dim¢5? =n — 1 implique que dim oy, s € {O, 1,n—1,n}.

De plus dim p(, ® I(ig)>*?) = Y7 m(m @ ), ® I(ip)>>*). Comme
dans la fin de I'étape 2, la formule de multiplicité implique que dim Oy,

p-cusp

est égale au nombre de représentations 7; telles que 720 - 720 = Fio . 70

T g

Montrons que dim Oy, = 1. Supposons le contraire, il y a 3 pObblbﬂitéS.

Cas 1 : dimoy, s = 0. — Dans ce cas on a 7 - 70 # 70 - 7';0/ pour

Tp
tout ¢. La description des morphismes de localisation implique que pour
tout i € {1,...,n} on a

Tg.Tﬂ-i(l,...,l, -1,1,...,1)=1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



UN CAS PEL DE LA CONJECTURE DE KOTTWITZ 2295

En faisant varier ig, on en déduit que tous les ¢ T coincident, contra-
diction.

Cas 2 : dim Oy, = N — La description des morphismes de localisation
implique que pour tout i € {1,...,n} on a

7'5“'Tﬂi(la"'ala\_}_}l"'"l):_1.

Comme précédemment en faisant varier ig , on en déduit que les T¢ " Tr,
sont égaux pour tout i, contradiction.

Cas 3 : dim Oyt = M — 1. — La description des morphismes de lo-
calisation implique qu’il y a exactement n — 1 indices i € {1,...,n} tels
que

Q.HAL“.JK;blwuﬂ):fL
0

Comme 1ig est arbitraire, on en déduit que

e . o — (_1\(n=1)mn _
IIIIQ ﬂUQ,H,L\;/L”.J) (—1) 1.

io=1i=1 io

Or d’apres la remarque 3.17 et le fait que n est impair, on en déduit que

IIIIQ.ﬂ”@w”7L:i/LHW1)zllg.ﬁi_qw,w_n

io=1i=1 i

Ceci est une contradiction.

On en déduit que dim Or,m, = 1, autrement dit pour tout ig, il y a
exactement un indice i € {1,...,n} tel que
e T (1,001, =1,1,0..,1) = —1.

0

En utilisant la remarque 3.17, on vérifie aisément que les n caracteres

Tg+ Tr, de (Z/2Z)" avec i € {1,...,n} sont les caractéres \; ot
—1 sii=j
(3.12) AL, —1,..,1) =
~ 1 sil<i#j<n

Etape 4 : Fin de la démonstration.

LEMME 3.19. — I existe un paramétre global générique ¥ = (W”,@)
ou ¥ = W' BW¥)? avec W' des paramétres simples génériques de sorte
que
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(i) (@1")p = @7
(i) (¥5%)p = @3" &~ D).
(iii) Il y a une place ¢ de Q décomposée dans le corps quadratique ima-

ginaire F' telle que
(T =x1@ D Xny (T22)y = Xnyp1 ® - @ Xn

ou les x; sont non ramifiées et deux a deux distincts.
(iv) ¥ = €.

Démonstration. — On utilise la méme construction que celle dans la pro-
position 2.29. d

On fixe une représentation m, € I1,(J,(Q,)). Comme dans la démonstra-
tion de la proposition 2.30 (et aussi le lemme 3.15), il existe une représen-
tation automorphe II de I (A) dans le paquet Iy (]) de sorte que ﬁp =,
et Ilo = £ (mais ITP = I» n’implique pas forcément 11 = ﬁ)

Prenons la partie [II°°7] de la suite spectrale (3.2). Grace au lemme 3.14,
la suite spectrale dégénere, on obtient donc des isomorphismes

ker (@, G) Y (Homy,,) (HEA(M).IL,),,, ) @ (7]
e A(I)
P =117

= (HJ(Sh, L¢)) I°o7].

p-cusp [

En utilisant la formule de Matsushima couplée avec la proposition 3.2,
on en déduit que

(313) Y (HomJb(Qp) (Hg(M),ﬁp)Cusp>: Y 1L, @ (1),
fleA() MeA(Q)
TIP =I1P Hoo‘p:ﬁoo,zl

D’apres le calcul dans la section 2.2, on a

2 2
Se=[Joq,c) = [[z/2z) = s,
i=1 i=1
S, =[Jow c)=]][z/2z) = s,
=1 1=1

n n

Se. = [Jow,c)=]]z/2z) = 5}, .

1
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Les morphismes de localisation S¢ — S, et Sg¢ — Sy_ sont donnés
comme ci-dessous

g b
Sy, — S S, — Sy..
(5101,932) '—>($17$27---7$2) (5817332) '—>($1,~-;3717$27~~7$2)
%,1_/ N — N——
r— ni na

Si on a une représentation irréductible 7 de SEO ou de Sh%o, on note T la
représentation induite sur Sg par les morphismes de localisation.

Pour 1 < ¢ < r, on note 7; le caractere de 55, défini par la définition 3.1.

Le groupe Z(G)T = {#1} est envoyé¢ diagonalement dans SE,. Les repré-
sentations dans le paquet IL,(J,(Q,)) sont paramétrées par les éléments
I (voir section 2.3 et
exemple 2.1) et celles dans le paquet IL,(G(Q))) sont paramétrées par
les éléments de Irr(Si, Xa) ou x¢ est calculé en fonction de ag .

de Irr(SEp,XI) ou xs est calculé en fonction de a

Puisque les roles des 7; pour 1 < ¢ < r sont identiques, il suffit de montrer
Qe 0, m = 1 0 (P1) @ ||~ pour 7, Ty =71,

Choisissons m, € I1,(G(Qy)) de sorte que 7r, - Try = 71. D’apres (3.10)
et la description explicite des caracteres T¢ " Tr, dans (3.12), on en déduit
que dim Oyt = N1

Comme 1T est une représentation automorphe de I(A), on en déduit que

~ L]
m; @7, TP est une représentation automorphe de G(A) si et seulement si

T

~7T7T/p :77'5“77'71-1].
Puisque 7, - Try = T1, I’égalité ci-dessus équivaut a
Te Tm = T1.
D’apres l'étape 3, on a T¢ Tmy = Ai, donc m; ® 771’0 ® II°*P est une re-

présentation automorphe de C.?(A) si et seulement si A\; = 71. En utilisant
la description des morphismes de localisation ainsi que la définition de 7
(cf. définition 3.1) et de \; (cf. (3.12)), on voit que \; = 71 si et seulement si
i €{1,...,n1}. On en déduit que dim p(ﬂé@ﬁ‘x”p) = n1. Le corollaire 3.11
implique que

n—1

p(m, @II%P), =71y 0 (P1) @ |- .
Maintenant en prenant la partie [m,]-isotypique dans (3.13), on voit que

n—1
Yo oam@m =T, @, 0 (el @] |7
%penf(t]b(@p))
7p®@MP e A(I)
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1 — I n1 7 .
Comme dim oy, =ny = dimry, o (¢T1), on en déduit que

—1
Oy, =T © (A1) ® [ |77 O

4. Appendice

Dans cet appendice on démontre un analogue plus faible du Théoréme A
pour F* un corps totalement réel de degré impair strictement plus grand
que 1. Le principe de la démonstration repose sur ’étude des variétés de
Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor Sh”:J définies sur leur corps reflex

E = F ot F = KFT avec K un corps quadratique imaginaire et plus
particulierement sur la géométrie de la fibre spéciale en une place p inerte
L] L[]

dans F' d’'un modele Sh /o ot O est anneau des entiers de F,.

PROPOSITION 4.1. — Soit ¢ : Wy, — ([],cq GLn(C) x C*) x W,
un L-paramétre discret de G(Q)). Notons I1,(G(Q,)) et I1,(J,(Qp)) le L-
paquet (supercuspidal) respectivement de G(Q,) et de J,(Q)) correspon-
dant a p. Alors pour T, une représentation cuspidale dans I1,(G(Qj)) on a

(i) of o =0sii#n—L
(ii) Omp,my, = 0 si mp & My (J6(Qyp)),
(iii) dimor, - = dimHomg, (75 @ Tr,,7u 0 0F,) @ [+ |7

n=1
2
L] L]
Démonstration. — Soit D = (F, B,,V,(-|-), h,G) une donnée globale
de type PEL globalisant la donnée locale de sorte que Endp (V') est une al-
gebre simple qui est déployée en toutes places finies comme dans la proposi-

tion 3.13. Soit Sh la variété de Shimura associée, le groupe é(@p) =G(Qp)
est le groupe des similitudes unitaires quasi-déployé en n variables. En par-
ticulier Sh est de signature (1,n — 1),(0,n),...,(0,n) & Pinfini et Sh est
donc compacte.
On note M(Dq,, b) 'espace de Rapoport-Zink associé a la donnée locale.
Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I :== (I?)

le groupe réductif associé. On sait que I(R) est la forme compacte modulo
L]

le centre de é(R), que 1(Qp) = Jp(Qp) et que I(A%}) = G(A%). D’apres la

L]
proposition 1.29 il y a une suite spectrale G(Ay) x W, -équivariante :

(41) B =[ker'(Q,G)| Y (Ext3b<@p> (HE(M)aHp)cuSP)@?(H“”’)
HeA(D)
Hoo:g
—s (H' 4(Sh, L¢))

p-cusp
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Fixons une représentation m, € II,(J5(Q,)) et appliquons la proposi-
tion 2.30 (et aussi le lemme 3.15) pour I et la représentation m, ; on trouve
une représentation automorphe I € A(I(A)) telle que

o ﬁp:ﬂ—pv ﬁoozga
o IT =TI’ dés lors que (IT)P = (IT')P.

En utilisant le méme argument que dans 1’étape 2 de la démonstration

du théoréeme principal on en déduit que

dim p(m, @ I°P) = dim o, v,

ot p(m, @ I1°°P) est la partie [T, ® [1°°-P]-isotypique dans la cohomologie
de Sh.
D’autre part on a
n
dim p(m;, @ I*P) = Z m(m; ® T, ® 7).
i=1
La formule de multiplicité du théoreme 2.23 couplée avec la proposi-
tion 2.27 implique alors que m(m; ® 7T; ® I[1°°P ) est soit nulle soit égale a 1.
On en déduit donc que dim Oy, €5t égale au nombre de représentations
m; telle que T Ty =Tm, T Nous utilisons le calcul fait dans ’étape 3
de la démonstration du théoreme principal pour conclure. O

THEOREME 4.2. — Soit ¢ : Wy, — ([,cp GLn(C)xC*)xWg, un L-
parametre discret de G(Qp). Notons I1,(G(Q,)) et I1,(J,(Q,)) le L-paquet
(supercuspidal) respectivement de G(Q,,) et de J,(Q,) correspondant a ¢.
Alors pour m, une représentation cuspidale dans I1,(G(Q,)) on a

_n—1
Y. Omm=(ruovr) 8| T
mp €L, (J6(Qp))

Démonstration. — Soit D une donnée globale de type PEL globalisant la
donnée locale comme dans la proposition 3.13 de sorte que End g (V') est une
algebre a division qui est en toute place finie soit déployée, soit une algébre
a division. Soit Sh la variété associée, le groupe C.?(Qp) = GU"(n) est le
groupe de similitudes unitaires quasi-déployé en n variables. En particulier
Sh est de signature (1,n — 1),(0,n)---(0,n) & Uinfini et Sh est compacte
car Endp(V) est une algebre a division.

On note M(Dg,, b) 'espace de Rapoport-Zink associé a la donnée locale.

Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I? le
groupe réductif associé. On sait que I*(R) est la forme compacte modulo

le centre de C.}(R), que I?(Q,) = J5(Qp) et que I?(A%) = G(A%). D’apres
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L]
la proposition 1.29, il y a une suite spectrale G(Ay) x Wg, -équivariante

(12) By = ke’ @) Y (Bl (g, (HIM).TL),,,, ) © (I05)
EA(I?)
Hoc:é

= (H'"(Sh, L¢))

p-cusp
On choisit une représentation ¢ de dimension finie de I?(C). Soit TI(¢) le

L-paquet des représentations de séries discretes de G(R) cohomologiques
pour &.

Considérons une représentation supercuspidale 7, dans II,(G(Qy)).
D’apres [7], il existe une représentation automorphe I de G telle que
I, = 7, et U € II(§) et que IL,, est supercuspidale pour une place
wg inerte. On peut supposer de plus que pour toute place finie décomposée
v telle que End g (V') est une algebre a division, la composante II,, et JL(I1,)
soient supercuspidales, ot JL est I’application de Jacquet-Langlands.

Maintenant, en appliquant le cas (A) du théoréme 3.1.6 de [13] pour les

groupes de similitudes unitaires globaux G et I ¢’~ on obtient une représen-
tation automorphe II* de I? telle que (IT*),, = (II),, pour toute place finie
w#pet (IIM)e =&

En prenant la partie II°*P-isotypique de la suite spectrale (4.2), on a

Ey! = |ker' (Q, G)| Z <EXt.tJb(Qp) (Hg(M)’Hp)CuSP)
e A(I?)
P =(11*)”

= (H""9(Sh, L¢))

~ o
p-cusp [H ]

LEMME 4.3. — Soit II € A(I?) telle que II? = (I*)? alors II,, est dans
le paquet I1,(J5(Qp)).

Démonstration. — On pose Sy 'ensemble des places finies décomposées
telles que Endpg (V') est une algeébre & division et S = Sp U {wp} ot wy est
la place inerte qu’on fixée auparavant. On peut supposer que |Sp| > 2.

D’aprés la proposition 10.1.1 de [10], il existe un groupe de similitudes
unitaires global GU? tel que (GUl)v est quasi-déployé si v est décomposée
et (GU'), = (I?),, pour toute w ¢ S.

D’apres le cas (B) du théoréme 3.1.6 de [13], il existe une représentation
automorphe IT; de GU*(A) telle que (II;),, = II,, pour toute w ¢ S. On
obtient en particulier (II;), = II,,.
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Par le méme argument, on obtient un groupe de similitudes unitaires GU?
tel que (GU?), est quasi-déployé si v est décomposée et (GU?),, = (C.;)w
pour toute w ¢ S ainsi quune représentation automorphe Il de GU?(A)
satisfaisant (IIy), = I, pour toute w ¢ S. En particulier on a (Ily)p, =7
et (II2),, = (IIy),, pour presque toute w.

Puisque GU! et GU? sont des formes intérieures pures, le théoréme 2.23
implique que le L-parametre global ¥y de II; et le L-parametre global ¥y
de II, sont identiques. Comme (Il), = 7, est dans le paquet II,(G(Qy)),
on en déduit alors que la représentation (II), = II, est dans le paquet
1T (J6(Qp))- O

Puisque le paquet IL,(J,(Q,)) ne contient que des représentations super-
cuspidales, d’apres le lemme 4.3 on voit que II, est supercuspidale dés que
[P = (IT*)?. D’autre part, le lemme 3.14 implique que

Ext}, g,) (H!(Mu,, Qe(n —1)),11,) = 0

si t > 0. Donc la suite spectrale ci-dessus dégénére. On obtient donc des
isomorphismes :

(13) ' @G Y (Homy, ) (HiM), L), )

HeA(I?)
P =(I1*)?

= (H'(Sh, £e)) ., 7]

p-cusp [

D’autre part, la formule de Matsushima nous donne une décomposition :

(44)  H(Sh Lopewp = ket (@ G)] Y T p, (1),

.
MeA(G)e
IT,supercuspidale

o o
ou p;(II°°) est une représentation continue de dimension finie de Gal(F'/F)

et A(C.?)g est I’ensemble des représentations automorphes de C.? cohomolo-
giques pour £.

Puisque I'application 7, . est injective (voir proposition 2.10) et II,, est
supercuspidale, le méme argument que celui dans A.7.8 de [10] montre le
résultat suivant :

0 sii#n—1=dimSh

(ruowr)™ V@l 7" sii=n-—1.

pi(my, @ II°P) = {
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En comparant les égalités (4.3) et (4.4) avec le calcul de p;(m, @ I1°°7),
on en déduit que :

n— . a[(b(%p)
(45) Z (HomJb(Qp) (HC 1(M)’ Trp)cusp)
%penw(‘]b((@p))
ae(my) _n—1
= Y m@(uopr) & " @]

7 €11, (G(Qp))

oll aye(Tp) est la multiplicité de 5@ Tp @ I1°°? dans I’espace des formes
automorphes de I? et aé(wg,) est la multiplicité de m¢ @ 7, ® II°°P dans

I’espace des formes automorphes de é (d’apres le théoreme 3.1.7 de [13],
la multiplicité aé(w;)) ne dépend pas de m¢ € II(p)).

Pour T, la représentation supercuspidale dans IL,(G(Q,)) fixée, on a en
particulier 1’égalité :

ae (Tp) _n-1
Yo () = (ruopp,) & @77
”penw(Jb(@p))
De plus comme ¢ est un parametre discret et p est de signature (1,n—1),
(0,n),...,(0,n) on en déduit que (r,0pF,) est une représentation de dimen-

sion n et est une somme (sans multiplicité) des représentations irréductibles
deux & deux non isomorphes. D’autre part on a aé(%p) > 0 et d’apres la
proposition 4.1 on a pre(n¢,(Jh(Qp))) dimor, - =n, ce qui implique

n—1

Z Omymt, = (ruo<ppp)®\-|’ 7, O
7p €1, (J5(Qp))
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