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ETUDE DES COEFFICIENTS
DE FOURIER DES FONCTIONS DE L*(G)

par Aline BONAMI

Introduction.

Il a été établi depuis longtemps, par Riemann et Lebesgue,
que les coeflicients de Fourier d’une fonction 2=-périodique
intégrable tendent vers 0 a I'infini. Il était dés lors naturel de
s’attacher & déterminer la rapidité avec laquelle les coefficients
de Fourier d’une telle fonction tendent vers 0, suivant qu’elle
appartient & telle ou telle classe de fonctions intégrables. Deux
cas sont bien connus: pour que la fonction f appartienne a
L3(T), il est nécessaire et suffisant que Z|f(n)|? soit fini, si

f(n) désigne son niéme coefficient de Fourier :
A 1_ 27T —inz .
fn) =5 [ fl@)e da

par contre, il existe dans L!(T) des fonctions dont les coeffi-
cients de Fourier ont une décroissance arbitrairement lente.
Que peut-on dire de la décroissance des coefficients de Fourier
des fonctions de LX(T), 1 < p < 2? C’est 14 un probléme
classique, qui a été abordé de bien des maniéres ([10], cha-
pitre 12). Nous citerons a ce sujet deux théorémes, qui nous
serviront de modéle : dans son étude sur les séries lacunaires,
Banach a montré que, si t, désigne une suite lacunaire
d’entiers (lim t,.4[t, > 1), et s1 f appartient & LA(T), p > 1.
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la série 3 |f(t)|* est convergente; Hardy et Littlewood
k>0

d’autre part, comme conséquence de la théorie de I'interpo-
lation, ont montré que, si f appartient & LA(T), 1 < p < 2,
et si « < 1/2 —1/p, E|f(n)¥n)2* < .

Une maniére d’étudier la décroissance a l'infini des coeffi-
cients de Fourier des fonctions de LP(T) consiste & chercher
des suites )\(n) telles que, quel que soit f dans LA(T),
ZA(n)2f(n)|? soit fini: les théorémes cités donnent des
exemples de telles suites. Lorsque la suite A(n) est la fonction
caractéristique d’un ensemble E d’entiers, E est appelé,
suivant la terminologie de Rudin [6], ensemble A(q), ¢
désignant 'exposant conjugué de p. Soit, plus généralement,
G un groupe compact abélien, I' son dual. Notre but sera
d’étudier et de chercher les fonctions A(y) sur T' telles que,
pour tout f dans LP(G), Z|A(y)2|f(v)? soit fini. Nous utili-
serons tantt, comme Banach dans sa théorie des séries lacu-
naires, des méthodes combinatoires, tantét, comme Hardy et
Littlewood, des méthodes d’analyse fonctionnelle.

Aprés avoir, dans un premier chapitre, énoncé des conditions
nécessaires sur les suites A(y), nous donnons, dans le cha-
pitre 2, des exemples d’ensembles A(q) particuliers. Le prin-
cipal résultat de cette partie est une généralisation du théo-
réeme de Banach: soit ¢, une suite lacunaire d’entiers telle
que t,4; = 3t,. On appelle suite k-lacunaire associée a la
suite t, la suite 0, formée de tous les entiers qui s’écrivent
sous la forme + ¢, ¢, * - £ t,, OU M >Ny > -k >y
Alors, quelle que soit la fonction [ 2rn-périodique telle que

/:ﬁ]fI(Longlfl)"/2 dx < o, la série 3|f(0,)]? est convergente
(corollaire 4).
Nous étudions, dans le troisieme chapitre, les produits de

Riesz 1 -+ rcos t,x), t, étant une suite lacunaire telle que
) q

tar1 2 3t Soit &.(n) le nieme coefficient de Fourier d’un tel
produit de Riesz. Si la suite ¢, est suffisamment lacunaire,
nous montrons que XZ|€.(n)|?| f )2 est fini quel que soit f
dans LA(T) si et seulement st < p—1 (théoréme 9).
Nous considérons également les produits de Riesz dans

= {— 1, + 1}¥: soit (=, e,) la niéme fonction de Rade-
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macher, et p, la mesure définie par le produit de Riesz

L

H (1 + r(x, e,)). Nous montrons que p.*[ appartient a

n=1
L4D>) quel que soit f dans LP(D*) s1 et seulement si
(gq— Dr2 < p—1 (théoréme 3).

Dans le chapitre 4 nous généralisons aux suites k-lacunaires
une propriété bien connue des suites lacunaires: nous mon-
trons que toute série k-lacunaire qui converge sur un ensemble
de mesure positive est la série de Fourier d’une fonction de
L2(T) (corollaire 3).

Au moment d’achever ce mémoire, pulsque la tradition m’y
autorise, je me fais un plaisir d’exprimer ma reconnaissance
envers Messieurs A. Zygmund, J.-P. Kahane, et Y. Meyer.
Monsieur Yves Meyer m’a aidé a concevoir et a préciser ’objet
de mes recherches, et j’ai largement bénéficié de sa collabo-
ration confiante, continue, et particuliérement enrichissante.
Monsieur A. Zygmund en m’encourageant de ses conseils a
chacun de ses passages a Paris, Monsieur J.-P. Kahane en
servant de guide a I’évolution de mon travail, m’ont beaucoup
aidée et soutenue.

J’exprime aussi mes remerciements 3 Madame Dumas pour
la compétence et la complaisance qu’elle a apportées a la
frappe de mon manuscrit.






CHAPITRE 1

ENSEMBLES A(g) ET MULTIPLICATEURS DE gLr
DANS g1
CONDITIONS NECESSAIRES
POUR QU’UN ENSEMBLE SOIT A(q).

Soit G un groupe compact abélien, I' son dual, dont on
sait qu’il est discret. Nous cherchons les fonctions A(y) sur
I' telles que, pour toute fonction f appartenant & un certain
espace de Banach B de fonctions intégrables sur G,

Yép“(Y)lzlf(Y)lz soit fini.

Il est stirement fort difficile de caractériser ces fonctions
A(y), sauf lorsque ’espace B est L!(G) tout entier (ce sont
alors les fonctions de carré sommable), ou bien si I’espace B
est contenu dans L2(G) (toute fonction bornée convient alors).
Les espaces de fonctions considérés dans la suite correspondront
a des cas « intermédiaires ». Ce seront, suivant les cas:

— LPG), 1 < p < 2, P'espace des fonctions de puissance
idme

p'*™ intégrable;
— L(Log *L)*, « > 0, I’espace des fonctions f telles que

J1fl(Log *if)* da soit fini.

— I(F), ou 1< p<2 FcT, l'idéal fermé de L*(G)
formé des fonctions f telles que f(y) =0 si y n’appartient
pas a F.

Dans le premier cas, on dira encore que A(y) est un multi-
plicateur envoyant FL?(G) dans FL2(G), dans le second cas
un multiplicateur envoyant FL(Log*L)* dans FL%(G).

Si, pour groupe G, on considére le tore, les multiplicateurs
de FLr(G) dans FL2(G) sont particuliérement intéressants,
car ils permettent d’obtenir des multiplicateurs de FL?(G)
dans lui-méme : on sait que la suite A(n) est un multiplicateur
de JFLA(T) dans FL*T) s1 et seulement si, pour presque
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toute suite ¢(n), ¢(n) e {— 1, 1}, ¢(n)A(n) est un multiplica-
teur de FLA(T) dans lui-méme ([9], p. 215).

Ensembles A(q). — Un cas particulier du probléeme que
nous nous sommes posé est la recherche des ensembles E de
I' tels que, pour toute fonction f appartenant & I’espace de

Banach B, Y |f(y)]? soit fini. Considérons le cas ou B est
YEE

LA(G), 1 < p<2: si g est 'exposant conjugué de p,
3 + %— =1, on sait que les multiplicateurs de FL?(G) dans
FL2(G) et les multiplicateurs de FL2(G) dans FLIG) sont
les mémes ([9], p. 177). Un ensemble E posséde alors la
propriété cherchée si, et seulement si, toute E-fonction f

(fonction a spectre dans E, ou encore telle que f(-r) =0 s1
vyeE) de L%*G) est dans L4G). D’aprées le théoréme du
graphe fermé, il existe alors une constante A telle que, pour
toute fonction f dans L2(G), |fl, < A|fls. On reconnait ici
les ensembles A(q) de Rudin [6]

Suivant Rudin, un ensemble E dans I' est dit A(q) s’il
existe un nombre réel ¢' < ¢, et une constante A, telle que
pour tout E-polynéme f (polynéme a spectre dans E):
Ifly < Aglflye On montre alors qu’a tout r < g on peut
faire correspondre A, tel que pour tout E-polyndéme
f: Ifly < Alfl.. Citons deux propriétés élémentaires des
ensembles A(q) que nous utiliserons dans la suite, et qu’on
trouvera dans [6]:

— S1 E est un ensemble A(gq), alors E est A(q¢') quel
que soit ¢ < gq.

— Si g > 2, etsi E; et E;, sont A(q), 1l en est de méme
de E; uE,. Nous nous intéresserons d’ailleurs uniquement au
cas ou ¢ est supérieur a 2.

DériniTioN DE LA cONSTANTE A(q, E). — Soit E un
ensemble A(q), ¢ > 2. On appelle A(q, E) la plus petite
constante A telle que, pour tout E-polynéme f,

Ifly < Alfl..

A(q, E) est encore la norme de la fonction caractéristique de E
en tantque multiplicateur de FL*(G) dans FLIG).
La croissance de la constante A(q, E) avec ¢, lorsque E
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est A(g) pour tout ¢, donne une idée de la lacunarité de
Iensemble E dans TI'. Deux questions se posent naturelle-
ment : existe-t-il des ensembles A(g) pour tout ¢ tels que la
croissance de A(q, E) soit arbitrairement rapide? Nous prou-
verons l’existence de tels ensembles dans le dual I' d’un
groupe compact quelconque (chapitre 2). Existe-t-1 des
ensembles A(q) pour tout ¢ tels que la croissance de A(g, E)
soit lente? Un résultat classique de Rudin [6] montre que,

pour tout ensemble infini, A(g, E) croit au moins comme \/g.
On sait d’autre part que les ensembles de Sidon (ensembles E
tels que pour tout E-polynéme f: 2|f(y)] < Alfl.) donnent
I'exemple d’ensembles A(g) pour tout ¢ tels que A(q, E)

ait une croissance en \/q exactement. Nous montrerons qu’il
existe également, dans un groupe discret quelconque, des
ensembles E tels que A(g, E) ait une croissance en g¢*?2
exactement, k étant un entier positif.

En tous cas, la recherche d’ensembles A(q) semble plus
aisée que la recherche générale des fonctions A(y), étant lide
4 des problémes combinatoires: si ¢ est un entier pair, on
peut calculer les coefficients de Fourier de f%2 a partir de
ceux de f, et obtenir ainsi une expression explicite de |[f],.
Cet aspect combinatoire laisse espérer obtenir une caractéri-
sation des ensembles A(g), du moins pour certains groupes.

Description des groupes étudiés.

Nous nous intéresserons plus particuliérement aux cas ou
G est I'un des trois groupes suivants: T = R/2zZ, D~
produit dénombrable {— 1, 4 1} muni de la topologie
compacte produit des topologies discrétes sur {— 1, + 1},
T* produit d’une infinité dénombrable d’exemplaires du tore.
Ces trois groupes compacts admettent respectivement pour
dual Z, I’anneau des entiers relatifs, la somme directe ZZ(2),
ol Z(2) désigne les entiers modulo 2, la somme directe ZZ.
Décrivons briévement comment se font ces dualités: si 2
appartienta T,n a Z,(z,n) estencore égal & €. De méme,
sl 2= (Ty)mey appartient a D” e = ()2, ou ¢,e{0, 1},

appartient a XZZ(2), )" Enfin, s1 2 = (z,)2

n=1
n=1
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appartient & T, v = (v,)=, appartient & XZ, (z, v) = ¢ZW%,
Le dual de D*, 2Z(2), posséde une structure d’espace vectoriel
sur Z(2), P’addition étant celle dont il est muni en tant que
dual de D*. On notera par e, €5, ..., €, ... la base cano-
nique de XZ(2), formée des éléments dont toutes les coor-
données sont nulles, sauf une. La fonction (z, e,) sur D>
est encore la niéme fonction coordonnée, traditionnellement
appelée nieme fonction de Rademacher. De méme XZ est
un Z-module libre, et on notera f;, ..., f, ... sa base cano-
nique.

Relations entre ensembles A(q) dans ces groupes.

Montrons tout d’abord qu’un ensemble A(g) dans le dual
de D* peut étre transporté dans le dual de T> en restant
A(g). Plus précisément :

TutoriME 1. — On appelle respectivement e, et f, les
éléments des bases canoniques de TZ(2) et ZZ. Soit E un
ensemble A(q) dans ZZ(2), et soit F [Uensemble de XIZ
formé des éléments v = Ze,f; tels que ¢; soit égal a 0 ou 1,
et Zecie; appartienned E: F estalors A(q), et

A(g, F) < A(g, E).

On considére, parmi les fonctions continues sur T, I'idéal
fermé des fonctions a spectre dans X {0, 1} (ensemble formé
des Xgf; tels que ¢;e{0, 1}). Soit © quelconque dans
D>: la forme linéaire qui, & une fonction g de l'idéal,
g(z) = 2g(Te,fo)(z, Ze,f,), fait correspondre

Zé(zenfn)(w’ Zenen),

est une forme linéaire continue, de norme inférieure ou égale
a 1. Elle se prolonge donc en une forme linéaire continue sur
I’espace des fonctions continues sur T*, qui définit une mesure
po telle que uol < 1, et (u(Zef) = (0, Ze,e,).
Soit alors g une F-fonction: g(z) = Y g(Ze.f.)(x, Ze,fy).
) F

XenSn€
8= Vou * ((“'w * g), dOI.lc " g“q < "(J‘u) * g"q )
Elevons cette inégalité a la puissance q*™ et sommons
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sur D*:

lglg < f.o fi-

Or, d’aprés I’hypothése sur E, ce second membre est encore
) P yp ’

majoré par:
[Adg, EH"( 2 ‘§<zenfn)|2>q/2'

Yenen €E

2 é(zenfn)(x’ Esnfn)(co, anen) Ydo du.

N en€EE

Finalement :

lel, < Alg, E)lgle-

Remarque. — Nous avons énoncé le théoreme 1 dans le cas
de D®; mais visiblement D> peut étre remplacé par tout
groupe G compact abélien, le role de la suite e, étant tenu
par n’importe quelle suite y, dans I', dual de G, telle
que tout élément y de I' s’écrive d’au plus une maniére sous
la forme ZXZe,y,, e, {0, 1} (en particulier la suite 2", pour
les entiers, convient). Le théoréme 1 montre donc que le dual
de T= posséde « beaucoup » d’ensembles A(q).

Plus riche en applications, certainement, est le théoréme
sulvant, qui permet au contraire de trouver des ensembles
A(q) d’entiers a partir d’ensembles A(q) dans le dual de
T=, et que nous utiliserons au chapitre 3:

TutorimE 2. — Sotent t, et A, deux suites d’entiers. On
appelle F le sous-ensemble de ZZ formé des suites (v,)=,

telles que, pour tout n, |v,| < A,; F, le sous-ensemble de Z
formé des entiers s’écrivant sous la forme Zvit,, |v,| < A,
Sotent f et g deux polynémes sur T et T®, d spectre dans
F, et F respectivement, tels que f(Zv,t,) = &((va)2,). Alors,
st q est un entier pair, et st t, > (¢ + 1)A,t, pour tout n,
les normes de f et g, dans LYT) et LYT*®) respectivement,
sont égales. '

Posons ¢ = 2s, et calculons explicitement f|f[q dz = ||f]5:

Ifls=3_ fr) - £ () - f ().

r€F
Pyt oo +Tg=Tg4q+ "+ Tes

Si r appartient & F,, r = Zv;t,, on note 7= (v,)2, lélé-
ment correspondant de ZXZ. 1l suffit de montrer que
ri+ - +Fri=rgy + - + ry stet seulement si

F1+f2+ —-|—fs= ~:+1+ + f2s7
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ou, ce qui revient au méme, que Zv.t, = Zv;l,, si v, et v,
sont bornés en module par sA, si et seulement si v, =v,
pour tout n. Mais il est aisé de voir que cette derniére impli-
cation est une conséquence de ’hypotheése t,,; > (¢ + 1)At,.

Remarque. — Le théoréme 2 est encore valable s1 Z est
remplacé par un groupe discret quelconque T, ¢, par une
suite y, d’éléments de I' tels qu'un élément quelconque
vy de TI' s’écrive d’au plus une maniére sous la forme
ZvaYn |4 < sA,. Le théoréme 2 ne donne aucun résultat
dans le cas ou ¢ n’est pas un entier pair: la démonstration
combinatoire donnée ne s’applique évidemment pas. Le
résultat, pour ¢ quelconque, résulterait, s’il existait, d’un
théoréme d’interpolation pour les idéaux fermés I,(F) ana-
logue au théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin.

Citons le théoréme suivant, dd & Y. Meyer ([4] p. 563),
qui exige une condition plus forte sur la suite ¢, mais est
valable pour toute valeur de gq:

TrtorikME 3 (Y. Meyer). — Sous les hypothéses du théoréme 2,
si X(At.[tar1) est fini, il existe une constante K indépendante
de f et g telle que, pour tout gq,

1
1<q< 0,5 lel < Ifl, < Klgl,

Conditions nécessaires pour qu’un ensemble soit A(q).

Dans les cas particuliers o G est 'un des groupes T ou
D®, nous utiliserons une premiére méthode, valable également
pour les multiplicateurs de JFLP dans JL2, ou bien
FL(Log*tL)* dans JL2: si A(y) est un tel multiplicateur,
d’aprés le théoréme du graphe fermé il existe une constante A
telle que, pour tout polyndéme f:

SIA(y)Ef(¥)|2 < A2|f|2 dans le premier cas, des constantes
A et B telles que:

=mIF e < A ([ Ifl(LogHfl)* do+B) danslesecond.

Dés lors, on voit qu’on obtiendra des conditions nécessaires
par la considération de familles de fonctions particuliéres.
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Cas de T. — C’est le cas envisagé par Rudin dans [6]:
en prenant pour famille de fonctions les noyaux de Fejer, il
obtient des conditions portant sur les sommes Z|A(n)?
relatives aux entiers n d’une progression arithmétique.

TatoriME 4 (Rudin). — (1) Soit A(n) un multiplicateur
envoyant FLP(T) dans FL2(T); il existe une constante A
telle que, pour tout entier N, et pour toute progression arithmé-
tigue Vy de longueur N:

2 |;\<n)|2 < A2N2/4 (_1_ -+ _1;_ — 1>,
nEVN P q

(2) Soit A(n) un multiplicateur envoyant FL(Log*tL)* dans
FL2(T): il existe une constante A telle que, sous les mémes
hypotheses :

% [A(m)? < A2(log N)=.
neVn
(3) En particulier, st E est un ensemble A(q), (¢ > 2) il
existe une constante A telle que, sous les mémes hypothéses :

card (E n Vy) < AZN24,

Il suffit de calculer, s1 Ky est le Niéme noyau de Féjer,
|Knl, < NUs, [ |Ky|(Logt Ky)* do < B(Log N)*.

Rudin, dans [6], a montré que les conditions (1) et (3) sont
les meilleures possibles (N2 ne peut étre remplacé par N,
B < 2/q), tandis que nous montrerons au chapitre 2 que la
condition (2) est la meilleure possible, du moins si 2« est un
entier. Ces conditions, par contre, ne sont pas suffisantes.

On aimerait connaitre pour les ensembles A(g), comme dans
le cas des ensembles de Sidon, des conditions portant sur le
nombre d’éléments de I’ensemble contenus dans une maille
(une maille étant l’ensemble des entiers qui s’écrivent
o ny + agng 4+ -+ 4 ayny, ny, ne, ..., n, étant donnés, et
%1y %gy o..y @ tels que foo| 4 lag| 4 o0 o] < K, [3],
p- 146). Nous n’avons su trouver, dans cet ordre d’idées, qu'un
résultat qualitatif: si ¢, est une suite lacunaire, ¢,.; > 3t,,

un ensemble A(q) (¢ > 2) ne peut contenir tous les éléments
N

de la maille § X ¢t,, e, {— 1, 0, 1}t> pour N arbitraire-
i=1

ment grand. Il suffit, en effet, de considérer la famille de
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N

produits de Riesz Py(z) = H (1 4 cos t,z): 1l est aisé de
i=1

calculer |Py|; =1, [Px]2 = (3/2)™2. On ne peut avoir, pour

des valeurs de N arbitrairement grandes, (3/2)¥2 < A.

Nous donnerons plus loin des résultats quantitatifs, dans le

cas ol ¢ est un entier pair.

Remarque. — Les conditions nécessaires du théoréme 5
permettent de répondre négativement a la question suivante :
existe-t-11 des conditions de croissance sur la suite A, autres
que lim (A,1/%,) > 1, ayant pour conséquence que la suite
A, forme un ensemble A(q)? Si lLm (A /2,) > 1, la
suite A, est une suite de Hadamard, et constitue donc un
ensemble de Sidon, dont on sait qu’il est A(g) pour tout gq.
Mais il existe des suites croissantes A, telles que A, /%, tende
vers 1 en décroissant arbitrairement lentement, et contenant
des progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Ce ne sont donc pas des conditions de croissance a I'infini
qui permettront d’affirmer qu'un ensemble d’entiers est A(q)
sans é&tre un ensemble de Sidon, mais des conditions arithmé-
tiques de répartition.

Cas de D>. — Il a déja été étudié dans [1]. On prend, dans
ce cas, pour famille de fonctions les produits de Riesz de la

N
forme H (14+(z, v,)), Y. étant une suite d’éléments linéairement

n=1
indépendants de ZZ(2) : un tel produit admet pour transformée
de Fourier la fonction caractéristique du sous-espace vectoriel
de XZ(2) engendré par vy;, Ya, ..., yn. 1l est facile de calculer
sa norme dans L?(D*®), égale & 2%¢. On obtient alors, pour
un multiplicateur A(y), des conditions portant sur les sommes

Z|A(y)|? relatives aux éléments y d’un sous-espace vectoriel

de XZZ(2).

TutoriME b. — (1) Soit A(y) un multiplicateur de FLP(D*)
dans FL2(D*) de norme égale & A : alors, pour tout sous-espace
vectortel V de ZZ(2):

. 1 1
A 2 < A222/‘I dim V <—— + _— 1>.
2 M)l p g

YEV

(2) Soit A(y) un multiplicateur de FL(Logt L)* dans
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FL2(D>): ul existe une constante A telle que, pour tout sous-
espace vectoriel V de ZIZ(2):

3, A < A%(dim V)=

Tev

(3) En particulier, st E est un ensemble A(q), pour tout
sous-espace vectoriel V de TZ(2):

card (E n V) < [A(q, E)]222/ dim v,

La condition (3) pour qu’'un ensemble soit A(q) est-elle
suffisante? Elle est en tout cas moins forte, a priori, que la
condition que nous donnerons au théoréme 6. Toutefois nous
ne connaissons pas d’exemple d’ensembles satisfaisant & la
condition (3) et ne satisfaisant pas a la condition du théoréme 6.
Nous ne savons pas non plus si la condition (3) est la meilleure
possible.

Il n’est en tout cas pas suffisant de se limiter, dans (3), aux
conditions nécessaires relatives aux sous-espaces vectoriels
engendrés par les éléments de la base canonique de XZ(2):
Iensemble des éléments qui s’écrivent XZe.e,, ou ey, = 5,44
pour tout n, n’est évidemment pas A(4) puisqu’il contient
des sous-espaces vectoriels de dimension arbitrairement grande,
tout en ayant au plus 2%" V2 éléments dans tout sous-espace
vectoriel V engendré par des éléments de la base canonique.

Cas général. — Une méthode combinatoire permet, dans le
cas général, d’obtenir des conditions nécessaires pour qu’un
ensemble soit A(q) lorsque ¢ est un entier pair. Suivant
Rudin, si E est un sous-ensemble de I', s un entier positif,
vy un élément quelconque de T', onappelle r(E, y) le nombre
de décompositions de y en somme de s éléments de E,
chacune étant comptée un nombre de fois égal au nombre de
permutations avec répétition des s éléments de E.

TrtorkME 6. — St E est un ensemble A(2s) dans le groupe
discret T' (s entier positif) toute partie finie E' de E satisfait
a Uinégalité :

% (r(E, v)) < [A(2s, E)J** (card E')".

Yer

Il suffit de considérer la fonction f(z)= Y (z, v), et
Técrire que |fls, < A(25, E)|fl..






