Université Grenoble Alpes

ANNALES DE
LINSTITUT FOURIER

Christine HuYGHE & Nathalie WAcH
Interprétation cristalline de 'isomorphisme de Deligne-Illusie

Tome 73, n° 3 (2023), p. 1133-1201.

Article mis a disposition par ses auteurs selon les termes de la licence
CREATIVE COMMONS ATTRIBUTION — PAS DE MODIFICATION 3.0 FRANCE
[@)sv-no |

.4 Les Annales de [Institut Fourier sont membres du
» Centre Mersenne pour I'édition scientifique ouverte

>

e-ISSN : 1777-5310
MERSENNE


https://doi.org/10.5802/aif.3545
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/fr/
https://www.centre-mersenne.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
73, 3 (2023) 1133-1201

INTERPRETATION CRISTALLINE DE
L’ISOMORPHISME DE DELIGNE-ILLUSIE

par Christine HUYGHE & Nathalie WACH (*)

RESUME. — Soit k& un corps fini de caractéristique p > 0, W (k) I'anneau des
vecteurs de Witt de k, X un schéma lisse sur spec W (k) de dimension < p—1, Xo
la fibre spéciale de X. En 1987, Deligne et Illusie ont démontré la dégénérescence
de la suite spectrale de Hodge vers de Rham d’une fagon purement algébrique, en
construisant un quasi-isomorphisme dans la catégorie dérivée entre le complexe de
de Rham de X et un complexe & différentielles nulles. Concomitamment, Fontaine
et Messing ont construit un Frobenius divisé sur les complexes cristallins associés
a Xo. Nous montrons que ces deux morphismes de catégories dérivées sont com-
patibles. Comme application de cette compatibilité, nous donnons la structure du
p-module filtré mod p et celle du (¢, I')-module associé & la courbe de Drinfeld.

ABSTRACT. — Let k be a finite field of characteristic p > 0, W (k) the ring of
Witt vectors of k, X a smooth scheme over spec W (k) of dimension < p — 1 and
Xo the special fiber of X. In 1987, Deligne and Illusie proved the degeneration
of the spectral sequence “de Hodge vers de Rham” in a purely algebraic way, by
constructing a quasi-isomorphism at the level of derived categories between the de
Rham complex of Xy with a complex with O differentials. Simultaneously Fontaine
and Messing constructed a divided Frobenius map on the crystalline complexes
associated with Xo. We show that both morphisms of derived categories are com-
patible mod p > 0. We use this compatibility to compute the filtered p-module
mod p and the (¢, I')-module mod p associated to the Drinfeld Curve.

Introduction

Soient k un corps fini de caractéristique p > 0, W = W (k), S = spec W,
X un S-schéma propre et lisse sur S, et Xy sa fibre spéciale. Fontaine—
Messing ont construit en [10] un Frobenius divisé cristallin, construction
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généralisée par Breuil [4] dans le cas log-cristallin. D’autre part, pour mon-
trer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham, De-
ligne et Illusie ont construit une fleche mod p en [6] qui fait aussi intervenir
un Frobenius divisé. L’objet de cet article est de comparer la réduction
mod p du Frobenius divisé cristallin de Fontaine—Messing et la construc-
tion de Deligne—Illusie, ce qui répond & une question tout & fait naturelle.
L’intérét du calcul de Deligne—Illusie est qu’il est algorithmique. En ef-
fet, ce morphisme est défini explicitement comme une fleche des complexes
des modules des formes différentielles sur X vers un complexe de Cech
du complexe de de Rham de Xy, relatif a un recouvrement affine modulo
p?, sur lequel on dispose d’un relévement du Frobenius. Ceci nous permet
par exemple de calculer le p-module filtré mod p associé a la courbe de
Drinfeld, en complétant ainsi des résultats de Haastert—Jantzen [12] sur la
cohomologie cristalline de ces courbes. En nous appuyant sur leur calcul,
nous pouvons calculer, grace & une méthode due & Wach, le (¢, T')-module
mod p associé a cette courbe, ce qui est équivalent a la description comme
représentation galoisienne de la réduction mod p, de la cohomologie étale
de X & coefficients dans Q, (ot K est une cloture algébrique de K).

Voici le contenu de cet article. Nous donnons les notations dans la pre-
miere partie. Dans la deuxieme partie, nous rappelons les constructions cris-
tallines usuelles ainsi que la construction du Frobenius divisé de Fontaine—
Messing, précisée par Kato [15]. Dans la troisiéme partie, nous établissons le
théoreme de comparaison en comparant d’abord la construction de Deligne—
Mlusie et celle de Fontaine-Messing en degré k = 1. Dans ce cas, le calcul
du Frobenius cristallin se fait par descente cohomologique. La construction
de Deligne-Illusie est multiplicative a partir du cas k = 1. Le reste de la
démonstration consiste & observer que la construction du Frobenius divisé
cristallin est elle aussi multiplicative. C’est facile a faire sur un schéma muni
d’un relevement du Frobenius et pour obtenir le cas général on s’y raméne
par descente cohomologique. Nous pouvons alors déduire le cas de degré
quelconque < p — 2 du cas de degré k = 1. Dans la quatrieme partie nous
passons aux applications cohomologiques dans le cas ou X est projectif et
montrons que, aprés passage a la cohomologie, le morphisme de Deligne—
Tllusie coincide mod p avec le Frobenius divisé de Mazur. Dans la cinquieme
partie, nous appliquons le résultat précédent au calcul du Frobenius divisé
sur la cohomologie cristalline de la courbe de Drinfeld (théoreme 5.4). Nous
en déduisons le (p, I')-module associé.

Enoncons & présent les principaux résultats de cet article. Désignons
par X| le changement de base de X, par le morphisme de Frobenius de
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INTERPRETATION CRISTALLINE 1135

spec k — spec k, DRx, le complexe de de Rham de X, les faisceaux
cristallins sont définis en section 1. Le théoréme de comparaison 3.1 se
résume dans le fait que le diagramme suivant de faisceaux dans la catégorie
dérivée des faisceaux de O x-modules est commutatif

p—2 (k] [k+1] Peris
Di—o Ruxys Xé/SD/jXé/SO —= 02 Rux,« Ox,y /5,

can l/ can

ers 0k Al o<p—2lDRx,,

dont la fleche horizontale du haut est le Frobenius divisé cristallin, et celle
du bas est le morphisme de Deligne-Illusie.

Dans le cas ot X est projectif de dimension < p—2, et vérifie la condition
de Mazur (4.1), nous déduisons (théoréme 4.1) que le morphisme R"I'oc DI
est égal au Frobenius divisé de Mazur pour tout n < 2dim X :

n
R'ToDI =%y : P H""(Xg,92%,) = DRx,.
i=0

Les résultats précédents permettent de calculer explicitement le Frobe-
nius divisé sur la cohomologie de De Rham de plusieurs familles de courbes,
ce qui est une nouveauté. A part l’algorithme de Kedlaya pour les courbes
hyperelliptiques [16], en général les calculs explicites aboutissent a la ma-
trice de Cartier ou a la matrice de Hasse-Witt, qui sont des blocs de la
matrice que nous calculons.

Outre application aux courbes hyperelliptiques présentée dans [13] et
a de plus larges familles de courbes dans la these de Pierrot [18] et [19],
nous présentons ici le calcul du Frobenius divisé sur la cohomologie de De
Rham de la courbe de Drinfeld. Dans l'article [12], Haastert et Jantzen
exhibent une base adaptée a la filtration de Hodge du premier groupe de
cohomologie de De Rham de la courbe de Drinfeld et montrent comment
le Frobenius divisé échange les droites engendrées par les vecteurs de la
base, sans toutefois calculer les coefficients. L’application de Deligne—TIllusie
(cf. proposition 5.13) permet de calculer explicitement le Frobenius divisé
modulo p sur les vecteurs de la base de [12] et nous en profitons pour
étudier a travers quelques cas particuliers, les dimensions possibles des
espaces stables.

Le fait que notre résultat de comparaison soit valable en toute dimension
laisse penser que 1’on doit pouvoir 'utiliser pour calculer explicitement le
Frobenius divisé sur la cohomologie cristalline d’hypersurfaces, dont on
parvient & calculer la cohomologie de de Rham & la Cech mod. p > 0.

TOME 73 (2023), FASCICULE 3



1136 Christine HUYGHE & Nathalie WACH

Remerciements

Nous tenons a remercier, pour avoir répondu avec gentillesse et préci-
sion a nos questions concernant ce sujet : Christophe Breuil, Luc Illusie
et Arthur Ogus. Nous remercions aussi Michel Gros de nous avoir signalé
Particle de Haastert—Jantzen [12], ainsi que Pierre Berthelot et Bernard le
Stum pour l'intérét qu’ils ont manifesté pour ce travail. Nous remercions
aussi le rapporteur de cet article pour ses remarques constructives.

1. Notations

Rappelons que p est un nombre premier différent de 2, k est un corps
fini de caractéristique p > 0. Nous noterons W = W(k), W,, = W/p"W,
S = spec W, Sy = spec k, S, = spec W, ;1. Dans ce texte, X est un
schéma lisse sur S, dont la fibre spéciale est Xj.

Pour tout S-schéma Y, Y, sera le schéma Y,, = specS,, xg Y.

Etant donné une immersion fermée o, X, = Y, de X,, dans un S,,-
schéma lisse Y;,, nous noterons P(Y;,) I'enveloppe & puissances divisées de
I'idéal de cette immersion, Jy, le faisceau de PD-idéaux de P(Y,,) et Py, le
spectre de P(Y,,). Le faisceaux d’algebres P(Y},) est filtrée par les puissances
divisées du faisceau d’idéaux Jy,, : J)[,i] est I'idéal engendré par les éléments
arg‘“] e x[ra'”] tels que les entiers naturels a; vérifient aqy +---+ a, > k. En
particulier, on a I'égalité Jy, = J}Li]. On omettra le Y,, en indice quand le
contexte sera clair.

Nous serons amenés & considérer dans la suite les sites cristallins X, /S,
(ou X,,/Sy), dont on notera Ox,, g, le faisceau structural, défini par

OXn/Sn (T) = OTa
si U < T est un épaississement de U, c’est-a-dire une immersion fermée
définie par un idéal a puissances divisées (PD-idéal) Jy = Ker(Or — Op).
Ces idéaux forment le faisceau de PD-idéaux Jx, /s, . On notera J. )[(k ] /s

le k-iéme terme de la filtration PD-adique décrite ci-dessous et on notera
ux, la projection sur le site zariskien

(Xn/sn)cris — (Xn/sn)Zar~

La lettre grecque o désignera a la fois le Frobenius sur k, et aussi son
relevé sur W ou W,, pour tout n > 0. Si Y; est un k-schéma, Fy, sera le
Frobenius absolu sur Yy,

/
YO =Yy Xspec k SPec k7

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 1137

le changement de base par le Frobenius sur k, et F' sera le Frobenius relatif
habituel : Yy — Y. De fagon abusive, nous noterons aussi F' le morphisme
induit par F : F’loyo/ — Oy,. En général, si Y,, est un schéma sur Sy, Y,
sera le produit fibré par le morphisme o :

Yé = Yn XS, Sn

Un relévement du Frobenius sur Y, (resp. sur Y un S-schéma) sera la
donnée d’un morphisme encore noté F de S,-schémas (resp. S-schémas),
dont la réduction modulo p est le Frobenius relatif F' : Y, — Y.

Si £ est un faisceau de W, +1-modules libres sur un S,,-schéma, on notera
my, (resp. m;l) I'isomorphisme de multiplication par p, m, : £/p"E = p-€,
(resp. son isomorphisme inverse). Si v est un morphisme de faisceaux W, ;-
linéaire : £ — F, le diagramme suivant est bien entendu commutatif

E/pr€ ——>p-&,
iu O lu

1 — —1
ou—uomp .

ce qui revient a dire que m,,

SiY est un S-schéma (resp. S,-schéma), on notera Aby la catégorie des
faisceaux de groupes abéliens pour la topologie Zariski sur Y et D°(Aby) la
catégorie dérivée des complexes a cohomologie bornée des faisceaux de Aby .
On notera aussi D?(Oy) la catégorie dérivée des complexes & cohomologie
bornée des faisceaux de Oy -modules cohérents.

Les conventions pour les complexes (indexés par Z) sont les suivantes :
si K* est un complexe de modules, et a € Z, alors (K*[a])? = K7t Le

tronqué cohomologique o<, K* est le complexe :
o> Ky1 > Ky — Ker(dg41) = 00

Soient maintenant K** un bi-complexe de modules tel que K% = 0
si i < ip et 7 < jo pour un certain couple (4o, jo), et dont les diffé-
rentielles horizontales et verticales sont notées respectivement d’' et d”.
Alors le complexe simple associé sera noté [K*°] et a pour terme géné-
ral [K**]," = K" = Dirjmn K%J et pour différentielle pour x € K%/,
d(z) = d'(x) + (—1)d"(z).

Soient (K73,d1),...,(K;,di) k complexes de A-modules libres ou A est
un anneau commutatif, alors on notera

Ky ®% - ok K}

TOME 73 (2023), FASCICULE 3



1138 Christine HUYGHE & Nathalie WACH

le complexe de n-iéme terme général
@ K" ®a-®a K.F,
ar1+--Fap=n

dont la différentielle est donnée pour z; € Ki*, ...,z € K;* par
dz1®@ - Qag) =di(21) @220 @ap + (—1)" 21 @da(22) ® - @ g,

k-1
+ (_1)(Zi:1 ai)$1 RTa® - Q@ Tp—1 ® di(xk).

2. Rappel de la construction du Frobenius divisé cristallin

Cette application a été définie par Fontaine-Messing [10], et nous uti-
liserons la version qu’en donne Kato au niveau des résolutions [15, 1 du
chapitre I], ce qui donnera donc le calcul du Frobenius divisé sur la coho-
mologie cristalline.

2.1. Réalisations cristallines

Les résultats de cette partie sont des conséquences faciles des résultats
des chapitres 5 et 6 du livre de Berthelot—Ogus [3]. Dans cette partie X,
désigne un schéma lisse quelconque sur .S,,. On se donne deux S,-schémas
lisses Y,, et Z,,, ainsi que des plongements o, : X,, <= Y,,, Bn : X;, — Z,, un
Sp-morphisme h : Z, — Y, tels que le diagramme suivant de S,,-schémas
soit commutatif

(2.1)

Yo,

Des plongements a, et 3,, on déduit des plongements «a,, : X, < Y, et
Bnt + X, < Z,» pour tout entier n’ < n.

DEFINITION 2.1. — On appelle réalisation (sur Y,) de Rux,.Ox, s,
tout complexe de D°(Aby, ) qui est quasi-isomorphe & Rux,.Ox, /s, .

On remarquera que ces faisceaux en groupes abéliens sur Y,, sont a sup-
port sur X, car c’est le cas des faisceaux de PD-enveloppes P(Y,,). Consi-

dérons la réalisation de Rux,«Ox, s, suivante
0 Ey, : 0= P(Ya) = P(Ya) ®oy, O,
' — = P(Y,) ®oy, QF —0,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 1139

dont la différentielle est obtenue & partir du fait que d(z[®) = zle=dz
pour toute section locale & du faisceau d’idéaux a puissances divisées J de
P(Y;,). On obtient ainsi un quasi-isomorphisme can : Rux, .Ox, /s, — &y, .
Remarquons que £x, est le complexe de de Rham DRx, .

On a une fleche canonique h*Ey, — &z, , donnée par les morphismes
canoniques h*QY — QF et h*P(Y,) = P(Zy,). Dans D"(Aby, ) on dispose
d’un quasi-isomorphisme de complexes can : Rux, «J- )[(k] /Sn = E[;fi, ou Eg’;j

est le complexe de faisceaux Zariski sur X,,,
03 L0 gk 5 ghgs, ol
. = JE N ge, Q= o0.

De méme que précédemment, la donnée de ces complexes est fonctorielle
en le plongement X,, — Y,,.
Nous noterons de plus /\/l[;fi le quotient a support dans X,
M =l e,
c’est-a-dire le complexe
M0 — gy gt o g1 g o0 al,
(24) n n n
I j[k*N]/j[k*NH] R0y, Q% 0.

Remarquons que d’apres 5.2 de [3]

(2.5) Oxn/sn/];l(n/sn =ix,/5,+0x,

Le lemme suivant donne une résolution du faisceau
k k .
Rux,.J. )[(7]1 /5. /T )[(,j_/ls]n (section 1).

LEMME 2.2. — Pour tout entier k, il existe un quasi-isomorphisme de

complexes

can : RUJX,L/S”*(j)[(ki/sn/j)[fj/lsln) :>M[Y’“ci

Démonstration. — Ce résultat provient du chapitre 6 de [3], et plus par-
ticuliérement du lemme de Poincaré filtré cristallin. Introduisons le faisceau
linéarisé filtré de loc. cit.

FFL(Q3, ) = TFA(P(Ya) ®oy, P(Ya) ®oy, OF,).

On se reportera a loc. cit. pour voir que ces faisceaux définissent des fais-
ceaux sur (X,,/Sy )eris, acycliques pour le foncteur uy, . et vérifient

ux,«(F*L(QY,)) = T D @0, 0F, .

TOME 73 (2023), FASCICULE 3
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De plus, par le lemme de Poincaré filtré cristallin, on a un quasi-iso-
morphisme de faisceaux sur (X,,/Sn)cris

k k L]
) s~ FRL(O,).
En appliquant la longue suite exacte de cohomologie, on trouve que les

faisceaux FFL(QY )/FFL(Q] ) sont acycliques pour le foncteur ux, .,
de sorte que I'on a une résolution acyclique dans (X,,/Sy)eris

k k+1 . . . .
T o )T~ ROy, )/ FPHL(93,).

On a de plus,
ux, . (FFL(QY, )/FF L, ) o ux, (FEL(QY, ) fux,«(FFTTL(QY, )
~ j[k*q]/j[kJrl*q] @0, .

n

On calcule donc
k k . .
Rux, (7)o JTEHE ) = ux, o (FEL(Q3, )/ FFL(Q3,,))

ce qui donne I’énoncé voulu. O

11 suit de la proposition 1.5.3 de [2] que les complexes &y, , /\/l[;fj, (resp.

Ey,j) sont & termes plats sur W,,, ce qui implique le lemme suivant qui sera
surtout utile dans le cas n’ = 0.

LEMME 2.3. — Soit n’ < n, alors
Wn/ ®IV‘VH gYn =~ EYn/
W, ®%;V M%’Z]L ~ Mg’fll (resp. pour Lg]fi)

2.2. Cas particuliers

On se donne une immersion fermée aq : X7 < Y7, ou Y7 est un Sq-schéma
lisse, définie par un faiceau d’idéaux Lq, 1 : X7 — Z; une immersion
fermée de X7 dans un Si-schéma lisse Z7, donnée par un faisceau d’idéaux
M3, h un morphisme de Si-schémas : Z; — Y7 tel que ho 31 = a3 (comme
a la section 2.1 pour n = 1). Par changement de base, on a une immersion
fermée ag : Xg — Yj, donnée par le faisceau d’idéaux Lo = Lq/pL; (resp.
Xo — Zp, donnée par le faisceau d’idéaux My). On note aussi P(Y7) la PD-
enveloppe de l'idéal Li, et Jy, le faisceau de PD-idéaux de cette algebre
(resp. Jz, le faisceau de PD-idéaux de P(Z7)).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 1141

On suppose de plus qu’il existe une section s, au morphisme canonique
Oy, = a1.0x,. Cette section s, : a1.0x, — Oy, permet de munir l'al-
gebre P(Y7) d’'une structure de aq,.Ox,-module.

PROPOSITION 2.4. — Soit i € {0,1}.

(1) Le complexe Mg] (2.4) est a cohomologie en degrés 0 et 1 et est
donné par :

Mg}l] : 0%.7}/,;/‘.73[5] HQ;Q%’,; — 0.

(2) On a un quasi-isomorphisme canonique de complexes : h*Mg}] —
1
MY
(3) Quand Y; = X;, on obtient M[)l(]z ~ Q% [-1].

Remarque. — La différentielle du complexe F*Mg}g est O Xé—linéaire de
sorte que ce complexe est un complexe de O X, -modules.

Démonstration. — Pour la démonstration, nous fixons i = 1, le cas i = 0
étant identique. Le (1) est une simple réécriture de (2.4) puisque J* = Oy,
si k < 0 et que, comme l'immersion fermée a7 : X7 < Y; est réguliere, on
dispose d’apres [2, proposition 1.5.3] d’un isomorphisme de faisceaux de
Oy, -algebres

Oy, /L1 = Py, /Ty, -
Le (2) provient de la fonctorialité des résolutions ﬂ;: ] déja rappelées au dé-
but de la section 2.1, qui fournit des quasi-isomorphismes de complexes ([1,
V, corollaire 2.3.5]). L’application induite entre h*/\/l%] et M[le provient
des morphismes canoniques h*Jy, = Jz,, resp. h*Q%,1 — lel et induit
un quasi-isomorphisme de complexes puisque ces deux complexes sont une
e 2

réalisation sur Y; et Z; de Ruxl*(le/Sl/j)[(l]/Sl)' O

Soient d; le morphisme canonique L;/L7 — ;€. On a alors la

PROPOSITION 2.5. — Sous les hypothéses ci-dessus et pour i € {0, 1},

(1) Ie complexe Mg}] est quasi-isomorphe au complexe
0— L;/I2 % o Qy. — 0.

(2) On dispose d’un quasi-isomorphisme canonique de complexes :

0 L;/L? @l ——0

_—

TOME 73 (2023), FASCICULE 3
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Démonstration. — La démonstration est donnée pour ¢ =1, le cas i =0
étant identique. On commence par (1). Grice au lemme précédent, il suffit
de montrer que les fleches canoniques qui suivent sont des isomorphismes

Li/L? = Jy, | T2

Cette question est locale sur X;. Comme a7 est une immersion fermée de
schémas lisses, cette immersion est réguliére et on peut de nouveau utiliser
la proposition 1.5.3 de [2]. Soit W un ouvert affine de Y7 tel que 71,...,7,
soit une suite réguliere de générateurs de L(W). Alors, d’apres loc. cit., et
en utilisant la structure de a1,.Ox, donné par la section s,

T [TE W) = P a1.0x, (W),
k=1
~ Li(W)/Li(W)?,

ce qui donne le (1). Le (2) est une simple reformulation du lemme précé-
dent. O

Dans la suite, nous appliquerons le résultat précédent aux immersions
diagonales X7 — X3 xg, - Xg, X1, puisque les surjections canoniques
Ox, ®w, - - ®w, Ox, — Ox, possedent des sections. Considérons en par-
ticulier oy : X7 — X; x X; limmersion diagonale et la section s, du
morphisme Ox, ®w, Ox, — a1.0x, donnée par s.(b) =1 b.

PROPOSITION 2.6. — Soit 7 € {0,1},
(1) Le complexe ./\/l[)l(]L est quasi-isomorphe a QY [—1].

(2) le complexe /\/l[)g>< x, est quasi-isomorphe au complexe de Ox;-
modules

0—Qk, = i, .x, =0,
dont la différentielle d; est donnée localement, pour b, c € Ox,, par

di(b-dc)=b-(1®dc—de®1).

Démonstration. — Il s’agit d’une simple application de la proposi-
tion 2.5. Avec les notations de cette proposition, dans le cas (1), L; = 0.
Dans le cas (2), L;/L? = Q&i, et la description de la différentielle résulte
alors de la proposition 2.5. O

Remarque. — Le quasi-isomorphisme de la proposition 2.5 entre les deux
complexes de la proposition est donné par le quotient par 1’idéal diagonal
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. . *O1 1 . .
Lx,;xx, et le morphisme canonique aj Q. . v, = Q%,. Le diagramme sui-
vant décrit ce quasi—isomorphisme de complexes

0 Q%{ QX xx; —0
0 00—~ 0L 0.

2.3. Définition du Frobenius divisé pour k < p—2

On considére k < p — 2, et on se place sous les hypotheses de 1. En
particulier, on travaille avec un schéma X lisse sur S. Le Frobenius divisé
de Fontaine-Messing [10] induit par passage & la cohomologie un Frobenius
divisé noté

Bk Ruxpedi) 60/ Txer g0 = RuxoeOx, sy

Comme précédemment, on suppose donné «, une immersion fermée
X, — Y, de X,, dans un S,-schéma lisse. On suppose ici de plus que
Y,, est muni d’un relévement du Frobenius F' : Y,, — Y,/ comme en 1. On
note encore F' 'application induite F’l(Qyn( — Oy, resp. F' lapplication
induite F~1Q} = Ql

Rappelons les deﬁmtlons de Fontaine—Messing et de Kato du Frobenius
divisé. On reprend les notations de la section 2.1.

2.3.1. Frobenius divisé cristallin en degré 0

En degré 0, il suffit de se donner un plongement Xo — Yy dans un
So-schéma lisse. Pour k& = 0, le complexe MU Y est réduit en degré 0, et
est quasi-isomorphe a O x;- Le morphisme de Frobenius : F _1Oy0/ — Oy,
induit un morphisme F~'P(Yy) — P(Yo), qui envoie le PD-idéal Jy; sur
0, si bien que ce morphisme induit un morphisme <I>( F~10 x5 = P(Yo)
(puisque P(Yy)/Jy; ~ Ox;). En degré 0, le morphlsme de Frobenius divisé

2 M[Qj, — &y,

est alors donné par (I)i?())' Cette définition ne dépend pas du choix de Yp,
par un argument standard qui consiste & considérer les produits cartésiens
de deux plongements lisses Y, et Zy. En particulier, pour calculer q)go), on
peut prendre Yy = X et on voit que fI)gO) correspond au morphisme de

complexes Ox; — DRx,.
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2.3.2. Frobenius divisé cristallin en degré supérieur a 1

LEMME 2.7. — Sil < k<p-—1, alorson a

(E[k]) C préy,
Démonstration. — L’argument est dii a Fontaine-Messing. Soient r un
entier positif, tel que r < p—1 et v’ > r. Alors on dispose du

LEMME 2.8. — pl"'l € p"Z.

Comme 7 < p — 1, le lemme est trivial si 7/ = r car pl"l est alors de
valuation p-adique égale & r. On suppose dans la suite que 7’ > r + 1. Soit
P(n) la somme des chiffres de ’entier n en base p, de sorte que la valuation
p-adique vp(pl™']) est égale a ' — (' — P(1'))/(p — 1). Alors on a

ce qui montre le lemme. Soit z € Jy., alors F(x) = 2P + pu avec u € Oy,
et donc F(x) = p((p — 1)!zP! + u) € pOy,, et

Fl"ly = pll((p— 1)1zl +u)" € proy.,

d’apres le lemme. De plus, si y € Oy, et si on pose F(y) = y* + p,
alors d(F(y)) = p((p — 1)y~ dy + dv) € pQy, . On en déduit I'inclusion
F(QY,) C p?QY. . On voit ainsi que si k < p — 1,

(Jk qu ) C p*ey,,

ce qui donne I’assertion. O

Soit n > k, on peut donc définir 'application de Frobenius divisé au ni-
veau des résolutions comme le fait Kato [15, chapter I, 1] en constatant qu’il
existe une unique application ®;, faisant commuter le diagramme suivant

Dy,

C[Yl'cl -Flkf:ifn_;C
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Si n = k, on remarque que @k(pﬁ[k]) = 0, de sorte que le morphisme @,

passe au quotient en un morphisme
oy, : E[k] — F.Ey,.

L[k‘f‘l])

Et comme & ( = 0, ce morphisme passe au quotient en un mor-

phisme noté
(2.6) o : MY} — Ry,

Ces applications sont indépendantes du choix de deux plongements lisses,
Y7 et Yo, tels que Y7 soit muni d’un relévement du Frobenius relatif F; (resp.
Fy sur Y3). Pour voir cela, on utilise un argument standard qui consiste a
considérer le plongement de X dans le produit Y7 x g, Yo muni du Frobenius
relatif F; x Fy.

Pour un schéma X lisse sur S quelconque, on construit I'application de

Frobenius divisé @gk)

en utilisant un argument de descente cohomologique
qui sera détaillé en section 3. Ces applications @ék) induisent les morphismes

de Fontaine-Messing dans D°(O x;)

k [k+1]
(2.7) o\ Rux;. Jy )15/ T X,/S — RuxxOx, /s, -
Posons P = i;g ‘I)'(:]:i)y on dispose ainsi d'un morphisme dans D?(O X(/))
k+1]
(2.8) Dy - @RUX/* X/ /So/ [ 75 — RUXU*OXO/SO-

2.4. Compatibilité du Frobenius divisé aux produits
2.4.1. Structures multiplicatives

Soient a,, une immersion fermée de S,,-schémas lisses X,, — Y,,, P(Y},) la
PD enveloppe du faisceau d’idéaux définissant I'immersion «,, A,, I'immer-
sion fermée : X,, — specP(Y,,), J le PD-idéal du faisceau de PD-algebres
P(Yy,). Par construction on a une surjection canonique s, : AZP(Y,) —
Ox, . On dispose aussi de morphismes canoniques ¢, : afLQ@” — QlX (on
notera plus simplement ¢ = ¢;).

Notons aussi

Q) =P(Y,) Qoy, U et TMQL = TM 00, O}

On dispose de morphismes de réduction red : Q%, — an*Qan définis par
red(1 ®n) = ¢(n) pour n une section locale de €.
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Nous nous référons 1a encore & [15, chapitre 1,2]. Avec les notations de la
section 2.1, les complexes £y, sont des faisceaux de Z-algebres différentielles
graduées, abrégées adg dans la suite. On dispose en effet d’un accouplement

Ey, ®% &y, = &y,

vérifiant les axiomes usuels des anneaux. Il revient au méme d’observer que
N
i
Ey, =P P) @0y, 4,
i=0

est un anneau unitaire gradué avec comme unité 1 € P(Y,,) en degré 0
pour laccouplement suivant : soient a ® w; € P(Y,) ® Q%,n et b @uwy €
P(Y,) ® QY , on définit

(a®@w;) - (bR wy) =abw; Awy.
La relation classique
d(a@w) A bR wy)) =dla®@w) AbRwy)+ (—1)(a®w) Adb®wy),

donne la structure de faisceaux d’algebres différentielles graduées sur £y, .
Comme
JiiGy, - g0y, g,

le complexe z:[{;}l est une adg, non unitaire, et un sous-module différentiel
gradué de &y, , correspondant au module gradué

N
LY =" 10,
i=0

D’autre part, le choix de signe pour les différentielles du complexe produit
tensoriel dérivé détaillé en section 1 est fait pour que Prod s’étende en un
morphisme de complexes

Prod : &y, ®% e @IZJ &y, — &y, ,resp. Prod: Eg] ®% e ®% ﬁg] — ﬁglf]
LEMME 2.9.

(1) Le morphisme F induit un endomorphisme d’anneaux unitaires de
Ey, , et donc un endomorphisme de 'adg Ey, .
(2) Soit n > k, le diagramme suivant est commutatif

ore
P ek e Ll —Fey,  wf - ok Ry,

Prod Prod

¥ F.&y._,,
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oti Prod est I’application produit, suivie de I’application canonique
F*SYn—l — F*gYn,k
(3) Le diagramme suivant est commutatif

O]
MYl L - ok M[” F.Ey, ©F --- @% F.&,
lProd Prod
k)
M : F.Ey,.

Démonstration. — Par la propriété universelle de 1'algeébre des algebres
a puissances divisées, F' induit un morphisme de PD-algebres :

P(Y,) — F.P(Yy,).

D’autre part, le morphisme F induit un morphisme gradué entre les al-
gebres extérieures

N N
Do, - £ Do,
de sorte que F' induit un morphlsme d’algebres différentielles graduees
Ey: — Fi&y, . De fagon précise, si w; = a®@uw; € QY, et wy = bQuy € QF g
F(@;-wi) = F(a)F(b)F(w;) A\ F(wy)
= F(@;) A F(@yr).
Ceci montre (1). Soient @ = (a1,...,ax) € {0,..., N}, et |a| = a1+ - -+ag.

Pour montrer (2), il faut montrer que le diagramme suivant commute

Jh-alQm g ... @ gi- aklﬂ“’@L F.éy, @ ®Fé&y,
lProd Prod

Py,

j[lflﬂ\]()l)%,l

F* gYn —k

On rappelle que 'on a une application my, : £y, _, — &y, , qui envoie  sur
la classe de pzx. Soit W ® - - - ® Wy une section locale de \7[1’“1]9?}, R ®
j[l_“k]ﬁayfi, d’apres (1) on a

mEProd(®FF) (@1 ®@ -+ @ @y) = F(@1) A+ A F(@)
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ce qui donne le résultat (2). Appliquons ce résultat avec n = k : le dia-
gramme suivant est commutatif

®"
E[}}i’ ®% ®Z ‘c[l] > F. i ®Z ®% F.&y,_,
\LProd Prod
£ il F.Ey,.

Le complexe M - est égal au quotient E[k '/ E[kH et tous les morphismes
considérés sont mdults par le passage au quotlent Pour montrer le (3) du
lemme, on utilise alors le fait que le diagramme suivant est commutatif,
dont les fleches verticales sont les surjections canoniques entre les objets

E[}li’ ®% L[l] F.by, , @%@z Fly, |

o

M oo Ml S Ry ook Ry,
ainsi que le diagramme suivant

£} — Féy,

l 0
P (k)

M / e; F*gY()'

Remarquons maintenant que ’application Prod est fonctorielle par rap-
port a Y, ([15, 2]). On en déduit formellement les trois lemmes suivants.

Soient Z,, un S,,-schéma lisse et f un S,-morphisme tel qu’on ait un
diagramme commutatif

Y,

"
X, |
— Zn.

Alors on a
LEMME 2.10.
(1) Les morphismes canoniques f *E = E sont compatibles au pro-
duit Prod.

(2) Les morphismes canoniques f*M Zk]L — ./\/lglf]L sont compatibles au
produit Prod.
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Pour la méme raison, on a 1’énoncé suivant

LEMME 2.11. — Le diagramme suivant est commutatif

kred L
Ey, ®% - L &y, % (DRx,)® *

\L Prod l Prod

Ey, red DRy,

n

Reprenons ¢, 'application canonique : oz;:Q’f/n — Q’)“( Les complexes
Mg’fj et a,*LQl}(" [—k] sont quasi-isomorphes, le quasi-isomorphisme étant
donné par 'application de réduction red définie par

si s # k, red (j[k_s]/J[k_SJrl]ﬁf/n) =0
sineQf  red(1®n) = cr(l®n).
Nous avons aussi le
LEMME 2.12. — Le diagramme suivant est commutatif

1 1 ®k red ®k
My, ©F - & Myl === (O, [-1])

lProd lProd

M g]/cT]L red

3. Comparaison avec le morphisme de Deligne—Illusie
3.1. Enoncé du résultat

Deligne et Illusie construisent en [6] un quasi-isomorphisme dans
D"(Ox;) -

p—1 p—1
DI'=@ D1 : POk, [k - o<, 1 F.DRx,,
k=0 k=0

dont la définition précise utilisant un recouvrement affine de X, est don-
née a la section 3.3.1. On notera DI la restriction de DI’ aux termes de
gauche de degré inférieur a p — 2. D’autre part, nous avons rappelé a la sec-
tion 2.3 la définition cristalline du Frobenius divisé de Fontaine-Messing.
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Nous pouvons considérer le diagramme suivant dans D°(O Xé)
_92 k k+1]  Peris
Dli—o Ruxs ﬁg/so/j;[%/s]o — 0p2FLRux,«Ox, /s,
(3.1) Cal‘ll can
_ DI
B2k [ —L2 o, 2F.DRx,,

dont les fleches canoniques sont les fleches cristallines habituelles, expli-
quées a la section 2.1.
Un des objectifs de cet article est de montrer le

THEOREME 3.1. — Le diagramme précédent est commutatif.

La démonstration de ce théoreme occupe la section 3 et sera donnée a la
section 3.5.

Rappelons que, par passage a la cohomologie, le morphisme #* o DI’ (k),
coincide avec isomorphisme de Cartier C! : 0k, — HkF*DRXO. Pour
k =1, ce morphisme de Cartier est défini pour ¢ unoe section locale de Ox;
par C~1(dc) = classe de (c?~1dc) dans H'F.DRx,.

3.2. Considérations simpliciales
3.2.1. Notations

Il est classique que I'action du Frobenius sur la cohomologie cristalline
se calcule par descente cohomologique. Nous mettons en place ce calcul ici.

Donnons-nous un recouvrement ouvert de X; par des ouverts affines U;
pour i € {0,...,n}, munis de coordonnées globales et d'un relévement
du Frobenius F; : U] — U;. Soit Uy = [[;c;Ui. On considere aussi U;
les fibres spéciales de ces ouverts, qui forment un recouvrement de X et
Upo) = [;e; Us- Soit U,y le Si-schéma simplicial donné par le cosquelette
cosq(Ujp) — S1), i.e. le schéma simplicial augmenté vers S; de composantes
les puissances cartésiennes de Uy sur S1, U, le Xi-schéma simplicial donné
par le cosquelette cosq(Ujg) — X1). On introduit aussi Uy,) le Sp-schéma
simplicial donné par le cosquelette cosq(Ujg) — So), ainsi que U, le schéma
simplicial augmenté vers Xo, cosq(Ujg — Xo). Nous disposons bien en-
tendu, apres changement de base par le Frobenius, des schémas simpliciaux
U. et U,. On note alors ¢ le morphisme canonique Up; — Xj.

Sur le site cristallin associé au schéma simplicial U!, on considére les fais-
ceaux Oy /g,, et pour tout entier & le faisceau J[[Jk‘] (resp. JU:/So/J[Z;]/SO)'
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Le schéma U, (resp. U!) est un sous-schéma simplicial de U, (resp. U!).
Notons encore pour un multi-indice i = (ig, . .., %) :

(] Ui = Uio n- ﬂUuH (reSp. Uz/ = UZ/0 n- "ﬂU{u), L{i:L{io n-- 'ﬂZ/{i“
(resp. U] =U; N---NU] ),

° U(Z) :L{io XSGy -+ X8y L{i“, U(k) = Uio X8y« X8y Uiu
primée),

e «; I'immersion fermée U; — U(;), o 'immersion fermée U] — Z/l’ (i)’

(resp. version

Bi 'immersion fermée U; — Uy, ﬂ/ I'immersion fermée U/ Ty U
Soit M/ l'idéal de cette immersion. Avec ces notations M - est
I'idéal de Pimmersion diagonale U = Ui, j)-

e P(U;)) la PD-enveloppe de I'i 1mmer510n a;, Ji le PD-idéal de cette
PD-enveloppe, (resp. P(Z/{(’D) la PD-enveloppe de I'immersion o,
et J/ le PD-idéal correspondant), P(U(;) la PD-enveloppe de
I'immersion fermée 3; : U; — U, J; le PD-idéal de cette PD-
enveloppe, (resp. P(U(;) la PD-enveloppe de I'immersion fermée

!, J! le PD-idéal correspondant).

e Notons encore les immersions ouvertes Ji Ui — Xo, et ji : U —
X} S

e Nous disposons d’immersions fermées de schémas simpliciaux U! —
L{(’.), resp. U, — Uy, resp. U, — Uy, resp. U, — U,). Nous
pouvons alors introduire les complexes simpliciaux &, £ et MIF]
correspondant a ces immersions fermées, et qui seront notés respec-
tivement Lu/ EE’;; , M[LI;(,] ) M[k] g Euays EUay-

e Notons V,) lun des schémas sunpliciaux précédents et Ky, un
complexe simplicial sur V,), on notera Ky, (u) = Ky, (A,) ol
A, est Pensemble fini ordonné {0,...,u} de sorte que

/CV(.)(u) = ICV(.) H Vl , et K:v(.)}s(u)

lil=u

désignera le s-iéme terme de ce complexe. Dans la suite, nous dirons
que Ky, (u) est le complexe situé a I’étage u du complexe simplicial

Nous serons amenés a adapter la proposition 2.4 aux immersions fermées
Bi. Soit k un entier (k € N). Comme U] a pour composantes des réunions

ointes d’ I es . X o * glbt]
disjointes d’ouverts de X{, les composantes du faisceau & X 0 So/ X1/ So
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(k] [k+1] Y .
sont sommes directes de restrictions de J.-, /S0 /T X/ S0 des intersec-
tlons de u-ouverts parmi les U/, pour u varlable On voit ainsi que
k+1 k+1]
€ j X4/ S0 / . est le faisceau simplicial gl 1/50 NG

[k+1]

Par [1 A% 348] la fleche canonique d’adjonction ._7)[?,]/5 /T X)/S0

* [k-‘rl
Re,e X /S [T 1750 est un isomorphisme, ce qui nous donne finalement

un isomorphisme canonique dans D*(O X} ),

[k k
Ruxyo T 5, /T8, = Rew o Rupy T 6 174

L’application € : U, — X|, est affine, et grace a la proposition 2.4, les
termes du complexe Ruy;.Ju; /s, / jgﬁ;{) sont Oy, cohérents, de sorte que
ce complexe est a termes acycliques pour €,. Nous le calculons explicitement
dans la sous-section suivante.

Dans la suite, on notera DC’ les morphismes de descente cohomologique
se rapportant & des résolutions simpliciales de X{.

3.2.2. Conventions pour les complexes simples

En vue du théoréeme de comparaison, nous devons faire le remarque sui-
vante. Soit U, le schéma simplicial correspondant au recouvrement (U;). Le
complexe de Cech utilisé par Deligne—Illusie est un quotient du complexe
de chalnes du complexe simplicial DRy, . De ce fait, nous modifions 1égere-
ment le passage au complexe simple de la fagon suivante, pour se ramener
a un analogue du complexe de Cech.

In fine, nous aurons a considérer des complexes simpliciaux Ky, sur le
schéma simplicial U,. Pour un tel complexe, nous pouvons considérer le

@ JiKu,-
li|=u

Nous remarquons alors que ceci définit un complexe simplicial sur le schéma

complexe sur X

simplicial constant Xo, noté j.Ky,,, . Le complexe simple associé est le com-
plexe de cochaines du complexe simplicial Ky, . Le complexe des cochaines
alternées est naturellement un sous-complexe du complexe de cochaines. On
pose alors

DEFINITION 3.2. — Le complexe simple associé a ’CU(.> et noté

[j*ICU(.)]

sera le complexe quotient du complexe de cochaines associé a /CU<,) par le
complexe des cochaines alternées.
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11 résulte de 3.8 du chapitre 1 de [11] que le complexe simple ainsi défini
et le complexe de cochalnes sont homotopes. Cette définition est bien en-
tendu fonctorielle. Dans le cas d’un faisceau sur X, qui définit un faisceau
simplicial sur U,, le complexe ainsi défini est le complexe de Cech usuel.
Si on ne prend pas cette définition, on trouve le complexe de Cech non
ordonné (et infini) du faisceau considéré.

Dans la suite, nous utiliserons des propriétés de descente cohomologique,
avec des morphismes satisfaisant la descente cohomologique. Il sera sous-
entendu dans la suite que ces morphismes seront a valeurs dans un complexe
simple au sens de la définition ci-dessus, c’est-a-dire qu’il sera obtenu en fai-
sant suivre le morphisme de descente cohomologique habituel par passage
au quotient du complexe de cochaines. Pour les morphismes de descente co-
homologique, cette fleche sera un quasi-isomorphisme, puisque 'application
de passage au quotient est un isomorphisme.

Rappelons maintenant la construction de Deligne—Illusie.

3.3. Rappel de la construction du morphisme de Deligne—Illusie
3.3.1. Principe de la construction

Celle-ci est expliquée en [6]. Reprenons les notations de la section 3.2.1.

On désigne par DRx, le complexe de de Rham sur Xy et CV(DRy,)
le complexe simple associé au complexe de Cech du complexe DRx,. Ces
deux complexes sont quasi-isomorphes.

Tout d’abord DI©® est induit par le Frobenius en degré 0
Oxé — F*DRXO .

Deligne et Illusie définissent (voir ci-dessous section 3.3.3)

DI s Q% [-1] = F.CY(DRx,),
qui donne un morphisme dans D*(O x;)
DIW : Ok, [-1] = F.DRx,.

Pour k£ < p — 1, il existe une section

S: o O [-H (Ql J‘”M)

wr A Awg > %Zoeekwa(l)@)"'@“’o(k)’

ou Gy désigne le groupe des permutations sur k£ éléments.
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Deligne et Illusie définissent DI : Q])C(g, [-k] - F.DRx,, comme le

composé

S E\ DI ®F L Prod
%, [k —= (Qﬁq)[—H@ ) ~— (F.DRx,)® "=~ F.DRx, ,

ou le morphisme Prod est défini comme en 2.4.1.

3.3.2. Comparaison en degré 0

En degré 0, d’aprées la section 2.3.1, on peut utiliser Xy pour calculer
<I><(30) : OXB — DRx,. On voit alors que CIJE,O) = DIéO) (section 3.3.1), ce qui
signifie qu’en degré 0, le diagramme (3.1) est commutatif.

3.3.3. Construction en degré 1

Identifions comme d’habitude pOx, a Ox, via m, : Ox, Y pOx, .
Suivant [14, 2.11 et 5.4], il existe un morphisme Ox;-linéaire

hij; € H0m0X6 (Qﬁ(()/sov F.O0x,) (Ui ;),

tel que
(1) Vb,c € Ox;, ¢ un relevement de c¢ dans Ox;, hi;(b - dc) =
bPm,, ' (Fj(¢) — F;(¢)), qui est indépendant du choix de € et,
(2) hij+hjr = hip.
La deuxieme relation implique que les h;; définissent un cocycle de
Homoxé(Qﬁ(é/So,F*(’)xo). On a:

F.CY(DRx,) : 0= [[F.0uv, = [[ F-0u,, ] Fw.

i 1<J
- [ Fou.,. PI]rw., BI]F.
i<j<k i<j ' i
- = FOQY =0
i0veenrin

Deligne et Illusie définissent un morphisme relativement au recouvrement
par les ouverts (U;); en degrés < 1 par :

(1) Ya € Ox;, DI (a) = (F(a),) €1, F.0u,,
(2) Yw € Ok, DIVW) = (hij@p.,) ® m (dFW)w,) €
[lic; FuOu,, @ T1; F Q.
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3.4. Le calcul pour k=1

Les notations sont celles définies en 3.2.1. Dans ce cas, le calcul est ex-

plicite.

3.4.1. Description des étapes du calcul pour k =1

Toutes les constructions et énoncés expliqués ici font 'objet des sous-
sections suivantes.

(1)

On considére d’abord la premiére colonne du diagramme (3.1)
pour k = 1. On peut utiliser le schéma simplicial U/ < U(’.)

pour calculer une réalisation de Rux;. }[(1,] /50 / j[2J /s, Par des-
0 0

cente cohomologique. On obtient ainsi un complexe K* explicité

en 3.6 et un quasi-isomorphisme de descente cohomologique DCY :

Ruxé*j[lg/so/j[Qg/SoﬁK'. On définit alors en 3.3 un morphisme

de complexes w : Q% [-1] — K* qui rend commutatif le diagramme
0

suivant

. (2]
K %I%%Xé*jXé/So/jng/so

\ o

, [-1]

On proceéde de méme pour la deuxiéme colonne du diagramme (3.1)
pour k = 1. Le schéma U, — U, permet de calculer une réalisation
E* de F.Rux,+Ox, s, (cf. section 2.1). Soit F.CY(DRx,) le com-
plexe de Cech relatif au recouvrement par les ouverts U; de Xq, du
complexe de de Rham DRx,. On dispose d'un quasi-isomorphisme
de réduction canonique red : E* — F,DRx,, ainsi que d'un quasi-
isomorphisme res (résolution) : FyDRyx, — F.CY(DRx,) et on
montre que le diagramme suivant est commutatif

DC!
F.Rux,+0x, /s, — B
lcan lmd
F.DRx, —=— F.CY(DRx,).

Pour k& = 1, le morphisme de Deligne-Illusie est défini (section 3.3.3)
par un morphisme de complexes DIV : Q! 6[_1] — F.CY(DRx,).

D’autre part, comme les ouverts U; se reléve mod p? en les ouverts
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U;, on peut utiliser le schéma simplicial U, < U(,) pour calculer
le Frobenius divisé cristallin. Concréetement, en procédant comme
en (2.6), nous obtenons un morphisme de complexes q)é” K —
E*. La derniére étape de la vérification consiste alors a montrer
(proposition 3.7) que le diagramme suivant est commutatif

H(1)
K = E*

’UJT lred
DI

Q% [~1] —— F.CY(DRx,).

La comparaison pour k = 1 est alors formelle & partir des trois étapes
précédentes et fait ’objet du corollaire 3.9.

3.4.2. Conventions d’écriture

Les algebres P(U(’é)) sont des Ou(/i)—algébres, obtenues par la propriété
universelle des algebres & puissances divisées. Les morphismes J;/ $[2] —
Jir/ JZP] avec |i] = u et || = u’ sont obtenus par fonctorialité des enve-
loppes & puissances divisées & partir des morphismes habituels O“('i) —
O“{i/)’ et dont la construction est rappelée ci-dessous. Pour expliciter ces
morphismes, nous nous contentons dans la suite de donner les formules
pour les fleches Ou('i) — Ou(/i,). Il est alors sous-entendu que ces fleches
donnent des fleches au niveau des complexes simpliciaux considérés, par
fonctorialité des constructions. Il s’agit donc d’un abus de notation, qui est
habituel. Nous considérons les applications analogues sur les ouverts U7,
qui seront notées de la méme fagon. B

Nous donnerons au cours du calcul I’expression détaillée de ces fleches.

D’autre part, nous travaillons dans des quotients. Nous utiliserons alors
la notation @ pour signaler qu’on regarde I'image de ’élément a dans un
quotient, qui sera en principe clair. Ainsi, dans J//J’ EZ] (o J! est le PD-
idéal de P(Z/{(’z))), si b est une section locale de Oy , resp. ¢ une section locale
de Ouj'., I’élément 1 ® bc — b ® ¢ sera 'image de ’élément 1Q0bc—b®c modulo

J’ EQ]. Les conventions sont les mémes pour les applications analogues sur
les ouverts U;.
Considérons, pour u € N, i = {ig,...,9u}, et 1 € {0,...,n}\{io,---,%u},

JE O”{O Rg, Qg Ol/{{u ‘>Ou£0 Rg, Qs O“z/ Rs, - Rg, Ou;
f0®...®fu|—>f0®...®1®...®fu_
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Ces fleches induisent des fleches

ao HIZ\:H'H ,P(u(lz)) - H\g‘\:u+2 P(u(lé))
§ =TI(S) ———=d""(9)

u+1
avee (4" (S))y = D (~D'5(S, = ),
=0

ainsi que les fleches analogues pour v € N, d'”"" :
U v /! v
(3.2) |<H+1 PUy) @y — ‘|H+2 PUy) © Q-

De plus, on a les inclusions &, (J;, ;) C J; ;. ;. ,desorte que d; induit
une application

(33) T S T T

Ces énoncés restent vrais pour les ouverts U] et les idéaux J.

Le complexe Re. o Ruy:«Ju/s, /j[[f,] /80> AVec les notations de la pro-
position 2.4 appliquées aux immersions fermées 3, est quasi-isomorphe au
bicomplexe M**, qu'on représente comme un complexe dont les termes
sont des complexes en degré 0, 1, ..., n :

(34)  M*:0- HM[” S [Ime =My o

(i,5) (0 ..... n)
1

Toujours d’apres la proposition 2.4, chaque complexe MU, admet une
(@)

résolution en deux crans. Soient 4, j > 0, on a MU, ~ QL [—1]et ./\/l[l]
i i Ui
est le complexe
(3.5) MY o g s e Q0.
(i,4) ’ & (i,9)

L’immersion fermée ﬂ. : U — U/ (i.5) induit un morphisme de complexes

1+ MBE’ ) M[J], , nul en degré 0 et qui est donné en degré 1 par le
morphisme canonlque B’ Ol : —Ql, .

,5) (2%
Considérons le bl-complexe de terme général K“* pour u,t > 0,

N AT,

li|=ut1 Jil=ut1

avec pour différentielle d' " : K- — K~"+! décrites ci-dessus (3.2) et d”",
qui est la différentielle provenant du complexe donné proposition 2.4 et qui
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sera explicitée plus loin. Ecrivons les premiers termes de ce bicomplexe :

0 0 0 0
d'tt I [
0 — L% —1ILic; 5, — Il Big0y  —
d//l.O T T
d'ot 2 2
0 0 [T, T3] I —— ITicj<r J/i7j,k/‘]/£,g]‘,k — ...

Le complexe simple K* associé a ce bi-complexe est quasi-isomorphe a Re, 0
RuU‘*jUL/SO/j[i]/SO et aussi au complexe Rux,«(Jx,/s, /‘7)[(23/50)7 c’est-a-
dire finalement au complexe a Q% , [—1] (cf. proposition 2.5). En particulier,
la cohomologie de ce complexe eost concentrée en degrés 0 et 1, de sorte
que ce complexe simple est quasi-isomorphe a son tronqué cohomologique
o<1 K*. Le complexe simple K* est le complexe :

(3.6) K*:0—0BJ[// 70 Pk
i<j P
d 2 * *
= H ']/iaLk/J/E,j]',k @B/i,jﬁb& » — = /3/0,...,n91 o — 0,
i<j<k i<j '
et les premieres différentielles proviennent par fonctorialité de la formation
des PD-algebres, des fleches suivantes :

dy Hm@ Hwi
1=1

1<j

= I Go(hyr) = 01(his) + S2(hij)) @ [[(1 @ wj — wi @ 1 = dhi ).

i<j<k i<j
On note finalement DCY le morphisme de descente cohomologique
2 3
DCY RuXé*jX{]/So/j)[((%/So — K°.

Dans la sous-section suivante, nous précisons ce calcul.

3.4.3. Premiére étape pour k =1
Soit CV(Qﬁ(é) le complexe de Cech du faisceau Q&(,) associé au recouvre-

ment des (U}), alors on dispose d’un morphisme canonique de résolution
res’ : Qk{,} — CV(Qﬁqj) donné en degré 0 par res'(w) = ((wy,))-
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Il est tautologique que le diagramme suivant est commutatif

[2] can:DC{)
Ruxy T 1TX s, Qxy[-1]

DC;
O ’
res

CY () [-1].

Le deuxi¢me terme K' du complexe K* de (3.6) s’identifie a

(3.7) K' ~ HQILJ e [

i<j i
DEFINITION 3.3. — Pour w une section locale de Qﬁ(, , on pose
0
1
wy(w) = ((w\U{,j) EBLU|U7{) e K.

ProposITION 3.4. — L’application w définit un morphisme de com-
plexes QL [—1] — K* rendant commutatif le diagramme :
0

can=DCy

2
RUX(’)*jX’/So/j)[(g/SO Oxy & Q, [-1]

0
Dcy,
\ ) /
w

Démonstration. — Montrons d’abord que w est un morphisme de com-
plexes. Rappelons d’abord qu’on considere Ox/ x x; comme un O x;-module
viab— 1®0b.

Comme Q%{é [—1] est un complexe & différentielle nulle, il suffit de montrer

que di; o w; = 0. Un élément w de Qké s’écrit localement w = bdc, soit
comme la classe de 1® bc—c®b, avec b,c € Ox;. Alors wi(w) = (0 &
M|U7gx(];) @ (b - dejyr). La composante sur Ji,jvk/‘]i[,zg],k: de d; o
wi (w) est

d1 o) wl(w)i,,j’k

=110bc—10cRb—(1®1Qbc—c®1®b0)+10bc®l—-cbR1

=(colel-1lece)loleab-labal) e,
= 0.
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La composante sur ﬂij}J/ de dj o wy(w) est
’ (i:9)

diowi(w) =—-d(1@b)(1®c—c®1))+b(1@dc—de® 1)y
=—(1®c—c®1)(1®db)
—(b(1®dc—dc®1)+b(l®dc—dc® 1)\U{,j)
=1®c—c®1)(1®db)
=0 ¢ ﬁjgl(’i,jy
car (1®c—c®1)(1®db) € M;; ® Q%](,il”, ou on rappelle que M; ; est

I'idéal diagonal de I'immersion U] ; < U('i’j). On en conclut que w est un

morphisme de complexes.
Considérons ensuite le diagramme de morphismes de schémas simpli-
ciaux, ou les deux carrés sont commutatifs

/ !
Ute0——m—~ U(.)

H o

U/ Ul
| 0 |
X, X1,

Le carré cartésien du haut donne une fleche canonique red’ : K°* —
CV(2%)[—1] tel que red’ o DC) = DCY. Le complexe CV = CV(Q%,)[—1]
0 0

s’écrit :
dg 14 1 dy 1
0—0= [y e[, —...=ay o
i i<j
Calculons red’;. On rappelle (3.7) D'égalité
1 2] 1
i<j i
Alors, d’apres la démonstration de la proposition 2.6 et 3.4.2, la fleche
red’; est la projection :

red'y((wi ;) @ (m:)) = (m:)-
Ceci nous permet de calculer pour w € Q}(é,
red'; 0 wi (w) = red's (w7 ) @ (wyoy)
= (W)
= res’; (w).

/
On en conclut que res’ = red’ o w.
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On dispose finalement du diagramme suivant dans D°(Ab x;)

pc

Can:DC(')

Ruxé*ng)/sO/J[zg/SO 0L 1]

D Cé res
O w O
red’

K C¥ () (-1,

red’ o DCy = DO
res’ o DC), = DC
red’ o w = res’.
On en déduit : red’ o DC% = res’ o DC}, = red’ o w o DC}. Comme l'ap-

plication red’ est un quasi-isomorphisme, cela nous donne 1’égalité des
morphismes dans la catégorie dérivée : w o DC| = DCY. O

Nous obtenons en particulier le

COROLLAIRE 3.5. — Le morphisme de complexes w construit a la défi-
nition 3.3 est un quasi-isomorphisme de complexes.

344. Finducas k=1

Relativement aux immersions U; < Uj;), nous pouvons considérer les
complexes

SU@ 00— 'P(U@) — P(U@)@)OU(D Q%]@ N P(U(g))®(9g@ QJJ@ —0.

D’apres la section 2.3, le morphisme @gl) induit un morphisme de complexes
entre le bicomplexe suivant M** défini en (3.4)

1 1 1
0— HM%] - HMH” N MHO
i i,

et le complexe

,,,,,

0— HF*EUi — HF*SUM) — e — F*E‘U(0 ny)

4,3
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et donc par définition de K*, qui est le complexe simple associé au complexe
source, un morphisme @gl) :

K*— [0— HF*gU(i) — HF*EU(i,j) == Féy,,
i i,
Dans la suite, nous noterons E* le complexe simple but du morphisme
précédent. Nous pouvons expliciter ce complexe de la fagon suivante :
E*: 0 [[FOu, = [[FPWay) © [ P,
i i<j i
1 2
— H F*P(U(@jy]@) @H F*,P(U(Z’J)) ®QU(1‘7]‘) @H F*OUi ®QUi
i<j<k i<j i

N(n+1)

N F*P(U(O7...,n)) ® QUO — 0.

..... n
Considérons maintenant comme pour la démonstration de la proposi-
tion 3.4, le diagramme de schémas simpliciaux

U ——U.

-

|
U, ———7,

/ z I
Xo,— Xo..

Par descente cohomologique, on a un quasi-isomorphisme entre E* et
F.Rux,+Ox,/s,- On dispose enfin d'une fleche canonique red :

E* S F.CY(DRx,),
qui provient des quasi-isomorphismes F.&y, — F.DRy, et tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

F.Rux,.0x, /5, — > F,CY(DRx,) .

\ied T
DCQ

E-.
De méme, si 'on note res la fleche de résolution canonique F,DRx, —
F.C/(DRyx,), le diagramme suivant est commutatif :

D01
F*RUXO*OXO/SO F*C;/(DRXO) .
\ resT
DCp=can
F.DRyx,.
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Finalement, nous obtenons formellement
(3.8) red oDCy = resocan.
Calculons 'application red :

redp: IL, F.Oy, — [, F\.Oy,

(9:) ———(91),

red1 : l—IZ F*,P(U(l,])) D H,L- F*Q[ljz —_— Hi F*OU;,)j (&) HL F*Q%Jz
(Kij) @ (wi) b 7i.j (ki) © (wi),

oit 7;; est 'application de réduction canonique : F,P(U; ;) — F.Ou
correspondant au fait que Oy, ; ~ P (U j))/Ji,;-

i,37

PROPOSITION 3.6. — Le diagramme suivant est commutatif : (niveau 0)
Ox('] [_1] w K
i DI® O L3
F.CY(DRx,) — E-.
Démonstration. — Nous reprenons la description (3.6) du complexe K*.

En particulier, son terme K est canoniquement isomorphe a [] ; Our. Soit
[ une section locale de Oxy, alors

wo(f) = (fivr) € K°,
Y o wo(f) = (F(fiu))) € E°
redy 0@((31) owg(f) = (F(f|U;))v

1
= 1" (/) O
PROPOSITION 3.7. — Le diagramme suivant est commutatif :
w .
Q}(é[—l] K
imm o el
F.CV(DRx,) E°.
re
Démonstration. — Nous reprenons la description (3.6) du complexe K*.
Soit w € Q}X(), qu’on écrit localement comme w = b - dc, le.w =

1®bc—c®b, avec b,c € OX[/). Il suffit, par linéarité, de montrer que

red; o®M o wi (de) = DIél)(dc), pour toute section locale ¢ de Ox;. Dans
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la suite, nous prenons w = dc. Nous identifions a nouveau comme dans

la proposition 2.6 le faisceau Q, a Ji,j/J}?J] ,etdeal®@c—c®1 (le

surlignage indique que 1’on prend la classe modulo lej}) Alors on a
ol K'=[[2% o[ —[[FPU.w,) o] F0,
i<i i P i
et
DIV ok, — [[ F.ou,, & [[ 0%
i<j i

Dans la suite, on compare les applications red ofI>£1) o w; composante par
composante. On note p;; les projections E' — F.P(Ug,j) (resp. de
F.CV'(DRx,) — F.O(Ui;)), et p; les projections E' — F.Qy, (resp. de
F,CY'(DRx,) — F.Qk).

Le Frobenius divisé <I>£1) se calcule composante par composante. On sait
que

wy (w) = (wiy) ® (wioz,)-

Pour calculer p; ;o @gl)(w), il faut prendre un relevement local ¢ de ¢ dans

OX{? W=1®¢—c®1 est alors une section locale de QL.,. On calcule
F; x Fj(°~J|ug‘j) € pPU 5))s

et on applique m,, L pour avoir le résultat dans P(U,j))- Le résultat ne
dépend pas du choix de ¢. On calcule (en notant ¢ = e j) :

(Fi x Fy) (@, ) = (Fix F)(1@c—¢w 1) € PU,y),
=10 Fj(c) - Fi(0® L

Soit ;; = (1® Fj(c) — Fi(¢) ® 1) € P(Ug 5)), et v les puissances divisées
sur le PD-idéal J; ; idéal. Il est clair, d’apres la construction de q)é” don-
née section 2.3, que r; ; € pP(U ), ce que I'on peut vérifier explicitement.

LEMME 3.8. — 75 € pP(U j))-
Vérifions ce lemme. Nous savons que Fj(c) — F;(¢) € pPy, ), et

1@ —®@1=(1®c—c®1)’ modpP U, j)).
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Finalement, ceci nous donne

1® Fj(c) — Fi(c) ® 1 =1® Fi(c) - Fi(¢c) ® 1 +1® (F}(c) — Fi(c))
=10 F@) - F@®1 mod pPU; ;)
=10@ -@®1 mod pPU;,)
—p(p—1)(1®c—c®1) mod pPUu)
=0 mod pPUg,j))

Observons maintenant que
red; (m;l(l ® FJ(E) - FZ(E) &® 1)) = m;l(Fj(E) - Fz(a) € OUi,j'

Donc, pour w = dc une section locale de Qﬁ(/, en utilisant ’expression de
0

Dlél) donnée a la section 3.3.3, nous obtenons

pi,j o red; 0@ 0wy (w) = m,, ' (F;(¢) - Fi(@)) € Oy
= pi,j o DIe(l) (LU)

030

Comme ceci est vrai pour tout i,j, ceci achéve la démonstration de la
proposition. O

Nous terminons par un corollaire qui achéve la démonstration du théo-
reme.

COROLLAIRE 3.9. — Le diagramme suivant de morphismes dans les ca-
tégories dérivées est commutatif :

€y

2
Ruxp Ty 5,/ T ys0 — > FePuxysOxq /s,

can \L can

DI
Ql, F.DRy,.
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Démonstration. — Les propositions 3.4 et 3.7 nous donnent le dia-
gramme :

Ruxé*(jxé/so/j)[?g/so) . Qﬁ(, _

o) \ K* DIM

cris

FiRux,+«Ox,/s, Do oM 1 F.CY(DRx,)
F.DRx,.

De ce diagramme on déduit les égalités de morphismes de complexes

res o can 0<I>( ) — red oDCy0® 1)

= red o®1) o DCY
= red o®) o w o can

= DI o can,

et donc que le diagramme précédent de morphismes dans les catégories
dérivées ad hoc est commutatif. O

En particulier, I’égalité des morphismes précédents montre 1’égalité des
morphismes dans D°(O x;)

cano®t) = D1 o can,

cris

et donc le cas kK = 1 du théoreme 3.1.

Appliquons maintenant le foncteur o<, au diagramme (3.1). On note
<I>§rlls o<1 0 Dyyis et DIS! = o<i o DI . Le morphisme DI est un quasi-
isomorphisme puisque par passage a la cohomologie il coincide avec 1’iso-
morphisme de Cartier. Sous I'’hypothése de la section 1, que Xy est un
So-schéma projectif lisse, qui se reléve modulo p?, i.e. qui admet un reléve-

ment projectif lisse sur S7, nous en déduisons formellement le

COROLLAIRE 3.10. — Nous avons les énoncés suivants, en utilisant la
notation donnée en (2.5).

(1) Le morphisme ®L : Ruxé*(ixé/oxé@jxé/go/j)[?j/so) —
o<1 FiRux,«Ox,/s, est un quasi-isomorphisme Db(OX(/]) dans
Db(OXD)'
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(2) Si Xy est une courbe, le morphisme ;s est un quasi-isomorphisme
de Db(OX(/)) dans D*(Ox,).

3.5. Comparaison : le cas général, k < p— 2

Nous avons vu que le calcul du morphisme de Deligne—Illusie provient de
la structure produit sur le complexe de de Rham. Le but des diagrammes
commutatifs qui suivent, de 3.5.1 & 3.5.4 est de montrer que le Frobenius
cristallin <I>£I:i)s ((ii)s,

dans la catégorie dérivée. La comparaison dans le cas général entre les

peut aussi se calculer a partir de k fois le produit de ®

morphismes de Frobenius cristallins et de Deligne—Illusie se fait alors en se
ramenant au cas k = 1 (corollaire 3.10).

Définissons le morphisme ®*) dans D*(O Xé) comme 'unique morphisme
faisant commuter le diagramme

(k)

k k Peris
RuXé*(j)[(é)]/So/j)[(é7go) — FLRux«Ox,/s,

\L can can

(k)
k. [~ k] h F,DRx,.

Nous souhaitons montrer que le diagramme suivant de complexes de
faisceaux dans la catégorie dérivée est commutatif

®k g0 L
(3 1-1) ™ 2 (DR )

J{Prod Prod

(k)

&, [~H] F.DRx,.

Dans le cas ou X; admet un reléevement global du Frobenius c’est facile a
voir, mais dans le cas général nous devons utiliser un recouvrement affine
de X; comme & la section 3.2.1.

3.5.1. Un premier diagramme commutatif

Nous reprenons ici la construction simpliciale et les notations simpli-
ciales de la section 3.2.1. Nous noterons C" (Ql X(f)) le complexe de Cech du
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faisceau Qﬁ(, relativement au recouvrement par les ouverts U/, de terme
o i

. ji*Q%Jé'

li|=t

général

Les immersions fermées (', : U] — U, (’i) induisent un morphisme de schémas
simpliciaux entre les schémas simpliciaux U] et U; < U (’i). On peut considé-
. . (%] Flk+1]
rer les complexes simpliciaux calculant Rux,.J X1/ /T 175, Sur ces deux
schémas simpliciaux. A I'étage t du schéma simplicial U (’.) ce complexe est
le complexe EBM:t QkUl{, tandis qu’a ’étage ¢ du schéma simplicial U(’.) on
a le complexe ®|i\:t MM Reprenons les notations du début de la sec-
- @

tion 2.4.1. On rappelle que pour 0 < s < k, le s-itme terme de I'étage ¢ de
ce complexe simplicial est

k k—s] s k+1—s]~s
M% (t)s = @ ‘]IE; ' ’@/J/g 0 "
|i|=¢

En particulier, on dispose de morphismes canoniques de complexes, ou
applications de réduction :

red : ﬁ’:‘/\/lgél — QF, [—K],
= @ i
qui est nulle, sauf en degré s = k et qui en degré k est donnée par le
morphisme canonique 3';QF, — QF,. Notons 3’ le morphisme simplicial
) i
s p - R (k]
défini par les 3';,. Observons ici que les complexes simpliciaux M ul,, sont
a support sur le schéma simplicial U, de sorte que
Mg gl
(® * Ul
Comme les morphismes red sont canoniques, ils donnent lieu & un mor-
phisme de complexes simpliciaux

red : B'*MZC}.) — Qk‘[—k].

Les inclusions j’; induisent un morphisme de schémas simpliciaux U] —
X{., ot le deuxiéme schéma est le schéma simplicial constant égal & X{. On
remarquera aussi au passage que le complexe simple associé au complexe

j,* (Qli)@)k

simplicial
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est le complexe de Cech

cv ((Qﬁ%)@k)

relatif au recouvrement par les ouverts U; de X).
Le morphisme produit Prod est un morphisme de complexes simpliciaux
L
k

®
Prod : (M[l]/ ) —>M[UI€J ,
O)

O]
de méme pour
1\ ®F k
Prod : (Q /) = Qf,
L] L]
de sorte que nous pouvons considérer le diagramme suivant de complexes
simpliciaux

’
(e)

L
/¥ [1] ok red®* 4 Rk
B My —— Qp, [-1]7" .

lProd Prod
* d
] =
On dispose alors du
LEMME 3.11. — Le diagramme précédent est commutatif.
Démonstration. — La vérification se fait terme a terme et a chaque étage

t des complexes simpliciaux, et en ce cas on est ramené au lemme 2.12. [J

A partir du lemme précédent et en passant aux complexes simples as-
sociés, on obtient un diagramme commutatif, dont les fleches horizontales
sont des quasi-isomorphismes

];B/* |:M[(}], ® k:| red®F oV (Ql /[71}®k>
(o) 0

iProd LProd
B [M%}“g_)] e, e (Q’j% [—k]).
D’autre part, on a une fleche de résolution canonique
k, “ e (Qﬁ%)@k,
définie en degré 0 par

red(wy A« Awg) = ((wl A /\wk)|Ui) .
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Il est évident que le diagramme suivant est commutatif
1 ®k 1 ®k
eV (9%, [-1%") < 04, [-1]
\LProd Prod

cv (Qké[—k]) <~ Y [H]

res

Définissons dans la catégorie dérivée des morphismes #; = red ™' ores,
6P% = (red®*)~1 o res et

0y = red; ' ores : Qqu)[—k] — [M%ﬂl } .
(®

La commutativité des diagrammes précédents entraine alors que dans la
catégorie dérivée D®(O Xé), le diagramme suivant est commutatif

el “ oy -1
I Ula) X

®k
07

\LProd Prod

] | —— oyl

3.5.2. Un deuxiéme diagramme commutatif

Le deuxiéme diagramme commutatif que nous devons considérer est ana-
logue au premier et on démontre exactement de la méme facon que le
premier qu’il est commutatif. Soit 3; I'inclusion de U; dans U et 3 le
morphisme de schémas simpliciaux U, — Ui,y défini par ces applications.
Les complexes de faisceaux EU(.) sont & support dans U,, ce qui se traduit
par le fait que &y, ~ B.8*Ey,,,- On note ¢; le morphisme canonique

* ()8 s
B; Uw L i

déduit de 'immersion fermée U; — Uj;). Pour 0 < s < k, on rappelle aussi
que

v, (s = EP ﬁg@.

li]=t

A chaque étage ¢ du schéma simplicial Uy,), on dispose donc d’applications
canoniques de réduction red : *Ey,,, — DRy, définies terme a terme, sur
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une section locale 1 @ w de Qf]@ par red(1 ®w) = ¢;(1 ®w). Comme précé-
demment, le morphisme Prod : 559::5 — Eu,, (resp. DR%fk — DRy,) est
un morphisme de complexes simpliciaux. Pour ¢ fixé, le complexe j;. D Ry,,
resp. ji*B*EU@, resp. ji*Djok, resp. jz-*ﬁ*c‘,'f]z’:)k. est un complexe de
faisceaux sur Xy, de sorte que les complexes P, JixDRy,, D, jiﬁ*EU@,
P, ji*DR%;k, D, jix ﬁ*c‘,'?:)k forment des complexes simpliciaux sur le
schéma simplicial constant X, 0.- Les complexes simples associés seront notés
respectivement [D Ry, ], {DR%_L’“], [EU(.)], {5U(.>®Lk}

De plus, il vient du lemme 2.11 que le morphisme de reduction red com-
mute au morphisme Prod, terme a terme, a chaque étage du schéma sim-
plicial U,. On en déduit, en passant aux complexes simples associés, que le

diagramme suivant est commutatif, dont les fleches horizontales sont des
quasi-isomorphismes

- ok L red®* . L
[J*ﬁ 8U(-)® k} —— {J*DR%. k}

l Prod i Prod

[j.8" v, ] — > C¥(DRx,).
Fixons un multi-indice i de longueur ¢. L’application canonique de restric-
tion définie par

res(ni, Ao Amiy) =nig A - A i \u,»
induit un morphisme de faisceaux sur Xj :
res: DRx, — ji*DRUi.

En passant au produit tensoriel dérivé, on obtient une application

res® : DR — ji. DRE, *.
Ces applications définissent donc des morphismes de complexes de faisceaux
sur X

res: DRx, — @jl;*DRUi, resp.
li|=t
L L
res® : DRY* — @ ji. DRY,*.
|i|=t ;
Ces complexes sont le terme général des complexes simpliciaux j.DRy,,
L
resp. j*DR%?. * sur le schéma simplicial constant Xo, et les applications res
et res®* sont des morphismes de complexes simpliciaux.
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Par définition, ces morphismes res sont compatibles a "application pro-
duit Prod (puisque c’est vrai terme & terme). En passant aux complexes
simples associés, on a un diagramme commutatif de complexes, dont les
lignes horizontales sont des quasi-isomorphismes

. L L
[]*DR%. k] 'm DRX0® g

\L Prod l Prod

CY(DRx,) ~—— DRy,.

res

Notons maintenant les quasi-isomorphismes dans la catégorie dérivée

Db(OXO)
O =red 'ores: DRx, — [j*B*SUm] )
0%k — red®k71 ores®* - l)]%g?::lf — [j*/B*EU(.)(X)Lk} :

Des deux diagrammes précédents on déduit que le diagramme suivant est
commutatif

L OO0k . L
DRX0® K _©%% { B 5U<.)® k}

Prod iProd
DRx, [j*ﬁ*EU(.)] .

3.5.3. Un troisieme diagramme commutatif

Par fonctorialité, les morphismes de Frobenius induisent des morphismes
de complexes simpliciaux

1) . (1] . k) . (K]
@g ) MU(/.) — Fi&y,,,, resp. @g ) MU(/.) — Fi.éy,,-
Il découle du lemme 2.9 qu’a chaque étage ¢t des schémas simpliciaux U!
(resp. U,), les morphismes de Frobenius @gl) et @gk) sont, compatibles aux

produits Prod. On en déduit, en passant aux complexes simples associés
que le diagramme suivant est commutatif

WO

g ®TF] 2 Coke  ®VR
|:]>/kﬁ/ MUé.) :| *>F* []*ﬂ gU(.) ]

\LProd Prod

(k)

-/B/*M[k] ®e F [ B*E ]
BT My | Bl |
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3.5.4. Un dernier diagramme commutatif et démonstration du théoreme
principal

On considére désormais le diagramme suivant, dont tous les diagrammes
extérieurs sont commutatifs, et dont le diagramme extérieur aux fleches
doubles est aussi commutatif d’apres le lemme 2.9

, 8"k a0 , L
{];5'*/\45}” } F. [J*B*EU<.>® '“]
~ @@k

Ok 1®k L
(4,[) " 2 (R.DRx,)*
Prod l Prod Prod Prod
k)
%, [k —— F.DRx,
~ e
O ~
. ars A 4Lk 2 ok
] F B E).

On calcule alors
© o Prod o®M®F o (9?’“)_1 — Prod 0©®F o &k (9?k)_1
= Prod o®(N®F,
et de facon analogue
000 o Prodo (2%) " = &*) 0 0, o Prodo (92%)
= @gk) o Prod.

On en déduit finalement que le diagramme central du diagramme précédent
est commutatif ¢’est-a-dire que

k
. roado = o rrod.
3.9 Prodo®®® = &® o Prod

Soit S la section de Prod, S : Q%, — Qk/ ®* Par définition, puisque
0 0

() = DIM d’apres le corollaire 3.10, le morphisme de Deligne-Tllusie est
le morphisme

®k
DI® = Prodod®” ©8.
En composant a droite avec S I’égalité précédente (3.9), on trouve que
VE<p-—2, &* = DIk,

Ce qui acheve la démonstration du théoréeme 3.1.
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4. Comparaison avec le Frobenius divisé de Mazur
modulo p

Nous supposons dans cette section que la condition de Mazur [17] est
vérifiée, c’est-a-dire que

(4.1)  Vp,q >0, les groupes H?(X, Q%) sont des W-modules libres

de rang fini.

C’est par exemple le cas si Xy est une courbe projective lisse, une variété
abélienne, ou une surface K3. Sous ces conditions la suite spectrale de
Hodge vers de Rham pour X sur S = spec W dégénere d’apres [5]. En
particulier les groupes de cohomologie de de Rham Hjf,;(X/S) et donc
aussi les groupes de cohomologie cristalline sont sans torsion. Soit C; le
tronqué béte du complexe de de Rham

Ci:0—=--=0-0% - = ao¥ >0,

alors la dégénerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham nous
donne des suites exactes, pour tout m > 0,

(4.2) 0 — R™(X,Ciy1) — R™T(X,C;) — H™(X,Q%) — 0.

Enfin, sous ces conditions, la suite exacte des coefficients universels ([3,
7.25]) nous dit que pour tous n,m,i > 0,

(4.3) W/p"HW @w H™(X, Q) ~ H™(X,, O ),
et HNR(X) @w W/p" W ~ HIR(X,,).

Pour définir le Frobenius divisé de Mazur, on se fixe un scindage 7 = @ 7;
compatible & la filtration de Hodge, c’est-a-dire que 7; est un scindage de la
surjection canonique R"I'(X’,C;) - H" *(X’,Q%,). Dans ce cas, on note
encore 7; I'application : H" (X', Q%) — H}p(X').

Le Frobenius cristallin donne un morphisme dans la catégorie dérivée
des faisceaux de groupes abéliens I : DRx; — DRx,,. Il résulte de la sec-

—1

P
tégorie dérivée : ¥ : C; — DRx. Le Frobenius divisé de Mazur <I>§C) :
H"=(X’, Q%) — DRy est alors défini comme &) = U@ o 7, en degré i.
Le Frobenius divisé de Mazur est défini comme

tion 2.3.2 que le morphisme m_ " o F' induit un morphisme dans la ca-

oy =Py PHIX Q%) = Hpp(X).
=0 1=0
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Réduisons @s\? (resp. ®ps) modulo p, d’apreés les propriétés rappelées
en (4.3), on obtient

lyy - H" ' (Q;) = Hpp(Xo) (resp. Sar).

Par construction, le morphisme ¥ mod p est le Frobenius divisé cris-
tallin de (2.7), qui est obtenu par passage au quotient, de sorte que
T = W/pW ®@w ¥ induit un morphisme dans la catégorie dérivée

GO W/pW @w Ci/Ciy1 — DRx,.

En passant au foncteur dérivé du foncteur section globale, on trouve
T () . n—ia / i n
U H (X, Q) = Hpr(Xo),

qui coincide par construction avec la réduction mod p du Frobenius divisé
de Mazur en degré ¢. En particulier, on voit que ce morphisme est indépen-
dant du choix du scindage 7;. En appliquant le précédent théoréme 3.1, on
trouve donc

THEOREME 4.1. — Supposons que X est une variété projective lisse sur
S, vérifiant les conditions de Mazur (4.1).
(1) Le Frobenius divisé mod p de Mazur est indépendant du choix du
scindage compatible a la filtration de Hodge.
(2) Sip > dim(X)+2, le Frobenius divisé de Mazur mod p sur H}, (X)),
le n-iéme groupe de cohomologie de de Rham de X, coincide avec
le composé R™T" o DI (3.1).

5. Applications a la courbe de Drinfeld
5.1. Généralités

La situation générale est celle décrite dans la section précédente, ou Xy
est une courbe propre et lisse sur speck se relevant en X projectif et lisse
sur spec W.

La cohomologie de de Rham de X est munie de '’endomorphisme du
Frobenius absolu Fpg, semi-linéaire par rapport a . D’autre part, le choix
d’un scindage 7 de la suite exacte courte

(5.1) 0— HY (X', Q%) = Hhp(X') = HY(X',0x/) — 0,
détermine un isomorphisme

HY(X', Q%) ® H'(X',Ox/) ~ Hhp(X').
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On peut alors définir le Frobenius divisé
Oy HY(X', Q%) @ HY (X', O0x/) = Hpp(X)
et sa réduction modulo p,
By =By & B - HO(XG, Q) & HY(X), Ox;) = Hpp(Xo),

qui ne dépend pas de 7.
D’autre part, le schéma X; étant un relevement plat de Xy sur Wo,
Papplication de Deligne et Illusie ([6])

p—2
DI : @Ok, [-i] = F.Qx,
=0

est un quasi-isomorphisme et induit I’isomorphisme
R'T o DI : H(Xg,Qy,) @ H' (Xg,0x;) = Hpr(Xo)

qui n’est autre que ®,; par le théoréme 4.1.

Rappelons briévement la méthode, qui utilise le complexe de Cech, dans
le cas ou la courbe Xy admet un recouvrement U/ constitué de deux ouverts
affines lisses notés Uy et V). Ces deux ouverts se relevent en U; et V)
constituant un recouvrement affine lissse de X sur W5. Le Frobenius sur
Xy se releve alors séparément sur chacun des deux ouverts U; et Vi en
des applications notées Fy, et Fy,. Notons ¢ (U, 2, ) le complexe simple
associé au bicomplexe de Cech du recouvrement . Le morphisme Qy —

~

C(U, S, ) est un quasi-isomorphisme et induit un isomorphisme
Hpp(Xo) =~ H'(C(U, Qx,))-
De méme F.Qy, — F.C (U, Q) est un quasi-isomorphisme, d’ott la mé-
thode suivante pour déterminer DI :
e en degré 0, f)((ol) : Ox; = FiOy @ F,.Oy est application o-linéaire
de k-algebres qui envoie x sur xP.
; 1 _ )
e en degré 1, fy) = (fu,fv,h) : Q) ;= F*Qon/k ® F*Q%/O/k ®
F.Op,nv, est induite par I'application qui localement vérifie
fo(w) =my " odFy, (w),)
fv(w) =m, " odFy, (w),)
h(dx) = m;l (Fv, (z) — Fy, (2)).
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On peut alors identifier H7, r(Xo) & l'ensemble des classes de triplets 7,
de représentants

n = (wu,wv,h) € Uy X Qi X Ovyrvy

tels que (Wu )|y nv, — (WV)[pymy, + @0 = 0, avec pour relations 7 = 0 si
h peut s’écrire comme une somme h = hy + hy, ot hy (respectivement
hy) est une fonction définie sur Uy (respectivement sur V) et wy = —dhy
(respectivement wy = dhy ).

5.2. Cohomologie de de Rham des courbes de Drinfeld

Soit n un entier strictement positif, k£ un corps parfait de caractéristique
p et W lanneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k ; posons g = p™.

On considere la courbe C projective et lisse sur F,,, d’équation
XY9- XY - 29 =0

dans P2. Le groupe SLy(Fy) agit sur Pﬁ via
0
g g 0
0 0 1

et cette action laisse stable Cf. De plus, si F' désigne le Frobenius géomé-
trique agissant sur Cy, les actions de F™ et de SLo(F,) sur Cj commutent
entre elles.

La courbe C} peut-étre recouverte par deux ouverts affines

Uy = spec k[ug, ug] = speck[Y, Z] /(Y9 =Y — Z9Th)
Vo = spec k[vy, va] = speck[X, Z]/(X — X1 — Z7t1)
avec les changements de carte u; = % et vg = Z—f
Notons Cy la courbe projective et lisse d’équation XY9— XY — Z9+1 =
0 dans P%, ; c’est un relevement de Cy, sur W, qui peut aussi étre recouvert
par deux ouverts affines notés Uy, = spec Wuy, ug] et Viy = spec Wvy, vs].
LEMME 5.1.

(1) Le Frobenius se reléve sur I'ouvert Uy en une application Fy, définie
sur les générateurs par

p—1
Fir (ur) = (1 = 301 (7)) et Fi ) =
=1
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(2) Le Frobenius se reléeve sur 'ouvert Vy en une application Fy, définie
sur les générateurs par

p—1
Fu(on) = o0 = 0! (1)l et P (o) = o
1=1
Démonstration. — On recherche un relévement sous la forme
Fy, (u1) = uj(1 + pK(u1))
P et T : R WARPRVA (D BN CESO ()
et Fy, (u2) = ujy, et Pon obtient K(u1) = =357 (1) > uy . O
En utilisant le recouvrement ci-dessus et la cohomologie de Cech, Haas-
tert et Jantzen démontrent la proposition suivante ([12, corollary 2.2 et

proposition 2.3]), ot A représente k, W ou plus généralement un anneau
noethérien intégre dans lequel ¢> — 1 est inversible.

PRrRoOPOSITION 5.2.
(1) Le A-module H°(C4,Q¢ ) est libre de base
{udub(qui™ = 1) Yduy , a € N, be N, a+b<q—2);
(2) Le A-module H'(C4,Oc,) est libre de base
{[uy*ub) ;1 <a<b<ql

Dans le cas ot le corps k contient F 2, on dispose également d’une action
de FqX2 sur C}, via

o 0 0
a—~ |10 a? 0
0 0 1

Le représentant de Teichmiiller fournit un plongement naturel de F;z dans
W et est utilisé pour définir I’action sur Cjy4.

On constate que pp = {a € F% | a?tl = 1} agit sur les ouverts affines
et, pour a € u, a(uy) = [o] 7@y = u; et a(uz) = [a] tug. Laction
de FqX2 permet de décomposer la cohomologie de de Rham et les groupes
de cohomologie de Hodge en sous-espaces propres de dimension 1 ([12,
proposition 2.11]).

Notons 9(j), pour j € Z, le caractére de F;z défini par o — a7

PROPOSITION 5.3. — Les décompositions suivantes sont des décompo-
sitions en espaces propres de dimension 1 pour ’action de quz :

(1) Hl(CAa Oc,) = ®O<j<i<q—1 HI(CA, OCA)w(qu);
(2) HO(CAa Qch) = @0<1:<j<q—1 HO(CA’Q]CA)w(i""Qj);
(3) H%)R(CA) = @o<i¢j<q—1 HbR(OA)w(qu)'
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Démonstration.

(1) Pour 1 < a < b < gq, la classe [u] “ub] est un générateur de

HY(Ca, 00, )y(itqj) en posant i =q—b+aet j =a—1;
(2) de la méme maniére, on obtient un générateur de
Y 1) Yduy avec
les relations t =q¢—2—a—bet j=qg—1—a. O

H(CA, Q% )y(i+qj) €n considérant uful(qui”

Remarque. — La proposition permet de construire un scindage naturel
de la suite exacte courte (5.1) : pour u € H'(Ca,Oc, )y(iqj), choisissons
7(u) comme 1'unique élément de Hp,5(Ca)y(itqj) d'image u par la surjec-
tion. Le scindage 7 étant fixé, nous noterons dorénavant ®,; = ®73, et nous
I'assimilons & une application de H},p(C?) vers H},p(Ca).

5.3. Calcul du Frobenius divisé

Compte tenu des remarques ci-dessus, choisissons, pour chaque couple
d’entiers strictement positifs (i, 7) tels que 0 <@ < j < ¢ — 1, le générateur

v(i,j) = ud w7 T qudT = 1) dug
du W-module H%(Cw, Q¢ )y (i+qj) libre de rang 1 ; 'ensemble {v (i, j) | 0 <
i < j < q—1} est une base de H(Cw, Qg ).
De méme, pour 0 < j < ¢ < ¢ — 1, choisissons le générateur

v(=i, —=5) = 7([uy’ ug )
du W-module H}, 5 (Cw )y (i+q5) libre de rang 1.

Le fait de remarquer que si v € Hpr(Cw)y(m), alors Fpr(v) €
H} 5 (Cw )y (pm), permet & Haastert et Jantzen de décrire comment I'action
du Frobenius échange les espaces propres pour l'action de qu2 ([12, pro-
position 3.5]). On sait alors quels coefficients de la matrice du Frobenius
dans la base (v(4,J),v(—i,—7j)) ne sont pas nuls, sans les calculer. Nous
proposons ici un calcul explicite modulo p des coefficients du Frobenius
divisé.

AVERTISSEMENT. — Les éléments v(i, j) (respectivement v(—i, —j) pré-
sents dans cet article correspondent & v(i,q — j — 1) (respectivement
v(—i,—(q — j — 1)) de [12]. Moyennant cette correction, il n’est pas dif-
ficile de vérifier que les calculs ci-dessous sont cohérents avec les résultats
de loc. cit..
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5.3.1. Algorithme

On travaille dans 'anneau A = Wuy, ug, v1], ol uy, ug et vy vérifient les
relations u{ —uy — ug+ =0 et ugv; —1 = 0. Les calculs impliqués sont des
calculs de polynoémes dérivés et des combinaisons linéaires. La taille de la
matrice, qui est g(q — 1) = p™(p"™ — 1), grossit trés vite en fonction de n,

mais on sait a priori qu'il n’y a que g(g¢ — 1) coeflicients non nuls.

Etape 1. — Pour i et J entiers tels que 0 < j < i < ¢ — 1, on détermine
d’abord un triplet représentant v(—i, —j) dans le complexe de Cech. Pour
cela on calcule la différentielle d(v] T ud " T71)

une somme

puis on la décompose en

d(v] M ud ™Y = wy (=i, —5) + wv (=4, —5)

oll wy (respectivement wy ) est défini sur Pouvert U (respectivement sur
V). Le triplet recherché est

(_wU(_iv_j)aw ( Z _]) +1 g l+]+1)

Etape 2. — Calcul de ®;(v(—i,—7)). On calcule les coefficients a; et b
tels que

+1 i+j+1)
vlu )u g E blv1u2—|—§ apubub

>1 >0

dans 'anneau A, ol b est le reste de la division euclidienne de p(¢—i+j+1)
par ¢+ 1. On pose h = Z;’;ll biviub.
Si h # 0, il existe un unique entier [ tel que h = b;viul. On a alors

Dor(v(—i, —7)) = bw(~(g —b+1),—(1 - 1)).

Sih =0, on pose hy = 35, ajubub et on calcule d(hy). 1l existe un
unique couple d’entiers (I,m) et a € k tels que d(hy) = —auluf*dus. On
a alors

Oy (v(—i,—j)) =av(ig—2—-m—1,qg—1-1).

Etape 3. — Calcul de ®/(v(i, 7). On calcule

9

(@123, pG—i-0 "~ i () -
hij = uy™ g Z(—l) ?’Ulq
=1
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puis, comme dans ’étape 2, les coefficients a; et b; tels que
hij = E blvllug + E alullug
1>1 1>0

o b est le reste de la division euclidienne de p(j —i — 1) par ¢ + 1. On
obtient h;; = hy + hy + h comme ci-dessus.
Si h # 0, il existe un unique entier I tel que h = bjv'ub. On a alors

Bar (v(i ) = bio(—(q — b+ 1), —(1 - 1)).

Sih =0, on pose hy = 75, ajubub et on calcule d(hy). Il existe un
unique couple d’entiers (I, m) et « € k tels que

PO 2D gy 4 d(hy ) = —ouduldus.
On a alors
B (0(—i,—j)) = avlg —2—m — g —1 1)

La programmation de cet algorithme permet de déterminer ®j; une fois
fixées les valeurs de p et n.

Il est possible de décrire en toute généralité ®,;. Le théoréme qui suit
rassemble les résultats démontrés dans le reste de cette partie.

Nous utiliserons la décomposition de i et j dans la base p :

n—1 n—1
i=> apt et j=>jip
1=0 1=0
ou les entiers 7; et j; sont compris entre 0 et p — 1.
On pose i' = jp—1 + 27:_11 i—1pt et j =in_1 + 272—11 Ji—1p'.
THEOREME 5.4.

(1) Action du Frobenius sur la famille (v(—i,—35)) (Proposition 5.10)
() Siin-1=p—1,jn1=0et Y77 jip' < 1=y ip!, alors

6]%(1)(_ia _]>) = U(_i/a _j/)'
(b) Siip—1—jn1<p—2et 27;02 gt < Z?;02 ip', alors

= . . —1—4 p_l_infl +jn71 . .
g (v(—i, —j)) = (—1)P7 7 ( : )UHC =)
In—1
(c) Si Sy gt = g i, alors

= . . i . _inf + .nf YA
Bas (v(—i, —)) = (~1)? "~<yn1+1>(p in-1+ 1)1)(2’,3')'
.]n—l“rl
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(2) Action du Frobenius sur la famille (v(i,5)) (Propositions 5.13

et 5.14)

(a) Sij<pt—1, alors ®p(v(i,5)) = v(pi,pj) = v(i’,j).

(b) Sii>q—p" 1, alors ®p(v(i,5)) = v(i’, ).

On suppose i < q—p" ' —1etj=p" L.

(c) Si Z?;02 ip' > Z?;oz jipt, alors
— 1
@]\/[(U(Z7])) (]n L — Zn 1)(17,71)

(d) Si Yo it < 3y g, alors ®ar(v(i, §)) € HO(Ca, ) et

s (v(iyj)) = (1) o(@, 5).

U(_il7 _jl)

(o)
5.3.2. Calculs préliminaires
LEMME 5.5. — Pour 0 < m et 0 <,
dwbul’) = (—lw?™ " +m+ Dubutduy  (mod p)

Démonstration. — Le calcul repose sur les relations ud™ = u; (u?™' —1)
mod p) et du; = —uddus (mod p). O
2

LEMME 5.6. — Pour0 <t <j<p—1,

—1—1
g plz() J—i—1 — (_1\itJ (]_Z_l)'
2. (1 (J—p+l>_( o ) (p—i—1)

l=p—j p (p - .])
- (mod p)
= 77 (modp
(J - Z) (J)
P
Démonstration. — On remarque que % = (—=1)'"'1 (mod p) et que

S pl ;( 1)p—1-i (p) (i ;+1l) est la valeur en 1 du polyndme

]—z—l

=1\ o
F p—j+
@) Z p J+l< ! )x ’

1=
de polynoéme dérivé

j*’L*l
P = (0% S () e
=0
= (—1) I (1 - g)i L,

En intégrant successivement par parties la deuxieme expression, on obtient
le résultat. 0
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Rappelons qu'un élément de H},,(Cy) peut étre représenté dans le
complexe de Cech relativement aux deux ouverts U et V par un triplet

(va wy, f) de
H° (Ui, Q¢,) x H(Vi,, Q) x HO(U, N Vi, Oc,)
tel que wy —wy +df = 0. Le sous-espace HY(Cy, Qlck) s’identifie aux triplets

tels que f = 0.
Un mondme ujul, ot [ et m sont des entiers et m est positif, est défini :

e sur U lorsque [ est positif;
e sur V lorsque l +m < 0;
e uniquement sur U NV, lorsque —m + 1 <1 < —1.

LEMME 5.7. — Soit fy (respectivement fy ) une fonction définie sur U
(respectivement sur V) et f = fu + fv. Supposons de plus que df = 0.

Alors (0,0, f) représente un élément de H}p(Ck) qui est dans
HO(Cy, Qlck)

Démonstration. — La condition df = dfy + dfy = 0 assure que le triplet
(0,0, f) représente bien une classe de H},(Ck).
On obtient

(0,0, f) = (=dfv,0, fv) + (0,dfv, fv) + (dfv, —dfv,0)

et le fait que (dfy,—dfy,0) représente la méme classe que (0,0, f) dans
Hpp(C) O

5.3.3. Calcul de l'action du Frobenius sur la famille (v(—i, —j5))

Nous sommes dans la situation ot 0 < j < i < g — 1 et par conséquent
jn—l < Z-n—l-
Rappelons que nous utilisons la décomposition de i et j dans la base p :

n—1 n—1
i=>Y ipt et j=> jp
1=0 =0
ol les entiers 7; et j; sont compris entre 0 et p — 1.
Considérons « tel que

ap"l+1<i—j< (a+ l)pnfl;

on remarque que 0 < a<p—1.
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LEMME 5.8.

(1) Le quotient et le reste de la division euclidienne de p(q — i+ j + 1)
par q+1 sont respecmvement (p—1- a) et gq(1+a)—p(i—j)+a+1.
(2) Sidy 02 jlp < Zl 0, zlp alors & =ip—1 — jn—1.
(3) Si Zl:o le = 21:0 le ,alors oo = i1 — jp—1 — L.
Démonstration.

(1). — Tl s’agit de vérifier les inégalités 0 < g(1+a)—p(i—j)+a+1 < ¢

Par définition de «, 0 < ¢(1 + ) — p(i — j), d’ot la premiére inégalité.

La deuxiéme inégalité de déduit de ag+p < p(i —j)eta <p—1:en
effet

q14+a)—p(i—j)+a+1<ql4+a)—ge—p+a+1<qg—p+1+a.

(2) et (3). — il suffit d’écrire

i=J=(in-1— Jn-1)p +<lep—z,7lp> O
Soit I le plus petit entier tel que pi — ¢(1 4+ «) + 1 < lp(g — 1).

LEMME 5.9.

(1) Si Sl < S lap!, alors ly = ju—1.
. -2 . -2 . .
(2) Si >y apt =Yy upt, alors lg = ju_1 + 1.

Démonstration. — On calcule
n—2
—q(1+a)+1=q(in —1—a)+Zilpl+1 +1,
1=0
et on remarque [y = %,_1 — a dans chacun des deux cas. O

On pose i’ = jn_1 + 312y iro1p’ et §' = in_1 + 312 jiaph.
PROPOSITION 5.10.
(1) Siip1=p—1,5,1=0c¢et 27;02 gipt < 27;02 ipt, alors
6]\/I(’U(_i7 _.7)) = U(_i/a _.7/)

(2) Sidp—1—jn-1<p—2et Z;:OZ gt < 27;02 ip', alors

By (v(—i,—j)) = (=1)P1in (p Tl ”"‘1)11(—2", —j')

In—1
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Sn-2 ne2.
(3) Si) =g g =3, up', alors

Barlo(-.~3)) = (-0 G + (777 T ot ),

Démonstration. — Pour tout couple (i,7), 'image de v(—i,—j) dans
HY(Cy,Oc,) est la classe [u;? 'ud™ "1 et laction de F sur O¢, est
P’élévation & la puissance p. Lorsque la classe de [uy 9 TPu8 0] qang
H'(Ck, Oc,) n'est pas nulle, son expression en fonction de la base de la pro-
position 5.2 permet de connaitre ®;(v(—4,—75)) grace au scindage naturel
de la suite exacte (5.1).

n—2 .

(1). — Supposons i,_1 =p—1, jp—1 =0et >, gt < 27:_02 aupt;
alors
n—2
pla—i+j+1)=q=Y (=i +p<g;
1=0

dans ce cas, [F(uy?  ud 71

de H'(Cl, O, )y (p(i+qj)) €t 'on obtient

—(j+1 —ij+1 L
[uy G+ )pug(q et )] est un générateur

61\/1(1)(77;7 7])) = U(fi/a 7]‘/)'
Supposons a présent que I'une des trois conditions précédentes n’est pas
e , -2 . —2.
vérifiée, c'est-a-dire i,—1 — o1 < p—2o0u Y,y jpt = >, ip', alors
p(g—i+7+4+1) =g+ 1; dans ces conditions, en utilisant le lemme 5.8

u;p(jﬂ)ug(q*iﬂ’ﬂ) _ u;p(jJrl)ug(Ha)*p(i*j)HJra(ucf - ul)p—l—a
p—l—a 1
= Z (—1)p-t-o-r (P —1- 0‘) ugq—l)r—pj—l—a
r
r=0

q(1+a)—p(i—j)+1+a
U .

Les termes dont la classe est non nulle dans H*(Cy, O, ) sont ceux tels que
1< ~(g=Dr+pj+l+a<ql+a)—pii-j)+a

On en déduit la condition () : pi —g(l4+a)+1<r(¢g—1) < pj+a.
Comme

pj+a—pi+q(l+a)—1=p({—i)+q(l+a)+a—-1<g—p+a—1<qg-2,

il existe au plus un seul entier r vérifiant la condition (x) et c’est U'entier ly.
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(2). — Nous sommes dans la situation ot & = i,,—1 — jn—1 €t lop = jn_1.
On constate que lg = j,—1 vérifie la condition (x); le résultat provient des
calculs

(q—Dlo—pj—1—-a=(q—1)jn1—pj—1—in1+jn1=—i' =1
et
gq1+a)—pli—j)+14+a=q—i+j +1.
(3). — Sous ces conditions, o = i,—1 — jp—1 — 1 et lp = jn—1 + 1. Le

triplet ((),O,ul_p(jﬂ)ug(q_”jﬂ)) représente un élément de H}(Ck) qui
est dans H(Cy, Q¢ ). En effet

r

p—1l—«
fo= 3 (cppier (P -1- a) Wa~Drpi—1-a (i a)—pli=j) 1+

T:lo

est alors un élément défini sur U, et

lo—1
fv = Oz: (_1)P—1—a—r (p - 71n_ 0‘) ugq*l)rfpjflfaug(Ha)*p(i*j)+1+oc
r=0

est défini sur V.
On a ainsi

f= ul—p(j+1)ug(q—i+j+l) = fu+ fv
et
d(uy "IV — 0 = dfyy + dfy .
Le lemme 5.7 s’applique et ®y(v(—i,—j)) € H°(Cy, Q).
Calculons

P—in—1+jn-1

dfy =d Z (_1)p_in71+jn71_7‘ (p —in—1 +.7n1)

4 T
r=jn-1+1

r(g—1)=pj—in-1+in—1, q(in—1—Jn—1)—p(i—j)+in—1—jn—1
Uy Ug

p_in,—l“!‘jn—l

= Y (1)“n1+a'n1r<pln‘1“”‘l> ((z‘n_l —Jn-147)

4 r
r=Jn-1+1

dUQ

q—1 r(qg—1)—pj—in—1+jn—1, j'—i' =1
uf —7‘)) Uy u

— (71)1)72‘”71—1 (p ;n_lliin_1> (jn—l + 1)u¢117i’71ug’7i'71du2
n—
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Par la remarque (2) de la démonstration de la proposition 5.3,

q—i'—1_ 4 —i'—1

Uy Uz dup = —v(i', j'),
d’ott le résultat. O
COROLLAIRE 5.11. — Supposons ¢ =p;
Bas(ol=i i) = oG+ (7 T Yoo

5.3.4. Calcul du Frobenius divisé sur la famille (v(3, 5))

Rappelons que, pour i et j tels que 0 < i < j < g — 1, élément v(i, j) =
—uf —1g u2 i 1duz, , peut étre represente dans le complexe de Cech par le
triplet (—ud™ "Il dug, —vivd " dvy, 0). Son image par I'application

de Deligneflllusw est représentée par le triplet
(fuf(q_l_j)ug(j_i_l)u’;ldu vfzfug(] -1 b duy, hij)

ou

Z p(J i) p(q 1—j)—Uq— 1)

=1
Puisque ¢ < j, nous sommes malntenant dans la situation ot 4,,_ 1 < Jn—1-

On pose & nouveau j' = i,_1 + Zl pl+1 et i = ]n 1 + > mr)”’1

Considérons 3 tel que Sp" 1 +1 < < (B+1)p" L et o le plus petit
entier tel que pj —p(¢g—1)—f8 < Mo(q - 1). On remarque que 0 < B <p—1
et que po < 0.

LEMME 5.12.

(1) Le quotient de la division euclidienne de p(j — i) par ¢ + 1 est .

(2) Si Yo ! < S ', alors B = jn1 —in-1.
(3) Sinon, = Jn—-1—tn—1 — L.
(4) Dans tous les cas, o = —(p — 1 — jn—1)-

Démonstration.

(1). — Immédiat.

(2) et (3). — Rappelons que S est le quotient de la division euclidienne
dep(j—i)par ¢+ 1. Or jp—1 —ip_1 <p—1let

P =) = (Jn—1 — in- 1q+p<Zsz—Zup>

d’ou le calcul de S.
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(4). — o est le plus petit entier tel que p(¢—1—j)+po(¢g—1)+8 > 0;
sachant po <0,

pla—1—4)+B=8+> (p—1—j)p'

=1
et
n—1
—po(g—1) = (p+po) + >_(p = 1p' + (—po — 1)p",
=1
on en déduit po=—(p — 1 — jn_1)- O

PROPOSITION 5.13.
(1) Sij<p"t—1,alors ®u(v(i,j)) = v(pi,pj) = v(@, j).
(2) Sii>q—p" !, alors @y (v(i, 7)) = v(i', 5').
Démonstration.

(1). — Comme uju3 est définie sur U lorsque 7 et s sont positifs, h;;
est alors définie sur U lorsque j < p"~! — 1 (dans ce cas 3 = 0) et

S 0B b pa-1-p-ta-1)
dhz] - d (—1) ?ug J ’LL11) a J q

=1
gy ) 1) -ig-1), pli—)—1

= Z(_Uli (—lu?‘l + l) WP 1D Ua D, =Dy,
=1

) D g et =D g

Le triplet (—u(f:l_mug(j*i)*ldu% —PiUT P~ g, 0) est un autre re-
présentant de @/ (v(7, j)), d’ou le résultat dans le premier cas. La deuxiéme
égalité provient du fait que i,,_1 = j,—1 = 0 dans ce cas.

(2). — Dauns le deuxieéme cas (8 = 0 également), comme uju§ est défini
sur V lorsque —r et s sont positifs, avec —r > s, h;; est alors défini sur V'
et

S (0(i, ) = —uf " T ub T b .

On remarque i,_1 = j,_1 =p — 1. .

n—1

On suppose désormais i < ¢ — p —1etj>p* ' Les conditions sur

1 et j impliquent

Jn—1 Zin-1, in-1<p—2 et jJp_12>1
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PROPOSITION 5.14. — On suppose i < g —p* ' —1etj>p" L
(1) Si S lip = S0 i, alors
— . 1 .
B (v(i, 5)) = Ty (=i =)

In—1

(jnfl - infl) (]nfl)

(2) Si it < 7l it alors By (v(i, 7)) € HO(Ca, Q) et

Ba(0(6.9) = () o)
Jn—1
Démonstration. — Rappelons que :
Bov — pil(il)l@up(j—i)up(q—l—j)—l(q—l)
ij 2 p 2 1 .

Pour I < p— j,—1 — 1, le mon6éme uBU =Dy @ 1= =1a=1) oot 46fini sur
J 2 1

U, alors que pour [ > p — i,_1, il est défini sur V. Il reste donc a étudier

P—in—1+1 (p) o ]
Z (*l)l%ug(]_l)uf(q_l_])_l(q_l).

l=p—jn-1

En utilisant la relation ug(j_i) = ug(j_i)_(ﬁlm(u({ —uy)?, cette somme

est égale a

p—in—1tl (p) B 3 o ,
Z (fl)lL Z(l)ﬁr< )UIQJ(J—l)—(Q+1)5u11?(’1—1—3)+(7“—l)(q—l)-‘rﬂ.
l=p—n-1 P30 "

Lorsque 7 — I > p9, le monéme u]f(q_l_j)+(r_l)(q_1)+ﬁug(j_i)_(q+1)6 est

défini sur U, alors que pour (r —1)(¢—1) < —p(qg—1—1) + ¢B, il est défini
sur V.
Considérons 'encadrement

—plg—1—-9)+gB8<(r—0(g—1) <-plg—1-7) =B
la longueur de l'intervalle est
(=p(g=1=34)=B—=1)=(-plg—1-i)+q¢B8+1)=p(j—1)—(¢+1)8—2.

Puisque S est le quotient de la division euclidienne de p(j —i) par ¢+ 1, cet
intervalle est de longueur inférieure ou égale a ¢g—2. On en déduit qu’il existe
au plus un entier ' tel que —p(¢—1—14)+¢f <r'(¢—1) < —p(g—1—j)—pB
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et cet entier est o — 1 par définition de pg. En étudiant le signe de
(5:2) plg—1—1)—gf+(u 071)( -1

= —Bp" +Z — 1)t
— (P = Jn-1 Z
=0
n—1
Z —1—7,1 1

G+ 30— DB + (0 s — 1 B

n—1
= _jnfl - Zil—lpl - (5 + Z'nfl _jnfl)pn7
1=1
on voit apparaitre les deux conditions, a savoir :
(a) Si Y2050 ip' = 300 ity B = o —ino1 — Let
n—1
_jnfl - Z il—lpl - (ﬁ + Z.nfl - jnfl)pn > 0.
=1

On en déduit que le mondme ulf(q_l_j)""(jn—l—P)(q—l)'i‘ﬁug(j*i)*(qul)ﬁ

n’est défini ni sur U ni sur V, mais sur U NV et ®pr(v(i, 7)) est
colinéaire & v(—i', —j’).
. n—2 . ~2", . .
(b) Si 355 it < X0g bl B = jno1 —in—1 et
n—1

—Jn—1— Z Z.l—lpl - (B +ip_1— jn—l)pn <0
=1

On peut alors décomposer h;; en h;; = hy + hy, ol la fonction hy
est définie sur U, hy est définie sur V et

P—Jn—1—1 (p) )
hy = Z (_1)liu1270—1)u1(q 1-5)—l(g—1)
=1
p—in—1—1 p B
T ST SR 1)“(5)
l=p—jn-1 p T*lﬂ'nf —p+1 "
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Il reste & calculer 'expression de ®,/(v(i,5)); on rappelle les relations
w —uy =udtt et —duy = ulduy.
Dans le cas (1). — Le coefficient du mondéme

uzli(q—l—j)+(jn71—p)(q—1)+,3u127(j—i)—(q+1)/3

dans h;; est

P—in-1—1 p) ) . .
i = -1 Pp—ip_1—1 (L <]n—1 In—1 )
v Z ( ) p ! _p+jn71

l=p—jn-1
et le lemme 5.6 donne le résultat.

Dans le cas (2). — Calculons dhy :

PR ) i) sla—1-d)—ita—1)
d( > (—l)lfugw A )

=1

(a-1-3), p(G—i)-1 R p—1 p—1
s S () (7)
=1

K P10 pGD =1 g,

p-1 ) @19 D @) G g
P—Jn-1-2

+ (Pt (

— P10 pU==1 g g p]n11< p >
! 2 ? ( ) P—=In-1 -2

AR [ ICEOE

X Uy
_ a1 2 g
+( 1)’”"‘11( Pt ) Zﬂ:( Do (B)
P~ Jn-1—2 —o r

5 ul—pj+(jn_1+1+r)(q—1)+Bu127(j—i)—(q+1)ﬂ—1du2
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Dans les formules qui suivent, on note v = p(j — i) — (¢ + 1)3.

B
d S (1 (ﬂ> Wb IO 48

- r
r=l+jn—1—p+1

4 B
- ¥ <—n-*()«r—w—m%‘ww
r=l4+jn_1—p+1 "

—(r— l))ug—luﬁln(qf1*j)+(T*l)(q71)+ﬂdu2

- B .
] (L (SRR}

in_1—p+1)(g—1 —1—j -
xugj 1—p+1)(g—1)+p(q J)+Bu; ldug

B-1 B+1
_\B—r+1 (r=l+1)(g—1) _, (B=l+1)(g—1)
+ Z (-1 Z<T+1)u1 lug

r=l+jn—1—ptl
—1—7 —
% uzlo(q J)Jrﬂu;’ L duy

= (z +jn_1ﬁ— p+ 1) na =t

5 ul—m'+(jn_1+l)(q—1)+ﬁu127(j—i)—(q+1)/3—1du2

B

o 3 e (T)

r=l+jn—1—p+1

% ul—pj+(7'—l+1+p)(q—1)+6u121(j—i)—(q+1)/3—1du2

Calculons a présent les coefficients de

ul—pj+(7"+p)(q—1)+/3u127(j—i) - (q+1)ﬁ—1du2

pour 7’ compris entre j,_1 —p+1et j,_1 —p+p.
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e pour ' = j,—1 —p+ 1, on retrouve v(¢’, j') et le coefficient est

(_1)ﬂ+p_jn71_l ( p_ 1 >
—Jn—-1— 2
1

P—in—_1— ) ﬂ
+ 1””"1< : > 1 —p+1
=g ) I+ jn-1—p+1 Un1 =p+1)

gy 5 ()

ey P\ Jnr—p ]

—(_1\ptin-1 (jn—l — in—l)!
7( 1) (p_jnfl)"'<p—in,1—1>7

par le lemme 5.6.
e pour 7’ > j,_1 —p+ 1, ce coefficient est

)b )
D~ Jn-1—2 p—1—gn_1+7

. B—i:“rl (1) (?)l(flii)

l=p—jn-1 p

—(DW( P n- 1—2>< —1—Jn 1”>

o T ()

l=p—jn-1

En remarquant que pour p — j,_1 <1< S -1’

()6 )G =600

cette somme se réduit a

p—1 B p—1\/(B+1)\
(ﬁ—r’—l)(,@)+<ﬁ—r’)(ﬁ+1 =0 modulo p. O
COROLLAIRE 5.15. — Supposons n = 1; alors

S (i — (i Ui
(I)M(,U(Zvj))_( 1)+ (p—j)(p—z—l) ( 75 )
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5.3.5. Exemples

Les calculs précédents permettent d’étudier des propriétés du p-module
filtré HL5(Ck).

Exemple 5.16. — Dans le cas ou n = 1, Hh(Ck) se décompose en

. —1 . . SRy
sommes directes de % sous-modules de dimension 2. Plus précisément :

COROLLAIRE 5.17. — Supposons q = p et soit i et j tels que 0 < i <
Jj < p—1; lespace vectoriel engendré par (v(i,j),v(—j,—1)) est un sous-
module filtré de H},(C},) stable par le Frobenius divisé. Il existe une base

de ce sous-module adaptée a la filtration dans laquelle la matrice de ® est
(0 (_1)p+1+i+j )
1 0 ’

Démonstration. — Posons A = (—1)i+j% etv=(—1)PI(i+

1)(p_j+i); alors ®(v(i, ) = \v(—j,—i) et ®(v(—34,—i)) = vo(i,j); dans

i1 v
la base (v(i,7), Av(—j, —i)), la matrice de ® est (§ *;¥). Il reste & calculer
APy = Av, puisque A € Fy,. g

Exemple 5.18. — L’élément v(—1,0) engendre un sous-module filtré de

dimension 2n stable par le Frobenius divisé, facteur direct dans H }, r(Ck).

Démonstration. — En appliquant les formules de la proposition 5.10, on
obtient :

D (v(=1,0)) =v(=p,0), Dpr(v(—p',0))=0v(=p*1,0) pour 0<I<n—2,
et @pr(v(—p"~1,0)) = —v(0,1).
Bar(0(0, 1)) = 0(0,p) Bas((0,p)) = 0(0,p*Y) powr  0<I<n—2

Calculons & présent @/ (v(0,p" 1)) : nous sommes dans le cas (2) de la
proposition 5.14, avec i,,_1 = 0 et j,—1 = 1. On conclut que

®pr(v(0,p™ 1)) = (=1)P"10(1,0). O
Remarque. — Dans la base

(o(=1,0),0(=p,0),- -, 0(=p"",0), =0(0,1), =0(0,p), -+ , ~v(0,p" 1)),
la matrice du Frobenius divisé est

0 -+ -+ 0 (=1

1 . 0

0

0 0 1 0
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D’autre part,
v(—p',0) ¢ Fil' Hhp(Cr) et v(0,p") € H(Cy, Q) = Fil' Hpr(Ch),

la suite des crans de filtration associée a la base est (0,---,0,1,---,1); elle
n’admet pas de sous-suite périodique.

La description des ¢-modules filtrés simples de Fontaine—Laffaille [9] et
I’équivalence de catégories avec certaines familles de représentations galoi-
siennes modulo p (op cit.) permettent de conclure que ce sous-module est
irréductible, ainsi que la représentation modulo p qui lui est associée.

Exemple 5.19. — On peut trouver des exemples de sous-modules de di-
mension 2n stables par le Frobenius divisé qui ne sont par irréductibles.
Par exemple, pour p=3etn=3:

EM(v(6, 13)) = v(-19, —12), M( (—19, —12)) =v(4,11),
Ba(v(4, 11)) = v(~13,-6), 6M< (~13,-6)) = —0(12,19),
2 (0(12,19)) = —v(—11, —4), a(v(=11,—4)) = —v(6,13).

Le module de base
((v(6,13),v(—=19,—-12),v(4,11),v(—-13,—-6), —v(12,19),v(—11, —4))

est stable par le Frobenius divisé, de matrice

00 0 00 -1
100 0 0 O
01 000 O
001 0O0 O
0001 0 O
00001 O

La suite des crans de filtration associée & la base est (1,0,1,0,1,0), qui
admet (1,0) comme sous-suite périodique. A nouveau, la théorie de [9]
permet de conclure que le sous-module n’est pas irréductible.

Plus directement, en posant

u=v(6,13) +v(4,11) + v(12,19) € Fil' H},(Cy) = H°(Ck, Q¢,,)

et
v =—v(-=19,-12) + v(—13, —6) — v(—11, —4),

on remarque que @y (u) = v et ®pr(v) = —u; on a exhibé un sous-module
filtré de dimension 2 stable par le Frobenius divisé.
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5.3.6. Sous-espaces stables par le Frobenius divisé

Revenons sur la décomposition de H},r(C) en sous-espaces de dimen-
sion 1 stables sous 'action de FZQ (proposition 5.3)

Hpp(C)= B  Hpr(Ci)pira)
0<i#Aj<qg—1
pour m un entier, le Frobenius divisé envoie H})R(C’k)wm) sur
Hpr(Cr)yom)-

PROPOSITION 5.20. — Les seuls sous-espaces stables a la fois par le
Frobenius divisé et par I'action de quz sont de dimension 2« ot v divise n,
a savoir :

(1) @' Hb(Ck)(prm), 0ft m est un entier;

. ) ) — . n_q
(2) si 2 est impair, @fiol HEp(Cr)pprmy, ot m=ad 2 p

est un entier.

2ar et a

Démonstration. — Puisque H}, p(Cr)y(m) a pour image H g (Ck)y(pm)

il s’agit de trouver le plus petit entier non nul r tel que p”m = m modulo

g*> — 1; par la propriété ¢>m = m modulo ¢> — 1, on voit que r divise 2n.
2n

e si 7 est un diviseur de n, alors ¢* — 1 = (p" — 1) >_,, P prt divise

2n _
(p" —1)m; on en déduit que " ! pt divise m. 1l existe a tel que

n_q n_1 z-1
m=a prl:a § prl+pna § prl;
=0 =0 =0

cette valeur de m ne remplit pas les conditions m = ¢ 4 ¢j avec
i#jetl<m<qg®—1
e sir=2aq,alors ¢> — 1= (p** —1) Zfzgl p?@ divise (p?* — 1)m; on

1 23 . . . o
en déduit que ) p?et divise m. Si = est impair, il existe a tel

que
a1 byl [35]-1
_ 2al 2al n o, 2al
m=a g P =a E p +pa E pp o
=0 =0 =0

Cette valeur de m convient.
Si = est pair, les conditions m = i+qj aveci # jet 1 <m < ¢>—1
ne sont pas remplies. (|

Exemple 5.21. — Lorsque p = 3 et n = 3, alors soit a = 1, soit @ = 3.
Pour a = 1, on trouve des sous-espaces stables de dimension 2 :
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e le sous-espace engendré par v(3,10) et v(—10,—3), ce qui corres-
pondaa=1et m=1+94 27 x 3. En effet

B (v(—10,-3)) = v(3,10), By (v(3,10)) = v(—10, -3).

e le sous-espace engendré par v(6,20) et (v(—20,—6), ce qui corres-
pond & a = 2; en effet

By (0(—20,—6)) = —v(6,20), By (v(6,20)) = —v(—20, —6).

5.4. (,I')-module associé
5.4.1. Rappels sur les (p, T')-modules

Notons K = FracW et considérons la Z,-extension cyclotomique K
de K contenue dans K ; soit I' le groupe de Galois de K../K, qui est
isomorphe & Z,, et choisissons-en un générateur topologique, noté . On
munit anneau S = W[T] d’une action de I telle que v(T)—T = a(p+T)T,
oll o est une unité de S, qui est congrue a une unité de Z, modulo T'
et & 1 modulo (p,T). Dans ces conditions, S est également muni d’une
action de Frobenius, notée p, commutant a I’action de I', compatible avec
le Frobenius sur W, qui releve 1’élévation a la puissance p modulo p et telle
que o(T) = u(p+ T)P~IT, ott u = 1 modulo pS (pour un exposé détaillé
des propriétés de S, voir [7, 3.2], [8], ou [20, 3.1.1.]).

L’anneau S peut étre décrit a partir de 'anneau usuel S" = W[T'], que
I'on munit d’une action du groupe de Galois de la Zj-extension cycloto-
mique K7, de K; ce groupe est isomorphe a Zy via le caractere cyclo-
tomique x. On pose g(T") = (1 + T)X9) — 1 pour g € Gal(K’ /K) et
©(T") = (1 +T")P — 1 est I'action du Frobenius. Le lien entre S’ et S est le
suivant : puisque Z; = F} x Z,, F agit sur S’

S=5% et T=Y g(T)=)_ ((1 F )l — 1)_
acFy a€F},

Un (¢,T')-module sur S est un S-module de type fini muni d’actions
de ¢ et de T', semi-linéaires par rapport aux actions respectives sur S et
commutant entre elles.

On peut associer & une courbe projective et lisse X sur W un (p,T)-
module de la facon suivante. On dispose du Frobenius divisé

O - Hpp(X') = Hpp(X),

associé & une section 7 de la suite exacte (5.1).
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Choisissons (e;)1<i<2y une base de Hj,,(X) adaptée a la filtration de
Hodge, c’est-a-dire telle que (&;)1<i<24 s0it une base de Gr H},p(X), et
notons r; le plus grand entier tel que e; € Fil"* H}, 5(X). La base (€;)1<i<2g
est également une base de H7, r(X') et le fait que @}, soit un isomorphisme
implique que la matrice A = (a;;), exprimant ®73, dans la base (e;)i<i<2g,
est inversible.

On définit alors sur le module N = S @y H},p(X) une action de ¢ par

29
e(l®e;)=@+T)" Zaijl ® e;,
i=1
Paction de T" sur N étant induite par la proposition suivante (cf. [20, 3.1.4,
théoreme 3)) :

PROPOSITION 5.22. — Il existe sur N une unique action de I' commu-
tant a ¢ et triviale modulo T'.

5.4.2. Application a la courbe de Drinfeld

En reprenant les mnotations de la section 5.3, la base
<(U(i’j))0§i<j§q—1’ (v(—, 7j))0<j<i<q—1) de H}p(Cw) est une base
adaptée & la filtration, avec v(i,j) € Fil' H}»(Cw ).

Pour uniformiser les énoncés, notons e;+q; = v(i,j) et de méme e;44; =
v(—i,—7). Rappelons que Haastert et Jantzen (cf. [12]) ont montré que
lendomorphisme de Frobenius agit sur la base (v(4,j),v(—i,—7)) en per-
mutant les vecteurs, a un scalaire pres. Concernant le Frobenius divisé, il
existe donc une permutation s de ’ensemble des entiers compris entre 1 et
q(q—1) et des éléments a; de W inversibles tels que ®p/(e;) = azey(;), pour
[ compris entre 1 et g(¢g — 1).

Par abus de notation, on désigne 1 ® e; dans N simplement par ¢;. L’ac-
tion de ¢ sur N est donnée par

(p(el) = (p + T)Tl ales(l)7
si e; € Fil" H, p(Cw ). Ici, soit r; = 0, soit r; = 1.

PROPOSITION 5.23. — L’action de T sur le (p,I')-module associé a la
courbe de Drinfeld est diagonale dans la base (e1)1<i<q(q—1)-

Démonstration. — Autrement dit, il s’agit de montrer que chaque vec-
teur e; pour 1 <1 < ¢(g — 1) est un vecteur propre sous l'action de I'. La
démonstration se fait par dévissage modulo T, puis modulo p, comme celle
de la proposition 5.22.
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Puisque l'action est triviale modulo 7', on sait que v(e;) = ¢; mod T.
e Posons 71 (e;) = e; et évaluons lerreur sur la commutativité de ¢ et ~.

p(mle)) —nlele)) = ple) —nleler))
= +1)"aesqy — (p+ (1)) v(a)esq

Sir =1, o(n(er)) —yi(pler)) = —aia(p +T)T; sirp = 0, la différence
est nulle. Dans tous les cas,

p(mle)) —mn(p(e)) =0 mod (p+T)"T

e Formulons ainsi ’hypothese de récurrence : soit n un entier supérieur ou
égal 4 1 tel qu’il existe, pour tout | compris entre 1 et ¢(g—1), un élément p,
de W[T] avec p; =1 mod T permettant de définir 7, (e;) = p;e; vérifiant

p(nler) —mlpler)) =0 mod T"(p+T)".
Ceci revient a supposer
pp)ai(p +T)" = alp +y(T)" psqy =0 mod T"(p+T)".

Considérons alors g; € S tel que

plp)a(p+T)" —alp +(T))" poy = T"(p+ T)" -
On cherche a construire 7,41 sous la forme

Tr1(er) = prer = (oo + T ey = yuler) + T e
tel que

¢(mr1(er)) = mia(p(er)) =0 mod T"H (p+T)".
Les éléments x; de S doivent donc vérifier
T (p+T)" B+ o(T")p(x)a(p +T)" = ai(p +~(T))" T x40
=0 mod T"(p+T)".

Comme o(T) = u(p+T)P?" 1T et v(T) =T + a(p+ T)T, on est ramené &

résoudre les équations
B = argqy(14 1) —u™(p + T)"(p_l)algo(xl) mod T,
d’ou
B = awgqy — u"p"(pfl)altp(xl) mod T.

Un dévissage modulo p permet alors de montrer qu’il existe un unique
q(q — 1)-uplet (z;) d’éléments de W solution. En particulier, comme a; est
inversible dans W, il vient x4y = al_lﬁl modulo p. O
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Dans la section précédente cf. propositions 5.10, 5.13 et 5.14 , les coeffi-
cients a; ont été déterminés modulo p. On en déduit la matrice de v modulo
p. Le procédé de calcul étant algorithmique, on peut obtenir les coefficients
de T'action de v modulo p lorsqu’une précision T™ est fixée.

Exemple 5.24. — Dans le cas ou n = 1, dans les corollaires 5.11 et 5.15,
on a caleulé By (v(—i, —j)) = (=17~ (j+1) ("7 )05, 3) et Bas(v(i, 5)) =
i+ j—i—1)! TN
(—1)”]% v(=j, =), d’ot
(j—i—1)!

Gos = ()it
o = ) T T io

si0<i<j<qg—1

et
iy, —i+j . . .
airg; = (1P G+ D7) si0< <i<a—1L
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