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INTERPRETATION CRISTALLINE DE
L’ISOMORPHISME DE DELIGNE-ILLUSIE

par Christine HUYGHE & Nathalie WACH (*)

Résumé. — Soit k un corps fini de caractéristique p > 0, W (k) I'anneau des
vecteurs de Witt de k, X un schéma lisse sur spec W (k) de dimension < p—1, Xgo
la fibre spéciale de X. En 1987, Deligne et lllusie ont démontré la dégénérescence
de la suite spectrale de Hodge vers de Rham d’une fagon purement algébrique, en
construisant un quasi-isomorphisme dans la catégorie dérivée entre le complexe de
de Rham de Xg et un complexe a di [érentielles nulles. Concomitamment, Fontaine
et Messing ont construit un Frobenius divisé sur les complexes cristallins associés
a Xop. Nous montrons que ces deux morphismes de catégories dérivées sont com-
patibles. Comme application de cette compatibilité, nous donnons la structure du
¢-module filtré mod p et celle du (¢, M)-module associé a la courbe de Drinfeld.

Abstract. — Let k be a finite field of characteristic p > 0, W (k) the ring of
Witt vectors of k, X a smooth scheme over spec W (k) of dimension < p—1 and
Xo the special fiber of X. In 1987, Deligne and lllusie proved the degeneration
of the spectral sequence “de Hodge vers de Rham” in a purely algebraic way, by
constructing a quasi-isomorphism at the level of derived categories between the de
Rham complex of Xg with a complex with 0 di [erentials. Simultaneously Fontaine
and Messing constructed a divided Frobenius map on the crystalline complexes
associated with Xg. We show that both morphisms of derived categories are com-
patible mod p > 0. We use this compatibility to compute the filtered ¢-module
mod p and the (¢, N)-module mod p associated to the Drinfeld Curve.

Introduction

Soient k un corps fini de caractéristique p > 0, W = W (k), S = spec W,
X un S-schéma propre et lisse sur S, et Xg sa fibre spéciale. Fontaine—
Messing ont construit en [10] un Frobenius divisé cristallin, construction

Mots-clés : courbe de Drinfeld, cohomologie cristalline, cohomologie de De Rham, module
(6.1 .
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généralisée par Breuil [4] dans le cas log-cristallin. D’autre part, pour mon-
trer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham, De-
ligne et Illusie ont construit une fleche mod p en [6] qui fait aussi intervenir
un Frobenius divisé. L’objet de cet article est de comparer la réduction
mod p du Frobenius divisé cristallin de Fontaine—-Messing et la construc-
tion de Deligne-lllusie, ce qui répond a une question tout a fait naturelle.
L’intérét du calcul de Deligne-Illusie est qu’il est algorithmique. En ef-
fet, ce morphisme est défini explicitement comme une fléche des complexes
des modules des formes di[Efentielles sur X, vers un complexe de Cech
du complexe de de Rham de Xy, relatif a un recouvrement a Cnelmodulo
p?, sur lequel on dispose d’un relévement du Frobenius. Ceci nous permet
par exemple de calculer le ¢-module filtré modp associé a la courbe de
Drinfeld, en complétant ainsi des résultats de Haastert-Jantzen [12] sur la
cohomologie cristalline de ces courbes. En nous appuyant sur leur calcul,
nous pouvons calculer, grace a une méthode due a Wach, le (¢, N)-module
mod p associé a cette courbe, ce qui est équivalent a la description comme
représentation galoisienne de la réduction modp, de la cohomologie étale
de Xz a coe [ciehts dans Qp (ou K est une cldture algébrique de K).

Voici le contenu de cet article. Nous donnons les notations dans la pre-
miere partie. Dans la deuxieme partie, nous rappelons les constructions cris-
tallines usuelles ainsi que la construction du Frobenius divisé de Fontaine—
Messing, précisée par Kato [15]. Dans la troisieme partie, nous établissons le
théoréme de comparaison en comparant d’abord la construction de Deligne—
llusie et celle de Fontaine—-Messing en degré k = 1. Dans ce cas, le calcul
du Frobenius cristallin se fait par descente conomologique. La construction
de Deligne-Illlusie est multiplicative a partir du cas k = 1. Le reste de la
démonstration consiste a observer que la construction du Frobenius divisé
cristallin est elle aussi multiplicative. C’est facile a faire sur un schéma muni
d’un reléevement du Frobenius et pour obtenir le cas général on s’y ramene
par descente cohomologique. Nous pouvons alors déduire le cas de degré
guelconque 6 p — 2 du cas de degré k = 1. Dans la quatrieme partie nous
passons aux applications cohomologiques dans le cas ot X est projectif et
montrons que, aprés passage a la cohomologie, le morphisme de Deligne—
Illusie coincide mod p avec le Frobenius divisé de Mazur. Dans la cinquiéme
partie, nous appliquons le résultat précédent au calcul du Frobenius divisé
sur la cohomologie cristalline de la courbe de Drinfeld (théoréme 5.4). Nous
en déduisons le (¢, MN)-module associé.

Enoncons & présent les principaux résultats de cet article. Désignons
par X§'le changement de base de X, par le morphisme de Frobenius de
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INTERPRETATION CRISTALLINE 3

spec k — spec k, DRx, le complexe de de Rham de Xg, les faisceaux
cristallins sont définis en section 1. Le théoréme de comparaison 3.1 se
résume dans le fait que le diagramme suivant de faisceaux dans la catégorie
dérivée des faisceaux de Oxgzmodules est commutatif

@ K] [k+1] Peris
k=0 RuonprSo/JXgSo *Ioep—ZFlﬂuXo @XO/SO

can can
Lol /
i QK ————a6p2FBRx,,

dont la fleche horizontale du haut est le Frobenius divisé cristallin, et celle
du bas est le morphisme de Deligne-Illusie.

Dans le cas ou X est projectif de dimension 6 p—2, et vérifie la condition
de Mazur (4.1), nous déduisons (théoreme 4.1) que le morphisme R"I" - DI
est égal au Frobenius divisé de Mazur pour tout n 6 2dim X :

_ 1 .
R'TeDI =0y :  H" (X5 Q) ~ DRx,.
i=0

Les résultats précédents permettent de calculer explicitement le Frobe-
nius divisé sur la cohomologie de De Rham de plusieurs familles de courbes,
ce qui est une nouveauté. A part I'algorithme de Kedlaya pour les courbes
hyperelliptiques [16], en général les calculs explicites aboutissent a la ma-
trice de Cartier ou a la matrice de Hasse-Witt, qui sont des blocs de la
matrice que nous calculons.

Outre I'application aux courbes hyperelliptiques présentée dans [13] et
a de plus larges familles de courbes dans la these de Pierrot [18] et [19],
nous présentons ici le calcul du Frobenius divisé sur la cohomologie de De
Rham de la courbe de Drinfeld. Dans I'article [12], Haastert et Jantzen
exhibent une base adaptée a la filtration de Hodge du premier groupe de
cohomologie de De Rham de la courbe de Drinfeld et montrent comment
le Frobenius divisé échange les droites engendrées par les vecteurs de la
base, sans toutefois calculer les coe Lciehts. L’application de Deligne-Illusie
(cf. proposition 5.13) permet de calculer explicitement le Frobenius divisé
modulo p sur les vecteurs de la base de [12] et nous en profitons pour
étudier a travers quelques cas particuliers, les dimensions possibles des
espaces stables.

Le fait que notre résultat de comparaison soit valable en toute dimension
laisse penser que I’on doit pouvoir I'utiliser pour calculer explicitement le
Frobenius divisé sur la cohomologie cristalline d’hypersurfaces, dont on
parvient & calculer la cohomologie de de Rham a la Cech mod. p > 0.

TOME 0 (0), FASCICULE 0
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1. Notations

Rappelons que p est un nombre premier di[érent de 2, k est un corps
fini de caractéristique p > 0. Nous noterons W = W (k), W, = W/p"W,
S = spec W, Sg = spec k, S, = spec Wnh+1. Dans ce texte, X est un
schéma lisse sur S, dont la fibre spéciale est Xg.

Pour tout S-schéma Y, Y, sera le schéma Y, = specSp x<s Y.

Etant donné une immersion fermée an : X, B Y, de X, dans un Sp-
schéma lisse Y, nous noterons P(Y,) I’enveloppe a puissances divisées de
I'idéal de cette immersion, Jy,, le faisceau de PD-idéaux de P (Yn) et Py,, le
spectre de P (Yn). Le faisceaux d’algebres P (Yy,) est filtrée par les puissances
divisées du faisceau d’idéaux Jv,, : JY[';] est I'ideal engendré par les éléments
xadl .. -x7 tels que les entiers naturels a; vérifient a; + - - - + a, > k. En
particulier, on a I'égalité Jy,_ = J\Ei]. On omettra le Y, en indice quand le
contexte sera clair.

Nous serons amenés a considérer dans la suite les sites cristallins X,/Sn,
(ou Xn/Sp), dont on notera Ox, /s, le faisceau structural, défini par

Oxrs,(T) = Or,
si U 3 T est un épaississement de U, c’est-a-dire une immersion fermée
définie par un idéal a puissances divisées (PD-idéal) Jy = Ker(O+  Oy).

Ces idéaux forment le faisceau de PD-idéaux Jx, /s,,. On notera J>[(kr]‘/Sn

le k-ieme terme de la filtration PD-adique décrite ci-dessous et on notera
Ux,, la projection sur le site zariskien

(Xn/Sn)cris - (Xn/Sn)Zar-

La lettre grecque ¢ désignera a la fois le Frobenius sur k, et aussi son
relevé sur W ou Wy, pour tout n > 0. Si Yq est un k-schéma, Fy, sera le
Frobenius absolu sur Yo,

0_
Yo - Y0 xspeck spec k,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 5

le changement de base par le Frobenius sur k, et F sera le Frobenius relatif
habituel : Yo - Y47 De fagon abusive, nous noterons aussi F le morphisme
induit par F : F_loyolj—> Oy,. En général, si Yy, est un schéma sur Sy, Y’
sera le produit fibré par le morphisme o :

Y=Y, xs Sp.

Un relévement du Frobenius sur Y, (resp. sur Y un S-schéma) sera la
donnée d’un morphisme encore noté F de S-schémas (resp. S-schémas),
dont la réduction modulo p est le Frobenius relatif F : Yo — YJ?

Si E est un faisceau de Wy,+1-modules libres sur un S,-schéma, on notera
mp (resp. m;l) I'isomorphisme de multiplication par p, m, : E/p"E —%'-E,
(resp. son isomorphisme inverse). Si u est un morphisme de faisceaux W1 -
linéaire : E - F, le diagramme suivant est bien entendu commutatif

E/pnE m;p:'/p 'E,
u u

— g
F/p"F s p-F,

ce qui revient a dire que mgl cU=Ue° mgl

Si Y est un S-schéma (resp. Sh-schéma), on notera Aby la catégorie des
faisceaux de groupes abéliens pour la topologie Zariski sur Y et D(Aby) la
catégorie dérivée des complexes a cohomologie bornée des faisceaux de Aby .
On notera aussi D°(Oy ) la catégorie dérivée des complexes & cohomologie
bornée des faisceaux de Oy -modules cohérents.

Les conventions pour les complexes (indexés par Z) sont les suivantes :
si K- est un complexe de modules, et a [, alors (K-[a]) = KI*2, Le

tronqué cohomologique oea K™ est le complexe :
> Ka_l Ed Ka Ed Ker(da+1) Ed 0 .

Soient maintenant K=~ un bi-complexe de modules tel que K4 = 0
sii 6 ipet]j 6 jo pour un certain couple (ig, jo), et dont les dil&l
rentielles horizontales et verticales sont notées respectivement d“et d™
Alors le complexe S|mp|e_;ass|00|e sera noté [K=], et a pour terme géneé-
ral [K—-" = K" = i+j=n K' J et pour dil&rkntielle pour x K",
d(x) = d'{x) + (=1)'d(x).

Soient (K7,d1), ..., (Kg, dk) k complexes de A-modules libres ou A est
un anneau commutatif, alors on notera

Ki Cad - CaKg

TOME 0 (0), FASCICULE 0
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le complexe de n-iéme terme général
K Cad- CaAKES,
ap+---+ak=n

dont la di [érkntielle est donnée pour x; K, ..., x CKZ< par
d(x; 3 IXJ) = dg(Xq) XA 3 Cxd+ (—1)22x; Cdak(xp) 1 X
+(—1)C = Wx; X T Xl (%)

2. Rappel de la construction du Frobenius divisé cristallin

Cette application a été définie par Fontaine—Messing [10], et nous uti-
liserons la version qu’en donne Kato au niveau des résolutions [15, 1 du
chapitre 1], ce qui donnera donc le calcul du Frobenius divisé sur la coho-
mologie cristalline.

2.1. Réalisations cristallines

Les résultats de cette partie sont des conséquences faciles des résultats
des chapitres 5 et 6 du livre de Berthelot-Ogus [3]. Dans cette partie X
désigne un schéma lisse quelconque sur S,. On se donne deux Sn-schémas
lisses Yn, et Zn, ainsi que des plongements o, : Xn B Yn, Bn i Xn B Zn, un
Shp-morphisme h : Z, - Yy, tels que le diagramme suivant de Sp-schémas
soit commutatif

2.1) /j>//

* a
Xn Z %y

“n

h

ns
Des plongements oy, et B, on déduit des plongements ano: XaoB Yaoet
Bno: Xnold Zaopour tout entier nH6 n.

Définition 2.1. — On appelle réalisation (sur Yn) de Rux, fQx,./s,
tout complexe de D°(Aby,,) qui est quasi-isomorphe & Rux,, r9x,. /s, -

On remarquera que ces faisceaux en groupes abéliens sur Y, sont a sup-
port sur Xg, car c’est le cas des faisceaux de PD-enveloppes P(Yn). Consi-

dérons la réalisation de Rux, 9x,,/s,, suivante
22 Ev, © 0 ~ P(Yn) -~ P(Yn) [a)), Y,
' — o P(Yn) A QF -0,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 7

dont la diErfkntielle est obtenue a partir du fait que d(x@®) = x[2~dx
pour toute section locale x du faisceau d’idéaux a puissances divisées J de
P (Yn). On obtient ainsi un quasi-isomorphisme can : Rux, fQx,.ss,, Eyn.
Remarquons que Ex,, est le complexe de de Rham DRx,,.

On a une fleche canonique h'Ey,, - Ez,, donnée par les morphismes
canoniques h'@y — Q% eth™P(Y,) ~ P(Zn). Dans D°(Aby,) ) on dispose

d’un quasi-isomorphisme de complexes can : Rux,, J Kl R[ij ou Lg‘r]]

Xn/Snh
est le complexe de faisceaux Zariski sur X,
LY con gL gkl g0 Q)
(23) N J[k—N] @ QN 0
- "t = 5 Yn — .

De méme que précédemment, la donnée de ces complexes est fonctorielle
en le plongement X, & Y.

Nous noterons de plus Mg‘j le quotient a support dans X,

[k] [k] [k+1]
My, =Ly, Lv,

c’est-a-dire le complexe
” MY o o gl gt | gkllyg K g oF
@4 oo o JIENI g N+ P N o,

Remarquons que d’aprés 5.2 de [3]

1 —_
(2.5) Ox/sn/Ixrs, = 1%n/5n (9%
Le lemme suivant donne une résolution du faisceau

Rux,, dﬂ‘l ,Sn/Jf(kn“L/lS]n (section 1).

Lemme 2.2. — Pour tout entier k, il existe un quasi-isomorphisme de

complexes
K K+1 K
can : R“ansnii]ir],/sn”)[(:/s]n) Sl

Démonstration. — Ce résultat provient du chapitre 6 de [3], et plus par-
ticulierement du lemme de Poincaré filtré cristallin. Introduisons le faisceau
linéarisé filtré de loc. cit.

FAL@],) = 3% 9P (Yn) Lo, P(Yn) Lol 7).

On se reportera a loc. cit. pour voir que ces faisceaux définissent des fais-
ceaux sur (Xn/Sn)eris, acycliques pour le foncteur ux,, —¢t vérifient

Ux,, F*L(QY,)) I 5] QY .

TOME 0 (0), FASCICULE 0
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De plus, par le lemme de Poincaré filtré cristallin, on a un quasi-iso-
morphisme de faisceaux sur (Xn/Sn)cris

M o CEFLQ},).

Xn/Sn
En appliquant la longue suite exacte de cohomologie, on trouve que les
faisceaux F*L(QJ )/F¥1L(Q] ) sont acycliques pour le foncteur ux,, r
de sorte que I'on a une résolution acyclique dans (Xn/Sn)cris

K k+1 - -
J >[<] VA ;:,S]n CEFL(Qy, )/FIL(Q3,).

On a de plus,
] [
Ux, F “L(QY )/F Q) Tk, o(F*L(QY, ))/ux,, o(F " L(QY,))
Cafkdyg kri-al g qf .
On calcule donc

] 1
Rux, 98,6 7351 ) ok, cF*L(Q3, )/F<L(Q3,)

[ 1 VA il = R o lvl
[k]
LMy,
ce qui donne I’énoncé voulu.

Il suit de la proposition 1.5.3 de [2] que les complexes Ey,,, ME(kr]‘, (resp.

Lg‘j) sont a termes plats sur W, ce qui implique le lemme suivant qui sera
surtout utile dans le cas n“= 0.

Lemme 2.3. — Soit n"6 n, alors
anE@EYn (=N
Who Dl Mgﬂ Emg(jm(resp. pour Lgﬂ).

2.2. Cas particuliers

On se donne une immersion fermée a1 : X; & Yy, ot Y7 est un S;-schéma
lisse, définie par un faiceau d’idéaux L, B1 : X1 B Z; une immersion
fermée de X; dans un S;-schéma lisse Z;, donnée par un faisceau d’idéaux
M3, h un morphisme de S;-schémas : Z; - Y; tel que h-3; = a; (comme
a la section 2.1 pour n = 1). Par changement de base, on a une immersion
fermée ap : Xo 5 Yo, donnée par le faisceau d’idéaux Lo = L;/pLy (resp.
Xo B Zg, donnée par le faisceau d’idéaux Mg). On note aussi P (Y1) la PD-
enveloppe de I'idéal L1, et Jvy, le faisceau de P D-idéaux de cette algebre
(resp. Jz, le faisceau de P D-idéaux de P (Z1)).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On suppose de plus qu’il existe une section s, au morphisme canonique
Oy, - 010x,. Cette section Se : 01 89x, — Oy, permet de munir I'al-
gébre P (Y1) d’une structure de oy Qx,-module.

Proposition 2.4. — Soit i {0, 1}.

(1) Le complexe MLli] (2.4) est & cohomologie en degrés 0 et 1 et est
donné par :

MY 0 - 3y 3P - oald, o

(2) On a un quasi-isomorphisme canonique de complexes : h‘T\‘/IE(li] -
M
Zi*
(3) Quand Y; = X;, on obtient MY O} [—1].

Remarque. — La di[Erentielle du complexe Fi/l[ylg est Ox=linéaire de
sorte que ce complexe est un complexe de Ox:=modules.

Démonstration. — Pour la démonstration, nous fixons i =1, lecasi =0
étant identique. Le (1) est une simple réécriture de (2.4) puisque 3l = Oy,
si k 6 0 et que, comme I'immersion fermée a; : X; 5 Y; est réguliére, on
dispose d’aprés [2, proposition 1.5.3] d’un isomorphisme de faisceaux de
Oy, -algebres

Ov,/L; 5Py, /3y,.
Le (2) provient de la fonctorialité des résolutions LE(mn] déja rappelées au dé-
but de la section 2.1, qui fournit des quasi-isomorphismes de complexes ([1,
V, corollaire 2.3.5]). L’application induite entre h'T\‘/IE(lll et M[zli provient
des morphismes canoniques h'Jy, - Jz,, resp. h"dy - QF et induit
un quasi-isomorphisme de complexes puisque ces deux complexes sont une
réalisation sur Y; et Z; de RUXllfGJxl/sl/Jfll/sl)-

Soient d; le morphisme canonique L;i/Lf - a/€,. On a alors la

Proposition 2.5. — Sous les hypotheses ci-dessus et pour i [0, 1},
(1) le complexe Mei] est quasi-isomorphe au complexe

0~ Li/L? % afal o
(2) On dispose d’un quasi-isomorphisme canonique de complexes :
0 ILi/12 lafcl, —o

0 —Mi/mZ —IpFaL. —o.

TOME 0 (0), FASCICULE 0
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Démonstration. — La démonstration est donnée pouri=1,lecasi =0
étant identique. On commence par (1). Grace au lemme précédent, il su [I_1
de montrer que les fleches canoniques qui suivent sont des isomorphismes

Li/L2 = v, /3.

Cette question est locale sur X;. Comme a; est une immersion fermée de
schémas lisses, cette immersion est réguliére et on peut de nouveau utiliser
la proposition 1.5.3 de [2]. Soit W un ouvert a [nelde Y; tel que 14, ..., T,
soit une suite réguliére de générateurs de L(W). Alors, d’apres loc. cit., et
en utilisant la structure de a3 Qx, donné par la section se,

[2]
‘]Y1/JY1 (W) 1 Gllﬁxl(W)Ti
k=1

CLI(W)/L1(W)?,

ce qui donne le (1). Le (2) est une simple reformulation du lemme précé-
dent.

Dans la suite, nous appliquerons le résultat précédent aux immersions
diagonales X; B3 Xj; xg, -+ Xg, Xj, puisque les surjections canoniques
Ox, Lall - GalOx, — Ox, possédent des sections. Considérons en par-
ticulier a; : X3 B X; x X; I'immersion diagonale et la section sg du
morphisme Ox, Lw,]Ox, — 01Qx, donnée par s.(b) =1 [h]

Proposition 2.6. — Soit i [{0, 1},
(1) Le complexe M[)i] est quasi-isomorphe a Q§<i[—1].

(2) le complexe Mg]ixxi est quasi-isomorphe au complexe de Ox,-
modules

0 — Q%(I - Gi%%(ixxi - O,
dont la di Cérkntielle d; est donnée localement, pour b, ¢ [CQx;,, par
di(b-dc) =b- (1 Cdd—dc TN

Démonstration. — Il s’agit d’une simple application de la proposi-
tion 2.5. Avec les notations de cette proposition, dans le cas (1), Lj = 0.
Dans le cas (2), Li/Lf = Q%, et la description de la di [érentielle résulte
alors de la proposition 2.5.

Remarque. — Le quasi-isomorphisme de la proposition 2.5 entre les deux
complexes de la proposition est donné par le quotient par I'idéal diagonal

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 11

Lx, x, etle morphisme canonique ; % , ! ,:Le diagramme sui-
vant décrit ce quasi-isomorphisme de complexes

X i X X

2.3. Dé nition du Frobenius divisé pour kép 2

On considérek 6 p 2, et on se place sous les hypothéses de 1. En
particulier, on travaille avec un schémaX lisse surS. Le Frobenius divisé
de Fontaine Messing [10] induit par passage a la cohomologie un Frobenius
divisé noté
k+1]

") . -
D Ruxg I¢9g =400 !

cris Ruxo OX0=50:

Comme précédemment, on suppose donné, une immersion fermée
Xn 1 Y, de X, dans un S,-schéma lisse. On suppose ici de plus que
Y, est muni d'un relévement du FrobeniusF : Y, ! YnO comme en 1. On
note encoreF l'application induite F 1Oyno 'O v, resp.F l'application
induite F + {o! ¢ .

Rappelons les dé nitions de Fontaine Messing et de Kato du Frobenius
divisé. On reprend les notations de la section 2.1.

2.3.1. Frobenius divisé cristallin en degréd

En degré 0, il sut de se donner un plongement X5 ! Yy dans un

Sp-schéma lisse. Pourk = 0, le complexeM [YO]D est réduit en degréo, et
0
est quasi-isomorphe &0y o. Le morphisme de Frobenius F 1OYOD 10 v,
induit un morphisme F P (Yg) ! P (Yo), qui envoie le PD-idéalJ yo sur
0, si bien que ce morphisme induit un morphisme fa% :F 1Oxg 'P (Yo)
(puisque P (YQ)=J vo 'O xg). En degré0, le morphisme de Frobenius divisé
O MBLIE vo;

est alors donné par ffg Cette dé nition ne dépend pas du choix deYp,
par un argument standard qui consiste a considérer les produits cartésiens

de deux plongements lisse¥ et Zg. En particulier, pour calculer O on
peut prendre Yo = X et on voit que o correspond au morphisme de

complexesoxg I DRx,.
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2.3.2. Frobenius divisé cristallin en degré supérieur d

Lemme 2.7. Sil6 k6 p 1, alorsona
FLEh Py,
Démonstration.  L'argument est d0 a Fontaine Messing. Soientr un
entier positif, tel que r 6 p 1 etr%> r. Alors on dispose du
Lemme 2.8. p'12pz:

Commer 6 p 1, le lemme est trivial si r®= r car pl'! est alors de
valuation p-adique égale & . On suppose dans la suite que®> r + 1. Soit
P (n) la somme des chires de I'entiern en basep, de sorte que la valuation
p-adique vp(p') est égale &® (r° P(r%)=(p 1). Alors on a

v 1= P 2o Ir)J'pill(F’(rO) r)

p 1

p 2 1
>p 1+p 7 Locar (r%>1etr6p 1
> 0

ce qui montre le lemme. Soitx 2 J yo, alors F(x) = xP + pu avecu 2 Oy, ,
etdoncF(x)= p((p 1)xPl+ u) 2 pOy, et

FOXI = pi((p )P+ u)” 2 poy,;

d'aprés le lemme. De plus, siy 2 Ovyp, et si on poseF(y) = yP + pv,
alorsd(F(y)) = p((p  1)ly? *dy+ dv) 2 p ¢ . On en déduit I'inclusion
F( ¥ p* ¢, . Onvoitainsiquesik6p 1,

FoF a9, pe,;

ce qui donne l'assertion.

Soit n > k, on peut donc dé nir I'application de Frobenius divisé au ni-
veau des résolutions comme le fait Kato [15, chapter I, 1] en constatant qu'il
existe une unigque application | faisant commuter le diagramme suivant

k

X mpk
#

PF By,

L g(nl /Fg EYn k
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INTERPRETATION CRISTALLINE 13

Sin = Kk, on remarque quefk(pLQ‘l) =0, de sorte que le morphisme
k
passe au quotient en un morphisme
k
i LSl F By

Et comme k(Lg‘J”) = 0, ce morphisme passe au quotient en un mor-
0

phisme noté
(2.6) oMU F By

Ces applications sont indépendantes du choix de deux plongements lisses,
Y; et Y, tels queY; soit muni d'un reléevement du Frobenius relatif F, (resp.
F, sur Y;). Pour voir cela, on utilise un argument standard qui consiste a
considérer le plongement deX dans le produitY; g, Y2 muni du Frobenius
relatif F;  Fos.

Pour un schémaX lisse surS quelconque, on construit I'application de
Frobenius divisé & en utilisant un argument de descente cohomologique
qui sera détaillé en section 3. Ces applications ék) induisent les morphismes

de Fontaine Messing dansDb(Oxg)

k) . k _ 4 [k+1 .
2.7) gfi)s © Ruxg J>E§:504>£8:g0! Rux, Ox,=s,:
L
POSONS ois = -4 oy ON dispose ainsi d'un morphisme dan® ®(Ox o)
R 2
K K
(2.8) cris - Rux g J>£§:SO:J>£3+:20 I Rux, Ox,=s,:
k=0

2.4. Compatibilité du Frobenius divisé aux produits
2.4.1. Structures multiplicatives

Soient , une immersion fermée deS,, -schémas lisseX,, | Y,, P(Yy) la
PD enveloppe du faisceau d'idéaux dé nissant I'immersion , A, I'immer-
sion fermée X, | specP(Y,),J le PD-idéal du faisceau deP D-algébres
P(Yn). Par construction on a une surjection canoniques, : A,P(Yy) !
Ox, - On dispose aussi de morphismes canoniques : , \ ! % (on
notera plus simplementc = ¢;).

Notons aussi

®, = P(a) oy, v, etIMe, =30 o €

On dispose de morphismes de réductioned : €, |, | dénis par
red(1 )= c( ) pour une section locale de 'Y
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Nous nous référons la encore a [15, chapitre 1,2]. Avec les notations de la
section 2.1, les complexeBy, sont des faisceaux d& -algébres di érentielles
graduées, abrégées adg dans la suite. On dispose en e et d'un accouplement

L .
B, zBn!'E v,;
véri ant les axiomes usuels des anneaux. Il revient au méme d'observer que
W i
Ev, = P(Yn) oy, v,

i=0
est un anneau unitaire gradué avec comme unitéd 2 P (Y,) en degré0
pour l'accouplement suivant : soienta !; 2 P(Y,) 'Y etbh ' 2

0

P(Yn) . ;on dénit
(a 'i) (b !'io)=ablj~ !l
La relation classique
d@a ')~ (b t)=d@ ')t i)+ '@ t)nrdb i)

donne la structure de faisceaux d'algébres di érentielles graduées sy, .

Comme
J[m]eiYn J[m(’]eg’n J [m+m°]eiY+i°;

n

le complexeLQ(n] est une adg, non unitaire, et un sous-module di érentiel
gradué deEy, , correspondant au module gradué

\

i=0
D'autre part, le choix de signe pour les di érentielles du complexe produit
tensoriel dérivé détaillé en section 1 est fait pour queProd s'étende en un

morphisme de complexes
Prod: B, b LBy, 'E v,:resp. Prod: LY & il U
Lemme 2.9.

(1) Le morphismeF induit un endomorphisme d'anneaux unitaires de
Ev, , et donc un endomorphisme de l'adggy, .
(2) Soit n > k, le diagramme suivant est commutatif

=
L{(llo E %Lgflj‘);li:EYnl % %FEYnl

Prod Prod

Lg((]) : /F EYn k;
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ou Prod est l'application produit, suivie de I'application canonique

FE,,' FE,,.
(3) Le diagramme suivant est commutatif

kK (1)
[1] [1] e/
MYOO E EMYOD FEYo % EFEYO
Prod Prod
M K] & IFE -
2 EYD'

Démonstration.  Par la propriété universelle de I'algebre des algebres
a puissances diviséed; induit un morphisme de PD-algebres :

P(Y)! F P(Yy):

D'autre part, le morphisme F induit un morphisme gradué entre les al-
gebres extérieures
IV i 1V
Y0 I F lyn ;
i=0 i=0
de sorte queF induit un morphisme d'algébres diérentielles graduées
Evo! F Ey,.De facon précise, sk = a !;2 eivnol ethio=Db 102 eifno,

F(ki Bio)= F@FMOF(i)" F(io)
= F(ki) " F(kio):

Ceci montre (1). Soienta=(ay;:::;ax) 2f0;:::;Ng, etjaj = g+ + a.
Pour montrer (2), il faut montrer que le diagramme suivant commute

—
Ji al]e$irl‘0 J ak]e$:0 t /g E, , FE, ,
Prod Prod
J i @']e% 7k /E By, ,:

On rappelle que I'on a une applicationmp : By, , ' E v, , qui envoiex sur
la classe depx. Soit b, By une section locale deJ [t a11€3;,
n

ju ak]e$:0, d'apres (1) on a
miProd( ", *)(ks B)= F(e))® 7~ F(By)
=F(e1N N k)

=ms k(erN N By,
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ce qui donne le résultat (2). Appliquons ce résultat aveen = k : le dia-
gramme suivant est commutatif

K —
1 1 1/
L[] % %LE(k]O FEYkl % %FEYkl

Prod Prod.

L : IF By,

Le complexeM Iest égal au quot|entL[kk] =L Q‘kﬂ] et tous les morphismes

considérés sont mduns par le passage au quotient. Pour montrer le (3) du
lemme, on utilise alors le fait que le diagramme suivant est commutatif,
dont les éches verticales sont les surjections canoniques entre les objets

—
1 1
L[] % ELE(:";I/FEW1 E EFEYkl

1 1 / .
MEKjO % [] FEYO E EFEYO’

ainsi que le diagramme suivant

LY IF &,

(k)
M Y ——IF Ey,:

Remarquons maintenant que l'application Prod est fonctorielle par rap-
port a Y, ([15, 2]). On en déduit formellement les trois lemmes suivants.

Soient Z,, un S,-schéma lisse eff un S,-morphisme tel qu'on ait un
diagramme commutatif

: Ay
Xn <* ‘f
Zy:
Alors on a
Lemme 2.10.
(1) Les morphismes canoniqueg Lg‘] IL [k] sont compatibles au pro-
duit Prod.

(2) Les morphismes canonique$ M g(n] I'M g(n]

produit Prod.

sont compatibles au

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



INTERPRETATION CRISTALLINE 17

Pour la méme raison, on a I'énoncé suivant

Lemme 2.11. Le diagramme suivant est commutatif
K red Lk
B, 3 ; By, (DRx,)
Prod Prod
Ey, LIDRX,]Z
Reprenonsc, l'application canonique : , & 1 % . Les complexes

M [\fn] et |, ‘§<n[ k] sont quasi-isomorphes, le quasi-isomorphisme étant
donné par l'application de réduction red dé nie par

sis6 k;red JIk slgylk stiles =g
si 2 Y iredl )=o@ )
Nous avons aussi le

Lemme 2.12. Le diagramme suivant est commutatif

Prod Prod
k red
My —=— L 1K

3. Comparaison avec le morphisme de Deligne lllusie
3.1. Enoncé du résultat

Deligne et lllusie construisent en [6] un quasi-isomorphisme dans
D"(Oxo) :
1 M 1
DI %= DI () - >k<g[ k]! 6p 1F DRx,;
k=0 k=0
dont la dé nition précise utilisant un recouvrement a ne de X3, est don-
née a la section 3.3.1. On notera! la restriction de DI © aux termes de
gauche de degré inférieur @ 2. D'autre part, nous avons rappelé a la sec-
tion 2.3 la dé nition cristalline du Frobenius divisé de Fontaine Messing.
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Nous pouvons considérer le diagramme suivant danb(Oxg)

L 2 [k] [k+1] cis [
oo Rux g Jy'o_s, = yocs, 6p 2F Rux, Ox,=s,
(3.2) can can
Ly
o .
E:o ')‘(g[ K] 6p 2F DRx,;

dont les éches canoniques sont les éches cristallines habituelles, expli-
quées a la section 2.1.
Un des objectifs de cet article est de montrer le

Théoréeme 3.1. Le diagramme précédent est commutatif.

La démonstration de ce théoréme occupe la section 3 et sera donnée a la
section 3.5.

Rappelons que, par passage a la cohomologie, le morphistié D
coincide avec lisomorphisme de CartielC 1 : %, !H XF DRy,. Pour
k =1, ce morphisme de Cartier est dé ni pourc une section locale deDy g
par C 1(dc) = classe deg(¢® 'dc) dansH'F DRy, .

| ok)

3.2. Considérations simpliciales
3.2.1. Notations

Il est classique que l'action du Frobenius sur la cohomologie cristalline
se calcule par descente cohomologique. Nous mettons en place ce calcul ici.
Donnons-nous un recouvrement ouvert deX; par des ouverts a nes U,

du Frobenius Fj : U2 1 U ;. Soit Ug; = ;,, Ui. On considére aussiy;
les bres spéciales de ces ouverts, qui forment un recouvrement d¢, et
Uo = 2y Ui. Soit Uy le S;-schéma simplicial donné par le cosquelette
cosqUpg; ! Si1), i.e. le schéma simplicial augmenté ver$; de composantes
les puissances cartésiennes di;, sur S;, U le X;-schéma simplicial donne
par le cosquelettecosqUyg; !  X1). On introduit aussi Uy le Sp-schéma
simplicial donné par le cosquelettecosqUyg; !  So), ainsi queU le schéma
simplicial augmenté vers Xo, cosqUyg ! Xo). Nous disposons bien en-
tendu, aprés changement de base par le Frobenius, des schémas simpliciaux
U%et U°. On note alors" le morphisme canoniquelp; ! X¢.

Sur le site cristallin associé au schéma simplicidl®, on considére les fais-

ceaux Oyo=s,, et pour tout entier k le faisceauJL[,kg (resp. Jyo=s, =JL[JZ[])=SO).
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Le schémaU (resp. U% est un sous-schéma simplicial deJ (resp. U9).

UL: Uio\ \ Uiu ) (resp. UiO: Ui%\ \ Ui?,)’ UL: Uio\ \U
(resp. UP= U0\ \U ?),
Uiy=U, s, 0 s U, Uiy =U, s,:i0 5, Ui, (resp. version
primée),
i limmersion ferméeU; JU (), P limmersion ferméeU?) U
i limmersion ferméeU; | Uy, °limmersion ferméeU?) UQ,:
Soit M? lidéal de cette immersion. Avec ces notationsM § est
l'idéal de l'immersion diagonale U | U ).
P (Ui)) la PD-enveloppe de l'immersion i, J; le PD-idéal de cette
P D-enveloppe, (resp.P(U(OD) la PD-enveloppe de l'immersion 8,
et J° le PD-idéal correspondant), P(Ug) la PD-enveloppe de
limmersion fermée ; : Ui | U, Ji le PD-idéal de cette PD-
enveloppe, (resp.P(U(OD) la PD-enveloppe de l'immersion fermée
9 J30le PD-idéal correspondant).
Notons encore les immersions ouvertefs : Ui ! Xo, etj2: UP)
X9 S
Nous disposons d'immersions fermées de schémas simpliciau% !
U(O), resp.U ! U;y, resp.U Uy, resp.U } Ugy. Nous
pouvons alors introduire les complexes simpliciawE, LK1 et M K]
correspondant a ces immersions fermées, et qui seront notés respec-
tivement L1, LM M Ml B B .
Notons V( )(I‘)un des schémas si(m)pliciaux précédents eKy, , un
complexe simplicial surV,, on notera Ky, ,(u) = Ky ,( u) ou

iy

0 1
a
Ky, (W= Ky , @ ViA; etKy  (u)

jij=u

désignera les-ieme terme de ce complexe. Dans la suite, nous dirons
queKy , (u) estle complexe situé a I'étagar du complexe simplicial
Ky ,-

Nous serons amenés a adapter la proposition 2.4 aux immersions fermées
i. Soit k un entier (k 2 N). Comme U° a pour composantes des réunions

disjointes d'ouverts de X J, les composantes du faisceali J )E"éLSO:J >£kg+:léo
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. - K] _q[k+1] i
sont sommes directes de restrictions del,o_g =Jo_g, & des intersec-
0 0
tions de u-ouverts parmi les UY, pour u variable. On voit ainsi que

" k k . . .. Kk K
J >£ 8]=So =J >£ g+=léo est le faisceau simpliciald L[J°]=So =J L[,J:lsfo .

Par [1, V 3.4.8], la éche canonique d'adjonction Jikg_s :Jikotls] !
0720 070
R" " J)E‘J:SO:J)E‘;ZQO est un isomorphisme, ce qui nous donne nalement
0 0
un isomorphisme canonique dan® b(Oxg),

k] _q k+1] " kI _q [k+1] .
RUX[()J ng:SO—J Xg:SO ' R RUUO JUOZSQ_J U():SO.
L'application " : U%! X est ane, et grace a la proposition 2.4, les

termes du complexeRuyo J yo-g,=J L[Jko-;lS]o sont Oyo cohérents, de sorte que

ce complexe est a termes acycliques potir. Nous le calculons explicitement
dans la sous-section suivante.

Dans la suite, on noteraDC ° les morphismes de descente cohomologique
se rapportant & des résolutions simpliciales dé §.

3.2.2. Conventions pour les complexes simples

En vue du théoréme de comparaison, nous devons faire le remarque sui-
vante. Soit U le schéma simplicial correspondant au recouvremerJ;). Le
complexe de Cech utilisé par Deligne lllusie est un quotient du complexe
de chaines du complexe simpliciaDR y . De ce fait, nous modi ons légére-
ment le passage au complexe simple de la fagon suivante, pour se ramener
a un analogue du complexe de Cech.

In ne, nous aurons a considérer des complexes simpliciauky, , sur le
schéma simplicial U . Pour un tel complexe, nous pouvons considérer le
complexe surXg M

Ji Kyt
jij=u
Nous remarquons alors que ceci dé nit un complexe simplicial sur le schéma
simplicial constant Xo notéj Ky, ,.Le complexe simple associé est le com-
plexe de cochaines du complexe simplici#y . Le complexe des cochaines
alternées est naturellement un sous-complexe du complexe de cochaines. On
pose alors

Définition 3.2. Le complexe simple associé Ky, , et noté
I Kug,

sera le complexe quotient du complexe de cochaines associ&g, , par le
complexe des cochaines alternées.
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Il résulte de 3.8 du chapitre 1 de [11] que le complexe simple ainsi dé ni
et le complexe de cochaines sont homotopes. Cette dé nition est bien en-
tendu fonctorielle. Dans le cas d'un faisceau suK g, qui dé nit un faisceau
simplicial sur U , le complexe ainsi dé ni est le complexe de Cech usuel.
Si on ne prend pas cette dé nition, on trouve le complexe de Cech non
ordonné (et in ni) du faisceau considéré.

Dans la suite, nous utiliserons des propriétés de descente cohomologique,
avec des morphismes satisfaisant la descente cohomologique. Il sera sous-
entendu dans la suite que ces morphismes seront a valeurs dans un complexe
simple au sens de la dé nition ci-dessus, c'est-a-dire qu'il sera obtenu en fai-
sant suivre le morphisme de descente cohomologique habituel par passage
au quotient du complexe de cochaines. Pour les morphismes de descente co-
homologique, cette éche sera un quasi-isomorphisme, puisque I'application
de passage au quotient est un isomorphisme.

Rappelons maintenant la construction de Deligne lllusie.

3.3. Rappel de la construction du morphisme de Deligne lllusie
3.3.1. Principe de la construction

Celle-ci est expliquée en [6]. Reprenons les notations de la section 3.2.1.
On désigne parDRx, le complexe de de Rham suiXy et C-(DRx,)
le complexe simple associé au complexe de Cech du compldRx,. Ces
deux complexes sont quasi-isomorphes.
Tout dabord DI © est induit par le Frobenius en degré O
Oxg I F DRXOZ
Deligne et lllusie dé nissent (voir ci-dessous section 3.3.3)

DIP : %ol 1! F C(DRx,);
qui donne un morphisme dansDb(Oxg) :
DI >1<3[ 1]! F DRy,:
Pour k 6 p 1, il existe une section
. k
S: Kl K———) Lol 1
A 4ILP I
“k KT

! 25 @

1 Y

ou S désigne le groupe des permutations suk éléments.
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Deligne et lllusie dé nissent DI () : ';(g[ k] ' F DRy,; comme le
composé

k
[ K—2/ kel 1% ®2J(F DRx,) " JF DRy, ;

ko
X0

ou le morphismeProd est dé ni comme en 2.4.1.

3.3.2. Comparaison en degr®

En degré 0, d'aprés la section 2.3.1, on peut utiliserX pour calculer
530) :Oxg! DRx,. On voit alors que EP = DI éo) (section 3.3.1), ce qui

signi e qu'en degré 0, le diagramme (3.1) est commutatif.

3.3.3. Construction en degrél

Identi ons comme d'habitude pOx, a Ox, via my, : Ox, P pOx, .
Suivant [14, 2.11 et 5.4], il existe un morphismeOx o-linéaire

hij 2Homo, o X 0=s07 F Oxo)(Uij );

tel que
(1) 8b;c 2 Oy, e un relevement de ¢ dans Oxo, hij (b do) =
P’m, L(Fj(e) Fi(e)); qui est indépendant du choix dee et,
() hij + hjx = hi:
La deuxiéme relation impliqgue que lesh;; dé nissent un cocycle de
Homoxg( >1(8:SO;F Oxo). Ona:

Y Y MY
F C—(DRXO) ;0! F OUi ! F Oui;j F Ui
Y My . MY ,
! F OUi;j;k Uij F Ui
i<j<k i<j i
! ! F ”io;:::;i n ! 0

Deligne et lllusie dé nissent un morphisme relativement au recouvrement
par les ouverts(U;); en degrés6 1 par :

(1) 8a2 Oy, DI (8) = (F(@)y,) 2 F Oy,
@F 2 e DL () = (hy () (MPERC ) 2
F Oui;j iF Ui -

i<j
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3.4. Le calcul pour k=1

Les notations sont celles dé nies en 3.2.1. Dans ce cas, le calcul est ex-
plicite.

3.4.1. Description des étapes du calcul pouk = 1

Toutes les constructions et énoncés expliqués ici font l'objet des sous-
sections suivantes.
(1) On considére d'abord la premiére colonne du diagramme (3.1)
pour k = 1. On peut utiliser le schéma simplicial U® | U?,

pour calculer une réalisation de Ruyg Jfg,zsoz\]fézso par des-
cente cohomologique. On obtient ainsi un complex&k explicité
en 3.6 et un quasi-isomorphisme de descente cohomologigDE ? :
Rux Jilézsozdfézso! K . On dé nit alors en 3.3 un morphisme
de complexesw : >1<8[ 11! K quirend commutatif le diagramme
suivant

2
K P——Ruxg Ixg=s,=xbs,
2

can
w

xol 1k
(2) On procéde de méme pour la deuxiéme colonne du diagramme (3.1)

pourk =1.Leschemal ! U ) permetde calculer une réalisation
E deF Rux, Ox,-s, (cf. section 2.1). SoitF C-(DRx,) le com-
plexe de Cech relatif au recouvrement par les ouvertt); de X, du
complexe de de RhamDR x,. On dispose d'un quasi-isomorphisme
de réduction canoniquered: E ! F DRy,, ainsi que d'un quasi-
isomorphisme res (résolution) : F DRx, ! F C-(DRx,) et on
montre que le diagramme suivant est commutatif

F Ruy, Ox,-s, ——~—IE
can red
F DRx, —=—JF C-(DRx,):

(3) Pour k =1, le morphisme de Deligne lllusie est dé ni (section 3.3.3)
par un morphisme de complexe®I IS >1<8[ 1]! F G- (DRx,).
D'autre part, comme les ouvertsU; se reléve modp? en les ouverts
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Ui, on peut utiliser le schéma simplicialU ! U pour calculer
le Frobenius divisé cristallin. Concrétement, en procédant comme
en (2.6), nous obtenons un morphisme de complexesél) K !
E . La derniére étape de la véri cation consiste alors & montrer
(proposition 3.7) que le diagramme suivant est commutatif
1)
Ko———E

w red

DI ®
%ol 1—"—IF C(DRx,):
La comparaison pourk = 1 est alors formelle a partir des trois étapes
précédentes et fait I'objet du corollaire 3.9.

3.4.2. Conventions d'écriture

Les aIgébresP(U(OD) sont des Ou(oi)—algébres, obtenues par la propriété
universelle des algébres a puissances divisées. Les morphisrﬂgsJi[z] !
Jio=d i[02] avecjij = u et jiJ = u® sont obtenus par fonctorialité des enve-
loppes a puissances divisées a partir des morphismes habitual}iJ(z)i) !
Ou(oio), et dont la construction est rappelée ci-dessous. Pour expliciter ces
morphismes, nous nous contentons dans la suite de donner les formules
pour les éches Oug) 10 U0 - Il est alors sous-entendu que ces eéches
donnent des éches au niveau des complexes simpliciaux considérés, par
fonctorialité des constructions. Il s'agit donc d'un abus de notation, qui est
habituel. Nous considérons les applications analogues sur les ouverts’,
qui seront notées de la méme facon. B

Nous donnerons au cours du calcul I'expression détaillée de ces éches.

D'autre part, nous travaillons dans des quotients. Nous utiliserons alors
la notation a pour signaler qu'on regarde l'image de I'élémenta dans un
quotient, qui sera en principe clair. Ainsi, dansJ %] diZ] (ou J %est le PD-
idéal deP (U&)), si best une section locale dé)uio:resﬁ.c une section locale
deOUjo, I'élémentl bc b cseralimage del'élémentl bc b cmodulo

J Oi[Z]. Les conventions sont les mémes pour les applications analogues sur
les ouverts U°.

B Ouw s s;: Ouo —Oue s, s: Oue s, s: Oue

fo fu — I, 1 fu:
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Ces éches induisent des éches

™ qu:u+1 P(U{) #Qm:wz P(UR)
s=%(s) —— I (s)
9(+—l
aV@C(drp;u (S))L: ( 1)| |(Si0;:::;h;:::;i u+l );
1=0

ainsi que les éches analogues pow 2 N, d* :
Y Y

(3.2) P(Ug) LVJ(oi ! P(U3) {,8):
jij=u+1 - jij=u+2 -
De plus, on a les inclusions (3 %... ) J ...,  desorteque induit
une application
(3.3) 3Py 9=y B

Ces énoncés restent vrais pour les ouverts? et les idéauxJ?.

Le complexeR"  Ruyo JUo:SO:JLEZJ:SO, avec les notations de la pro-
position 2.4 appliquées aux immersions ferméesf, est quasi-isomorphe au
bicomplexe M : , qu'on représente comme un complexe dont les termes
sont des complexes en degré, 1, ..., n:

Y Y
@4 Mot wmOr oowmE o oom B 1o

0
. (i ) 050 )
I 1)

Toujours d'aprés la proposition 2.4, chaque complexevi [Jllo admet une
(D

résolution en deux crans. Soient;j > 0, onaM [J]O ' ag [ 1]etM [J(]o )
5] 1] v}
est le complexe
1 . —402] .
(3.5) M {Jgon ool =G 8 b oo
Limmersion fermée & : U3 | Ug; , induit un morphisme de complexes
i(.’]- M [J]o 'M B]O , nul en degré 0 et qui est donné en degrél par le
’ (i ) (D
morphisme canonique 9; 68;,- ! tng ;

) ;
Considérons le bi-complexe de terme générdd * pour u;t > 0,

Y Y
KOU = I etk v = % Lo
jij=u+1 jij= u+1 w

avec pour di érentielle d®" : K5 1 K ®U*! décrites ci-dessus (3.2) et
qui est la di érentielle provenant du complexe donné proposition 2.4 et qui

TOME 0 (0), FASCICULE 0
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