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MESURES DE RADON STATIONNAIRES POUR UNE
MARCHE ALEATOIRE SUR T¢ x R

par Timothée BENARD

RESUME. — On classifie les mesures de Radon stationnaires pour une marche
aléatoire sur T? x R. Cette marche est réalisée par une action aléatoire de SLg(Z)
sur la composante en T¢ couplée & une translation de la coordonnée R. Nous dé-
montrons sous des hypotheses d’irréductibilité et de récurrence la rigidité et I’ho-
mogénéité des mesures de Radon stationnaires ergodiques.

ABSTRACT. We classify Radon stationary measures for a random walk on
T4 x R. This walk is realised by a random action of SLy (Z) on the T4 component,
coupled with a translation on the R component. We show, under assumptions
of irreducibility and recurrence, the rigidity and homogeneity of Radon ergodic
stationary measures.

Introduction

Ce texte aborde le probléme de classification des mesures stationnaires
dans le cas d’une marche aléatoire sur un espace homogene de volume in-
fini. Plus précisément, on se donne G un groupe de Lie réel, A C G un
sous groupe discret, et 4 € P(G) une probabilité sur G. On peut alors
réaliser une marche aléatoire sur le quotient X = G/A telle que la pro-
babilité de transition a partir d’'un point x € X est la convolution p x d,
ie. la probabilité image de p par l'application G — X, g — g.x. Com-
prendre une telle marche participe a décrire l'action de G sur ’espace ho-
mogene X.

Le comportement d’une marche aléatoire est intimement lié a ses mesures
stationnaires. Les mesures considérées seront toutes des mesures de Radon,
ie. positives et finies sur les compacts. Une mesure de Radon v € MRad(X)

Mots-clés : Marches aléatoires, Mesures stationnaires, Représentations des groupes semi-
simples.
Classification Mathématique (2020) : 37A50, 37C40.
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est dite stationnaire si elle est invariante par itération de la marche « en
moyenne », ou plus formellement si v = fG gxvdp(g). On précise qu’elle
est ergodique si elle appartient a un rayon extrémal du cone convexe des
mesures de Radon stationnaires sur X. L’ergodicité d’'une mesure station-
naire v est une information clef pour étudier une marche aléatoire, car elle
garantit ’équidistribution de v-presque toute trajectoire récurrente selon la
mesure v. De plus, par désintégration ergodique, toute mesure stationnaire
s’exprime comme moyenne intégrale de mesures stationnaires ergodiques.

En 2013, Y. Benoist et J-F. Quint font progresser le sujet de maniére
considérable, en explicitant toutes les probabilités stationnaires pour une
large classe de marches en volume fini.

THEOREME (Benoist—Quint [4]). — Soit G un groupe de Lie réel, A C G
un sous groupe discret de covolume finiy, X = G/A et p € P(G) une
probabilité sur G dont le support est compact et engendre un sous groupe
I" tel que mz est semi-simple, Zariski-connexe et sans facteur compact.
Alors toute probabilité u-stationnaire ergodique v sur X est I'-invariante
et homogene.

La notation AdI" désigne I'image de I" par la représentation adjointe de
G, et AdT son adhérence de Zariski dans le groupe Autg des automor-
phismes de g. L’homogénéité signifie que le support de v est une orbite de
son stabilisateur G, := {g € G, g,v = v}. On peut ainsi identifier v & une
mesure G, -invariante sur ’espace homogene G, /G, ..

L’idée clef est le phénomene de dérive exponentielle, découvert quelques
années plus t6t dans [3]. La classification des mesures stationnaires vient
alors d’étre établie par J. Bourgain, A. Furman, E. Lindenstrauss et S.
Mozes dans le cas particulier d’une marche sur le tore T¢ induite par une
probabilité p € SLg(Z) proximale fortement irréductible [7]. Rappelons
que la proximalité de p signifie que le semi-groupe I' C SL4(Z) engendré
par son support contient un élément ayant une valeur propre simple de
module strictement supérieur a celui de ses autres valeurs propres, et que
I’hypothése de forte irréductibilité signifie que I’action I sur R? ne préserve
pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non nuls. La preuve
de [7] (reprise récemment dans [12] sans hypothése de proximalité) s’appuie
sur la théorie de Fourier et développe une approche quantitative permettant
d’obtenir aussi des résultats d’équidistribution des probabilités de position
("™ * 0z )pere quand n tend vers U'infini. Y. Benoist et J-F. Quint proposent
dans [3] une méthode complétement différente qui s’inspire des travaux de
M. Ratner.
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THEOREME  (Benoist—Quint [3], Bourgain—Furman-Lindenstrauss—
Mozes [7], He-de Saxcé [12]). — Soit u € P(SL4(Z)) une probabilité a
support fini engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement irré-
ductible.

Alors toute probabilité p-stationnaire ergodique sur le tore T? est soit
une équiprobabilité sur une T-orbite finie dans T¢, soit la probabilité de
Haar.

Les preuves données dans [3] et [4] ont été reprises pour étudier des
marches aléatoires dans des cadres similaires. Citons par exemple A. Eskin
et M. Mirzakhani qui décrivent les mesures invariantes et stationnaires pour
laction de SLa(R) sur espace des modules des surfaces de translations [11],
A. Brown et F. Rodriguez Hertz qui s’intéressent plus généralement & des
marches par difféomorphismes sur des variétés compactes [8], ou encore O.
Sargent et U. Shapira qui considerent une marche sur un espace homogeéne
défini par un stabilisateur non discret [14].

Ce texte aborde le cas ou 'espace homogene supportant la marche est
de mesure infinie. Peu de résultats sont connus dans cette voie.

On se concentre sur un premier cas concret : classer les mesures de Radon
stationnaires pour une marche sur T¢ x R. On peut en effet réaliser T¢ x R
comme un espace homogéne en posant G = (SLgq(Z) x RY) @ R, A =
(SL4(Z) x Z%) @ {0}. On vérifie que G/A = T¢ x R et que via cette
identification, l'action d’un élément (g,7,s) € G est donnée pour (z,t) €
T¢ x R par la formule (g,7,s).(x,t) = (gz + r,s + t). Pour définir notre
marche aléatoire, on fixe une probabilité u € P(SLq(Z)), on note I' =
(supp p) C SLg4(Z) le sous semi-groupe engendré par son support, et on se
donne x : I' = R un morphisme de semi-groupes. On peut voir I"' comme
un sous semi-groupe de G via le plongement i : I' = G, g — (g,0, x(g)), et
l'action de ' sur G/A = T xR est alors donnée par g.(x,t) = (g, t+x(g)).
On va démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1.2. — Supposons la probabilité u € P(SLq(Z)) a support
fini engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement irréductible, et
supposons la probabilité image x,p € P(R) d’espérance nulle.

Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique sur I'espace T4 xR
est I'-invariante et homogéne.

Le théoreme 1.1 décrit aussi les probabilités stationnaires pour certaines
marches sur T¢ qui n’entrent pas dans le cadre du théoréme de Benoist—
Quint car induites par une probabilité sur SL4(Z) qui n’a pas de moment
d’ordre 1. En effet, considérons le cas ot x(I') = Z. On peut restreindre
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notre marche sur T¢ x R en une marche sur T¢ x Z, puis considérer la
marche induite sur le bloc T¢ x {0} = T¢. Cette marche est donnée par
une probabilité . € P(SL4(Z)) sans moment d’ordre 1. Le théoreme 1.1
implique que toute probabilité s, -stationnaire ergodique sur T¢ est soit
atomique, soit la probabilité de Haar.

Notre résultat peut étre adapté pour décrire les mesures de Radon sta-
tionnaires sur des produits plus généraux, de la forme G/A x R* ol G est
un groupe algébrique réel simple, A un réseau dans G et k € {1,2}. On
doit alors supposer que le semi-groupe I' est Zariski-dense dans G. Si k > 3
il apparait des difficultés venant du fait qu'une marche aléatoire, méme
centrée, sur R? n’est pas nécessairement récurrente.

La démonstration du théoréme 1.1 s’inspirera de [4] mais nécessitera
des adaptations pour gérer le volume infini de G/A = T? x R. Le texte
s’organise ainsi :

Section 1 : On présente une version plus détaillée du théoreme 1.1, et on
explique l'intérét d’avoir supposé le parametre de translation réelle x de
p-moyenne nulle.

Section 2 : On prouve qu’'une mesure de Radon stationnaire sur T¢ x R
admet une décomposition en mesures limites. Cela signifie qu’elle est une
moyenne intégrale de mesures indexées par les trajectoires de la marche
et vérifiant une certaine propriété d’équivariance. La section 2 étend des
méthodes d’habitude employées pour ’étude de probabilités stationnaires.

Section 3 : On démontre le théoréme 1.1 pour des mesures de Radon
stationnaires ergodiques v sur T¢ x R dont le projeté sur T¢ est atomique.
Nous aurons besoin d’exclure ce cas par la suite. La preuve repose sur les
propriétés de récurrence de la marche.

A partir de la section 4, on fixe une mesure v € MR*4(T¢ x R) station-
naire ergodique dont le projeté sur T? est sans atome.

Section 4 : Apres quelques rappels sur les groupes algébriques, on ex-
plique la stratégie mise en oeuvre pour décrire la mesure v. L’idée est de
montrer que les mesures limites décomposant v sont chacune invariante
par translation sur T¢ suivant une certaine direction limite. Pour cela, on
définit un systéme dynamique fibré (B, TT, 37) (de mesure infinie) et un
flot (¢h¢)¢err sur BT tels que I'invariance recherchée équivaut a I'invariance
de la mesure 37 sous I'action du flot (¢;)ier-. Apres désintégration de 5T
le long de (¢¢)ierr, on se raméne a un énoncé général sur (BT, T+, 371),
appelé théoreme de dérive exponentielle dont la démonstration occupe le
reste du texte. La preuve repose sur ’étude des fibres de I'opérateur T,
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plus précisément de leur intersection avec une fenétre W C BT de mesure
finie fixée au préalable.

Section 5 : On montre que les mesures limites de v sur T¢ x R sont
non dégénérées, ie. que leurs projections sur T? sont sans atomes. Cela
permettra plus tard de choisir deux points de BT dont les fibres s’écartent
a vitesse exponentielle. La preuve distingue les cas ol le semi-groupe de
translation x(I') € R est discret ou dense. Dans le premier cas, on se
rameéne & montrer la récurrence hors de {0} pour une marche sur le tore.
La difficulté est que cette marche n’a pas de moment d’ordre 1. Dans le
second cas, on raisonne par I’absurde et on utilise la récurrence de la marche
et un argument de connexité.

Section 6 : On explicite les fibres de I'opérateur T+ puis on donne une
formule générale décrivant leur distribution au sein d’une fenétre W C
BTt de mesure finie, du point de vue de la mesure restreinte /BF/V' Clest
I’équirépartition des morceaux de fibres.

Section 7 : On prouve un théoreme local limite pour le cocycle (o, x) ou
o désigne le cocycle d’Iwasawa et x le parametre de translation réelle de la
marche. Grace a la section 6, cela permet d’estimer selon quelle proportion
une fibre du systéme dynamique (B*,T", 37) rencontre la fenétre W C
Bt.

Section 8 : On démontre la loi des angles qui permet de contrdler 1’écart
(en termes de norme et de direction) entre deux morceaux de fibres du
systéme dynamique (BT, T+, 57).

Section 9 : A I’aide des sections 5,6,7,8, on prouve le théoréme de dérive
exponentielle.

Section 10 : On explique comment le théoréeme de dérive exponentielle
permet de conclure la preuve du théoreme 1.1.

1. Premieéres considérations
On présente une version détaillée du théoreme 1.1, et on explique 'intérét
d’avoir supposé le parametre de translation réelle xy de p-moyenne nulle.
Notations. — Etant donné un espace topologique 2, on note
P() € M (Q) € MF(Q)

les ensembles des mesures boréliennes sur €2 respectivement de masse 1, de
masse finie, et de masse finie sur les compacts (ie. de Radon).

TOME 73 (2023), FASCICULE 1
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On se donne p € P(SLy(Z)) une mesure de probabilité sur SL4(Z), on
note I' := (supp u) le sous semi-groupe de SL4(Z) engendré par son sup-
port, et on fixe y : I' — R un morphisme de semi-groupes. Ces données
induisent une action de I' sur T? x R via la formule g.(x,t) = (g, t+ x(g)),
puis une marche aléatoire de probabilités de transitions données par (u *
5(m,t))(m,t)€'[['d><R'

On dit qu'une mesure v € MRB2(T9 x R) est p-stationnaire si v =
fr gxvdp(g). On précise alors que v est ergodique si elle appartient & un
rayon extrémal du cone des mesures de Radon u-stationnaires sur T4 x R.

L’objectif de ce texte est de classer les mesures de Radon stationnaires
pour une marche sur T¢ x R :

THEOREME 1.1. — Soit p € P(SL4(Z)) une probabilité & support fini
engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement irréductible, et soit
X : I' = R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x,pu € P(R)
est centrée.

Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique sur Iespace T xR
est I'-invariante et homogéne.

La forte irréductibilité de T signifie que 'action de T" sur R¢ ne préserve
pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non nuls. L’hypothese
X/t centrée signifie que (x.p est a un moment d’ordre 1 et) [, tdx,pu(t) =
0. Enfin, I’homogénéité d’une mesure de Radon v sur T¢ x R signifie que
le support de v est une orbite de son stabilisateur G, == {g € (SL4(Z) x
RY) @ R, gv=rv}

On constate que ce théoreme décrit les mesures de Radon stationnaires
ergodiques, mais plus généralement toutes les mesures de Radon station-
naires sur T¢ x R car elles s’écrivent comme une moyenne de mesures ergo-
diques (voir [6]). Il en découle notamment la rigidité des mesures station-
naires sur T¢ x R :

COROLLAIRE 1.2. — Dans le cadre du théoréme 1.1, toute mesure de
Radon p-stationnaire sur T x R est I'-invariante.

La preuve du théoréme 1.1 fournira une classification plus explicite :

THEOREME 1.3. — Soit 1 € P(SL4(Z)) une probabilité a support fini
engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement irréductible et soit
X : I' = R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x.u € P(R)
est centrée. On se donne une mesure de Radon p-stationnaire ergodique v
sur T¢ x R. Il y a plusieurs cas :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Cas 1: il existe un point € T¢ pour lequel v(x x R) > 0.
Ce point est alors rationnel, on note w = I'z C T? sa I'-orbite
(finie) dans T?. Si x(I') C R est discret, alors v est une mesure
uniforme sur une I'-orbite incluse dans w x x(I') ou un translaté
dans le facteur R. Si x(I') C R est dense, alors v = v, ® leb ou
vy € MY (T4) est une mesure uniforme sur w.

Cas 2: la mesure projetée v(. x R) € MRad(T9) est sans atome.
La mesure v est alors une mesure de Haar sur T? x x(I') ou un

translaté.

Nous allons maintenant mettre en lumiére quelques remarques essen-
tielles pour la suite du texte, a savoir que la p-marche que l’on considere
est récurrente presque siire, et que les mesures de Radon p-stationnaires
sur T¢ x R projetées sur Iaxe réel sont y(I')-invariantes. Le lemme général
derriére ce phénomene est le suivant :

LEMME 1.4. — Soit m € P(R) une probabilité centrée sur R, notons
I'n € R le semi-groupe engendré par son support. Alors :

e Pour tout ty € R, presque toute m-trajectoire issue de ty revient
arbitrairement proche de tg.

e Toute mesure de Radon m-stationnaire sur R est I',,-invariante
(pour Daction par translation).

En particulier, si 'y, est discret dans R, alors I';,, est un sous groupe de R.
Si T, n’est pas discret, alors I',, est dense dans R et la mesure de Lebesgue
est la seule mesure de Radon m-stationnaire sur R (a scalaire pres).

Démonstration. — Pour prouver le premier point, donnons nous (2, 7, P)
un espace probabilisé et X,, : 2 — R des variables aléatoires indépendantes
de loi m. La loi des grands nombres affirme que presque pour presque tout
we N ona Xj(w)+--+ X,(w) = o(n). Le lemme 3.18 de [5] sur la
divergence des sommes de Birkhoff affirme que pour presque tout w € €,
la trajectoire (X (w)+-- -+ Xp(w))n>0 admet une sous suite tendant vers
0, ce qui donne le résultat.

Le deuxiéme point est un corollaire du théoréme de Choquet—Deny ([9]).
On en donne une démonstration dans ce cas particulier. Soit v € MRad(RR)
m-stationnaire. Notons B = RY", 3 = m". Le théoréme de convergence
presque stire des martingales positives permet de définir S-presque siire-
ment ses mesures limites v, = lim(b,, .. . by ), v € ME*(R) (voir lemme A.1).
D’apres le premier point, nous avons v, = v (-ps. Par ailleurs, les v, véri-
fient la relation d’équivariance : by Vp,p,... = vy B-ps. On en déduit que v
est invariante par p-presque tout élement de R d’ou le résultat.

TOME 73 (2023), FASCICULE 1
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Dans le cas ou I',,, est discret, le premier point donne que I';,, est stable
par passage a ’opposé, donc est un groupe. Si le semi-groupe I'), n’est pas
discret, le premier point assure qu’il est dense dans R. Dans ce cas, soit
A une mesure de Radon I',, invariante sur R. Comme le stabilisateur de
A dans R est fermé, on a A R-invariante, donc multiple de la mesure de
Lebesgue. O

On en déduit les propriétés annoncées plus haut.

COROLLAIRE 1.5. — Dans le cadre du théoréme 1.1 : Soit v une mesure
de Radon p-stationnaire sur T% x R. Alors

e v est conservative : pour v-presque tout (zo,ty) € T¢ x R, presque
toute p-trajectoire issue de (xg,to) revient arbitrairement proche
de (Io, to).

e La projection de v sur R, notée par la suite v(T¢ x .) € MRa(R),
est x(I')-invariante (et en particulier un multiple de la mesure de
Lebesgue si x(T") est dense dans R).

Démonstration. — La conservativité de v découle du premier point dans
le lemme 1.4 appliqué a la probabilité centrée x,u. En effet, ce dernier
garantit que pour tout ouvert borné de T¢ x R de la forme U := T¢x] —
r,r[ avec r > 0, presque toute p-trajectoire issue de U revient dans U.
Cela permet de considérer la marche induite sur U, qui est nécessairement
récurrente par le théoreme de récurrence de Poincaré.

Par ailleurs, la mesure projetée v(T?x.) € MRad(R) est x, u-stationnaire
donc x(T')-invariante par le lemme 1.4. O

Enfin, notons comme corollaire de la conservativité le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.6. — Soit v,v" € MR*(T4 x R) des mesures de Radon
p-stationnaires sur T¢ x R. Supposons v ergodique et ' < v. Alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que

Vl = CV.

Remarque 1.7. — En mesure infinie, cette propriété ne découle pas de
I’ergodicité. Par exemple, la marche sur Z de loi d’incrément m = %5,1 +
%(51 € P(Z) admet deux mesures de Radons stationnaires ergodiques équi-
valentes non proportionnelles

vy = Z(Sk et vi= Z2k6k.
kEZ keZ

Preuve du corollaire 1.6. — 1l suffit de montrer que pour tout r > 0, il
existe ¢ > 0 tel que

/ _
VT —r,r] = CVTdx [~rr]-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Or les mesures restreintes V‘/de[_r e Vl’TdX[ ] sont finies et stationnaires
:

—r,r
pour la marche de premier-retour sur T x [—r, r], avec V|Td x[—r,] €TgOdique.
Par la théorie ergodique des marches aléatoires en mesure finie on en déduit
Pégalité annoncée. Pour plus de détails, on pourra consulter [1, section 1.5]

et [5, proposition 2.9]. O

Remarque 1.8. — Cette preuve s’adapte pour montrer qu’une mesure v
de Radon p-stationnaire sur T¢ x R est ergodique si et seulement pour toute
partie mesurable A C T¢ x R telle que %14 = 14 v-pp, on a v(A4) =0 ou
v(T¢ x R — A) = 0. On fait ainsi le lien avec une autre définition courante
de l'ergodicité.

2. Mesures limites

La notion de mesure limite constitue un outil fondamental pour étudier
les mesures stationnaires. Il s’agit d’écrire une mesure stationnaire comme
moyenne intégrale de mesures indexées par les trajectoires de la marche et
qui vérifient une propriété d’équivariance. Ce point de vue a été introduit
par Furstenberg pour étudier des probabilités stationnaires. La section qui
suit étend la notion de mesure limite au cas d’une mesure stationnaire de
Radon (infinie) sur T¢ x R. Elle s’appuie sur I'annexe A qui traite des
mesures limites en général, pour une mesure de Radon stationnaire sur un
espace localement compact a base dénombrable.

La preuve du théoréme 1.1 consistera (essentiellement) & montrer que
ces mesures limites sont invariantes par translation de la coordonnée en T¢
selon des directions denses dans le tore.

On reprend les notations de la section 1. En particulier p est une pro-
babilité sur I' C SL4(Z) dont le poussé en avant x,pu € P(R) est centré.
On introduit B == TN, 8= u®V" € P(B), T : B — B, b = (b;)i>1 —
(bi+1)i>1 le décalage unilatere. Le lemme suivant définit les mesures limites
annonceées.

LEMME 2.1. — Soit v € MR(T4 x R) une mesure de Radon
p-stationnaire sur T¢ x R. Il existe une application mesurable B —
MPRad(Td x R), b+ v, telle que pour B-presque tout b € B, on a la conver-
gence (by...by),v — v, pour la topologie faible-x. Cette application est
unique en dehors d’un ensemble -négligeable. De plus,

e pour -presque tout b € B, on a (by)«Vrs = U,
o v= [y dB(b),
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e pour [3-presque tout b € B, pour tout intervalle I C R, on a
v(T4 x I) = (T4 x I).
Ces mesures (1)pe g sont appelées les mesures limites associées a v.

Démonstration. — La convergence qui définit les vy, la relation d’équi-
variance et I'inégalité v > [, 1, d3(b) sont démontrées dans le lemme A.1
de 'annexe. Il reste & vérifier le troisieme point. On note p : T x R — R
la projection sur la composante réelle. Il s’agit de vérifier que p,v = p, (1)
pour B-presque tout b € B. Cela découle des deux observations suivantes :
p est une application propre donc 'opération de pousser en avant p, est
continue pour la topologie faible-x; pour g € I'; le corollaire 1.5 entraine
que pegst = (. + x(9))xPxV = psv. O

On donne un premier corollaire de cette définition, qui autorise a modifier
la probabilité p induisant la marche.

Stationnarité et temps d’arrét. Une mesure p-stationnaire est aussi pi,-
stationnaire ou ., désigne la mesure p conditionnée par un temps d’arrét 7.
Plus précisément, notons B la tribu produit sur B, puis B,, C B la sous tribu
des n premiéres coordonnées, et soit 7 : B — N U {oo} un temps d’arrét
pour la filtration (B,)n>0. On suppose 7 fini S-ps. On note p, € P(I') la
loi de by ...br) quand b varie selon 3.

COROLLAIRE 2.2. — La mesure v est p..-stationnaire.

Démonstration. — Cela découle de I'égalité v = [, dB(b) et du
lemme A.2 de annexe A.

O

Dans le cas ot x(I') € R est discret, nous serons souvent amenés a
conditionner p par rapport au temps d’arrét 7 : B — NU{oo}, b+ inf{n >
1,x(by ...b,) = 0} qui donne le temps de premier retour d’une trajectoire
a son bloc de départ (S-presque siirement fini d’apres le corollaire 1.5). On
note 'y :== {g € T, x(g) = 0} le semi-groupe engendré par le support de
. Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME 2.3. — L’action du semi-groupe I'g sur R? est fortement irré-
ductible.

Démonstration. — Soit g, h € T'. Comme x/(I") est un groupe (lemme 1.4),
il existe ¢, A’ € T tels que x(¢') = —x(g), x(#') = —x(h). Ainsi le com-
mutateur [g,h] = (ghg'h’')(hgg'h’)~™* € ToI'y* C fg. On en déduit que

foz 2L T =][G,G] 2 G, ou [I',T] désigne le semi-groupe engendré par

-z
les commutateurs d’éléments de I', et ou G = I' est I'adhérence de Zariski

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



MESURES STATIONNAIRES SUR T? x R 31

de T' (semi-simple par [3, lemme 8.5]). Comme I' est fortement irréductible

"y
par hypothese, c’est aussi le cas de G, puis de I'; et I'y. g

3. Cas atomique

Dans cette section, on prouve le théoreme 1.3 dans le cas ou la mesure
projetée v(. x R) € M(T?) admet un atome. Les notations sont celles des
sections précédentes.

PROPOSITION 3.1 (cas atomique). — Soit i € P(SLq(Z)) une probabi-
lité a support fini engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement
irréductible, et soit x : I' — R un morphisme de semi-groupes tel que la pro-
babilité image x,p € P(R) est centrée. On se donne une mesure de Radon
p-stationnaire ergodique v sur T x R telle qu’il existe x € T? pour lequel
v({z} xR) €0, +o0]. Alors le point z est rationnel. On note w = I'z C T¢
sa I'-orbite. Il y a deux cas :

(1) Si x(T') C R est discret, alors v est une mesure uniforme sur une
I-orbite incluse dans w x x(T') ou un translaté dans le facteur R.

(2) Six(T') C R est dense, alors v = v, ® leb ot v, € M/ (T?) est une
mesure uniforme sur w.

Remarque. — Dans le premier cas de la proposition, le sous ensemble
w x x(T') € T x R est stable par I mais peut contenir plusieurs I'-orbites.
Par exemple, considérons

1 2 1 0 1
go = (0 1> , g1 = <2 1> et o= 1(590 —+ 6g0—1 —+ 591 —+ 591—1).

Le semi-groupe I' engendré par le support de p est un sous groupe de
SLo(Z), librement engendré par go, g1, et Zariski-dense dans SLy(R). On
note y : I' = Z le morphisme défini par x(go) = 0, x(g1) = 1. Le point
T = (%,O) € T? est tel que go.z = x, g1.7 # T, gog1T = g1, g>.x = . Ainsi
I'z = {z, g2} dans T?. Finalement, dans T? x R, I’ensemble

I'.(z,0) == {(y,k) € T? x Z, y = x si k pair, y = g1z sinon}

est une I'-orbite strictement incluse dans I'z x x(T).

La suite de la section est consacrée a la preuve de la proposition 3.1.

(1) Cas o1 x(T') C R est discret.
Rappelons que x(T') est alors un sous groupe de R (via le lemme 1.4).
Le cas ou x(T') = {0} est celui traité par Benoist—Quint. On peut supposer
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x(T') = Z et v portée par T¢ x Z. Il existe alors k € Z tel que v(z x {k}) > 0.
On note Dy, = T? x {k} le k-iéme bloc de T¢ x Z, et 7 : B — [1,+00], b >
inf{n > 1,x(b1...b,) = 0} le temps que met une trajectoire pour revenir
au bloc duquel elle est partie. C’est un temps d’arrét fini S-ps. On note
pr € P(I') la loi de by ...b1 (qui est aussi celle de by ...b,@)). La loi
pr 1égit la chaine de Markov induite sur Dy donc v|p, est u,-stationnaire
ergodique. C’est aussi le cas de sa partie atomique de poids maximal. On
en déduit que v|p, est une mesure uniforme sur une I'p-orbite finie, ou I'y =
{g €T, x(g) =0} CT est le semi-groupe engendré par le support de p..
Le lemme 2.3 assure que 'action de I'y sur R est irréductible donc que
les atomes de V|p,, sont des points rationnels dans T¢. Notons w = 'z C
Q?/Z% 1a T-orbite de x dans T?. La mesure v/ = D yew Oy ® D pendn €
MPRad(Td x R) est p-stationnaire et v < v'. Le support de v étant dénom-

I/sur)pv
(par le corollaire 1.6 et 'ergodicité de v), ce qui conclut.

(2) Cas o1t x(I') C R est dense.

Soit x € T4 tel que v(z x R) > 0. Montrons qu'’il existe une constante
¢ > 0 telle que vj, g = c;0, ® leb. Par conservativité de v, presque toute

p-trajectoire issue de x X R revient a x x R, autrement dit le temps d’arrét

brable, les mesures v, et v sont donc équivalentes puis proportionnelles

7:B —= NU{+oo},b— inf{n >0, b, ...byz =z}

est fini B-presque stirement. On note y, € P(I') la loi de b, () . .. by lorsque
b varie suivant [, elle régit la marche induite sur x x R. Cette marche étant
a fortiori conservative, le lemme 1.4 (ou plutot sa démonstration) implique
que la mesure Vizxr €st invariante par le support de p.. Comme VjzxR €St
de plus p--ergodique et sans atome (voir le 2¢ point du corollaire 1.5), la
composante de translation ., n’est pas contenue dans un réseau rZ pour
un r > 0. Par le lemme 1.4, on peut donc écrire v|,xg = ¢z, ® leb pour
une constante c; > 0.

Notons E = {z € T, v(z x R) > 0} et P, I'opérateur de Markov associé
a . Ce dernier agit sur les fonctions mesurables non négatives sur T¢ x R

par la formule P,o(z,t) = [, (g.(x,t))du(g). Si z € E, et g € supp u,
alors par p-stationnarité de v,

v(igr x R) = /Gu(hflgx x R)du(h) = u(g)v(z x R) > 0.

Ainsi gFE C E puis g.(ExR) C E xR, entrainant que P,1gxr > 1gxr. Par
conservativité de v, on a nécessairement P,1gxr = 1gxr v-pp. Notons en
effet ¢ = P,1pxr — 1gxr. Alors ¢ une fonction bornée non négative telle
que Z,@O P/jgo est bornée, donc est nulle v-pp par conservativité de v.
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L’ergodicité de la mesure v entraine alors qu’elle est concentrée sur E' xR,
et par ce qui précede :

v= anﬁx@leb.

zeE

La mesure finie > 20, sur T¢ est p-stationnaire ergodique car c’est

el
le cas de la mesure v Sfll“ T x R. Comme elle est de plus atomique, il s’agit
nécessairement d’'une mesure uniforme sur la I',;,-orbite d’un point ration-
nel. On rappelle que cela se prouve en remarquant que la marche préserve
la couche de poids maximal {x € FE, ¢, = max,cg ¢y}, qui coincide donc
avec F tout entier par ergodicité, et doit étre de cardinal fini. La rationa-
lité de z provient du fait que sa I';,-orbite est finie et que I',, est supposé

fortement irréductible. O

4. Réduction du cas non atomique

D’apres la conclusion de la section 3, nous avons réduit le probleme au
cas ol la mesure projetée v(. x R) € M(T?) est sans atome. Le reste du
texte est consacré a la preuve du résultat suivant :

THEOREME 4.1. — Soit p € P(SL4(Z)) une probabilité a support fini
engendrant un sous semi-groupe I' C SL4(Z) fortement irréductible, et soit
X : I' = R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x,u € P(R)
est centrée. Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique v sur
T xR dont la projection v(.xR) € M(T?) est sans atome est (a translation

prés) une mesure de Haar sur T¢ x x(T).

Toute mesure p-stationnaire (ergodique) sur T? x R étant 1 (u + )-
stationnaire (ergodique), et le cas ott x = 0 ayant été traité dans [4], on
pourra supposer :

u(e) >0 et x#0.

La méthode que nous allons employer s’inspire de celle de Benoist—
Quint [4]. L’approche consiste & prouver que les mesures limites v, €
MPEA(Td x R) sont invariantes par translations de la coordonnée T sui-
vant des directions denses dans le tore. On commence par des rappels sur
les groupes algébriques réels semi-simples. Remarquons que ’adhérence de
Zariski G =T de T dans SL4(R) est bien semi-simple [3, lemme 8.5].
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4.1. Rappels sur les groupes algébriques

Cette sous-section rappelle les théorémes de structure des groupes algé-
briques réels semi-simples, les notions de projection de Cartan et de cocycle
d’Iwasawa, leur interprétation en terme de représentations, une description
de la variété drapeau a partir de représentations proximales, et enfin les
propriétés d’une marche aléatoire sur la variété drapeau. On conseille pour
une premiere lecture de supposer le groupe G en question Zariski-connexe,
ce qui allege les notations. Pour plus de détails, on peut consulter la réfé-
rence [5], notamment les sections 6.7-6.10, 8.1-8.5. Les groupes algébriques
considérés seront tous linéaires.

Soit G un groupe algébrique réel semi-simple, K un sous groupe compact
maximal de G, g et € leurs algebres de Lie. On note s := £+ lorthogonal
de £ pour la forme de Killing sur g. Comme elle est non-dégénérée sur ¢,
on a t®s = g. Soit a C s une sous-algebre de Lie abélienne maximale.
C’est un sous-espace de Cartan ie. une sous algebre de g abélienne ad-
diagonalisable sur g et maximale pour ces propriétés (mais elle n’est pas
forcément abélienne maximale dans g). On note g = 3 ® (P, cyx 0a) la
décomposition de g en espaces de racines associée, o ¥ C a* — {0} désigne
lensemble des racines de a dans g, et g, = {y € g, Vo € a, adz(y) =
a(x)y}, 3 = {y € g, Vo € a,adz(y) = 0}. On choisit ensuite II C ¥
une base de ¥ et on note X7 C ¥ I’ensemble des racines positives de 3
(ie. s’écrivant comme somme d’éléments de II). Posons u = @ cx+ da
sous-algebre nilpotente de g, a™ = {z € a, Voo € X", a(z) > 0}.

On revient maintenant au groupe G. On note G, la composante Zariski-
connexe de G contenant I’élément neutre, K. = KNG, sous groupe compact
maximal de G.. On appelle A et U C G, les sous groupes de G Zariski-
fermés Zariski-connexes d’algebres de Lie respectives a et u (ils existent
bien). On note P := Ng(3 @ u) le sous-groupe parabolique minimal associé
a Xt On peut écrire P = M exp(a)U ot M := PN K est un sous groupe
qui rencontre chaque composante connexe de G, qui normalise A (donc
exp(a)), et tel que M, := M N G, centralise A.

Introduisons maintenant quelques décompositions utiles de G.

LEMME 4.2 (Décomposition de Cartan). — On a I’égalité
G = Kexp(a®)K,.

Plus précisément, pour tout g € G, il existe k € K,l. € K. et un unique
élément x € a*t tel que g = kexp(z)l.. On note k(g) = x, appelé projection
de Cartan de g.
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LEMME 4.3 (Décomposition d'Iwasawa). — On a I’égalité
G = K exp(a)U.

Plus précisément, Iapplication K x exp(a) x U — G, (k,a,u) — kau est
un homémorphisme.

On définit la variété drapeau & = G /P, ou P. := PNG.. Elle jouera un
role clef dans toute la suite du texte. Le groupe G agit sur &2 par translation
a gauche et laction du sous groupe K est transitive. Notons & := P./P.
le drapeau standard. On définit sur & un cocycle continu 0 : G X & — a
appelé cocycle d’Iwasawa : soit g € G, on note (g, &) 'unique élément de
a tel que g € Kexp(o(g,&0))U ; si € € & est quelconque, on écrit £ = kP,
pour un k € K et on pose o(g,&) = o(gk, &o).

Le groupe des composantes connexes F' := G/G. a plusieurs actions
naturelles. Il agit a droite sur la variété drapeau & = G/P, a travers
lidentification F' = P/P,. Il agit aussi (& gauche) sur l'espace de Cartan
a de la fagon suivante : si f € F' est représenté par m € M, alors 'action
de f sur a est donnée par la représentation adjointe Adm restreinte a a.
Cette action est bien définie d’apres les propriétés de M et M, énoncées
plus haut. Par ailleurs, le cocycle d'Twasawa o : G x & — a est équivariant
a droite pour ces actions au sens ou pour g € G, £ € £, f € F, on a
o(g,£f) = fo(g,€).

Rappelons quelques éléments de théorie du plus haut poids pour une
représentation de G. . Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie,
p : G. — SL(V) une représentation algébrique irréductible de G.. Alors
l’action de l'algebre de Lie a induite sur V est diagonalisable. On note
V = @,c; Vi une décomposition de V' en sous-espaces propres. Chaque V;
correspond a une forme linéaire a;; € a*. Cet ensemble de formes linéaires
admet un (unique) plus grand élément w € a* au sens ol pour tout ¢ € T,
w — «; est somme de racines dans la base II. On appelle w le plus haut
poids de la représentation p. Le sous-espace propre associé est VU = {v €
V, p(U)v = v}. Sa dimension est appelée dimension proximale de p(G..).
On dit que la représentation p est proximale si sa dimension proximale est
égale a 1.

Une représentation (V, p) de G, peut se « prolonger » en une représen-
tation de G appelée représentation induite. Elle est construite ainsi : on
note

Wi={p:G =V, o(.gc) = plge) "¢}
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R-espace vectoriel de dimension |G/G.|.dimV, et pour g € G, p € W,
on pose pw(g)¢ = p(g~1.). On peut décomposer W en copies de V in-
dexées par l’ensemble des composantes connexes F' := G/G. de G. Pour
cela on pose pour f € F, VI = {¢ € W, p = 0 en dehors de f} et on
remarque que W = @feF V/. Notons G — F,g fg le morphisme natu-
rel. On identifie V/¢ = V' via I'isomorphisme ¢ + ¢(e). Pour tout g € G,
pw(g)V =V etsige G, alors pw(g): V — V coincide avec p(g).

Le lemme suivant permet de voir toute représentation de G a travers une
représentation induite par G..

LEMME 4.4. — Soit (V, p) une représentation de G, (W, py) = Indgc(V, )]
la représentation induite par p|q, . Il existe une (unique) application linéaire
G-équivariante ¥ : W — V telle que ¥y = Idy.

Nous allons maintenant voir comment la projection de Cartan et le co-
cycle d'Iwasawa s’interpretent en termes de représentations. Donnons nous
(V, p) une représentation algébrique irréductible de G., on note w € a*
son plus haut poids, » € N la dimension proximale de p(G.) et (W, pw) =
Indgc(V, p) la représentation induite & G. On munit W d’un « bon » pro-
duit scalaire (.,.) ou « bon » signifie que pw (K) préserve (.,.) (noté plus
tard pw (K) C O(W)), que pw (A) est constitué d’éléments auto-adjoints
(noté plus tard py (A) C Sym(W)), et que les sous-espaces (V') cp sont
orthogonaux entre eux. On introduit aussi une application G-équivariante
de & vers la variété Grassmanienne Il ;¢ #G,.(V/) donnée par :

P = UyerG, (V)6 = g&o = Ve = pw(g)V".
On a alors le dictionnaire suivant :
LEMME 4.5. — Soit g € G, £ € &

e w(k(g)) = log(llpw (9)v ),
o w(o(g,&)) =log lew @l o0 4 € Ve N {0}.

flwl]

La combinaison du lemme 4.4 et du lemme 4.5 donnent une interpré-
tation de la projection de Cartan et du cocycle d’Iwasawa en termes de
représentations algébriques fortement irréductibles de G. Plus explicite-
ment, soit (V,p) une telle représentation, w € a* et r > 0 comme précé-
demment. On peut munir V' d’un produit scalaire p(K)-invariant tel que
p(A) C Sym(V). Pour £ = g&, € &, on pose Ve := gVV. Alors 'applica-
tion & — G, (V), € — V¢ et le plus haut poids w € a* sont F-invariants et

w((9)) = Tog(llp(g)) et w(o(g,€)) = log A2 pour v € V.

Les paragraphes précédents montrent comment les objets algébriques
tels que &2, a, k, o fournissent des informations intrinséques qui décrivent
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simultanément toutes les représentations fortement irréductibles de G. Ré-
ciproquement, ces objets peuvent étre caractérisés par un nombre fini de
réprésentations irréductibles proximales de G..

LEMME 4.6. — Il existe une famille finie (pa, Vo )acn de représentations
algébriques proximales irréductibles de G, telle que :

e ’application produit
P = UpepllaenP(VY), €= (Vag)acn

est un plongement G-équivariant.
e les plus haut poids (we )aen de ces représentations forment une base
de a*.

Dans la suite on fixe une telle famille (pn, Va)aern. On munit chaque
représentation induite W, d’'un « bon » produit scalaire. On a alors une
distance df, sur P(V.f) donnée par df (Rv, Rw) == 1222 hour tout v,w €

— lellilwll
V.J —{0}. Etant donné f € F, on munit I,eqP(V,/) de la distance produit
d(Rva), (Rwa)) = Y 4eqp & (Rua, Rwy). Cela induit une distance sur &
(telle que deux points appartenant a des composantes connexes différentes
sont par convention & distance infinie).

Terminons les rappels par la dynamique des marches aléatoires sur la
variété drapeau (détails dans [5, 10.1]). Soit u € P(G) une probabilité sur
G dont le support engendre un sous semi-groupe Zariski-dense de GG. Notons
pa, € P(Ge) la loi du premier retour & G. pour la marche & droite sur G.
Plus formellement, on pose B = GN", .= u®N" 74 : B = NU {c0},b —
inf{n > 1, b;...b, € G.} le temps de retour & G, (fini S-ps), et on définit
pc, comme étant la loi de by ...br, () quand b varie suivant j.

La composante connexe &, = G./P. de la variété drapeau admet une
unique probabilité pg -stationnaire vg, € P(Z2.). Notons fg, = ,u?ff* €
P(B). La probabilité v, est proximale au sens ol ses mesures limites

(v, b)bep sont Bg, -presque sirement des masses de Dirac. Comme 'ap-
plication de retour

S (B,ﬂ) — (B,ﬂcc),b — (b1 . "bTGc(b)’bTGc(b)-‘rl .. .bTGE(TTGC(b)b),. . )

respecte les mesures, on dispose d’une famille mesurable de drapeaux
(&)oep € 2B B-ps bien définie telle que pour B-presque tout b € B,
Vo,.s(b) = Ot,-

La variété drapeau & admet une unique probabilité u-stationnaire que
lon désignera par vgp € P(Z?). Via lidentification & = &, x F donnée
par l'action de F' sur &, cette probabilité s’écrit v = v, @ df ou df est
la probabilité uniforme sur F'. En particulier, v4 est F-invariante a droite,
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et pour -presque tout b € B, la mesure limite vg , = ﬁ ZfeF d¢,.f OU
&,r = &.f. On dit que v est p-proximale au dessus de F'.

On note 0, = [, 5 0(9,¢) du(g)drv(€) € a le vecteur de Lyapunov
associé. Il est F-invariant. Etant donné représentation algébrique fortement
irréductible p : G — GL(V), de plus haut poids w € a* (par rapport & G,.),
on note A, = w(o,) € R le premier exposant de Lyapunov de la py-marche
sur V. Sil'image p(G) € GL(V) n’est pas bornée, alors on a A\, >0 ([5, 4.7]).

4.2. Réduction au théoréme de dérive exponentielle

On réduit la preuve du théoréme 4.1 a un théoréme de dérive exponen-
tielle sur un systeme dynamique fibré. On explique aussi I'intuition derriére
une telle démarche.

Revenons au cadre du théoréme 4.1. Le groupe G == I C SL4(R) est
fortement irréductible et contient I' C SL4(Z) comme semi-groupe Zariski-
dense. Il est donc semi-simple (cf. [3, lemme 8.5]). On peut ainsi appliquer la
sous-section précédente & G et se donner un sous groupe compact maximal
K, un sous espace de Cartan a, un systeme de racines ¥ C a*, etc. fixés une
fois pour toute dans la suite. Par ailleurs, G est inclus dans SLg4(R) donc
admet une représentation canonique sur V = R (donnée par l'identité).
Le plus haut poids de G, sera noté w € a*, sa dimension proximale sera
notée r € [[1,d—1] (r < d car G n’est pas borné). On munit V' d’un produit
scalaire (.,.) tel que K C O(V), A C Sym(V).

On reprend les notations &, 2., (&)pep € PP ainsi que I'application
(F-invariante) & — G,.(V),& = g& — Ve = gVY de la sous-section
précédente et on pose Vj, = V¢, appelé r-plan limite pour la trajectoire
b € B. 1l est prouvé dans [5, section 10.2] que pour S-presque tout b € B,
toute valeur d’adhérence de la suite de matrices (%)n% € My(R)N
a pour image Vj.

L’idée fondamentale motivant la preuve du théoréeme 4.1 est de montrer
que les mesures limites v, de v € MR24(T? x R) sont invariantes par trans-
lation de la coordonnée T¢ suivant les r-plans limites V. Un tel résultat
permettrait de conclure. En effet, la forte irréductibilité de G assure que les
projections de ces r-plans dans T¢ sont presque stirement denses, et ainsi
que les mesures v, puis v, sont invariantes par translation de la coordon-
née T¢. On termine alors la preuve en appliquant le deuxiéme point du
corollaire 1.5.

On cherche donc & prouver l'invariance des v, selon les r-plans V3. On
note X := T% xR et on introduit le systéme dynamique fibré BX := Bx X,
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7% : BX — BX,(b,x) ~ (Tb,b;*x) muni de la mesure de Radon inva-
riante BX = S 5 0 ® 15 dB(b). On se donne de plus une famille mesurable
(ev)ven € ((R)™)P telle que pour B-presque tout b € B, e, = (ep 1, .-, €p,)
est une base orthonormée de V;. On peut définir sur BX un flot a r-
parametres (¢;)crr- via la formule ¢y (b, z) == (b,x + > ._, tiep;), la trans-
lation concernant la coordonnée sur T¢. Montrer l'invariance des v}, suivant
les r-plans V} revient alors & montrer que la mesure 5~ est ¢;-invariante.
Une premiere difficulté est que le flot ¢, ne commute pas avec la transfor-
mation 7%. On rajoute alors des parameétres au systéme pour contourner
cette obstruction.

Notons o : G x & — a le cocycle d'Twasawa, af’ = {z € a, F.x = 7}
le sous-espace F-invariant de a, op = ﬁzfepf.a' le cocycle projeté de o
sur af’ et 0: B — af b op(by, Erp) (ot T désigne le shift sur B = TV").
Pour S-presque tout b € B, on a la relation d’équivariance b1V, = Vj, et
quelque soit v € Vi, I'égalité ||byv| = e*@®)||o]|| (cf. lemme 4.5). T1 existe
donc une matrice orthogonale O(b) € O,.(R) tel que

(*) brery = OO O(b)ey,.

On définit un systeme dynamique fibré au dessus du shift en posant :

e Bt =B xal"xO0,(R) x X,
e T :B* = Bt (b,2,0,x) = (Tb,z — 0(b),00(b)~*,b; '),
o 3T =[5 0.0y @y dB(b)dlebyr(2)dh(O),

oll BT est muni de la tribu borélienne BT, et oti leb,r et h sont des mesures
de Haar sur a et O, (R), fixées une fois pour toute.
On munit B* d’un flot (¢ )scrr respectant les fibres défini par

¢¢: Bt — BY (b,2,0,2) — (b,2,0,z + (t,e“’(z) Oeyp)’),

ot {.,.) :R" x (RY)" — R%, (t,v) — Y_I_, t;v; et la translation concerne la
coordonnée sur T¢ de X = T¢ x R.

LEMME 4.7. — T préserve la mesure B, et commute avec le flot (¢y)
au sens ot pour 3-presque b € B, pour tout (2,0, x,t) € af’ xO,(R)x X xR,

Tt o ¢s(b,2,0,2) = ¢y 0 TH (b, 2,0, z).

TOME 73 (2023), FASCICULE 1



40 Timothée BENARD

Démonstration. — Vérifions le premier point. Soit ¢ : BT — [0, +00]
mesurable.

T3 (o) = / (b, 2—0(b), 00(8) %, b ) dvy()dB(B)d lebyr ()dA(O)

B+

_ /B @(T,2,0,b; ) dvy(w)AB(b)d lebgr (2)4h(O)

:/ (b, z,0,x) dvy(x)dB(b)d leb,r (2)dh(O)
B+
=5"(p)
en utilisant I'invariance par translation & droite des mesures de Haar, et

Iéquivariance des vp,. Ainsi, T.7 3+t = g+,
Vérifions le second point. On se donne b € B tel que

bieqy = e“(0(®) O(b)ey
(vérifié f-ps.). Soit (2,0, z,t) € af” x O, (R) x X x R. Alors
TF o ¢u(b,z,0,2) = (Th, z — 6(b), 00(b) "L, by Y + (t,e*) Oey)))
¢i 0o TH(b,2,0,7)
= (Tb,z — 0(b), 00 (b))~ , b7 & + (t,e*E=0O) 0O(b) " teq,)’).

Il suffit donc de vérifier que bl_1 e?(2) Q¢ = ew(z=0(0)) 00(b)"tery ce qui
est une réécriture de (*) ci-dessus. O

L’invariance des v, suivant les r-plans Vj, revient a montrer que 31 est
invariante sous le flot (¢;)serr. L’idée est alors de désintégrer 57 le long des
orbites de ¢;. Dans le cas ol ’espace des orbites muni de la tribu quotient
est un espace borélien standard, cette désintégration est une désintégration
au sens classique (par rapport a I’application de projection B* — ¢,\ B™)
et attribue a chaque ¢;-orbite une mesure de Radon. Notons que pour tout
¢ € BT, on peut alors relever la mesure sur son orbite {¢:(c),t € R"}
via 'homéomorphisme local : R™ — {¢:(c),t € R"}, ¢ — ¢4(c). On obtient
finalement une famille de mesures ¢ : BT — MF2(R") qui vérifie la
propriété d’équivariance : o(¢pic) = §70(c) on & désigne la translation de
pas t sur R".

Le probleme de cette approche est que l’espace des orbites n’est pas
standard en général. Notons ME*d(R") = MRad(R")/ ~ I'ensemble des
mesures de Radon (non nulles) sur R” quotienté par la relation d’équiva-
lence m ~m’ s'il existe A > 0 tel que m = Am/. Un élément de MR24(R")
sera appelé classe projective de mesures. L’action par translation de R" sur
MPEad(R™) respecte la relation d’équivalence ~, donc induit une action sur
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MBad(R™). La théorie générale donne un sens & une désintégration de S+
le long du flot (¢¢)terr (voir [3] ou [10]), et conduit & une application mesu-
rable o : Bt — MI2d4(R") ainsi qu’a une partie E C B* de mesure pleine
telle que pour tout ¢ € E, t € R" tel que ¢ic € E, on a o(¢ic) = dfo(c).
On a de plus que

LEMME 4.8. — La mesure de Radon 37 est invariante par le flot (¢ )¢crr

si et seulement si I'application o est B1-pp égale a la classe projective
R leb.

Démonstration. — On référe au chapitre 2 de la theése de L. Dufloux [10]
pour une introduction détaillée aux mesures conditionnelles le long dune
action de groupe a stabilisateurs discrets. Ce dernier lemme est une appli-
cation du théoreme 2.1.2.14. O

On est donc ramené & montrer que o : BT — MRd(R™) est ST-pp
égale a la classe projective de Lebesgue. Le point clef est de montrer que
pour presque tout point ¢ € BT, la classe projective o(c) € MPad(R")
est invariante par translation suivant une droite de R" (attention, il s’agit
de l'invariance d’un ensemble de mesures, mais pas forcément des mesures
individuellement). Dans le cas ot » = 1, on peut alors conclure directement,
en utilisant [3, proposition 4.3] et en remarquant que le flot ¢; stabilise une
suite exhaustive de compacts de BT pour se ramener 4 une mesure finie. Le
cas général nécessitera quelques efforts supplémentaires (voir la section 10).

Pour n > 0, on note Q = (TF) "(B") la tribu des n-fibres de T7.
C’est une famille décroissante de sous tribus de BT. L’intersection QF =
ﬂn>0 Q;" est appelée la tribu queue du systéme dynamique (B*,T7"). La
tribu queue d’un systéme dynamique fournit beaucoup d’informations sur
celui ci, par exemple sa trivialité par rapport a une mesure invariante im-
plique que cette mesure est ergodique.

LEMME 4.9. — Quitte a modifier ¢ sur un ensemble 31 -négligeable, on
peut supposer 0 o T = o (en tout point). En particulier, I'application o
est alors Q;—mesurable.

Démonstration. — On commence par montrer que o o T+ = o ST-pp.
Cela provient essentiellement du fait que T commute avec le flot (¢ )icrr-

Fixons (b,2,0) € B x af’ x O.(R) un point 8 ® leb,r @h-typique. On
entend par 1 que ce qui suit est valable pour presque tout choix de (b, z, O).
On note

E:={(b,2,0)} x X E' = {(Tb,z — 0(b),00(b) ")} x X
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munis naturellement des mesures

VE = 0(b,2,0) @ Up VE' = 0(Tb,2—0(b),00(b)~1) @ VTb-
Remarquons que E et E’ sont tous deux stables par le flot ¢; et que d’apres
le lemme 4.7 P’application T‘E : E — E' est une bijection bimesurable qui
respecte les mesures et commute a ’action du flot. Notons o : F —
MBa(R™Y et o+ B — ME24(R") les mesures conditionnelles associées
aux flots sur F et E’. On a alors que og OTI—E = o vg-pp. Par ailleurs, on
aque og = 0| VEg-pp et o = 0|p/ VE/-pp.- Finalement, pour presque tout
(b, z,0) et vp-presque tout x € X, on a 0 o TF(b,2,0,2) = o(b,2,0, 1)
d’oti I’égalité BF-presque partout.

Pour conclure, on se donne D C BT plein tel que o o T|'B = o|p. On
pose D' = Upz0[ 5, (T7)7PD. Cest un sous ensemble plein de B* tel
que (TT)~'D’ = D’. On se donne une application o’ : B¥ — M}ad(R)
telle que o’ est constante sur le complémentaire de D’ et ¢’(c) = lim,, o o
(TT)™(c) pour ¢ € D' (cette limite est définie car la suite est stationnaire).
L’application ¢’ coincide avec o sur D donc presque partout et est T-
invariante. g

Le théoreme de dérive exponentielle déduit du lemme précédent 'inva-
riance de presque toute classe projective o(c) € MR (R") suivant une
droite de R”. Il est di & Benoist—Quint [4] dans le cas des espaces homo-
genes de volume fini. Sa démonstration occupera toute la prochaine section.

THEOREME (Dérive exponentielle). — Soit Y un espace mesurable stan-
dard, o : BT — Y une application Q1 -mesurable, E C B" une partie 37-
pleine. Alors pour presque tout ¢ € E, pour tout € > 0, il existe ¢/, € E,
t € |—¢,e[" non nul, tels que ¢’ = ¢4(c’) et o(c) = a(d) = o(c").

En appliquant la dérive & la mesure conditionnelle o : B¥ — MEad(R™),
on obtient :

COROLLAIRE 4.10. — Pour B-presque tout ¢ € BT, I'ensemble
{t eR", o(c) € MP*Y(R") est t-invariante}
contient une droite.

On en déduira le théoréme 4.1 dans la derniere section.

Démonstration du corollaire. — D’aprés le dernier lemme, on a peut
appliquer le théoréme de dérive a la mesure conditionnelle ¢ : BT —
MEBad(R) et & une partie E C BT telle que pour tout ¢ € E, t € R
tel que ¢:(c) € E on a o(¢pi(c)) = dfo(c). Notons E/ C E V'ensemble des
¢ € FE tels que la conclusion du théoréme de dérive est vérifiée. Pour ¢ € E’,
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I'ensemble {t € R", o(c) € MR4(R") est t-invariante} est un sous-groupe
fermé de R” qui n’est pas discret. Il contient donc forcément une droite,
d’ot le corollaire. d

4.3. Stratégie pour la dérive exponentielle

Les prochaines sections sont consacrées a la preuve de la dérive exponen-
tielle énoncée en fin de section 4.

La stratégie de la preuve est la suivante. On se donne W C B™ une
partie de mesure finie, vue comme une fenétre. On montre le résultat pour
presque tout ¢ € W N E. On fixe K C W N E une partie compacte de
mesure presque pleine dans W et sur laquelle I'application o est continue
(possible via le théoréme de Lusin), ainsi qu’un point ¢ = (b, 2,0, z) € K
(BT -typique). Via le théoréme de non-dégénérescence des mesures limites
(section 5), on peut construire une suite d’approximations (c,)p>0 € K~
du point ¢ de la forme ¢, = (b, 2,0,z + u,) ou le terme de dérive u, € R4,
agit sur la coordonnée en T?, est bien positionné par rapport a x, et tend
vers 0 quand p — oo. Appelons n-fibre passant par ¢ I’ensemble F;, . :=
{c € BT, (TT)"(c) = (T")"(c)}. Pour tout p > 0, on peut choisir des
entiers n, > 0 et des éléments hy, . € Fyy ¢, hyp e, € Fy, ¢, dans les ny-fibres
passant par c et c, tels que (quitte & extraire) :

® Ny, hpe, € K (section 6.2, Equirépartition des morceaux fibres),

® hpe, = hpe+ D, ol le terme de dérive D, € R? agit sur la coor-
donnée en T¢ et se comporte bien du point de vue de la norme et
de la direction (section 8.6, controle de la dérive).

On peut de plus supposer que les suites (hy.c) et (hp.,) convergent dans
K vers des points limites ¢/, ¢’ € K.

Alors o(c) = o(c') = o(¢”). En effet, la continuité de o sur K entraine
que o(c’) = lim,_,o 0(hy ). Comme Papplication o est Q7 -mesurable, elle
est constante sur les n-fibres passant par un point, donc o(hy, ;) = o(c) puis
a(c) = o(c). De méme avec ¢”.

De plus ¢” = ¢’ ou le paramétre ¢ est arbitrairement petit (quitte &
bien choisir les Ay ¢, hyp. ¢, ), grace au bon comportement du terme de dérive
D, ce qui conclut.

5. Non dégénérescence des mesures limites

Les notations sont celles de la section 4. On rappelle que p est une pro-
babilité sur SL4(Z) & support fini engendrant un semi-groupe I' C SL4(Z)
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fortement irréductible, que x : I' — R est un morphisme de semi-groupes tel
que la probabilité image x,pu est centrée. Ces données induisent une action
de ' sur X := T¢xR via la formule g.(z,t) = (gz,t+x(g)), puis une marche
aléatoire de probabilités de transitions données par (u x d,)cx. On s’est
donné une mesure de Radon stationnaire ergodique v € MR (X) dont Ia
projection sur T est sans atome. On note par ailleurs B =TV, 8 := M‘X’N*
et pour B-presque tout b € B, v = lim, yoo(b1...by)v € MR(X)
(cf. section 2 sur les mesures limites).

Le but de cette section est de montrer que les mesures limites (v3)pep s€
projettent sur T¢ en des mesures sans atome. Autrement dit :

THEOREME 5.1 (Non dégénérescence). — Pour -presque tout b € B,
on a
vz e T uy({z} x R) = 0.

Signalons tout de suite le corollaire utilisé dans la preuve de la dérive
exponentielle. Pour b € B, x € T¢, on note :

Wy(z) = {y € T lim d(b,'...b; 2, bt ... by y) =0}
n— oo
ou la distance considérée est la distance euclidienne standard sur le tore.

COROLLAIRE 5.2. — Pour B-presque tout b € B, pour tout z € T¢, on a
l/b(Wb(a?) X R) =0.

Preuve du corollaire. — Soit x,y € T¢, x # y. Pour B-presque tout b €
B, lasuite (b, ...b7 (£ —Y))n>0 ne tend pas vers 0 dans TY, je. y & Wy (x).
Soit I € R un intervalle borné. D’apres le théoréme 5.1, pour S-presque
tout b € B, la mesure v 1 = (. x I) € M7 (T?) est sans atome, donc 1/;?[2
ne charge pas la diagonale Ata C T% x T¢. On en déduit via le théoréme
de Fubini que pour S-presque tout b € B,

v ((2,y) € TY x T, y € Wy(2)) =0
autrement dit que

/ vy, 1t (Wy(2))dvy 1 (x) = 0.
B

Ainsi, pour v, r-presque tout = € T4, on a vy, 1(Wp(z)) = 0. C’est en fait
vrai pour tout x. Sinon, il existerait € T? tel que v 1(Wy(x)) > 0. On
aurait alors pour tout y € Wy(z) que v, 1(Wy(y)) > 0, ce qui contredit la
premiere assertion. On a finalement montré que pour tout intervalle I C R
borné, pour 3-presque tout b € B, pour tout x € T, on a v,(Wy(z) x I) =
0. En considérant des intervalles I arbitrairement grands, on obtient le
résultat. O
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5.1. Cas ou x(I') C R est discret

L’image x(T") est alors un sous-groupe de R (cf. lemme 1.4). Le cas ou
x(I') = {0} provient des travaux de Benoist-Quint [3]. On peut donc
supposer x(I') discret non trivial, et méme x(I') = Z. Comme la mesure
v € MRa(X) est p-stationnaire ergodique sur X = T¢ x R, son support
est inclus dans un sous ensemble de la forme T¢ x (r +Z) ot r € R. Quitte
a considérer un translaté de v, on peut supposer que suppr C T¢ x Z.
On est ainsi ramené & considérer une marche sur T¢ x Z. L’objectif est de
montrer que les mesures limites v, € MR*4(T? x Z) n’ont pas d’atome.
Il suffit de montrer que les mesures limites restreintes au bloc de base
Vpax (o} € MT*(T?) n’ont pas d’atome (le cas des autres blocs s’en dé-
duisant par translation). La stratégie est alors de voir les vy1a 1oy comme
des mesures limites pour une marche induite sur le tore T¢. Le point clef
est de montrer que cette marche est récurrente hors de zéro. Un argument
tiré de Benoist—Quint [3] implique alors la non dégénérescence cherchée.

Construisons la marche induite. On définit un « temps de retour au bloc
de départ »

7:B—>NU{oo}:b—inf{n >1, x(b,...b1) =0}

et on note pr € P(T') la loi de by ...b1 quand b varie suivant 3. Notons
que c’est aussi la loi de by...b; (), donc que la mesure vjpay oy est pr-
stationnaire d’aprés le corollaire 2.2. On pose 3, == u®N" € P(B).

La proposition suivante affirme que le point 0 € T? est positivement
instable pour la marche induite par p, sur T et permet de conclure. On
note P, l'opérateur de Markov associé a ,uT, déﬁni sur les fonctions me-
surables non négatives f : T¢ — [0, o] par P, = |5 f(gz)dp-(g). On
dit qu'une fonction u : T¢ — {0} — [0, +o0] est propre si elle est continue
et si 'image inverse de tout compact est compacte.

PROPOSITION 5.3. — II existe une fonction propre u : T¢ — {0} —
[0, 400] et des constantes a € [0, 1], C € [0, +oo[ telles que

P, u<au+C.

Admettons la proposition 5.3 provisoirement et voyons comment en dé-
duire le théoreme de non dégénérescence.
Preuve du théoreme 5.1. — Notons
. d
Vo = Vrdx {0} € Mf(T )

C’est une mesure finie p,-stationnaire sur T¢, on peut donc s’en donner une
décomposition en mesures limites (19 4)qsep (par rapport a la marche . ).
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Vérifions qu’elles coincident avec les vy ray o3 On introduit les différents
temps de retour & y = 0 en posant

7 =0
{Tk+1 : B = NU{oo},b s inf{n > 7%(), x(b,...b1) = 0}.
En particulier 7' = 7. On pose alors
p:B = Bb (brkpyt1 - bret1())k0-
L’application p vérifie p,3 = 5, et pour S-presque tout b € B, on a

Vpmdx {0} = [lim(b; .. )*V]lex{O}
= [l (P(b) (D))« V] x {0}
= lim(p(b)1 - . P(b)n)*[l/nrdx{o}]
= Vo,p(b)-
On est donc ramené a montrer que les mesures limites de vy sont sans

atome.
Soit u, a,C' comme dans la proposition 5.3 et posons

v:TEx T — Apa = Ry, (z,y) — u(z — 3).

L’application v est propre et vérifie P, v < av + C (ce qui s’interprete
comme un phénomene de récurrence hors de la diagonale pour la marche
induite par z, sur T¢ x T9). Le lemme 3.11 de [3] affirme alors que pour j3,-
presque tout a € B, la probabilité vy , n’a pas d’atome, ce qui conclut. [

On va maintenant prouver la proposition 5.3. La difficulté est que la
probabilité p, n’a pas de moment d’ordre 1. On ne peut donc pas appli-
quer les résultats de Benoist—Quint qui concernent les marches & moment
exponentiel.

LEMME 5.4. — La probabilité i, n’a pas de moment d’ordre 1.

Démonstration. — Il s’agit de prouver que [[log(||g]|)|dp-(g) = +oc.
On a la minoration

/ llog(lg1) - (g) > / og(1br sy - - bu ) dB(0).
G T

>k

Or B{r > k} > ck~'/? pour un certain ¢ > 0 (voir par exemple [13,
théoréme 5.1.7]). Par ailleurs, d’apres le principe des grandes déviations [5,
(13.6)], il existe a > 0 tel que pour k assez grand, on a

B{be B,Yn >k, ||by...bi|| > et} >1—e
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(ot A, > 0 désigne exposant de Lyapunov associé & i, voir Section 4.1).
On en déduit que [, [log(||gl|)|du-(g) = (ck=1/2 —e=**)EX, — 400 quand
k — oco. D’ou le résultat. d

Cette difficulté est surmontée en considérant la p,-marche comme une
sous marche de la p-marche sur T?, qui elle est & moment exponentiel
fini donc plus facile & contrdler (notamment grace au principe des grandes
déviations).

Preuve de la proposition 5.3

Dans toute cette preuve, on munira R? de la distance euclidienne stan-
dard, et T = R9/Z¢ de la distance quotient. Plus précisément, notant
7 : RY — T la projection canonique, on pose pour x,y € T¢,

d(z,y) = inf{d(z,y), T € W_l(x),ﬂ S W_l(y))}.
On va montrer le résultat suivant.

PROPOSITION 5.3 BIS. — Fixons § > 0 et notons u la fonction u :
T¢ — {0} —]0,+oc[,z — d(z,0)~. On peut choisir le paramétre § pour
qu’il existe des constantes a € [0,1[, C € [0, +oo|, k > 1 telles que

PZfTu <au+C.

Remarques.

(1) La proposition 5.3 s’en déduit en considérant la fonction propre
Zi:ol o'Pluouacell, (%)ﬁ[

(2) pk = px ou 78 1 B — N U {oo} est le temps de k-iéme atteinte
de x = 0. Ainsi, P;]ff est 'opérateur de Markov associé a la marche
fhr,, sur T4,

Démonstration. — On fixe des parametres 6 > 0, k > 1 que 'on ajustera
ala fin. On partitionne le tore T? en deux régions : une petite boule ouverte
centrée en 0 notée D = B(0,¢), et son complémentaire R = X — D.

L’hypotheése que la boule est petite signifiera € < %e*QM ou

M = logsup{|lgll, llg~" ||, g € supp }.

Fixons x € T¢ — {0}. On note T = inf{n > 0, b, ...byx € R}, puis
T3 = inf{n > T, b,...byz € R}, etc. les temps de passage dans R, et
T® == max{T?®, T¥ < 7F} le dernier temps de passage dans R avant de
rencontrer y = 0 pour la k-ieme fois.
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On écrit

(P* u)(z) = /B w(bygsy - . brz) dB(D)

= /{Tm_o}u(b.,.k(b) ..biz) dﬁ(b) +/ u(b.,_k(b) . blx) dﬁ(b).

{rz>1}

Cette décomposition distingue les cas ou la trajectoire (b, ...b1x)n>0
sort ou non du disque D avant I'instant 7%(b). On va majorer chacune des
intégrales en montrant :

(1) Sid > 0 est assez petit, alors il existe une constante C' € [0, +oo] tel
que pour tout z € T¢—{0}, on a f{Tm>1} u(brrgy ... b1x) dB(b) < C.

(2) Sid > 0 est assez petit, et k > 1 assez grand, alors il existe a € [0, 1]
tel que pour tout x € T?—{0}, on a f{Tf:O} u(brrgy .- b1x)dB(b) <
au(x).

La proposition s’en déduit immédiatement. Comme la preuve a venir est
un peu technique, on explique d’abord la démarche mise en jeu :

Idée pour (1) : Dans ce cas, la y-marche sur T4 issue de x passe par
R avant la k-iéme annulation de x. Or le principe des grandes déviations
implique que le temps de retour & R de la py-marche sur T¢ — {0} a un
moment exponentiel. On s’attend donc a ce que la trajectoire issue de x
revienne souvent dans R puis que U'instant de k-iéme annulation de x se
fasse a proximité de R. La difficulté est que ’on ne sait pas quelle excursion
hors de R verra x s’annuler pour la k-iéme fois, autrement dit pour quelle
valeur de i > 1, on a T < 7% < T7 ;. Cela oblige & sommer sur tous les
cas possibles. Pour obtenir une majoration, on distingue alors suivant la
valeur de x a I'instant T7".

Idée pour (2) : Dans ce cas, la u-marche sur T? issue de x reste dans la
boule D jusqu’a l'instant 7. On peut donc voir cette marche comme une
marche sur R? — {0} sans perte d’information. On applique alors le principe
des grandes déviations.

Preuve du point (1)

Le parameétre k > 1 ne sera utile que pour le point (2). On conseille donc
pour une premiere lecture de supposer k = 1.
En observant qu'un u-pas rapproche au plus de 0 par un facteur e=,

on obtient que :

/ u(ka(b) C blx) dﬁ(b) < / 5_5 eéM(Tk—Tf) dﬁ
{rz>1}

{Tz>1}
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11 suffit donc de montrer que la variable 7% — T a un moment exponentiel
uniformément borné en x € X — {0} au sens ou :

LEMME 5.5. — 1II existe des constantes C7 > 0, a; > 0 telles que pour
tout z € T — {0}, n>1ona:

BT* > 1, 7F =T > n) < Cre ",

Dans cette preuve, on sera amené a considérer les variables aléatoires
Sp =B = Z,b x(by,...b1). Elles constituent une chaine de Markov sur
Z de probabilités de transition induites par uz = x.u € P(Z). Rappelons
que Xy est a support borné et d’espérance nulle, et que S, est en particulier
récurrente. On se donne [ > 1 tel que supp xpu C [—1,1].

Soit n > 1, en notant p; = |log®j] on a :

BT =1, % —T% > n)
= BT =T 7" ~T7 > n)

i>1
:ZB(Tk>Tizv S TF >t = TP 2 n)
i1
=Y BT =4, 7 > 418l > pj, Ty =T > 78 =T7 =)
4,521
+ > BT =4, 7" > 5,18 <pj, Thy — T8 > 75 =T > n)
3,521
k %—i—n
< Zﬁ(Tf:j,T >]»|Sj|>Pj71ﬁ1—Tf> 2 )
4,521
+ BT =4, > 5,18 < py Ty — TF =)
3,521
7]
<Zﬂ@=m& Tr >S5 — )
3,521

+ Zﬁ(T _J7T >.7 | |<pJ7Tz+1 TZE )
3,521

ou la premiere des deux inégalités s’obtient en remarquant que si Sy >
p >0, alors 7F — T > p/I.
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Nous allons maintenant majorer ces deux sommes, que I’on note respec-
tivement X1 et Yo :

pj
T +n
— T T x l
21l25(T¢ =75, T -1 > 5 )
3,521
Yo = Z ﬂ(T =7, T >.77|S | pjaTiaZrl _Tim > TL)
3,521

Nous aurons besoin du lemme suivant qui découle directement du prin-
cipe des grandes déviations :

LEMME 5.6. — II existe des constantes Cy > 0, as > 0 telles que pour
toutye R,n>1, on a

B(TY = n) < Cye” 2",

Admettons ce lemme provisoirement.

Majoration de ¥,. — Pour 7,5 > 1, y € R, on a la majoration de
probabilité conditionnelle suivante :

&_’_n
ﬁ( i:fi-l_Tim>17 T = j, bj-~-b133:y>
p;
J+n
:B(Hl Tac beblx:y>
Pj
=BT > 15—)
pjt+in
S Coem 27

Aini, on peut majorer ¥ via :

. B 4n
21:2 Z ﬂ(Tiz:Ja igfi-l_Tz’I>27bj"'b1x:y)

i,j>1yERMI.z

o pj+ln
<> Y pay bz =y)Cpe 2 m
i,721yeRNT.x
pj+in
= E ﬂ T‘E = Cge X257

i,5>1

s Bi sl
< CQE e %23 e %22

j=z1

%) Notons que la

N —an2d . oo Bi
olt la somme 3~ e~ 22T est finie car car e”*22 = o(;
=

dépendance en x a disparu.
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Majoration de ¥3. — On raisonne de la méme fagcon que pour ¥; afin
d’obtenir :
2 < Y BT =5, 78 > 4,185 < py)Caen
1,521
<Y B > 4,185 < pj) e,
j=1

11 reste & montrer que la somme Ej>1ﬁ(7'k > 4,185 < pj) est finie.
Cela découle des propriétés générales des marches aléatoires sur Z induites
par une probabilité de transition centrée a support borné (voir plus loin).
Notons par ailleurs que la dépendance en z a disparu.

Pour conclure, on obtient la majoration :
B(T® =1, 7" = T* > n)

pj n
<[ G2 e | e 10y > B(rF > 1S, <pj)e "

jz1 j=1

ce qui prouve le lemme 5.5, donc le point (1). (|

Preuve du point (2)

Si d(z,0) > eeM alors le résultat est immédiat car alors {T% = 0} est
de mesure nulle. On peut donc supposer d(z,0) < eeM < %e*M ou la
deuxieme inégalité provient du choix de €. Procédons a la majoration :

/{TI_O} w(brr(p) - --brz) dB(b Z/ u(by, ... brz) dB(b)

n>k 7_0,7"‘:71}
<Y / 16w ... a2 dB(D)
n>k

ot ||.|| dénote la norme euclidienne standard sur R?, ot 7 € R?—{0} désigne
1

I'unique relevé de = de norme [|Z]| < ;e et ol la deuxiéme inégalité
provient du fait que si T”(b) = 0 alors
u(ka(b) N bll‘) = Hb‘rk(b) N b1%||75

On poursuit la majoration grace au principe des grandes déviations [5,
(13.6)] qui implique le résultat suivant :

LEMME 5.7. — Pour v € R¢ , n = 1, notons

E" = {b e B, ||bn...bro|| > eT“”||v||}.
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Alors il existe des constantes C3 > 0, ag > 0 telles que pour tout v €
Rd, n>1,

B(ET) > 1— Cye=am

On décompose alors

[ 107 a5
B
= [ ewebi@l a5 @+ [ b1 d50)
EZ

B—-EZ

A
S it

On choisit alors § tel que 0 < < 2.

/ b biF] 0 dB() < [ e 1oy emtea=omnn | y ().
B

n=k

Le facteur devant u(z) étant le reste d’une série convergente, il est stric-
tement inférieur & 1 pour & assez grand. Cela conclut la preuve du point (2).

Quelques précisions

(1) Preuve du lemme 5.6. — on peut se limiter & considérer les points
y € R tels que (T} > 2) > 0. Soit un tel y € R. Nécessairement, y €
B(0,eeM) C B(0,4e ™). Notons § € R? son unique de relevé de norme
7] < eeM. Soit n > 1. Si b € B est tel que TY(b) > n, alors on voit
par récurrence que pour tout k = 1,...,n, on a ||by...01y| < e < |9
En particulier, b ¢ Ezljl (défini dans le lemme 5.7). On a donc pour tout

n > 1 linégalité S(TY > n) < B(B — Eyﬁ) < C3e7 " avec Cs,a3 > 0
indépendants de y ce qui conclut. '

(2). — A la fin de la majoration de Xy, dans le point (1) nous avons
affirmé que > .-, B(T* > j,1S;] < p;) < oo. Expliquons ce fait. Comme
c’est un probléme de marche aléatoire général, on préfere revenir a un cadre
plus abstrait. On se donne une probabilité m € P(Z) a support fini, centrée,
et on note (Sy,)nez la chaine de Markov sur Z de probabilités de transition
(m * 6k )rez- On fixe un entier k > 1, et on s’intéresse au temps de k-iéme
passage en 0, noté 7F. Pour I € Z, on notera P; la loi de la chaine (Sn)n>0
issue du point .
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On note F; Vévénement Fj == {7% > j,|S;| < p;} ot p; == [log®j|. On
veut démontrer que

> Po(Fy) < oo

Jj=z1

L’idée est que la réalisation de I'’évenement F); contraint le temps F A
appartenir a une petite fenétre de valeurs, puis de conclure en utilisant que
7% a un moment d’ordre 1/4.

On fixe a € N tel que les X; sont presque siirement a valeurs dans
l'intervalle A := [—a,a], et on note 74 := inf{n > 0, S, € A} le temps de

premier retour & A. Nous nous appuierons sur le lemme suivant :

LEMME 5.8. — 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout | € Z,
pour tout r > 0,

l+1
lP’l(TA>r)<cH .
N
Démonstration. — Notons 75—, 77+ les temps de premier retour aux

demi-axes négatif Z~ := {l € Z,1 < 0} et positif Z* = N. La référence [13,
Proposition 5.15] affirme qu'’il existe une constante c_ > 0 telle que pour
tout [ > 0, pour tout r > 0,

I+1
v

Par symétrie, il existe une constante cy > 0 telle que pour tout [ < 0, pour
tout r > 0,

Pi(rz- > 1) < co

1 +1

Vo
Finalement, en posant ¢ := max(c_,c4) et en remarquant que tout chan-
gement de demi-axe impose de rencontrer A, on obtient le résultat. O

Pl(7’2+ > ’I") < ey

_1
’ 2a+1

l €A onaP/(rF < N)>1-¢e. On commence par donner une premiére
majoration de Py(F}). Remarquons I'inégalité :

Pour la suite, on se donne ¢ € |0 [ et N > 0 tels que pour tout

Po(j < 7 <j+ Y4 F)

> inf  Py((Sn),g /4 rencontre 0 au moins k fois).
le[—p;.p;] =
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On vérifie que ce minorant tend vers 1 quand 7 — +o0o. On a pour j > 0
assez grand, pour tout I € [—p;, p;],

1
%, et la suite (S 1
I ( n)TASTlSTAJr%jZ

rencontre k fois 0)

Comme la valeur € > 0 peut étre choisie arbitrairement petite, cela donne
la convergence annoncée.
Ainsi, pour j > 0 assez grand, on a l'inégalité :

Po(j <78 <j+ Y4 Fy) >

DO =

entrainant

1
]P()(] < ’Tk < j +]1/4) > i]P)O(FJ)

On est donc ramené a majorer Zj>o Po(j < 7" < j 4 j/*). Or on peut
écrire

SR <<+ =Y Y PRt =n)
320 320 j<n 44174

< Z niPy(r* = n)

n>0
—E (1]

ott I'inégalité provient de la condition j < n < j + j/* qui implique que
jeNN[n—ni,n—1], intervalle d’entiers de cardinal au plus n7.

1l suffit donc de montrer que 7% admet un moment d’ordre 1/4. A cette
fin, on peut remplacer la probabilité m sur Z régissant les incréments de la
marche par une puissance de convolution, de fagon a avoir m(0) > 0. On
peut aussi supposer m(0) < 1. Nous donnons alors un équivalent de Py (7% >
n) quand n tend vers l'infini. La preuve est inspirée de la proposition 4.2.4
de [13]. On note f : ]0,1[ — Ry, & = > 5c&"Po(7 > n) la fonction
génératrice de la suite (Po(7 > n))n>0, et g(§) la fonction analogue ol 7

est remplacé par 7F.
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LEMME 5.9. — Les fonctions f et g sont liées par la relation :
1—(1—(1=8fE)"
ot = L= 001

Démonstration. — L’égalité Po(7F = n) = Po(7% > n — 1) — Po(7% > n)
pour n = 0 entraine

D EPo(rF =n) =1 (1-&)g(€).

n=0

Par ailleurs, 7% est la somme de k variables aléatoires indépendantes de
méme loi que 7. Ainsi

k

anPO(Tk =n) anPO(T:”)

n2=0 n>0
=(1-(1-8fE).

Les deux expressions obtenues pour la série génératrice des (Po(7F =
n))n>o0 impliquent la relation entre f et g annoncée dans le lemme. O

Nous pouvons maintenant conclure. D’aprés [13, preuve de la proposi-

tion 4.2.4], il existe une constante ¢ > 0 telle que (1 — &) f(§) ~ /I —¢

quand £ — 17. II resulte alors du lemme 5.9 que g(§) ~ \/kl:CTE quand

¢ — 17. Par un théoréme taubérien [13, proposition 12.5.2] et monotonie
de la suite Py (7% > n), nous en déduisons :

k
Po(7% > n) ~ L2,

En particulier, 7% admet un moment d’ordre o pour tout 0 < o < 1/2, ce
qui termine la preuve.

5.2. Cas ou x(I') C R est dense

Introduisons quelques notations utiles. Etant donné un intervalle I C R,
onnote vy = v(.xI), vy = vp(. x I) € MF(T?). Le lemme 2.1 définissant
les v, implique que

o vy = [gu1 dB(D),
e VPb e B, vy 1(T?) = v;(TY),
° V’Bb S B7 (bl)*VTb,I = Ub T—x(b1)-
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Par ailleurs, on rappelle le deuxiéme point du corollaire 1.5 : il existe
une constante ¢ > 0 tel que la mesure projetée v(T? x .) = cleb. Quitte &
normaliser v, on pourra supposer que

v(T? x .) =leb.

Le lemme 2.1 implique alors que pour 3-presque tout b € B, on a v,(Tx.) =
leb, ou de fagon équivalente vy, 1(T?) = leb(I) pour tout intervalle I C R.

Preuve du théoreme 5.1. — 1l suffit de montrer que pour S-presque tout
b € B, pour tout intervalle I C R de longueur 1, la mesure v, ; sur T est
sans atome. On suppose par ’absurde que ce n’est pas le cas. Il existe alors
Ip C R intervalle de longueur 1 tel que

() B{b € B, vp 1, a au moins un atome} > 0.

La premiére étape est de montrer que les v, 1 sont tous atomiques, avec
les mémes poids :

LEMME 5.10. — II existe un ensemble dénombrable S, une famille de
coefficients («;)ics € Rio tels que pour [-presque tout b € B, pour tout
intervalle I C R de longueur 1, il existe une famille (z;);cs € (T%) de
points deux a deux distincts de T? tels que la mesure vy, ; est de la forme :

Uy = Z a;i0g, .
€S
Démonstration. — Commencons par prouver que les v, ; sont atomiques.
L’idée est de décomposer v, comme somme d’une mesure dont la projection
sur T est sans atome, et d’une autre dont la projection sur T¢ est purement
atomique, puis d’utiliser 'ergodicité de v pour montrer que la premiere est
nulle.

LEMME 5.11. — Pour -presque tout b € B, il existe une décomposition
vy = vt 4t

on vpat yat € MRa(Td x R), telle que pour tout I C R, vp¢ est sans
atome, V;tl est atomique. De plus, cette décomposition est unique et u-

équivariante : ¥°b € B, (by) vt = vt (by) s = vt

Preuve du lemme 5.11. — Soit b € B tel que v4(T? x .) = leb. On pose
Ay = {z € T w({z} x R) € ]0,+00])}, puis vg* = vpja,xr, v =
Vbl A¢ xR Par défintion, pour tout intervalle I, les mesures u{ffl, Vg“‘t sont
respectivement atomiques et sans atome. L’unicité se vérifie directement.
L’équivariance annoncée provient de 1’équivariance des v, qui implique

notamment que pour S-presque tout b € B, on a by A, = Ay. O
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Montrons maintenant que B-presque stirement, on a v, = v¢*. On pose
vt = [Lupet dB(b) = [pvg" dB(b). Ce sont des mesures p station-
naires grace a la relatlon d équivariance du lemme 2. De plus, v # 0 par
hypotheése (). On a v = v 4 1% donc par ergodicité de v, il existe ¢ > 0
tel que v = cv®. Or les mesures limites de v** sont les (v#*). On en déduit

nat — (), Finalement, v = v

que les vy 1 = cz/;; % sont atomiques, puis que v
et pour S-presque tout b € B, v, = vt

On prouve maintenant que les poids des atomes intervenant dans vy,
ou I C R est un intervalle de longueur 1, ne dépendent pas de b et 1. On
rappelle qu’au vue de la normalisation de v, presque tous les vy ; sont de
masse 1. Soit N > 0, k= (ki)z)l S {O, .. .,2N - 1}N*. On définit EN,k’ =
HZ>1]2k](‘,, kzﬁl] C o, l]N*. On note En; C B l'ensemble des b € B tels que
les poids des atomes de v, o 1] classés par ordre décroissant appartiennent
a EN,k-

On a ainsi des partitions B = &y, et Enp = O{Ent11, Eny1g C
Ey1}. De plus, a N fixé, la probabilité 5 est concentrée sur une union finie
d’ensembles Ey j ou k varie dans {0, ...,2N — 13V, On peut donc se donner
une suite décroissante (Ey xv))n>o0 (pour l'inclusion) telle que pour tout
N >0, on a B(Ey k) > 0. Pour i > 1, la suite ( ;g)) € [0, 1N est de

. £V . .
Cauchy, on note «; = limy_s 0 —~ - La suite des (a;) est décroissante et

271;1 a; =1 (en se rappelant que v est normalisée, donc que les v, [o 1) sont
tous de masse 1).

On pose S == {i > 1, a; > 0} et on vérifie que la famille de coefficients
(ai)ies convient. Soit b € B [-typique, écrivons v, (g1 = Zie[[l,pﬂ ¢ilz,
ol p € NU {oo}, la suite (¢;) est décroissante strictement positive, les x;
sont deux a deux distincts. Soit N > 0. Comme B(Enx) > 0, il existe
une extraction ¢ : N — N telle que pour tout n > 0, 7™ (b) € Exy et
X1 .. bgmn)) n_—>mo 0 (par conservativité et ergodicité de la marche x,pu sur

R pour la mesure de Lebesgue). De plus, on a 1’égalité :

Upl0,1] = (by... ba(n))*VT“(n)b, [0,1]4€n

ott €, = X(b1 ... bon))-

Les poids des atomes de v4 [g,1] sont donc les mémes que ceux de la mesure
Vpa(mp, [0,1]4e, - COmme on a normalisé v pour avoir »(T* x [0,1]) = 1, on
a |[Vroep, [0,1] e, — VTompo,1)] < €n- Le fait que 7o) (b) € Eny implique

™
alors que pour tout ¢ € [[1 p], pour tout n > 0 assez grand ona 3y <
(N) (N) (N)
+1 kN 41
Ci g 2 +€’I’L 2N < C’L < ’LQN )

puis N — 400 pour obtenir ¢; = ;. On a montré que [1,p] C S et
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pour tout i € [1,p],¢; = a;. Comme Zie[[l,pﬂ i =1=3%cga; ona
nécessairement que [1,p] = S, ce qui conclut la preuve du lemme 5.10. O

La suite de la preuve consiste & montrer que les mesures v; € MS(T4)
ne dépendent pas de U'intervalle I de longueur 1. Cela implique qu’a I fixé,
la mesure projetée vy est u-stationnaire sans atome, donc que les v 1 sont
sans atomes (via Benoist—Quint). Pour prouver que vy ne dépend pas de T,
il suffit de remarquer que c’est le cas des mesures limites vy, ;.

LEMME 5.12. — Pour -presque tout b € B, pour tous intervalles I, J C
R de longueurs 1 on a vy 1 = vy y. En particulier, v = v;.

Démonstration. — Fixons b € B comme dans le lemme 5.10 et vérifiant
v(T? x .) = leb. On énumere 'ensemble des poids a; en une suite stricte-
ment décroissante a; := max a; > ag = MaXq,;<q, & > ... éventuellement
finie. On raisonne par couches en montrant d’abord que les atomes de masse
a1 de vy 1 et v ; sont les mémes, puis que ceux de masse ag sont les mémes
etc.

Soit € € RT tel que |e| < a; — ay. Pour tout 2 € T? tel que vy 1(x) = ay,
onauvyry(r) > ar—e> az (car (T x.) = leb). On a ainsi Up 14e(T) = a1
d’apres le lemme 5.10. Par symétrie, on en déduit que

{zeTh v () =a1} ={r €T vy ic(z) =ar}.
En translatant progressivement l'intervalle, on obtient

{z e T v (x) =a} ={z € T v () = a1 }.

On reprend ensuite le raisonnement précédant avec € € |0, as — as[, puis
€ €10, a3 — aq], etc. pour en déduire I’égalité des couches successives. Fina-
lement, v 1 = vy, 5.

Enfin, v; = v, en intégrant cette derniére égalité. O

COROLLAIRE 5.13. — Pour I C R intervalle de longueur 1, la mesure
vy est p-stationnaire.

Démonstration. — Soit A C T% mesurable. On a
[ gndute) = [ v(tg74) x D) dutg)
G G
=/GV((9‘1A) x (I = x(9))) du(g)

- /G (g.0) (A x I) du(g)
= l/[(A). O
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Conclusion. Soit Iy l'intervalle mentionné au début de la preuve. Comme
la mesure vy, sur T est finie, u-stationnaire, sans atome, et comme pu est
a support fini engendrant un semi-groupe I' := (supp p) fortement irréduc-
tible, on a via Benoist—Quint [3] que les mesures limites (v, »)pe p SONt sans
atome. Or pour [-presque tout b € B, on a v}, 5, = vy,,». Cela génére une
contradiction car on était parti de I’hypothése qu’une proportion non nulle
de mesures (vp, 1, )pep avait au moins un atome, donc conclut la preuve du
théoréme 5.1. g

6. Description des fibres

L’argument de dérive exponentielle repose sur une description précise des
fibres du systéme dynamique (B*,T) introduit dans la section 4. Rappe-
lons brievement sa définition. On s’est fixé une probabilité p € P(SL4(Z))
a support fini; on a noté I' := (supp u) le semi-groupe engendré par son
support, et on s’est donné x : I' = R un morphisme de semi-groupes. Cela
définit une action de T' sur X = T x R via g.(z,t) == (g, + x(g)), puis
une marche aléatoire sur X de probabilités de transitions (M*5(z,t))(x,t)ex-
Onanoté B=TN" 8:=pu®N' T :B = B,(b;)i>1 — (biy1)i>1 le shift. On
a introduit G == T C SL4(R) Padhérence de Zariski de I" puis des objets
algébriques K, a, X, II, &2, etc. permettant d’exploiter la nature algébrique
de G, ainsi que des applications 6 : B — af’, O : B — O,(R). On s’est
enfin donné une mesure de Radon v € MR2d(X) p-stationnaire, et une dé-
composition (vp)pep de v en mesures limites. Tout cela a été possible sous
Ihypothése que T" est fortement irréductible et y,u € P(R) est centrée.

Dans cette sous-section , on n’utilisera pas les définitions précises des
applications 0 et O, ni les hypothéses faites sur p.

Le systeme dynamique (BY,8%,TT) que nous considérons est donné
par :

e Bt =B xal"x O0,.(R) x X,

e T :B* — BF,(b,2,0,z) = (Tb,z — 6(b),00(b) "1, b7 '2),

o 3T = [500,20) @V dB(b)dlebyr(2)dh(O),
oll BT est muni de la tribu borélienne BT, et oti leb,r et h sont des mesures
de Haar sur af” et O,.(R), fixées une fois pour toute.

Dans un premier temps, on donne une description précise des fibres de
(BT,B%,TT) et de la désintégration de 31 le long de celles ci. On voit
ensuite pourquoi les fibres ne peuvent pas s’accumuler dans des parties de
petite mesure (ce qui est un phénomene général).
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6.1. Mesures conditionnelles le long des fibres

Soit ¢ € BT, n > 0. On appelle n-fibre passant par ¢ I’ensemble
Fue={c € BY,(T*)"(c) = (T*)"(c)}.

Le lemme suivant affirme qu’on peut paramétrer F,, . par I'". On note
n—1
b) = > _ 6(T*b) O, (b) == O(T" 'H)O(T™2b) ... O(b).

LEMME 6.1. — Pour ¢ = (b,2,0,z) € BT, n >0, soit hyp: ™ — Bt
lapplication définie par la formule

B (@) = (aT™b, 2 — 0,(b) + 0,,(aT™D), 00, (b) 1O, (aT™),ay . ..anby, ... by .2)

ol on a noté a = (ay,...,a,) et aT™b = (ay,...,an,bpt1,bnsa,...).
Alors hy, . est une bijection entre I'™ et F, ..

Démonstration. — C’est un calcul direct. O

Désintégrons maintenant 87 le long des fibres. Pour n > 0, on note Q;F =
(T)~™(BT). Cest une sous tribu de BT dont 'atome contenant un point
¢ € BT est exactement F,, .. Comme la mesure restreinte BlJrQJr est o-finie,

on peut se donner une décomposition de 37 en mesures conditionnelles par
rapport & la sous tribu @}, que I'on note (ﬂ+ )eeB+- Rappelons que la
famille (8;F .)cep+ est une famllle Q;-mesurable de mesures sur B telle
que Bt = fB+ BF.dB T (c) et vérifiant pour f*-presque tout ¢ que 3, est
concentrée sur Fn’c. De plus, une telle famille est unique (en dehors d’un
ensemble ST-négligeable) et liée & la notion d’espérance conditionnelle :
si ¢ : Bt — [0,+00] est une fonction positive BT-mesurable, alors pour
BF-presque tout ¢ € BY, on a E(p | Q;7)(c) = B, .(¢).

Le lemme 6.1 identifie F;, . a I'". La mesure conditionnelle ﬂ,‘f’c EM(F,..)
correspond alors & la probabilité u®" :

LEMME 6.2. — Pour 3" -presque tout c € B, on a 8}, = (hn,c)pu®".

Démonstration. — 11 s’agit de vérifier que les (hy o),pu®" vérifient les
propriétés caractérisant les mesures conditionnelles ﬂ,‘t .- L’application Ay, .
ne dépend que de (T+)"(c) donc la famille (h,,, ) pu®" est Q;f .-mesurable.
Le lemme précédent garantit que ces mesures sont concentrées sur les n-
fibres. Pour conclure, on doit vérifier que [ (hn,c)p®" dB¥(c) = B7. Soit
¢ : BT — [0, +00] une application mesurable. En notant ¢ = (b, 2,0, x) €
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Bt en utilisant le théoréme de Fubini, 'invariance des mesures Haar et
I’équivariance des mesures limites, on obtient :

/ (i e)e®™ () A6 (c)

[ [ eomae@ast@

/ / o(aT™, z, 0, ay ...apby ... b7 x) du®(a) BT (c)
+ Jrn

/ / / o(aT™, z, O, ay ...apnb, .. . by )
Bxaf'xO,(R) JT" JX

dvy(z) du®™(a) dB(b) dlebgr (2) dh(O)

/ [ [ etaTms. 2, 0, dviren(0) 40 (@) 45(8) dlebee (2) dh(O)
BxaFxO.(R) JT™ J X

&

/ / p(aT™b, z, O, z) dvp(x) dS(b) dlebyr (z) dh(O)
xaf x O, (R)
=B*(p). O

La preuve de la dérive exponentielle se fera en restriction a une fenétre
W C B* (formellement une partie BT-mesurable de mesure finie non
nulle). On termine ce paragraphe en désintégrant la mesure ﬁ“;v restreinte
ala fenétre par rapport aux morceaux de fibres F,, .NW. Pour cela, notons
B = ‘W, Qv = (D) w la tribu trace de Q;F sur W, et (B, Jeew
une décomposMon de B‘TV en mesures conditionnelles par rapport a la sous
tribu Q;rv’n. On pose par ailleurs Qy, . == {a € I, hy, (a) € W}.

Le morceau de fibre F,, .NW s’identifie a @, c. Le lemme suivant affirme
qu’alors la mesure conditionnelle ﬂ‘;’n,c € M(F,,.NW) correspond a la

mesure u%" normalisée.
n,c

LEMME 6.3. — Soit Q.. = {a € I, hy, (a) € W}. Pour B}, -presque
tout c € W, on a p®"(Qp,c) > 0 et

1
ﬂ+nc: hn,c * o~ M ®n
Wane = - gmg, ytan.

Démonstration. — Au vu du lemme 6.2, il s’agit de montrer que pour
Bih-presque tout ¢ € W, on a BT‘;C(W) >0et

+ _
ﬂW,n,c - ﬁnc( )(/6 )
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Vérifions la premiere assertion. On pose E := {c € B*,BKC(W) =0}
Alors

0= [ ALmast(@ = [ Es(1wl@D)@a8" (@) = [ tw(0as* (@
car E est Q-mesurable. Ainsi, 37 (ENW) = 0.

Vérifions ’expression de B;‘VMC. Il s’agit de voir que la famille de mesures
(m( jl‘ Jw)eew (définie pp) vérifie les propriétés caractérisant les
mesures conditionnelles. Il est immédiat qu’elle est Q%’n—mesurable, et que

pour presque tout ¢ € W, on a ﬁ,(—)(ﬁ"’ )jw concentré sur I'atome de

Qw’n contenant c. Par ailleurs, si ¢ : W — [0, +00] est une fonction positive
Bl"{,v—mesurable, on a

Brow®) o L Esel0DO

i s ”/Bfw”ﬂzmumgn)(c)dﬂ ©

Eq+ (¢ | @1)(0)
1w

= [ Eg+(lw | Q})(c )% df*(e)
/B+ Eg+ (1w | Qi)(c)
- [ Bartel D@5 0
B+
=B ().
On a donc lexpression annoncée pour les mesures conditionnelles res-
treintes. g

6.2. Equirépartition des morceaux de fibres

Dans cette partie, on montre que les morceaux de fibres F, . N W du
paragraphe précédent ne peuvent pas s’accumuler dans des parties de W
de mesure trop petite. C’est en fait un résultat général que nous allons
expliquer dans un cadre abstrait. Soit (F,&) un espace mesurable, m €
M (E,E) une mesure o-finie sur (E,€), et T : E — E une application
mesurable telle que T,m = m.

Cas probabilisé : équirépartition des fibres

Supposons m(E) = 1. Pour ¢ € E, n > 0, on note comme précédemment
F,.={d e€eE, T"(d)=T"(c)} la n-fibre passant par c.

On veut comprendre comment se répartissent les points de F, . dans E
pour n grand et ¢ fixé. Pour cela, on introduit Q,, := T~ "(£) sous tribu
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de &, dont I’atome contenant c est exactement F;, .. Alors, si on se donne
une partie mesurable A € &, l'espérance conditionnelle E,,(14]9,)(c) dé-
crit la proportion selon m d’éléments de F,, . se trouvant dans A. On
énonce le théoreme d’équirépartition des fibres de la facon suivante, ou

Qoo = ﬂn>0 Q.

THEOREME 6.4. — Soit ¢ € L'(E,€,m). On a la convergence presque
sire :

En(¥ ] Qn) = Em(¢ | Qo).

Démonstration. — La suite de sous-tribus (Q,)n>0 est de plus en plus
grossiére. On applique un théoréme de convergence des martingales (par
rapport & des filtrations décroissantes). O

En restriction & une fenétre : équirépartition des morceaux de fibres

Nous serons amenés a étudier les fibres d’un systéme dynamique en me-
sure infinie, et plus précisément la facon dont ces fibres se répartissent dans
une fenétre de mesure finie. Voyons que les résultats du cas probabilisé se
transposent a ce cadre.

Reprenons les notations précédentes, mais avec m seulement supposée
o-finie. On se donne W C E une partie mesurable de mesure finie non
nulle.

On a alors un espace mesuré restreint (W, &, mw) et des sous-tribus
traces Q. = Qn\w, Ow,o = ﬂn>0 Qw,n. Alors, si on se donne une
partie mesurable A € &y, I'espérance conditionnelle E, (14 | Qw,n)(c)
décrit la proportion d’éléments de F, . se trouvant dans A parmi ceux qui
se trouvent dans la fenétre W. On énonce le théoréme d’équirépartition des
morceaux de fibres de la fagon suivante :

THEOREME 6.5. — Soit ¢ € LY(W, Ew,myw). On a la convergence
presque-sire :
By (¥ ] Qwin) = Enmyyy (¢ | Qwioo)-
Démonstration. — C’est la méme démonstration que dans le cas des
fibres. O
Expliquons enfin pourquoi ce théoreme affirme que les morceaux de fibres
ne s’accumulent pas dans des parties de W de mesure trop petite.

COROLLAIRE 6.6. — Soit ¢ > 0, N C W une partie mesurable telle que
2
m(N) < 5. Alors il existe K C W mesurable vérifiant m(W — K) < ¢ et
un rang ng = 0 tels que pour tout ¢ € K, pour tout n > ng, on a

Epyw (In | Qwin)(c) <e.
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Remarque 6.7. — L’énoncé du corollaire suppose qu’on a fixé des versions

des espérances conditionnelles E(1x | Qw ) dans ,fnluw (W, Qw.n).

Démonstration. — Notons ¢ = Ep, , (In|Qw,ee) € .,fnl”W(VV, Ow.c0)
une version de I'espérance conditionnelle de 1 par rapport & Q. o. Cest
une fonction non négative telle que fW pdmy < % On en déduit que
myw{y = §} < e. Or d’apres le théoreme d’équirépartition des mor-
ceaux de fibres, on a la convergence presque siire Epn (In | Qwn) — .
De plus, le théoreme d’Egoroff donne l'existence d’une partie mesurable
K C {y < §} telle que m(W — K) < ¢ et sur laquelle la convergence est
uniforme. Il existe donc un rang ng > 0 a partir duquel pour tout ¢ € K,

ona [Ep ., (In | Qw.a)(c) =(c)| < e/2 puis By, (In | Qwin)(c) <e. O

7. Théoréme local limite

Nous préparons la preuve de la loi des angles donnée dans la section
suivante. Notre objectif est ici de prouver un théoréme local limite (théo-
réme 7.3) qui permettra d’estimer selon quelle proportion une fibre du
systéme dynamique (BT, T, 3%) rencontre une fenétre W C BT fixée au
préalable. Le formalisme introduit en 7.1 et les résultats intermédiaires,
bien que nécessaires a la démonstration, ne seront pas utilisés dans la suite
du texte (& partir de la section 8).

7.1. Rappels

On rappelle, dans un cadre trés général, un théoréme local limite avec
déviations modérées démontré dans [5]. Les notations de cette sous-section
sont indépendantes de ce qui préceéde. On pourra se référer a [5, sections 11,
15, 16] pour un exposé détaillé. Soit X un espace métrique compact, I’ un
semi-groupe localement compact a base dénombrable agissant continument
sur X, F un groupe fini, s : I' — F un morphisme de groupes, et f: X —
F, x — f, une application continue I'-équivariante.

Plus tard, on spécifiera X = G/P, variété drapeau d’un groupe algé-
brique réel semi-simple, I' C G sous groupe discret Zariski-dense agis-
sant sur X par multiplication & gauche, F = G/G., s, f les projections
canoniques sur F'. Pour une premieére approche, on conseille de supposer
F = {e}.

On se donne une probabilité p € P(T") sur I', apériodique dans F (autre-
ment dit, le support de s, egendre F' et n’est contenu dans aucun translaté
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de sous-groupe cocylique de F'; hormis F' tout entier). On suppose de plus
que laction de I' sur X est p-contractante au dessus de F (ie. que l'ité-
ration de la p-marche sur X contracte la distance sur chaque fibre de f,
cf. [5, section 11.1] pour une définition précise). Dans ce cas, X admet une
unique probabilité p-stationnaire que I’on note vy (cf. [5, lemme 11.5]).
On se donne ¢ : I' x X — R un cocycle continu tel que les fonctions

Osup : I' = [0, +00], g — suglla(g,x)ll
e

et

— /
ostan : T = [0 +oc), g v sup 1702 — oo 2]
fe=Ffpr d(x,([})

sont p-presque siirement bornées.

D’apres [5, 3.4.1], le cocycle o est cohomologue & un cocycle og : I' x
X — R? dont la fonction 00,sup €t p-presque stirement bornée et tel que
Papplication de dérive X — R%, x + [ 00(g, #)du(g) est constante (on dit
que o est spécial). On notera

o ::/ o(g,z) du ® (g, z) € R?
I'x X
cette constante et

E, = Vectr{oo(g,x) — 0,, g € supp i, x € supp v }.

On a par ailleurs (via [5, corollaire 15.10]) l'existence d'un plus petit
sous groupe fermé de RY, noté Ay, tel quil existe une fonction continue
¢ :suppvy — RY/A,, et une constante v € RY/A,, pour lesquels, pour tout
g € supp i, * € suppvgp on a

o(g,z)mod Ay, = v+ p(x) — (g)

Remarquons qu’a priori, ¢ n’admet pas de relevé a R?. Le sous groupe A "
est appelé image résiduelle du cocycle 0. On a de plus A, C E,, cocom-
pact [5, proposition 15.8].

Nous énongons maintenant le théoreme local limite sous les hypohtéses
ou B, = R? et il existe une fonction continue @y : supp vy — R telle que
pour tout g € supp i, * € supp g on a

U(gv I) mod AH = 9’50(1‘) - @0(917) mod A;A-
L’hypothese E,, = R? assure que la matrice de covariance
D, == covugu, (00) € My(R)

est symétrique définie positive, et induit donc un produit scalaire sur R%.
C’est en particulier un produit scalaire sur la composante neutre A, o de
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A,, (qui est un sous-espace vectoriel de R?). On note 7, la mesure de Haar
sur A, qui donne le poids 1 aux cubes unités de ®,|a, ,. Dans le cas ot
A, est discret, il s’agit de la mesure de comptage. La mesure intervenant
dans le théoreme local limite est une moyenne de translatés de m,, définie
pour C' C R? mesurable, par :

1,(C) = [ 7(C + (o) dvo(a).

On peut enfin énoncer un théoreme local limite avec déviations modérées.
Une démonstration se trouve dans [5, théoréme 16.1].

THEOREME 7.1. — Fixons une partie convexe bornée C C RY et une
constante R > 0. On se donne un point x € supp vy, une suite de vecteurs
(vn) € (RMY telle que |[vn|le, < Ry/nlogn pour tout n > 1. Alors on a la
convergence :

(2mn)f o751 los 429 € T, o(g,7) — oy, € C +v,)
—I1,(C + v, + 1o, — @o(z)) — 0.

n—-+oo

De plus, cette convergence est uniforme en le point x € supp vy et en la
suite (vy,) satisfaisant I’hypothese de domination (avec R fixé au préalable).

7.2. Taille des morceaux de fibres

On revient au cadre de la marche sur T¢ x R. On se donne p € P(SLy(Z))
une probabilité & support fini engendrant un sous semi-groupe I' C SL;(Z)
dont Tadhérence de Zariski G = T C SL4(R) est semi-simple, et x : I' —
R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité image x,u € P(R)
est centrée. Pour prouver la dérive exponentielle, on pourra toujours se
ramener au cas ou p(e) > 0 (qui implique que p est apériodique dans
F = G/G.) et x #Z 0. On fera donc ces hypothéses, qui simplifient les
énoncés et les preuves dans la suite.

On reprend les notations de la section 4. Nous allons appliquer les rappels
précédents a la variété drapeau & = G/P. munie de 'action de T' par
translation, les morphismes s : I' — F, f : & — F désignant les projections
canoniques dans F. L’application f est bien continue I'-équivariante.

L’action de I' sur & est p-contractante au dessus de F' (cf. [5, 13.2]), on
note vgp € P(4?) 'unique probabilité p-stationnaire sur &2. On introduit
af' .= {z € a, F.x = 2} le sous espace vectoriel de a fixé par F, o :
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G x & — ale cocycle d'Iwasawa, op = “ﬁ—‘Efepf.a G x P — af’ son

projeté sur af’. On pose
0py T x P = al xR, (g,2) = (0r(g,2), x(9))-

Alors oF, est un cocycle continu dont les fonctions (o r,y )sup €t (0F,y)stab
sont p-presque stirement bornées (car c’est le cas pour o, cf. [5, 13.1]).
De plus, comme le vecteur de Lyapunov o, = u ® vg(o) € a’ est F-
invariant et comme la probabilité x,.u est centrée, la moyenne (o), =
p®vgp(opy) de opy est donnée par (ory ), = (0,,0).

On va prouver un théoreme local limite pour o, . La premiére étape
sera de démontrer le lemme suivant.

LEMME 7.2. — Pour le cocycle oy : G X & — af x R, nous avons :
[ E# = aF x R.

e Six(I) =R, alors A, = al" x R.
e Si x(I') C R est discret, alors A, = af" x kx(I') pour un certain

k>1.

Rappelons que @, désigne un certain produit scalaire sur £, = af xR
introduit dans la section 7.1. Notons [ := dimg a’’, fixons une fois pour toute
11, € MR2d(af' x R) une mesure de Haar sur a’ x x(T'), ainsi qu'une norme
sur a. Nous déduirons du lemme précédent que quitte & normaliser 1I,,, on

a un théoréme local limite avec déviations modérées pour le cocycle op,, :

THEOREME 7.3 (TLL pour T¢ x R ). — Fixons des parties convexes
bornées U C a®, I C R et une constante R > 0. On se donne un point
T € supp v, et des suites (u,,) € (af)N, (¢,) € RN telles que |Ju,|], [tn| <
Ry/nlogn pour tout n > 1. Alors on a la convergence :

141

(2mn) ' 2l o 2 (g € T, (g, @) —noy, €U + up, x(9) €1 + 1)
-I,UxI+t,) — 0.

n—-+oo

De plus, cette convergence est uniforme en le point © € suppvg et en
les suites (uy,), (tn) satistaisant ’hypothése de domination (avec R fixé au
préalable).

Preuve du lemme 7.2

On montre d’abord que 'hypothese p(e) > 0 simplifie la caractérisation
de A,. C’est un phénomeéne général, on reprend donc momentanément les
notations de 7.1.
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LEMME 7.4 (¢« v =0, g € T »). — Supposons que supp p engendre T’
comme semi-groupe, et p(e) > 0. Alors A, est le plus petit sous-groupe
fermé A C RY tel qu'il existe une application continue ¢ : supp vo — RY/A
vérifiant pour tout g € I', x € suppvy :

o(g,x) mod A = p(x) — ¢(gz).

Démonstration. — 1l est clair qu’un tel sous groupe A vérifie la propriété
pour laquelle A, est un minorant global (définie dans le rappel). On a donc
A D A,. Par ailleurs, A, lui méme vérifie la propriété du lemme. En effet,
par définition, il existe une fonction continue ¢ : supp vy — R4/ A, et une
constante v € Rd/A# pour lesquels, pour tout g € supp i, € supp vy on a

o(g,z)mod A, = v + p(z) — p(g2).
Appliqué en g = e € supp u, on obtient que v = 0. On en déduit alors par
la propriété de cocycle et le fait que supp vy est I'-invariant que
o(g,z) mod A = p(z) — p(gz) pour tout g € T', x € supp vp. O

On revient au cadre de la section 7.2. En particulier, ¢ désigne le cocycle
d’Iwasawa. Le lemme suivant décrit les objets A, et E, associés a un
projeté poo.

LEMME 7.5 (Apériodicité d’un projeté du cocycle d’Iwasawa). — No-
tons b C a un sous-espace vectoriel et p : a — b un projecteur sur b. Alors
pour le cocycle poo : G x & — b, nous avons

Au(poo) = Eu(poo) =b.
C’est en particulier le cas pour le cocycle projeté op.

Démonstration. — Remarquons que p o ¢ est bien un cocycle continu
dont les fonctions (po o)sab €t (po 0)sup sONt p-presque slirement bornées.
Les notations A, (po o) et E,(po o) ont donc bien un sens. Le reste est
une conséquence de 'apériodicité du cocycle d’Iwasawa (voir [4, proposi-
tion 17.1]). En effet, soit A C b un sous groupe fermé et ¢ : supprgp — b/A
une fonction continue telle que pour tout g € supp [, x € supprg on a

poo(g,z)mod A = () — p(gz).

Alors, pour tout g € suppI', z € suppr on a

o(g,z)modmodp + A = p(z) — p(gz)
ol on voit ¢ comme une fonction a valeurs dans a/(modp+A) = b/A. On

en déduit que modp + A D A(o) = a puis que A = b. d

LEMME 7.6. — On a l'inclusion af’ x {0} C A,
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Démonstration. — L’idée est de restreindre or, en un cocycle pour le-
quel x = 0 puis d’utiliser I’apériodicité d’un projeté du cocycle d’Iwasawa.
La difficulté est que I' n’est pas un groupe a priori mais seulement un semi-
groupe, si bien que l'ensemble d’annulation {x = 0} pourrait étre trivial,
et ce méme en sachant que I' est Zariski-dense dans G semi-simple (consi-
dérer par exemple G = SLo(R), I' C SLy(R) semi-groupe Zariski-dense,
librement engendré par deux éléments ag, a; et définir y tel que x(ag) = 1,
x(a1) = —V2).

Pour contourner cette difficulté, on note {gi,...,gs} = supppy, on in-
troduit L := {aq,...,as) le groupe libre & s générateurs ay,...,as, on pose
pr, € P(L) la probabilité sur L donnée par ur(a;) = u(g;) et on fait agir
L sur la variété drapeau & via le morphisme de groupes L — G, a; — g;.
Comme les marches sur & données par (L, ur) et (T, 1) coincident, on a
en particulier que A, = A,,. Dans la suite, on notera abusivement I' C L
le sous semi-groupe de L engendré par aj,...,as, () =Let x: (T) =R
le morphisme défini par x(a;) = x(9:)-

D’apres le lemme 7.4, il existe ¢ : suppre — (af” x R)/A,, continue et
vérifiant pour tout g € I', & € suppre :

(t) (or(g,7),x(9)) mod A, = ¢(x) — ¢(gz).

1

En remplacant x par ¢~ 'z, on obtient

(—or(g " 2), x(9)) mod A, = (g~ ") — ()

puis, A, étant stable par passage a 'opposé :

(or(g~" 2), x(g7")) mod A, = p(z) — p(g~ ).

Ainsi la relation (1) est également satisfaite pour g—!, puis finalement

pour tout g € (I'), « € supprg. Considérons le sous groupe I'g := {x =
0} C (I'). Il contient le sous groupe dérivé [(I'), (I')]. Sa réalisation dans
G (via le morphisme L — @) a donc pour adhérence de Zariski un sous
groupe Gy qui contient [G,G], et est en particulier d’indice fini dans G
(qui est semi-simple). On se donne une probabilité py € P(Iy) a support
fini engendrant un sous groupe Zariski-dense dans Gy, et apériodique dans
Fy = Gy/G.. La marche (T'g, po) est ainsi contractante sur &y == Go/ P,
au dessus de Fp, d’unique probabilité stationnaire notée v, € P(Z)). On
note A,, C af x R I'image résiduelle du cocycle (0Fx)rox 2,- Comme
suppre C P est (I)-invariant, il est en particulier T'g-invariant, donc
supp Ve, C supp ve. La relation () entraine alors l'inclusion : Ay €A,

1l suffit donc de vérifier que A,, = af x {0} pour terminer la preuve.
Comme Im(0 5,y )|rox 2, € a’ x {0}, on a par minimalité que A, C a’" x
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{0}, si bien que A,, = A x {0} ou A C a’ est un sous groupe fermé de
af’. Mais A contient I'image résiduelle de (0F)|ryx 2, POur la pg-marche,
donc A = af” d’aprés le lemme 7.5, ce qui conclut. d

COROLLAIRE 7.7. — E, = af’ xR,
Démonstration. — Rappelons que

E,, = Vectg{(or(g,2) — 0,Xx(9)), g € supp p, v € suppvg}.

C’est un sous espace vectoriel de a’ x R qui contient A, donc af’ x {0}.
Par ailleurs, comme x est non trivial par hypothése, £, n’est pas inclus
dans af’ x {0}. Finalement E,, = af’ x R. O
COROLLAIRE 7.8. — Si x(T') =R, alors A, = a” x R.
Si x(T') C R est discret, alors A, = a¥’ x kx(I') pour un certain k > 1.

Démonstration. — A, est un sous groupe fermé cocompact de E, =
af’ x R et contient af’ x {0}. 1l est donc de la forme A, = af x R ou
A, = af x ¢Z pour un ¢ > 0. Comme A,, C af” x m par minimalité, on
obtient directement ’expression de A, lorsque x(I") est discret. On traite
maintenant le cas ot x(I') est dense dans R en supposant par I’absurde que
A, = af" x ¢Z pour un ¢ > 0.

Par définition de A, il existe une fonction continue ¢ : supprvgep — R/cZ

telle que pour tout g € I', x € suppr o

x(g9) mod cZ = p(z) — p(gz).

On enrichit cette égalité en reprenant le groupe L introduit dans la preuve
du lemme 7.6. Comme montré alors, la relation précédente est valable pour
tout g € L, x € supprg. On obtient en particulier pour tout g € [L, L],
x € supp v, l'égalité p(z) = ¢(gx).

On en déduit que ¢ est constante sur chaque composante connexe de
Z. Considérons le sous groupe I, := (T N G.) de G. généré par I' N G,
et son groupe dérivé [I',,T"] C I'’.. Le paragraphe précédent implique que
© est invariante sous laction de [I',,I",]. On se rameéne ainsi & vérifier que
[[,T"] agit minimalement sur chaque composante f Nsupprg ou f € F.
Introduisons &, = G./P. et Ar, © P, Pensemble limite associé au sous
groupe Zariski-dense I', C G.. On trouve dans [4] la description suivante :
suppvg = lcpAr: f. Par ailleurs [I',, '] est aussi Zariski-dense dans G.
(en se rappelant que G est semi-simple), et a méme ensemble limite que T,
(étant distingué dans T'). Il agit donc minimalement sur les composantes
JNsupprve = Ar. f ce qui prouve le résultat annoncé.
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Finalement, on conclut que x est a valeurs dans un nombre fini de trans-
latés de ¢Z ce qui contredit la densité de x(I") dans R. O

Cela termine la preuve du lemme 7.2.

Preuve du théoreme 7.3

L’enjeu de la preuve est de montrer qu’on peut choisir la fonction @g qui
apparait dans le théoréme local limite & valeurs dans af’ x x(T) ) et de sorte
que la mesure IT,, qu’elle induit est une mesure de Haar sur a?’ x x(T'). On
conclut alors par une application directe du théoreme 7.1, avec C':=U x [
et v, = uy, +t,.

Supposons x(I') dense dans R. D’aprés le lemme 7.2, on peut choisir
la fonction ¢g identiquement nulle, et la mesure 1I,, induite coincide alors
avec 7, ie. est la mesure de Haar sur af x R qui donne masse 1 aux cubes
unités de A, .

Supposons x(T') discret dans R. On peut supposer x(I') = Z. On com-
mence par construire une bonne fonction @g. Le lemme 7.2, combiné au
lemme 7.4, donne 'existence d’une fonction continue ¢ : supprg — R/kZ
telle que pour g € suppT’, x € suppre on a x(g) mod kZ = p(x) — p(gx).

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 7.8, on constate que ¢
est constante sur chaque composante f Nsupprg ou f € F. On peut donc
relever ¢ en une fonction ¢ : & — R localement constante telle que pour
tout g € T, z € &, on ait x(g) mod kZ = ¢(z) — ¢(gz) mod kZ. Quitte &
imposer ¢| 5, = 0, on peut supposer ¢ a valeurs dans x(I') = Z. On pose
po: P — al’ x R, +— (0,p(x)), fonction localement constante telle que
pour tout g € G, x € &,

orx (9, ) mod A, = @o(x) — Po(gx) mod A,.

Notons leb,r la mesure de Lebesgue sur af’ donnant masse 1 aux cubes
unités de P, qry 103. On a par définition 7, := lebyr ® ZjekZ d;, puis

= leb, F®|F| Z Z i—e(f)
fEF jEKZ
De plus, pour g €I', on a

Maf. = (0,x(9))} = lebor @ Z > s

fGFJGk

lebaF® Z Z J—elaf) —

fEFjEkZ
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La mesure II,, est donc x(I')-invariante, ie. de la forme

I, = cleber @) 6,
jez
pour un ¢ > 0.
Cela termine la preuve du théoréme 7.3.

8. Loi des angles et contrdle de la dérive

Reprenons le schéma de preuve de la dérive exponentielle expliqué a la fin
de la section 4. On dispose de points ¢ = (b, z,0,x),¢, = (b,2,0, x4+ u,) €
Bt ouu, € R?, est tres petit, et agit sur la coordonnée en T?. C’est le terme
de dérive. Pour n > 0, nous avons vu dans la section précédente que les n-
fibres passant par c et ¢, sont paramétrées par I'". Etant donné a € ', les
points des n-fibres correspondants different seulement d’un nouveau terme
de dérive, donné par : Dy c e, (@) = ay...anb;t. .. bflup € RY. L’objectif
de cette section est de contréler la norme et la direction de la dérive pour
n grand, lorsqu’on ne voit les fibres qu’a travers une fenétre W C BT de
mesure finie. On montrera notamment que la norme croit exponentiellement
avec n, justifiant le nom de dérive exponentielle.

La section 8.1 introduit une notion de points de densité et explique com-
ment ils conditionnent la croissance de la norme et la contraction des di-
rections dans une représentation.

La section 8.2 décrit la loi asymptotique de ces points de densité.

La section 8.3 est un préliminaire technique a la section 8.4.

La section 8.4 décrit la loi asymptotique des points de densité le long des
morceaux de fibres : c’est la loi des angles.

La section 8.5 décrit la divergence de la projection de Cartan le long des
morceaux de fibres.

La section 8.6 conclut en démontrant les théorémes de controle annoncés.

A partir de la section 8.4, les énoncés deviendront plus complexes. Pour
les alléger, on utilisera la notation « Soit c € BT B+ -typique » pour signifier
que les propriétés qui suivent sont valables pour B1-presque tout point
ce BT,

8.1. Points de densité
Soit G un sous groupe algébrique réel semi-simple (implicitement linéaire,

on spécifiera plus tard G = I c SL4(R)). On se donne pour G des objets
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K,a, A, X, 11, P, & = G/P,, etc. comme dans les rappels algébriques de la
section 4. On réalise G via un plongement G — SL(V}), ou Vj est un espace
vectoriel réel de dimension finie. On peut munir V; d’un produit scalaire
(.,.) tel que K C O(Vy), A C Sym(Vp) [5, Lemma 8.13]. En considérant la
décomposition de Cartan, on constate que le groupe G est alors stable par
transposition : G = *G.

Rappelons que la décomposition de Cartan introduite dans la section 4
est donnée par I'égalité G = K exp(a™)K,.. Cependant, nous aurions tres
bien pu considérer la décomposition duale G = K. exp(at)K. Cette der-
niere fournit une notion de projection de Cartan x’ liée & k via I’action de
F:sige G, K'(9) = fg.k(g) oUG = F, f — f, est la projection canonique.
Nous allons définir des points de densité pour ces deux décompositions et
voir comment ils sont liés par 'action de F.

Soit g € G. La décomposition de Cartan permet d’écrire g sous la forme

g = kymgexp(zy)lg

ot kg, 1 € Key,mge M =KNP, z,€at.
On a alors automatiquement une décomposition duale de g et des dé-
compositions de ‘g via les égalités :

g = kyexp(fg.zg)mgly
tg = (Ig)~tmyt exp(fy.xg)(kg) ™!
tg = (1) explag)my ().
On choisit alors pour tout g € G, une décomposition g = kym, exp(xg)lg

comme ci dessus de sorte que la fonction g — (k;, Mg, Tg, l;) soit mesurable
et compatible avec la transposition :

(k;fg,mtg,a:tg,lfg) = (l;)_l,mg_l,fg.xg, (k;)_l).

On définit alors les points de densité annoncés en notant & := P./P. € &
le drapeau standard et en posant

&5 =kimglo, &, = (myld) ', mf =k,  my = (15) .

Onaainsi ,¢, € Z,nf,n, € P = G./P. et les relations £ = 0} f,,
§g =My Iy L. De plus, la compatibilité des décompositions choisies entraine
que & =€, it =y

Soit (V,p) une représentation algébrique irréductible de G., r =
dimpyox p(Ge) sa dimension proximale, w € a* son plus haut poids. On note
(W, p) = Indgc (V, p) sa représentation induite (voir 4.1). On munit W d’un
« bon » produit scalaire ie. choisi tel que p(K) C O(W), p(A) C Sym(W) et
les sous espaces (V) jer décomposant W sont deux & eux orthogonaux. On
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se donne g € G, v € V et on veut estimer la norme et la direction p(g)v € V.
Cela est possible lorsque v est suffisament éloigné d’un sous-espace vecto-
riel V- C V. Plus précisément, on note VY = {v € V, p(U)v = v} (sous
espace propre du plus haut poids w de p, de dimension r), et on pose :

W, = p(kimg)VY € G, (W) V= (1) V)NV € Gy (V).

On peut les appeler respectivement espace attracteur et espace répulsif
de p(g) dans W. Ils sont liés au points de densités f;‘ et 1, : en notant
¢ — V¢ le morphisme G-équivariant de & dans G, (W) vérifiant Vg, =
VU (voir 4.1), on a W;‘ = V€q+, Vo = VnL; N V. On remarquera que les
intersections avec V' dans les définitions de V= sont la pour garantir que
V,  ne rencontre aucun autre sous-espace VI C W que V, autrement dit
on considere I'orthogonal au sein de V' et non de W.

LEMME 8.1 (Croissance et contraction). — Supposons la représentaiton
p(G.) non bornée dans SL(V') (ou de maniére équivalente r < dim V). Alors
pour, g € G,v eV — {0}, on a:

(1) e Jv]|d(Ro, Vy) < [lp(g)oll < e o],

(2) d(p(g)Rv, W;") < <

W ma’xaen efa('ﬁ(g)) .

Remarques 8.2.

(1) Le terme e(*(9) nest autre que [|p(g);v| (voir le lemme 4.5). Le
premier point compare donc |[p(g)v| et ||p(g)v || [|v]|.

(2) On pourrait formuler un lemme similaire contrdlant p(g)w pour
we VI aTaide de V,+, V-

(3) La distance sur l'espace Iorojegctif P(W) est donnée par

A /
d(Rw, Ru) = 12 V]

 lwllflw]
et si E C W est un sous-espace vectoriel, on définit

d(Rw, E) = inf d(Rw,Rw’).
Ruw’CE

(4) Le lemme 8.1 reste vrai lorsqu’on remplace V' et W par une méme
représentation fortement irréductible V' de GG, munie d’un produit
scalaire K-invariant tel que les éléments de A sont auto-adjoints.
Les espaces attractif et répulsif de ¢ € G sont définis de méme
par Vgt = Ver (= Vi), Vg = an,(: Vg{) La version fortement
irréductible se déduit du lemme précédentgen utilisant I'application
U du lemme 4.4.
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Démonstration. — En remarquant que k,m, n’intervient pas dans les
inégalités et quitte a remplacer v par (lf])*lv, on pourra supposer que
g = a € exp(a’). Par abus de notation, on écrira Vg pour désigner Ve-NV.
On décomposera v € V en v = vy + vy ot vg € Vg, vy € Vgo-

Le premier point demande de vérifier que

lp(a)oll > (@) Jlv]ld(Ro, Ve, ).

On a d(Rw, VgJO-) = OHH Par ailleurs, en remarquant que p(a) stabilise Vg,

et Vgo-, on obtient
lp(a)v]l = [lo(a)voll = eV v || = Dol d(Ro, V).

Cela prouve le premier point.
Le deuxieéme point demande de vérifier que

1
Vel — —a(r(a))
dlpla)Ro, Vo) < d(Ro, Veh) aent ¢

On a d(Rw, V5 )= ””0‘” De méme, comme p(a) stabilise V¢, et Vgo-, on peut

[
écrire d(p(a)Ru, Vg, ) = le@es |l -y veut done montrer que

pCa)oll
[ ——
loayell ol S wéi

Mais ||p(a)v| = ||p(a)ve]| = (@) ||vg| donc 0 ”(UO)H < e~«(#(@) Notons
w; € a*,i € I les poids de la représentation (V, pj,) autres que w. Comme
p(G.) n'est pas borné, on a r = dimpex p(Ge) < dimV donc I # (.
Par définition du plus haut poids, on a pour tout i € I, Iécriture w —

Wi = Y pen Fajicc ot kg i € N. Décomposons vi en vecteurs propres vy =

Sier v avee p(a)vg; = e (@) yd, et les vg; deux & deux orthogonaux
(quitte & en choisir certains nuls pour qu’il n’y en ait qu’un par valeur

propre). Alors
o5 playug | = 3 a2yt 2 < mae 022 3 |

iel i€l
car I # () et k(a) € a™. Comme ), llvg,||* < [[v]|?, on obtient finalement
1
que %w < maxgern e~ (@) prouvant le deuxiéme point. O

Dans la suite on revient au cadre de la marche sur T¢ x R correspondant
aVy =R,
G =17 CSL(Vp),
groupe semi-simple, non borné, fortement irréductible sur Vy. Le dernier
lemme montre que la dérive aj ...a,b, ... bl_lup € Vj est controlée par la
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position de I'espace répulsif (Vp),, ., par rapport a bt bl_lup, et par les
évaluations a(k(ay ...an)) € Ri. La section est essentiellement consacrée
a décrire la distribution des espaces répulsifs (Vp),,. ... Cet objectif sera
atteint a travers la loi des angles. On montrera aussi que les a(k(ay ... ay))
tendent vers +oo, puis les théoremes de contréle annoncés.

8.2. Convergence des points de densité

Les notations sont celles des sections 4.1 et 8.1. On reprend le groupe
algébrique réel semi-simple G de 8.1, on se donne p € P(G) une probabi-
lité sur G a support fini et apériodique dans F' := G/G.. Cette derniére
hypothese signifie que supp p engendre un sous-groupe Zariski-dense de G
et que son image dans F' par la projection naturelle n’est pas inclus dans le
translaté d’un sous groupe propre cocyclique de F'. Elle est par exemple vé-
rifiée si pu(e) > 0 (ce que 'on peut supposer pour prouver le théoréme 1.1).
On note B := GV, B == u®V" € P(B), T : B = B, (b;)iz1 > (biy1)iz1
le décalage unilatére. On rappelle que la variété drapeau & = G/P, ad-
met une unique probabilité p-stationnaire, notée vy € P(Z), et que ses
mesures limites s’écrivent J-presque stirement vz, = ﬁ > fer Jd¢,.f avec
& € P. = G./P.. Nous allons voir que les points de densité §;§__bn ap-
proximent bien les drapeaux limites &.fp,. 5, si n est assez grand. On
notera & 5 = &.f.

LEMME 8.3. — Soit (V, p) une représentation irréductible proximale de
G., W, p) = Indgc(V, p) sa représentation induite. Il existe une constante
€ > 0 et un rang ng > 0 tels que pour tout n = ng, on a :

BB, d(Ver |+ plbr--ba)Vern,) Se ) 21— "

Démonstration. — On peut supposer dim V' > 2. L’hypothese de proxi-
malité implique alors que l'image p(G.) n’est pas bornée. On peut donc
appliquer le lemme 8.1 qui donne la majoration

1
d(V, by b))V ) < ——— maxe @R01bn)
Veg, 0 PO1--00)Vern) A(Vern Vi p,) o€l

La régularité Holder des mesures stationnaires sur les espaces projec-
tifs ([5, section 14.1, appliquée a (G, ug,)]) affirme que la loi image de
B par Papplication B — P(V),b — Vg, est Holder réguliere. Cela signifie
qu’ il existe des constantes C,s > 0 telles que pour tout r > 0, pour tout
hyperplan H C V,

Bbe B,d(Vg,, H) <r)<Cre.
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En particulier, pour tout r > 0, on a

B € B,d(Vern,, Vi, p,) > ) 2 1= Ce ™",

Par ailleurs, le principe des grandes déviations [5, 13.6] affirme que pour
t > 0, il existe un rang ny > 0 et une constante § > 0 tels que pour n > ny,

B(beB,

Rappelons que le vecteur de Lyapunov o, est dans l'intérieur de la
chambre de Weyl a™, autrement dit que m := minyemn (o) > 0 [5, 10.4].
On peut donc choisir le parametre r < %m, et le parametre ¢t > 0 de sorte
< %m. On déduit alors de

|k(by ... by) —noyl|

<t> >1—e 9",
n

que pour tout x € a tel que ||z|| < ¢, on a |a(x)
ce qui précede que pour tout n > ng,

8 (b € B, d (VEL.»”’ by ... bn)vgm) < e—"%) >1-Ce ™™ _eon,
Cela conduit au résultat en choisissant ¢ > 0 assez petit puis ng = 0

assez grand. O

On déduit du lemme précédent I'approximation des drapeaux limites
(&v,7)be B, fer par les points de densités.

COROLLAIRE 8.4. — II existe une constante ¢ > 0 et un rang ng = 0
tels que pour tout n > ng, on a :

B(beB, Vp=n d (g 4 b, ) SeT) 210

Démonstration. — On a vu dans la section 4.1 que la variété drapeau
admet un plongement

P — HfGFHQGH]P)(Vo{)v §— (VQ»E)

ou les V,, sont des représentations proximales irréductibles de G, et que
la distance sur & est définie via ce plongement. En appliquant le lemme
précédent aux représentations V,,, et en observant que la relation d’équiva-
riance b1 ...bpvg rrp = vy, (B-ps) implique by ... byErnp = &b, £y, by s OD
obtient qu’il existe une constante € > 0 et un rang ng = 0 tels que pour
tout n = ng, on a :

Bb e B, A& b, Eosuy.n,) <€) =1

Le corollaire en découle directement : pour n > ng,

B(be B, 3p = n, d(gl:.‘.bpvghfbl.,.bp) >e ) < Z e ¥

p=n

e—en

T l—ec
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d’otu résultat en passant au complémentaire (quitte & diminuer la valeur de
e > 0, augmenter le rang ny > 0). O

On en déduit la loi des points de densité (f;; _.»,) bour n grand.

COROLLAIRE 8.5. — Soit ¢ € C°(Z?). Alors

/B p(&F, )AB() = vr ().

Remarque 8.6. — En combinant ce lemme A la relation n;fg = f;, on
obtient que

[ et 0,)0380) = v (o)

Démonstration. — D’apres le corollaire 8.4, il suffit de noter v,, € P(2?)
laloide &, , quand bvarie suivant § et de montrer que v, (¢) — v ().
Or on a I'égalité [-presque sire & 5, , = b1...0p&rnp. Cela entraine
Iégalité v,, = u*" xvg,. Comme 'action de I' sur & est u-contractante au
dessus de F', et comme g est apériodique dans F', on a pour tout £ € & la
convergence faible-x ¢1*" x d¢ — v, ce qui conclut la preuve. Remarquons
que dans le cas ou F' est trivial, cette derniére assertion se démontre en
utilisant le lemme 11.5(b) de [5] qui donne immédiatement que pour toute
fonction continue ¢ : & — R, on a p*™ x 0¢(p) — v (@) = '™ x 0¢(p) —
" x v () — 0. Dans le cas général, on démontre de la méme fagon que
p*" % 0¢| 5 — V|, puis on utilise le corollaire 11.7 de [5] (requérant
Papériodicité) pour conclure. O

8.3. Controle de 0,,(b)

On garde les notations des sections 8.1-8.2. En particulier, G C SL(V})
est un groupe algébrique réel semi-simple, et y € P(G) est une probabi-
lité sur G apériodique dans F = G/G., et & support fini engendrant un
sous-groupe Zariski-dense dans G. On a défini dans la section 4 le pro-
jeté du cocycle d'lwasawa op = ﬁ EfeF fo:Gx P — a, la fonction
0 : B — af',b — op(b1, &), et posé O,(b) = > 0(by...b, TFb) =
op(by...bn,&rnp) (ou la derniere égalité est S-presque stire). Nous allons
estimer le comportement asymptotique de 6,,(b). Cela s’avérera utile pour
vérifier les conditions de majoration dans le théoréme local limite.

LEMME 8.7. — Pour B-presque tout b € B, la suite

U(bl . bna&T”b) —noy,
vnloglogn n>3

est bornée dans a.
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Démonstration. — La loi du logarithme itéré [5, 13.6] implique que pour
K(bi...bp)—no,

B-presque tout b € B, la suite (=2=ti—t) -3 est bornée dans a.
\/nloglogn -

Il suffit donc de prouver que pour [-presque tout b € B, la suite
(U(bl"'b”’gf;gzl_ﬁ(bl"'b”))n>2 est bornée dans a. Pour cela, on reprend les
représentations (Vy, pa)acn introduites dans la section 4.1, ainsi que leurs
plus hauts poids (wa)aemn. Commes les w, forment une base de a*, il
suffit de prouver que pour tout a € II, SB-presque tout b € B, la suite
(w‘*(”(bl“‘b"’fgg"g)f'{(bl“‘b")))n>2 est bornée dans R. Fixons o € II, notons
(V,pyw) = (Va, pavs W ). On se donne une famille mesurable (vp)pep € V2
telle que pour tout b € B, v, € Vg, — {0}. En choisissant un bon produit
scalaire sur la représentation induite de V' et en accord avec le lemme 4.5,
on peut écrire : w(o(by...bp,Ernp)) = log W, K(by...by) =
log|[p(by ... bn)jv|[. On cherche donc & montrer que pour SB-presque tout
b € B, il existe C' > 0 tel que pour n > 0 assez grand,

T e I—
(b - -ba) v o]

D’apres le lemme 8.1, cette condition est réalisée si
- -C
d(vﬁTnb? Vbl...bn) 2 n

Fixons C' > 0. Notons E, = {b € B,d(Veyn,,V,, , ) < n~“}. Alors
B(E,) < Mn~¢ pour certains M, s > 0 indépendants de n, par régularité
Holder des mesures stationnaires sur les espaces projectifs (voir preuve du
lemme 8.3). En choisissant C' > s~!, on obtient que > ns0B(En) < oc. Le
lemme de Borel-Cantelli donne alors le résultat. O

COROLLAIRE 8.8. — Pour f-presque tout b € B, la suite

0, (b) — noy,
Vvnloglogn /4
est bornée dans a’.

Démonstration. — Cela découle directement du lemme précédent et I'in-
variance de o, sous I'action de I sur a. g

8.4. Loi des angles

Considérons le systéme dynamique fibré (BT, 37, T") des sections 4.2
et 6.1, avec les hypothéses u(e) > 0 et x non trivial (permettant d’appliquer
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le théoreme local limite de la section 7, et garantissant ’apériodicité de p
dans F'). On fixe une fenétre W C BT de la forme

W=BxUxO,(R)xT¢xT

ou U C af I C R sont des parties convexes bornées ouvertes non vides de

F et R, avec I assez grand pour que tout translaté I + ¢ de I rencontre
x(T'). On rappelle que la n-fibre de (B, T™") passant par un point ¢ € BT
est F, . == (TT)™"(T")"(c) et qu'on appelle morceau de fibre I'intersection
F, . N W. Nous avons expliqué comment désintégrer BF/V par rapport aux
morceaux de fibres (F, . N W).cw, et obtenu ainsi des probabilités condi-
tionnelles (ﬁwjvm,c)cew, concentrées sur ces morceaux de fibres. Rappelons
aussi que si ¢ = (b, z,0,z) € W, tout point ¢’ de la n-fibre passant par ¢
est de la forme ¢ = (b} ...b,T"b,2', 0", 2').

La loi des angles décrit le comportement des points de densité
fb, " ,fb, " dans £, et nb/ b ,nb, b dans £, le long des morceaux
de fibres. On en déduit le dlstrlbutlon des espaces répulsifs dans n’im-
porte quelle représentation irréductible (V,p) de G. grace a la relation
Vb{---bzl = (V(/ )X NV (I'orthogonal étant pris par rapport & un bon pro-

by,
duit scalaire sur la représentation induite). On appelle i € P(G) le poussé
en avant de la probabilité u par la transposition, et Vg € P(Z?) 'unique
probabilité fi-stationnaire sur & (voir 4.1) et Ug_ sa restriction & Z..

THEOREME 8.9 (Loi des angles). — Soit ¢ : & — R une fonction conti-
nue. Pour ,BJV—presque tout ¢ = (b,2,0,2) € W, on a :

| o6, ) B 2 va(e)

n—-+4oo

/ o ) Bl cld) = Tanlp).

n—-+4oo

Remarque 8.10. — Les relation 0 fo = &, 0, f;' = &, permettent de
déduire les lois des angles pour 5™, n~

/Wsomb, )85, () = v (p)
[ ott.) aBcle) | 21 Vo)
w

Exposons tout de suite le corollaire que nous utiliserons.

COROLLAIRE 8.11. — Soit (V, p) une représentation algébrique irréduc-
tible non bornée de G.. Soit ¢ = (b,2,0,2) € W un point B -typique.
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Alors pour tout € > 0, il existe une constante r > 0 et un rang ng > 0 tels
que pour tout n = ng, tout v € V. — {0}, on ait

Bivn A €W, d(Rv,Vy ()27} >1—e.

Démonstration. — La définition de V,__.b, suppose implicitement que
V' est muni d’'un produit scalaire, induit pa; un bon produit scalaire sur
IndGC(V, p). Notons rg = dimpox p(Gc) la dimension proximal de la repré-
sentation. Pour Rv € P(V), r > 0, on pose

B(Rv,r) = {E € G,,(V),d(Rv, E+) < r}

(bien défini car rg < dim V par ’hypothése de non compacité). Soit m €
P(Gy,(V)) la probabilité image de Ug_ par le morphisme G -équivariant
P — Gy (V), & = VY. Il est prouvé dans [5, 14.5] que m est Hélder-
réguliére au sens ou il existe C;s > 0 tel que pour tout Rv € P(V), pour
tout r > 0, m(B(Rv,r)) < Cr®. En particulier, on peut choisir 7 > 0 assez
petit pour que m(B(Ruv,2r)) < & pour tout Rv € P(V).

Notons m,, la loi de an? . € Gy, (V) quand ¢ = (V,2/,0",2") e W

1 "n

varie suivant Ba{,’n’c. La loi des angles affirme que m,, = m quand n — co.
Il existe donc un rang ng > 0 & partir duquel m,,(B(Rv,r)) < € pour
tout Rv € P(V) (raisonner par I'absurde et utiliser la compacité de P(V)).
Comme m,(B(Rv,r)) = ﬂ;{,’n’c{c’ e W, d(&,V, ,, ) <r}, on obtient le
résultat voulu. o d

Preuve de la loi des angles

Nous avons choisi les décompositions de Cartan des éléments de G de
sorte que pour tout g € G on ait 5{; = £, . Il suffit donc de vérifier que
pour fi},-presque tout ¢ = (b,z,0,2) € W,

/W (p(flj;b/l) dﬂ%,n,c(c/) - 1/9(()0).

n—-+o0o

Introduisons les suites ¢, = |logn|?, p, == n — ¢,. On va montrer que
+ + +
(@) Jw le(& ) = ‘P(’Eb/n...b;nﬂﬂ By, e(¢) oo 0

b) fw ‘P(fi.‘.b;nﬂ) dﬁIjLV,n,c(cl) nﬁjoo v (p).

Nous utiliserons la description des fibres du systeme dynamique
(BT,B%,TT) faite précédemment ainsi que le théoréme local limite de
la section 7.2. Quelques rappels. La n-fibre passant par un point ¢ =
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(b,2,0,2) € W est par définition F,, . = (T7)"™(T*)"(c) et est para-
métrée par I'" via une application notée h, . : I'" — Fj, .. Le morceau de
fibre F,, .NW est alors paramétré par un sous ensemble de I' que I'on note

Qnec={a €T hy(a) e W}
={aeT™, 0,(aT"b) €U —2+40,(b), x(a1...an) €l —t+x(b1...by))}

ol ¢ représente la coordonnée réelle de z € T¢ x R. Via ces identifications,
la mesure conditionnelle ﬂa'vn . € M(F, .NW) correspond & la probabilité
#®”(1Qn,c)u(|%71,c € P(Qn,c)

Soit ¢ = (b, 2,0,2) € W B}, -typique.

Preuve de (a). — 11 suffit de montrer que pour tout € > 0, la suite

Bl €W A&, 68 )zel = 0.

P+ n—+oo
Mais le terme général de cette suite est plus petit que
1
pE(Qn,c)

Le théoréeme 7.3, combiné avec le corollaire 8.8 et le fait que x,u est

pOa €T A(E], 0, r8d, a,,) = €}

centrée, assure que le dénominateur décroit moins vite qu'une puissance de
n : il existe R > 0 tel que pour n assez grand, on a u®"(Q, ) = n~ . Mais
le corollaire 8.4 sur la convergence des points de densités implique que le
numérateur décroit infiniment plus vite : il existe a > 0 tel que

M®n{& c F'n,7 d( (;“.GTNE(;.“G%L) > 6} < e €ln
a partir d’un certain rang. Finalement, le rapport tend vers 0 ce qui justifie
le point (a). O
Preuve de (b).

[ oAy, 485
w Pn

= W /I‘" @(5;.,.ap71+1>1U(z + 0n (”‘Tnb) - en(b))11<t + X((ll s an) - X(bl .. -bn»d/‘@n((l)

= [ #E (@50
ol la derniere égalité s’obtient en renversant l'ordre des a; et en utilisant
le théoréme de Fubini, la fonction L, . : B — [0, +00] étant définie par :
1

Lnyc(a) = m‘u@p" {hEFp"7O'F(h1 . hpnaqn .. .al,anb) € U—Z+9n(b),

X(h1 ... hp,aq, ...a1) €I —t+x(by...by)}.
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Admettons provisoirement que la suite de fonctions (L ¢)n>1 converge
vers 1 dans L'(B, B) lorsque n — co. Comme ¢ est bornée, on a alors

[ 1€y ) Ecl0) = 9165, 0, IB() 0.

Or [r, (&4, ., )dB(a) = v (p) d’apres le corollaire 8.5 sur la conver-
gence des points de densité.
Cela permet de conclure que

| o6l ) 4B ) vl =

Pn+1

Il reste a prouver le lemme technique suivant :

LEMME. — La suite de fonctions (Lp.c)n>1 converge vers 1 dans
LY (B, ) Iorsque n — oo.

Démonstration. — La propriété de cocycle et 'équivariance des (&)pep
permet réécrire L, .(a) sous la forme :

1

Enel® = Len @)

B (P RO)

ou

Q{n,c(a) = {h € Fp"v O'F(hl cee hp,”é.aq”u.alT"b) S U—Z—Q—@n(b) —ap(aq” . a17£T"b),
X(hi...hp,) €I —t+x(b1...b,) —x(aq, ---a1))}

Le théoreme local limite de la section précédente permet d’estimer de fa-
con précise les numérateurs et dénominateurs de Ly, (a). On a besoin tou-
tefois de vérifier que les perturbations |6, (b) —no, —or(aq, --.a1,&rmp) +
anoul et [x(b1...b,) — x(ag, .. .a1)| ne croissent pas trop vite avec n, plus
précisément qu’elles sont toutes deux inférieures & R+/nlogn pour un cer-
tain R > 0 indépendant de a (mais pouvant dépendre de b). On a d’emblée
les majorations suivantes (pour n > 3) :

o |x(by...b,)| < Rivn loglogn en utilisant le fait que y,u est centrée
a support fini pour appliquer la loi du logarithme itéré.

o |x(ag, ---a1)| < Ragn car x.pu est & support fini.

e |0,(b) — nou| < R3v/nloglogn d’apres le corollaire 8.8.

Pour la majoration de |op(aq, - .. a1, {rny) —¢no,|, on restreint la variable
a € B a un sous ensemble quasi-plein de B. Posons pour cela :

<1.

E, = {a € B, Vp=n,|—or(ag,...a1,5rm) — 0y

p
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Le principe des grandes déviations [5, 13.4] combiné & la F-invariance de
o, implique que S(E,) > 1 — e % pour a > 0 assez petit, n > 0 assez
grand.

Onaalors [ |Lnc—1/dB < [ |Lnec—1|dB+ [ LncdB+B(E;) et les
termes f Be L, .dp et B(ES) tendent vers 0 (pour le I;Iemier, remarquer que
fEﬁ Ly,.dB < % avec u®"(Qy,.) décroissant moins vite qu'un n—F
via le théoréme local limite). Pour conclure la preuve, il suffit de montrer
la convergence uniforme ||1g, Ly — 1E, ||cc — 0.

Notons Ny, c(a) et D, . les numérateurs et dénominateurs de L,, .(a). Le
théoréme 7.3 entraine qu’'uniformément pour a € E,,, on a

1

Nn c(a) 27Tpn emHgn(b)_nou_”F(aqn~~-alva"b)+(In0'w X(b1-~~bn)_X(aqn ---al)H?p“
— II,(U x (I —t)).
Par ailleurs,
Dy 2mn o2 10 (0)=nou X (b1 bn)llg, I, (U x (I —t)).

Remarquons que II,(U x (I —t)) > 0 par définition de II, et par choix
de I assez grand. On est donc ramené a montrer que, uniformément en
a€ FE,,ona:

X 1
O:nllﬂloo %Ht‘)n(b) —no, —op(ag, --.a1,&mp) + oy, x(b1...by)—x(aq, - - (1,1)H(21)“

2
D,

1
= 2, 10n(b) = noy, x(by - bn)|

Notons pour cela

Ty = (0(b) — noy, 0) sn = (—0or(ag, ... a1,8rmp) + ¢n0y, 0)
tn = (0,x(b1...by,)) Uy = (0,—x(aq, ... a1)).
On a

162.(6) = noy, x (b1 - 0a) 13, = Irall, + [talld, +2(rn, ta)a,.
Par ailleurs,

”6”(1)) —noy — UF(aqn cee ala&T"b) + qnoy, X(bl cee bn) - X(aqn ce al)”éu
=||rn+ s$n +tn + unH?I)M

= Z (T Yn)

z,y€{r,s,t,u}

= llralls, +ltalls, +2(rn, ta)a, +gnv/n logni(n,a)
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ou ¥ : N x B — R est bornée uniformément pour tout n et [-presque
tout a (utiliser I'inégalité de Cauchy—Schwartz, I’équivalence des normes
en dimension finie et les majorations précédentes de ry,, Sy, by, Up).

On en déduit donc la convergence souhaitée, concluant la preuve du
lemme et de la loi des angles. O

8.5. Divergence de la projection de Cartan

Le lemme 8.1 qui controle la norme et la direction de p(g)v fait intervenir
la projection de Cartan «, lue par le plus haut poids w de G sur V| ainsi que
par les racines simples o € II du systéme de racines de a. Pour controler
la dérive by ...l by ... by u,, il convient donc de préciser le comporte-
ment asymptotique de k(] ...b),) quand ¢ = (V',2/,0’,2") € W décrit un
morceau de n-fibre, du point de vue de w et des « € II.

LEMME 8.12. — Soit ¢ = (b,2,0,2) € W un point B3;;-typique. Pour
tout € > 0, il existe une constante R > 0 et un rang ny > 0 tels que pour
tous n = ng, £ € .,

B A € W lk(by ... 00) —o(by ... b, | <R} > 1—e.

Démonstration. — Reprenons les représentations proximales (pq, Vi )acmr
de la section 4.1. Leurs plus hauts poids (wq )aen forment une base de a*. I1
suffit donc de prouver le résultat énoncé apreés avoir remplacé ||k(b] ... b)) —
a(by... b, )| par |wa (k) ...0,) —a(d]...b),,&))|, et ce quelque soit o €
IT. On rappelle que les V,, sont munis d’un produit scalaire, restriction d’un
bon produit scalaire sur leurs représentations induites.

Fixons a € II, notons (V, p,w) = (Va, pa,wa ). Le lemme 4.5 assure que
pour g € G, { € P, v € Ve —{0}, on a w(o(g,§)) = log %. Notons
qu'’ici Vg est une droite en raison de la proximalité (V, p). Le premier point
du lemme 8.1 entraine que :

0 S w(k(g) —a(g,€)) < [logd(Ve, V)l
Le corollaire 8.11 de la loi des angles implique alors que pour tout € > 0,

il existe une constante R > 0 et un rang ng > 0 tels que pour tout n > ny,
tout £ € P, on ait :

B{,"Vm,c{c' eW, |w(k(b)...0)) —a(b...b, )| <R} >1—c¢.
Cela conclut la preuve. O

On déduit une estimation de w(k(b}...b),)) le long des morceaux de
fibres.

TOME 73 (2023), FASCICULE 1



86 Timothée BENARD

COROLLAIRE 8.13. — Soit (V, p) une représentation fortement irréduc-
tible de G, de plus haut poids w € a*. Soit ¢ = (b,z,0,2) € W un point
ﬂ;‘v—tyquue. Pour tout € > 0, il existe une constante R > 0 et un rang
ng = 0 tels que pour tous n = ny,

B oA € W, lo(k(B) ... B,) — 0, (0)| SR} > 1 —c.

Démonstration. — Cela provient directement du lemme 8.12 appliqué
avec & = &pny, et de la F-invariance du plus haut poids w. d

Le lemme suivant permettra de minorer les valeurs des a(k(b]...b.,)),
pour « € II, le long des morceaux de fibres.

LEMME 8.14. — Soit ¢ = (b,2,0,2) € W un point ﬂa'v—typique. Pour
tout tg,e > 0, il existe un rang ng > 0 tels que pour tous n = ny,

ﬂ{j‘V’n,c{c’ e W, ||k(b...b),) —no,l| <nte} =1 —e.
Démonstration. — On note
E,={g€Tl, or(g,&rnp) €U — 2+ 0,(b), x(9) € I —t+ x(b1...bn)}

E = {g €T, ||k(g) — noy|| < nto}. D’apres la description des mesures
conditionnelles (6.1), pour n > 0, la probabilité & estimer est %
Le principe des grandes déviations pour la projection de Cartan [5, 13.6]
affirme qu’il existe ¢ > 0 tel que pour n assez grand, on a u*"(E) > 1—e™ ",
Par ailleurs, d’apres le théoreme 7.3, il existe R > 0 tel que pour n assez
grand, on a u*"(E,) > n~®. Finalement, a partir d'un certain rang, on a
W (EnNE) _ q _ p " (EnNE°) >1- <

(B (B —r ”_>—+>OO 1. D’ou le résultat. O

8.6. Controle de la dérive

On conclut la section par les théoremes de controle annoncés, valables
pour des représentations tres générales.

Soit (V, p) une représentation algébrique fortement irréductible non bor-
née de G, et w € a* le plus haut poids de (V,pjs,). On suppose V muni
d’un produit scalaire tel que p(K) C O(V), p(A) C Sym(V).

e Controle de la norme. Soit ¢ = (b,2,0,z) € W un point S}
typique. Alors pour tout £ > 0, il existe une constante C' > 0
et un rang ng > 0 tel que pour tous n > ng, v € V, on ait :

Biymle € W, e OOl < lp(by ... 0} )o]| < Ce o)} > 1—e.
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e Controle de la direction. Soit ¢ = (b,z,0,z) € W un point B;-
typique. Alors pour tout € > 0 il existe une constante § > 0 et un
rang ng > 0 tels que pour tous n > ng, v € V — {0}, on ait :

Birnodld € Wd(pdy .. . b)Ru, Vif ) <e "} >1—ec
3Ty 1°"""n
Démonstration. — Pour la norme : Soit € > 0. D’apres le corollaire 8.11
de la loi des angles et le corollaire 8.13, il existe des constantes r > 0, R > 0
et un rang ng > 0 tel que pour tout n = ng, v € V. — {0} on a

B nelc €W, dRo, Vi 1) 27 et w(s(bf . b,)~0a(0)| < B} > 1.

Le résultat est alors une conséquence directe du premier point du lemme 8.1.

Pour la direction : Soit € > 0. D’apres le corollaire 8.11 et le lemme 8.14,
étant donné ty > 0, il existe des constantes 7 > 0, R > 0 et un rang ng > 3
tel que pour tout n > ng, v € V.— {0} on a

ﬁ$V7n’C{c’ ew, d(Rv,V?mb;’) >r et ||k(b)...b),) —no,l <nte} >1—ec.

Soit ¢ € W dans cet ensemble. En utilisant le point (2) du lemme 8.1, on
obtient que

1 ’ ’
d(p¥, .. V) Rv,ViF )< ———— maxe @r®1-b)
(p(b n) bl...bn) dRv,V,, ) max

-~
< r L max e @(on)tal@, o)
acll

ol on a noté z, « = %K(bll ...b),) — oy, élément de a de norme au plus to.
Il est prouvé dans [5, section 10.4] que le vecteur de Lyapunov o, est dans
I'intérieur de la chambre de Weyl a™, autrement dit que pour tout a € II,
on a a(o,) > 0. On peut donc choisir ¢y > 0 tel que ||| < ﬁa(ou) pour
tout o € II. On a alors

a (p(bh .. )R,V ) <rt e e o),
Cela donne le résultat annoncé. O

Remarque 8.15. — Le contrdle de la direction reste vrai pour des repré-
sentations induites a G a partir de représentations irréductibles non bornées
de G., et munies d’'un bon produit scalaire. L’hypothese de forte irréduc-
tibilité est seulement utilisée dans le contréle de la norme, pour lequel on
utilise la F-invariance du plus haut poids a travers le corollaire 8.13.

On termine la section par un dernier corollaire qui permettra de préciser
le contréle directionnel dans la preuve de la dérive.

TOME 73 (2023), FASCICULE 1



88 Timothée BENARD

COROLLAIRE 8.16. — Soit ¢ = (b,2,0,2) € W un point ﬂ{;—typique.
Pour tout € > 0, il existe une constante § > 0 et un rang ng > 0 tels que,
pour n = ng, on a

Bl € W, d(by ... by &rns, 5;71”1,, y<e P >1—e

n

Démonstration. — En raisonnant a 1’aide des (V,,, pa)acn comme dans la
preuve du corollaire 8.4, on voit qu’il suffit de prouver le résultat suivant :
Soit (V,p) une représentation irréductible proximale non bornée de G.,
et (.,.) un bon produit scalaire sur la représentation induite & G. Alors
pour ﬂ{,"v—presque tout ¢ = (b,2,0,x) € W, pour tout € > 0, il existe une
constante d > 0 et un rang ng > 0 tels que, pour n > ng, on a

e { W (0] bV Ve, <o 21
T b b,

Comme (V, p) est proximale, les Vz € P(V) sont des droites. On conclut
directement a partir du contréle de la direction démontré plus haut (avec
Rv = Vg,.,,) combiné a la derniére remarque. O

9. Preuve de la dérive exponentielle

Nous allons mettre ensemble les résultats des sections précédentes pour
prouver le théoreme de dérive exponentielle. On rappelle quelques hypo-
theéses : u € P(SL4(Z)) est une probabilité sur SL4(Z) & support fini en-
gendrant un semi-groupe I' fortement irréductible (donc d’adhérence de
Zariski G C SL4(R) semi-simple [3, lemme 8.5], non bornée); x : I' = R
est un morphisme de semi-groupes tel que x,u € P(R) est centrée. On fait
de plus les hypotheéses p(e) > 0 et x non trivial pour pouvoir appliquer
le théoreme local limite et les théoremes de controle démontrés dans les
sections 7.2 et 8.6. La notation v € MR24(T4 x R) désigne une mesure
de Radon stationnaire ergodique pour la marche induite par (u, x) sur
T¢ x R, dont la projection sur T? est sans atome. Ces données ont permis
de construire un systéme dynamique fibré (B+, T+, 1) dans la section 4.2.
On note Q7 sa tribu queue.

THEOREME 9.1 (Dérive exponentielle). — Soit Y un espace mesurable
standard, o : BT — Y une application QF -mesurable, E C B* une partie
Bt -pleine. Alors pour presque tout ¢ € E, pour tout € > 0, il existe ¢/, ¢’ €
E, t € ]—¢,e[" non nul, tels que ¢’ = ¢:(c’) et a(c) = o(c') = a(c").
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Démonstration. — Soit U C af’, I C R des ouverts convexes bornés non
vides, avec I assez grand pour que tous ses translatés I + t intersectent
X(T). Posons W = B x U x O,(R) x (T? x I) € B*. On va montrer le
résultat pour 37 -presque tout ¢ € W, ce qui est suffisant car U et I peuvent
étre choisis arbitrairement grands. Les points ¢/, ¢”” seront construits dans
W également. L’espace d’arrivée Y étant standard, on peut supposer ¥ =
[0, 1]. Quitte & multiplier v par une constante, on peut supposer 3+ (W) = 1.
Enfin, comme la composante sur a est uniformément bornée dans la fenétre
W, il suffit de prouver le théoréeme 9.1 en remplacant le flot ¢; par le flot
¢,(b,2,0,2) = (b,2,0,2 + Y ;_; tiep;) (voir section 4 pour la définition
des ep;).

Dans un premier temps, introduisons des compacts Ky, K1 C W vérifiant
de bonnes propriétés. Soit a > 0 (petit). D’aprés le théoréme de Lusin, il
existe un compact Ko C W de mesure S} (K) > 1 — 0‘72 sur lequel les
restrictions ojg, : Ko = Y, {x, : Ko = &, c = (b,2,0,1) & sont
continues. D’aprés le théoréme d’équirépartition des morceaux de fibres
(plus précisément le corollaire 6.6), il existe un compact K; C W de mesure
ﬂ;‘v(Kl) > 1 — «, et un rang Ny > 0 tels que pour tout ¢ € K1, n > Ny,
on a

ﬁlj_V,n,c(Ko) >1—a.

D’apres le théoreme de Lusin, quitte a réduire Ky, on peut supposer que
l'application oy, : K1 — Y est continue. Nous utilisons maintenant la
non-dégénérescence des mesures limites v, (corollaire 5.2) pour démontrer
le lemme d’approximation suivant.

LEMME 9.2. — B‘fv—presque tout ¢ = (b,2,0,x) € K7 est limite d’une
suite (cp)p>1 de points de K; de la forme ¢, = (b,z,0,x + (up,t,)) ol
u, € R, t, € R, uy, agit sur la coordonnée en T?, a sa projection sur T¢
en dehors de I'ensemble stable W;,(0), et u,, t, tendent vers 0 quand p tend
vers I'infini.

7 . o +
Démonstration du lemme 9.2. Remarquons que la mesure ,BW‘ K,
s’écrit

B, = / 50,2.0) ® Uy 0000 AB(D)dlebyr (2)dh(0)
BxaF x0,(R) 1
ol be’z’o) = {z € X,(b,2,0,2) € Ki}. Ainsi, pour B}-presque tout

¢ = (b,2,0,2) € Ky, on a x dans le support de Vy (0005 autrement dit,
1

pour tout voisinage V de (0,0) dans T? x R, on a Vy i (b2:0) (z+V)>0.
1
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En remarquant que Wy (z) = x + Wy(0), le corollaire 5.2 implique que
Vb|K£b’z’o) (z+ (VN W,(0) x R)) > 0.

On obtient donc la suite (¢,)p>1 annoncée en se donnant une base décrois-
sante de voisinages (V,),>1 de (0,0) dans T¢ x R, en choisissant chaque

dans K£b’z’o) Nz + (V, ~ Wy(0) x R) puis en posant ¢, == (b, 2,0, zp). O
Fixons un point ¢ € K; admettant une telle approximation (c,) € K N
On va construire les points ¢,c¢” du théoréme de dérive exponentielle

comme limites de points pris dans les fibres passant par c et les c,. Pour
d=¥,2,0" 2") € W, notons
D, () =0, ... 0b .. byt € SLy(Z).
Le calcul explicite des mesures conditionnelles par rapport aux morceaux
de fibres montre que lorsque ¢ = (¥, 2’,0’,2’) varie dans W selon la loi
BIJ,FV)R’C, le translaté ¢/ = ¢ + (D, (¢ )up, tp) = (', 2", 0", 2" 4+ (Dyp(c Yup, tp))
varie selon la loi BlJ/rV,n,cp' En particulier, on a
ﬂ{,"vmjc{c' eW,  + (Dy()up, tp) € Ko} >1— .

On applique maintenant les théorémes de contrdle (8.6) donnés par la
loi des angles pour la représentation canonique de G sur V = R?. Quitte &
réduire K, dés le début, cela donne :

LEMME 9.3.
e (Controle de la norme) Soit €2 > 0. Il existe e1 € ]0,e3], po = 0 tel
que pour tout p = po, il existe un entier n, > 1 pour quue]

BWny.l€ €W, |IDn, ()] € [e1,€2]} > 1 = v

e (Controle de la direction) Pour toute constante 6 > 0, il existe un
rang N1 = 0 tel que pour n > Ny, pour tout p > 0, on a

ﬂ;/,n,c{cl €W, d(Dn(c)Rup, Vi iy 7mp) <0} > 1—av.

Démonstration. — Reportée plus bas. O

Concluons la preuve. On se donne g5 > €1 et pg > 0 comme dans le lemme
précédent. Quitte & tronquer la suite (cp), on peut supposer que py = 0.
Par ailleurs, la suite n, tend vers 4-o00. Quitte & tronquer davantage, on
peut donc supposer n, > Ny pour tout p > 1. On peut de plus choisir
a < 1/4 deés le début de la preuve. D’apres ce qui précede, on peut alors se
donner pour tout p > 1, un point c € Ky de la n, fibre passant par c tel

que, en notant bl(p . bn(p T"b € B sa premiere coordonnée, on ait
o ¢y =cp+ (Dy,(c))up, tp) € KgN F,

p:Cp)
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® [|Dn, (c})up|l € [e1, 2],
e d(Dy,(cp)Ruy, Vb/l(p)...b:flf)T"Pb) <, avec d, = 0.

Par compacité de Ky et quitte a extraire, on peut supposer qu’on a les
convergence (c,,) — ¢’ et (c;) — ¢ avec ¢/, " € K.

On a les égalités o(c) = o(¢’) = o(”’). En effet, comme 'application
o est QF -mesurable, elle est en particulier constante sur les fibres. On a
ainsi o(c) = o(c,) et o(c,) = a(c,) pour p > 1. Comme l'application o
est continue sur Ko et K1, on a ﬁnalement o(c') = limo(c,) = o(c), et
o(c’) =limo(cy) = limo(c,) = a(c).

Enfin, quitte a extraire on peut supposer que la dérive Dy, (c;,)u,, converge
vers un vecteur v € R? de norme ||v|| € [e1,e2]. Vérifions qu'alors ¢’ et ¢’
sont liés par I’action du flot. Ecrivons ¢/ = (V,2/,0’,2’). La convergence
de ¢, vers ¢’ implique que bll(p ). b;gf)T "ph — b'. La continuité de l’ap-
plication & sur Ky et le controle directionnel de la dérive entrainent alors
que v € V. Finalement, en utilisant que la suite (¢,),>1 tend vers 0, on
obtient ¢’ = ¢ 4 (v,0) avec v € Vi, de norme dans [1, €3]. Comme e2 est
arbitrairement petit, cela prouve la dérive exponentielle pour presque tout
point de K;. Comme « peut étre choisi arbitrairement petit, la preuve est
terminée. O

Il reste & démontrer le second lemme utilisé dans la preuve de la dérive
exponentielle.

Démonstration du lemme 9.3. — Vérifions le premier point. Notons w €
a* le plus haut poids de G, sur V = R%. D’aprés le contrdle de la norme 8.6,
il existe une constante C' > 0 et un rang N > 0 tel que pour tous n > N/,

>1lona:

L 1 () |
< —_ .
5Wn0{c W e‘*’(" O bt .. byt | sepiee

11 suffit donc de montrer que si €1 € ]0,e2| est assez petit, et p > 0
assez grand, alors il existe n > N{ tel que l'intervalle [s,,t,] défini par
(S5 tn] 1= €@ OD||p-1 b7 || [C—1, C] est inclus dans [e1, £5]. Soit R =
max{||g|| + [[g7 ]|, g € supp u}. On choisit e; > 0 tel que e2/e7 > C*R2.
On se donne py > 0 tel que pour p > pg on a |ju,l| < R~2Nog, . Soit
P 2 po, et ny le premier entier tel que s,, > €1. Un tel entier existe bien
car la suite (s,) n’est pas bornée (par la condition u, ¢ W3(0) dans T¢
et la positivité du premier Lyapunov sur V qui donne w(6,(b)) — +o0
via le corollaire 8.8). Comme $,41/8, < R? pour tout n > 1, on a de
plus n, > Nj et s, < g1 R%. Comme t,/s, < C? pour tout n > 1, on
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aty, < e1R?C? < g5 d’ott l'inclusion [Sn,:tn,] C [e1,€2]. Cela donne le
premier point.

Vérifions le second point. Soit § > 0. D’apres le controle de la direction
(8.6), il existe un rang N > 0 tel que pour n > N, pour tout p > 0, on a

5:5/710{0/6”/, d<Dn(Cl)Ru1)"/€+ > <6/2} >1—%.
Y b b,

Il reste a vérifier que V§+ est proche de Vb’l . Tnp pour n grand. Soit
bi ‘/,L n

r = dimpox G la dimension proximal de G C SLg(R). On voit G, (V)
comme un sous-ensemble des parties fermées de P(V) et on le munit de
la distance de Hausdorff. On munit &2 de la distance introduite dans la
section 4. L’application & — G, (V),{ — V¢ est continue sur & compact,
donc uniformément continue. Il existe ainsi 6’ > 0 tel que pour tous &1,&s €
& adistance d(&1,&2) < 0’,onad(Ve,, Ve,) < 6/2. Il suffit donc de montrer
qu’il existe un rang N’ > 0 tel que pour n > N’, on a

Biyn.c {CI ew, d (fz.,,b%»fb'l...b;ﬂb) < 5/} >1- %
C’est une application directe du corollaire 8.16 du contrdle de la direction
dans la section précédente. O

10. Conclusion

On termine la preuve du théoreme 1.3 en prouvant le théoreme 4.1 énoncé
dans la section 4 :

THEOREME. — Soit p € P(SLg(Z)) une probabilité a support fini en-
gendrant un sous semi-groupe I' C SL,(Z) fortement irréductible, et soit
X : I' = R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité x,u € P(R)
est centrée. Alors toute mesure de Radon p-stationnaire ergodique v sur
T xR dont la projection v(.xR) € M(T?) est sans atome est (a translation

prés) une mesure de Haar sur T¢ x x(T).

Notons X := T¢ x R. On se donne une décomposition de v en mesures li-
mites (v)pen € ME2(X)B (cf. section 2). Le lemme 2.1 assure en particu-
lier 'égalité v = [ 14, d3(b). Nous allons montrer que les v, sont invariants
par translation de leur coordonnée en T¢. C’est alors aussi le cas de v. On
conclura ensuite en utilisant le fait que la projection de v sur R est une me-
sure de Radon x(I')-invariante. On note toujours r := dimp,ox I' € [1,d—1]
la dimension proximale de I' C SL4(R).
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Soit b € B, V, € R? le r-plan limite associé (cf. section 4). On dés-
intégre la mesure v, € MR24(X) sous I'action de Vj, par translation de
la coordonnée en T¢, ce qui donne une application mesurable a;, : X —
MV g s 0p,. On voudrait montrer que les oy, ,, sont invariants par
une méme droite de Vj,. On aurait alors que la mesure v, est invariante sous
’action de cette droite. La forte irréductibilité de I' sur R¢ permettrait alors
de conclure que v, est T invariante pour presque tout b (voir plus bas).
Pour se ramener a ce cas 1a, on note pour z € X, V;, == [Staby, 0p 2o la
composante neutre du stabilisateur de o}, dans V;, (agissant par transla-
tion sur les mesures projectives de ME24(14)). C’est un élément de G(V4)
ensemble des sous-espaces vectoriels de V;,. On désintegre v}, par rapport a
Vapplication 7, : X — G(V,), x +— V,,» et on obtient une famille mesurable
(Vbz)zex € ME2(X)X yy-presque partout caractérisée par :

o vy = [y Vb din().
e Pour tout z € X, v 5 est concentré sur 7rb_1(Vb,z) C X.

LEMME 10.1. — Soit b € B. Pour vp-presque tout x € X, la mesure v 5
est Vy ,-invariante.

Démonstration. — Remarquons que P'action de V;, sur X = T¢ x R ne
modifie pas la coordonnée réelle. Il suffit donc de montrer que pour tout
intervalle borné I C R, pour vp-presque tout z € X, la mesure finie v, ;a1
est V, ,-invariante. Cela est démontré dans [3, proposition 4.3]. O

Le théoréeme de dérive exponentielle est utilisé pour obtenir le résultat
suivant.

LEMME 10.2. — Pour -presque tout b € B, vy-presque tout x € X, on
aVy . #{0}.

Rappelons d’abord un lemme général sur les mesures conditionnelles.
On dira qu'une action d’un groupe topologique G sur un ensemble Z est a
stabilisateurs discrets si pour tout z € Z, le fixateur G, :== {g € G, g.z = z}
est discret dans G.

LEMME 10.3. — Soit Z un espace borélien standard, m une mesure o-
finie sur Z, G un groupe localement compact a base dénombrable muni
d’une action sur Z qui est mesurable a stabilisateurs discrets. De méme
soit (Z',m’,G’). On se donne f : Z — Z' une bijection bimesurable telle
que fym =m' et ¢ : G — G’ un isomorphisme de groupes topologiques tel
que pour tout z € Z, g € G, on a f(g.z) = ¢(g).f(2).

Alors, sio : Z — M1(G), o' : Z' - M1(G") sont des décomposition de
m et m’ en mesures conditionnelles pour les actions de G et G’, on a pour
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m-presque tout z € Z que

o' (f(2)) = dxo(2).

Démonstration. — Cela découle de 'unicité des mesures conditionnelles.
Voir [10] pour plus de détails. O
Démonstration du lemme 10.2. — On reprend les notations de la sec-

tion 4. Pour 8 ® leby ®@h-presque tout (b,z,0) € B x af’ x O,.(R), on a
que (%) la famille de mesures projectives (o(b, 2,0, x))zex € MPF4(RT)
est une décomposition de d(;, ..0) @ vy € MPRad((b 2 O) x X) par rapport
a laction de R"-flot (¢;)err. Soit b € B tel qu'il existe (z, O) vérifiant ().
Notons A l'isomorphisme vectoriel A : R” — Vi, ¢ = (t,e*(*) Oep)’. On a
ainsi ¢y (b, z,0,xz) = (b, 2,0,z + A(t)). On déduit de lemme 10.3 que pour
vp-presque tout € X, on a A,0(b,z,0,x) = 0p,. Quitte & bien choisir
(b, z,0) dés le départ, le théoréme de dérive exponentielle donne que pour
vp-presque tout x € X, la mesure projective o(b, z, 0, x) est invariante se-
lon une droite de R” (corollaire 4.10). On en déduit que oy, est invariante
par une droite Vj, ie. V3, # {0}. O

COROLLAIRE 10.4. — Pour (-presque tout b € B, v,-presque tout x €
X,onaVy, = <.

Pour prouver ce corollaire, nous utiliserons le lemme général suivant :

LEMME 10.5. — Soit p € P(SL4(Z)) une probabilité dont le support
engendre un semi-groupe I' fortement irréductible sur R%. Soit F I’ensemble
(dénombrable) des sous-groupes fermés connexes non nuls du tore T¢. Alors
F n’admet qu’une seule probabilité u-stationnaire : la masse de Dirac dra.

Démonstration. — On suppose par I'absurde qu’il existe m € P(F) une
probabilité j-stationnaire sur F telle que m({T?}) < 1. Quitte & res-
treindre m & F — {T9} (I'-stable) puis normaliser, on peut méme supposer
m({T9}) = 0. On note a = max,ecr(m(u)) et F' = {u € F,m(u) = a}.
Pour u € F’, on pose V,, C R le sous espace vectoriel se projetant sur u.
Alors {V,,,u € F'} est un ensemble fini I'-invariant de sous-espaces vecto-
riels stricts non triviaux de R%. Cela contredit la forte irréductibilité de I'

sur R<. O
Démonstration du corollaire 10.4. — Notons
BYX =Bx X Y = / 0 @ vy dB(b) € MRad(BX),
B

Remarquons que pour BX -presque tout (b, 33) e BX , U-presque tout g €
I', on a gVy = Vgp,g2- En effet, pour S-presque tout b € B, u-presque tout
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gel',ona g =vg et gV = V. Le lemme 10.3 implique alors que pour
vp-presque tout x € X, on a g.0p4 = Ogp gz, ce qui prouve l'affirmation.

Considérons lapplication ® : BX — F (b,x) + V;,. Elle est presque
stirement I'-équivariante d’apreés ce qui précede. La mesure de Radon pu-
stationnaire 5% a donc pour image une mesure u-stationnaire ®,3% €
M(F). On montre que cette mesure est concentrée sur T¢.

1o cas : x(I') € R est discret. C’est alors un sous groupe de R
(cf. lemme 1.4). L’ergodicité de v implique que v, et donc les vy, sont portés
par un ensemble de la forme T¢ x (r + x(I')) ott » € R. On peut supposer
que c’est T x Z. Notons 7 : B — NU{oc}, b+ inf{n > 1,x(b; ...b,) = 0}
(fini B-ps) le temps de retour au bloc de départ, et p, € P(T ) la loi de
b1 ...br) quand b varie selon 3. D’apres la section 2, la mesure BX est pi,-
stationnaire. Soit N > 0 un entier. Comme la p.-marche stabilise les blocs
(T x {k})rez, la mesure finie Bﬁdx[fN,N] est également (i, -stationnaire
sur BX. Par ailleurs, le semi-groupe I'g engendré par le support de p, est
fortement irréductible sur R? (lemme 2.3). Le lemme 10.5 implique donc
que la mesure image é*ﬁfédx[_ N,N] Sur F est concentrée sur T¢. Comme
N est arbitraire, c’est finalement le cas de 8¥.

2¢ cas : x(I') C R est dense. La preuve est essentiellement la méme que
celle donnée dans la section 6.2 o on montre la non-dégénérescence des
mesures limites. On rappelle les grandes lignes. On fixe (3;%)pecp une dé-
composition de A% en mesures limites ainsi qu'une constante r > 0, et
pour tout I C R intervalle de longueur r, et on note Bgf} = B;‘(BXWX[. On
montre que les mesures finies (®.(8;,))s,r € M7 (F) ont presque-toutes les
mémes poids (comptés avec multiplicités, voir lemme 5.10). On en déduit
que pour presque tout b € B, la mesure ®, (,6’,5(1) ne dépend pas de I a trans-
lation pres, puis que la mesure finie m = @*5|B><de1 fB ﬁb 7)dB(b)
est p-stationnaire. Par le lemme 10.5, elle donc concentrée sur T¢ ce qui
conclut étant donné que I est de taille arbitraire. O

COROLLAIRE. — Pour f3-presque tout b € B, v}, est T%-invariante.

Démonstration. — Cela découle du lemme 10.1, du corollaire 10.4 et de
Pexpression de v, comme moyenne intégrale des v 4. O

Preuve du théoréme 4.1. — D’apres le corollaire précédent, les v, sont
invariants par translation quelconque de la coordonée en T?. C’est donc
aussi le cas de v car v = [, 15, dB(D).

Supposons x(I') C R discret. C’est alors un sous groupe de R
(cf. lemme 1.4). L’ergodicité de v implique que v est portée par un ensemble
de la forme T? x (r+x(T)) o1 » € R. On peut supposer que c’est T? x Z. La
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mesure v se décompose sur les blocs v =}, VT (k) €t chaque mesure
V|Tdx {k} €St T-invariante donc une mesure de Haar. D’aprés le deuxiéme
point du corollaire 1.5, les masses totales des vjpa, () sont les mémes, ce
qui conclut.

Supposons que x(I') € R est dense. Pour I C R mesurable, la me-
sure v(. x I) € MS(T9) est Tinvariante donc SL4(Z)-invariante. La
relation de p-stationnarité donne alors que pour tous A € T4 T C R
mesurables, on a : v(A x I) = [,v(A x [I — x(g)])du(g). La mesure
v(Ax.) € MR2(R) est donc y,pu-stationnaire, ie. un multiple de la mesure
de Lebesgue (cf. lemme 1.4). Finalement, v ((A+2) x (I +1)) = v(A x I)
pour tout z € T, ¢t € R, d’ou le résultat. O

Annexe A. Mesures de Radon limites

On définit les mesures limites associées a une mesure de Radon station-
naire et on étudie quelques unes de leurs propriétés.

Soit X un espace topologique localement compact a base dénombrable, G
un groupe localement compact a base dénombrable agissant continument
sur X, p € P(G) une probabilité sur G, v € MT24(X) une mesure de
Radon p-stationnaire sur X. On note B := GV, B sa tribu produit, 8 :=
pu®N" et pour n > 0, on appelle B, C B la sous-tribu des n-premiéres
coordonnées.

A.1. Existence de mesures limites

Le résultat suivant définit les mesures limites associées a v.

LEMME A.1. — Il existe une application mesurable B — M®2d(X) b —
vy, telle que pour [B-presque tout b € B, on ait la convergence faible-x

(b1...bp)sv — .

n—4o00
On a de plus :
(1) Pour -presque tout b € B, by, vy, = v, ot T dénote le décalage
sur B.
(2) v= [gw dB(D).
Remarque. — L’inégalité dans le point (2) est optimale au sens ou il

peut arriver qu’'une mesure stationnaire non nulle ait ses mesures limites -
presque toutes nulles. C’est par exemple le cas pour la mesure de Babillot—
Bougerol-Elie pour une marche affine sur R a Lypaunov nul sans point fixe
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et admettant un moment d’ordre 2 + . Une preuve est donnée dans [2,
Section 1.4.3].

Preuve du lemme A.1. — On note C.(X) I'ensemble des fonctions réelles
continues sur X a support compact. Soit f € C.(X), et pour n > 0, po-
sons ¢y, 1 B —= R, b (by...b,)wv (f). La stationnarité de v entraine que
la suite de fonctions (¢n)n>0 est une martingale par rapport a la filtra-
tion (By,)n>o0- Elle est de plus uniformément bornée dans L'(B,3) (avec
[ lonldB < v(|f])). 11 existe donc ¢, € L'(B, ) tel que ¢, 7 Peo
B-ps.

On se donne (K,),>0 une suite exhaustive de compacts de X et D C
C.(X) un Q-sous espace vectoriel dénombrable tel que pour chaque n >
0, on ait {f € D,supp(f) C K,} dense dans Ck, (X) = {f € C.(X),
supp(f) € K, }. On demande aussi que D vérifie ces propriétés de densité
quand on se restreint a considérer les fonctions non négatives. D’apres le
premier paragraphe, il existe B’ C B mesurable plein tel que pour tout
be B, f € D, la limite de la suite ((b1...bn)«V (f))n>0 soit définie, on la
note v (f).

Soit b € B’. La fonction v, : D — R est une application Q-linéaire non
négative sur D. On vérifie qu’on peut la prolonger en une forme linéaire
non négative v, : Co(X) — R (non nécessairement continue). Pour cela, il
suffit de vérifier que pour tout n > 0, la restriction v, : DNCk, (X) — R se
prolonge en une forme linéaire non négative continue sur v, : Cg, (X) — R.
Les hypothéses de densités sur D font que les différents prolongements
coincident et donnent le résultat.

On se donne donc n > 0 et on vérifie que vy pnoy, (x) se prolonge en
une forme linéaire non négative continue v, : Ck, (X) — R. D’apres les
hypotheses de densité sur D, il suffit de vérifier que I'application Q-linéaire
Vp|DNCy, (X) est continue. Soit n > 0 et (fr)rz0 € (DNCk, (X)) une suite
de fonctions de D a support dans K, telle que || fx||coc — 0 quand k& — +o0.
On montre que limg_ 400 U (fx) = 0. Pour cela, on se donne une fonction
non négative p € D tel que pg, > 1. On a alors

Vo(fir) = T (by ... bp)4v(f)
< lirrbn(bl o bn)w (| frlloop)
= || fellovs(p)

entrainant v,(fx) — 0.
k—+4oco

On peut donc prolonger v, en une forme linéaire non négative v} :
C.(X) — R. D’apres le théoréme de représentation de Riesz, cette forme
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linéaire provient d’une mesure de Radon, que 'on note également 1. Re-
marquons que cette mesure est indépendante du prolongement choisi car
déterminée par ses valeurs sur D.

On a ainsi défini une application B’ — MR24(X) b s 1. Cette appli-
cation est bien mesurable (car si f € D, b — v(f) est mesurable comme
limite, puis cela est vrai pour tout f € C.(X) par passage a la limite). On
la prolonge mesurablement & B de facon quelconque.

Vérifions que I’application B — MRad(X) b+ v, convient. Soit b € B/,
fo € Co(X) on montre que (by ...by)v (fo) e vp(fo). On se donne

n

ng =2 0 tel que K, contienne le support de fo et p € D tel que p > 0,
P|K,, = 1.Soit € > 0. Soit f € DNC(Ky,) telle que || fo— flleo < €/(3vs(p))-
On a pour tout n > 0 que :

[wo(fo) = (b1 ... bn)sv (fo)
< wo(fo = Ol +1w(f) = (b1 ba)wr (f)]
+ (b1 bn)sv (f = fo)l
<e/3+ w(f) = (br- bn)wv ()] + [ fo = flleo (b1 - bn)sv (p).

On obtient donc que pour n > 0 assez grand,

o (fo) = (b1 ... bn)sv (fo)| <€

d’out la convergence.
Vérifions maintenant les deux points du lemme :

e Soit b € B’ tel que Tb € B’. Montrons que (by).vrp = vp. Etant
donné f € C.(X), on a d’aprés le paragraphe précédent,

(b1)wvre(f) = lim(bg ... by )wv (f(b1.)) = lm(by ... by )wv (f) = s (f)
d’ou ’équivariance.
e Notons v/ = [ dB(b). C’est une mesure positive sur X. Etant
donné f € C.(X), on a
V(5= [ nln) s

- / lim(by ... by)wv (f) dB(D)
B

(lemme de Fatou) < lim inf/ (b1 ...bn)xv (f) dB(b)
B
(stationnarité de v) =v(f).
On en déduit que v/ est de Radon, puis que v/ < v. O
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A.2. Conditionner la marche par un temps d’arrét

Ce paragraphe affirme qu’une mesure de Radon p-stationnaire dont les
mesures limites ne sont pas toutes nulles est également p.--stationnaire ou
1 désigne la mesure p conditionnée par un temps d’arrét .

Plus précisément, soit 7 : B — NU{oo} un temps d’arrét pour la filtration
(Bn)n>0 des premiéres coordonnées. On suppose 7 fini S-presque-stirement.
On note pr € P(T') la loi de by ...b ) quand b varie selon 3. Attention,
pr ne correspond pas toujours a la loi de by ... b1, et une p -trajectoire
n’est pas une pu-sous trajectoire a priori.

LEMME A.2. — Sion a l'égalité v = [, 1, dB(b), alors la mesure v est
U--stationnaire.

Démonstration. — Pour ¢ > 1, on note
=71 et TTHb) =71(b) + T(TTi(b)(b)).

On pose ensuite p; : B — B,b +— (bi...br4),0r)41---br2@p), ... ). La
loi image B; = (pr)«8 = (u:)Y . Pour B, presque tout a € B, la suite
(a1 ...an)«V converge vers une mesure v, (qui est une des mesures limites
associées a v).

Vérifions la yi,-stationnarité. Ona v = [ dB(0) = [5 v, ) dB(D) car
Vb = Vp, (b) ﬂ ps, donc

/g*u dpir(g _//b’ b,y AB(B) B
:/B/Bl/b’l.“b;(b)b dB(b) dp(b")
:/B/BVpT(b’)lpT(b) dp(b) dB(b’)
_ /B vy iy AB(D)
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