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PRESCRIPTION DE COURBURE DES FEUILLES DES
LAMINATIONS: RETOUR SUR UN THEOREME DE
CANDEL

par Sébastien ALVAREZ & Graham SMITH (*)

RESUME. — Dans cet article, nous revenons sur un céleébre théoréme de Candel
que nous renforgons en prouvant qu’étant donnée une lamination compacte par
surfaces hyperboliques, toute fonction négative lisse dans les feuilles et transver-
salement continue est la fonction courbure d’une unique métrique laminée dans la
classe conforme correspondante. Nous interprétons ce fait comme la continuité de
solutions de certaines EDP elliptiques dans une topologie, dite de Cheeger—Gromov,
sur ’espace des variétés riemanniennes complétes pointées.

ABSTRACT. — In the present paper, we revisit a famous theorem by Candel that
we generalize by proving that given a compact lamination by hyperbolic surfaces,
every negative function smooth inside the leaves and transversally continuous is the
curvature function of a unique laminated metric in the corresponding conformal
class. We give an interpretation of this result as a continuity result about the
solutions of some elliptic PDEs in the so called Cheeger—-Gromov topology on the
space of complete pointed riemannian manifolds.

1. Introduction

Uniformisation simultanée. Dans cet article, nous proposons de re-
venir sur un théoréme célebre, a juste titre, di a Candel portant sur les
laminations compactes par surfaces hyperboliques : [26]. Avant de 1’énon-
cer, rappelons qu’'une lamination compacte (X, L) de dimension d est la
donnée d’un espace compact X métrisable, muni d’un atlas de cartes la-
minées, c’est-a-dire localement homéomorphes au produit de R¢ par un
espace topologique, et dont les applications de transition préservent cette

Mots-clés : Laminations par surfaces hyperboliques, Prescription de courbure.
Classification Mathématique (2020) : 57R30, 53C21, 30F10, 30F45.
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structure de produit local et sont lisses dans la direction R?. L’espace X
posséde alors une partition en variétés de dimension d appelées feuilles.
Lorsque d = 2 et que les applications de transition entre cartes sont ho-
lomorphes dans la direction R2, les feuilles sont naturellement munies de
structures de surfaces de Riemann. Nous disons alors que (X, L) est une
lamination par surfaces de Riemann. Si de plus les feuilles sont uniformi-
sées par le disque, nous disons que (X, £) est une lamination par surfaces
hyperboliques.

Le théoréeme d’uniformisation simultanée de Candel s’énonce alors ainsi.
Pour toute lamination compacte par surfaces hyperboliques (X, £) il existe
une unique famille de métriques riemanniennes complétes et conformes de
courbure —1 dans les feuilles qui varie continiiment transversalement dans
les cartes au sens C22, (celui de la convergence uniforme des dérivées a tout
ordre sur les compacts). C’est un théoréme subtil de continuité. L’existence
d’une unique métrique hyperbolique compléte conforme dans chaque feuille
vient du théoreéme d’uniformisation classique de Poincaré-Kaebe. La diffi-
culté est bien siir de prouver que cette métrique varie continiiment avec
la feuille, et de donner un sens précis a ceci. Il faut également citer Ver-
jovsky [57].

Prescription de courbure. Nous appellerons dans la suite lamination
riemannienne toute lamination munie d’une métrique laminée, c’est-a-dire
d’une famille de métriques dans les feuilles variant transversalement conti-

oo . , N
>°.. Notre travail sera prétexte a développer

un point de vue géométrique sur les laminations riemanniennes compactes
déja présent dans [11, 12, 14, 15, 16, 43]. La philosophie sous-jacente & ces

ntment dans les cartes au sens

travaux est que la géométrie des feuilles d’une lamination riemannienne
compacte posséde une certaine récurrence. Plus précisément, les (revéte-
ments des) feuilles d’une telle lamination forment une famille de variétés
riemanniennes, compacte pour une certaine topologie, dite de Cheeger—
Gromov (définie au paragraphe 2.1). Ce fait, prouvé par Lessa dans sa
theése (voir [43]) et dont nous donnerons une preuve élémentaire au pa-
ragraphe 3.2, nous permet d’exprimer un nouveau point de vue sur le
théoreme de Candel : il s’agit de la continuité des applications d’unifor-
misation pour la topologie de Cheeger—Gromov sous des hypothéses que
nous expliciterons au paragraphe 2.3 (notons la similarité de ce résultat
avec le probléme de Plateau hyperbolique traité dans [54]). Il nous permet
également de prouver le résultat principal de cet article.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME A. — Soient (X, £) une lamination compacte par surfaces
hyperboliques et k : X — (0, 00), une fonction positive lisse dans les feuilles
et transversalement continue dans les cartes locales pour la topologie Cy%..
Alors il existe une unique métrique laminée dans la classe conforme cor-
respondante telle que la courbure gaussienne des feuilles soit en tout point
donnée par —k.

Ici encore, le probléme n’est pas tant celui de ’existence d’une métrique
compléte de courbure négative prescrite dans chaque feuille (encore faut-
il demander certaines bornes sur la courbure) que celui de la continuité
transverse de cette métrique. Rappelons qu’étant donnée une surface rie-
mannienne (X, g), dont nous noterons —kg la courbure gaussienne, et une
fonction u lisse sur X, la courbure gaussienne —k de la métrique rieman-
nienne conformément équivalente e?“g est donnée par la formule

(1.1) — Kk =e 2 (—kg — Au),

ou A représente l'opérateur de Laplace—Beltrami de la métrique g. Le pro-
bleme de prescription de courbure se raméne donc a celui de la résolution
de ’EDP elliptique d’inconnue

(1.2) Au = e*k — K.

Cette équation a une longue histoire. Poincaré lui-méme a résolu une équa-
tion similaire pour uniformiser les surfaces fermées de caractéristique d’Eu-
ler négative : voir [52]. L’approche variationnelle moderne & ce probléme
est diie a Berger dans [19] qui prouve le théoréeme A dans le cas d’une
surface fermée de caractéristique d’Euler négative. Kazdan et Warner vont
plus loin dans [41] en caractérisant les fonctions qui peuvent étre la fonc-
tion courbure d’une telle surface. Enfin dans [17, 20, 40, 42], on trouvera
I’étude de ce méme probléme de prescription de courbure pour des surfaces
ouvertes. Nous donnerons nous-méme au paragraphe 5.1 une preuve auto-
contenue dans le cas des disques riemanniens complets a courbure négative,
car nous aurons besoin de certaines bornes ainsi que de la régularité des
solutions avec les données de I’équation.

Il s’agit donc d’étudier la continuité transverse de ces métriques, obte-
nues par résolution d’'une EDP. Ce n’est pas la premiére fois qu’est posé le
probléme de la continuité transverse de la solution d’EDP dans les feuilles
d’une lamination ou d’un feuilletage. La difficulté est toujours la méme :
la présence de I’holonomie impose des restrictions d’ordre dynamique, et
fait en particulier que des feuilles voisines peuvent trés bien ne pas étre
difféomorphes. Un exemple notable est le suivant. Garnett a introduit en
1983 les mesures harmoniques (nous en parlerons au paragraphe 6.2) et
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a eu besoin de prouver la continuité transverse du noyau de la chaleur
feuilleté : c’est [32, Fact 1]. Dans cet article la continuité n’est prouvée
qu’en supposant que les feuilles sont sans holonomie. C’est Candel qui en
utilisant une méthode plus sophistiquée a prouvé le cas général dans [27].
C’est également ce type de probléme qui a motivé le second travail de Lessa
issu de sa thése, [44]. Enfin, alors qu’ils terminaient une premiére version
de cet article, les auteurs ont pris connaissance d’un manuscrit de Muniz
et Verjovsky donnant une nouvelle preuve du théoreme de Candel en uti-
lisant le flot de Ricci tangent aux feuilles d'une lamination par surfaces
hyperboliques : [48].

Nous présentons ici deux nouvelles preuves du théoréme de Candel : la
premiére utilisant la continuité des applications d’uniformisation dans la
topologie de Cheeger—Gromov, et la seconde basée sur une version laminée
du théoréme de Gauss—Bonnet prouvée par Ghys (voir le paragraphe 6.2)
et sur la résolution d’EDP elliptiques.

Prescription lisse. Il serait intéressant d’avoir une version lisse du théo-
reme A. Plus précisément, supposons qu’il nous soit donné un feuilletage
d’une variété par surfaces hyperboliques, une métrique Riemannienne dé-
finie globalement, ainsi qu’une fonction strictement négative, et que tous
ces objets soient lisses. Par le théoreme A, il existe une unique métrique
laminée dans la classe conforme correspondante dont la courbure dans les
feuilles soit donnée par cette fonction. Cette métrique laminée est-elle in-
duite par une métrique riemannienne lisse définie globalement ? En par-
ticulier, la métrique de Candel varie-t-elle de fagon transversalement lisse
avec la feuille ?

Nos méthodes permettent de répondre positivement a cette question pour
certains feuilletages qui sont « développables » en un certain sens : nous
renvoyons au paragraphe 5.2 et plus précisément a 1’énoncé du théoreme 5.8.
C’est le cas par exemple des feuilletages transverses a des fibrations au
dessus de surfaces hyperboliques compactes, et des feuilletages préservant
certaines structures géométriques transverses, notamment les feuilletages
riemanniens, et les feuilletages de Lie. Dans le cas général, le probleme
parait nettement plus difficile que celui que nous traitons ici et requiert
une étude dynamique de la séparation des feuilles.

Motivations. Le théoreme de Candel a eu beaucoup d’impact, notam-
ment en théorie des feuilletages et en systémes dynamiques. Il est par
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exemple essentiel dans la théorie du cercle universel développée par Thurs-
ton et qui relie I'existence d’actions de groupes fondamentaux de varié-
tés de dimension 3 sur le cercle a celle de feuilletages taut (ce sont les
feuilletages munis d’une transversale fermée rencontrant toute feuille). En
effet, ce théoreme s’applique a toute variété M atoroidale de dimension 3
munie d’'un feuilletage taut F par surfaces. Le groupe fondamental d’une
telle variété agit alors sur ce que ’on appelle le cercle universel, obtenu en
amalgamant les cercles a U'infini des feuilles de F. L’action obtenue refléte
alors la dynamique du feuilletage : nous renvoyons & [24], ainsi qu’a sa bi-
bliographie trés complete, pour une excellente introduction a cette théorie
« pseudo-Anosov » des feuilletages.

D’autre part, I’étude des laminations par surfaces de Riemann a été po-
pularisée par Sullivan et ses travaux en dynamique complexe : [55]. Il intro-
duit dans cet article le concept d’espace de Teichmiiller d’une lamination
par surfaces hyperboliques dont il approfondit I’étude dans [56]. Le théo-
reme de Candel est fondamental dans les études faites de cet espace : voir
notamment [11, 12, 31, 50, 53]. L’étude systématique de ces espaces est
encore assez peu poussée, et nous espérons que le point de vue géométrique
que nous développons puisse étre utile.

Enfin, Uexistence des métriques feuilletées ou laminées a courbure néga-
tive est importante en théorie ergodique des feuilletages, étant entendu que
ceux-ci ne préservent que tres rarement des mesures transverses. Lorsque les
feuilles d’un feuilletage sont a courbure négative, le flot géodésique feuilleté
possede une certaine forme d’hyperbolicité appelée hyperbolicité feuilletée.
Il est alors possible de profiter de cette hyperbolicité pour étudier des me-
sures invariantes intéressantes par ce flot (SRB, de Gibbs, etc.), comme
cela est fait dans [6, 7, 8, 13, 21]. Notons que le probléme de trouver une
entropie métrique pour les feuilletages analogue a celle des systéemes dyna-
miques est encore ouvert. L’utilisation des métriques a courbure négative
dans les feuilles parait essentielle.

Structure de ’article. L’objectif principal de notre travail est d’in-
troduire un cadre topologique adapté a 1’étude de problémes géométriques
dans les feuilles de laminations compactes. Pour cela, nous aurons besoin
de résultats déja connus sous une forme légerement différente (notamment
sur la semi-continuité de la fonction feuille, voir [43] que nous interpré-
tons comme un résultat de compacité, et sur les bornes des solutions de
léquation de courbure, voir [17, 20], ainsi que de leurs dérivées). Afin de
simplifier la lecture de notre article, nous avons décidé de rédiger de nou-
velles preuves, souvent plus courtes, de ces résultats.
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Dans la section 2 nous définissons le mode de convergence au sens de
Cheeger-Gromov, et discutons la continuité des applications d’uniformisa-
tion. La section 3 est dédiée a la preuve de la compacité de l'espace des
revétements riemanniens pointés des feuilles d’'une lamination riemannienne
compacte au sens de Cheeger—Gromov. La section 4 contient la preuve du
théoréeme d’uniformisation de Candel, ainsi que celle du théoréeme A. Dans
la section 5, nous montrons comment prescrire la courbure de disques rie-
manniens et étudions la dépendance des solutions de I’équation de courbure
en fonction des données de I’équation. Enfin en appendice, nous donnons
des preuves élémentaires de deux résultats déja connus, mais fondamentaux
pour notre étude. Il s’agit de la propriété de Hausdorff, & isométrie pres,
de la topologie de Cheeger—Gromov (théoréme 2.2) et de P'existence de mé-
trique laminée de courbure négative (qui soit indépendante du théoréme
d’uniformisation simultanée) (théoréme 6.5).

Remerciements. C’est avec plaisir que nous remercions Fernando Al-
calde Cuesta pour l'intérét porté a ce travail, ainsi que pour des discussions
sur la géométrie transverse des feuilletages. Nous remercions Jests Alvarez
Lopez, Pablo Lessa et Rafael Potrie pour d’intéressantes discussions. Enfin
nous remercions Richard Muniz et Alberto Verjovsky pour avoir partagé
leur manuscrit avec nous. Enfin, ¢’est un plaisir de remercier le rapporteur
pour ses remarques pertinentes qui ont permis d’améliorer le texte.

2. Convergence au sens de Cheeger—Gromov et continuité
de P’uniformisation

Le but de cette section est d’introduire la topologie de Cheeger—Gromov,
ainsi que ses propriétés fondamentales que nous utiliserons dans la suite.
Nous étudierons ensuite la continuité dans cette topologie des applications
d’uniformisation de surfaces hyperboliques pointées completes.

2.1. Convergence au sens de Cheeger—Gromov

Définition. Une variété riemannienne pointée (M, g,p) est la donnée
d’une variété riemannienne compléte (M, g) et d’un point p de M. Nous
dirons qu’une suite (My, gn,Pn)nen de variétés riemanniennes pointées
converge vers la variété riemannienne pointée (M, g, p) au sens de Cheeger—
Gromov g’il existe une suite d’applications F,, : M — M, telles que

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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(1) pour tout n € N, F(p) = p, ; et telles que pour tout ouvert relati-
vement compact U C M il existe un entier ng > 0 vérifiant

(2) pour tout n > ng, la restriction de F;, a U est un difféomorphisme
sur son image ;

(3) la suite des métriques (F)gn)n>n, converge vers g en restriction a
U au sens CYY..

Nous appellerons la suite (F},) une suite d’applications de convergence de
(M, gn, pn) vers (M, g,p). En général ce mode de convergence ne respecte
pas les propriétés topologiques. Par exemple une limite de variétés simple-
ment connexes, ou compactes, pourrait tres bien ne pas I'étre.

Equivalence des applications de convergence. Les suites d’appli-
cations de convergence ne sont bien siir pas uniques. Mais deux suites (F,)
et (G,) d’applications de convergence de (M, gn,pn) vers (M, g,p) sont
équivalentes au sens suivant. Il existe une suite (®,,) d’applications de M
vers elle-méme, fixant p, ainsi qu'une isométrie ® : (M,p) — (M, p) véri-
fiant que pour tout ouvert relativement compact U C M il existe un entier
n1 = ny1(U) > 0 tel que pour tout n > ng

(1) la restriction de ®,, & U est un difféomorphisme sur son image ;

(2) Gy, = F, o ®,, en restriction a U ;

(3) (®p)n>n, possede une sous-suite convergeant vers ® en restriction
a U au sens CT.

Cette équivalence est une conséquence du lemme suivant, que nous utilise-
rons plusieurs fois dans la suite.

LEMME 2.1. — Soient M et N deux variétés lisses de méme dimension.
Soient (gy) et (h,) deux suites de métriques riemanniennes sur M et N
respectivement, qui convergent vers deux métriques g et h dans la topologie
Cre.. Soit K C N une partie compacte et ®, : M — K une suite d’appli-
cations lisses telles que pour tout n € N, ®*h,, = g,. Alors la suite (®,,)
posséde une sous-suite convergeant vers une application ® : M — K au
sens Cf, vérifiant de plus ®*h = g.

Nous verrons en appendice la preuve de ce lemme ainsi que son corollaire :
la propriété de Hausdorff (a isométrie preés) de ce mode de convergence.

THEOREME 2.2 (Propriété de Hausdorff). — Soit (M,,, gn, pr) une suite
de variétés riemanniennes pointées qui converge vers (M, g, p) et (M',¢',p")
dans la topologie de Cheeger—Gromov. Alors il existe un difféomorphisme
O M — M tel que d*g' =g et P(p) =p'.

TOME 71 (2021), FASCICULE 6
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2.2. Notions de convergence associées
2.2.1. Convergence de suites d’applications au sens de Cheeger—Gromov

Nous allons a présent définir une notion de convergence d’applications
qui est cohérente avec la topologie de Cheeger—Gromov. Plus précisément,
soit (2,h) une variété riemannienne et ¢ € Q. Soit (M, gn,pn) une
suite de variétés riemanniennes pointées convergeant vers (M, g, p) au sens
de Cheeger—Gromov. Nous prendrons une suite d’applications lisses
frn : (Q,9) = (My,pn) et une application f : (2,¢) — (M, p). Bien siir, si
Pon veut définir la convergence de la suite (f,,) vers f, il y a une difficulté
venant du fait que les espaces d’arrivée de ces applications difféerent.

DErFINITION 2.3 (Convergence d’applications au sens de Cheeger—
Gromov). — Nous disons que la suite d’applications lisses f, : (Q,q) —
(M,,, pn) converge vers f : (Q,q) — (M, p) au sens de Cheeger—Gromov s’il
existe une suite d’applications de convergence F,, : (M, g,p) = (M, gn, Dn),
telle que pour tout ouvert relativement compact O C M, il existe un ouvert
relativement compact U C M ainsi qu’un entier ng > 0 tels que

(1) OcU;

(2) pour tout n > ng la restriction de F,, a U est un difféomorphisme
sur son image;

(3) f7z(f71(0)) C Fn(U) ;

(4) Ia suite des restrictions (F; ' o fu]-1(0))nzn, converge vers f dans
la topologie Cpy.

Nous résumons la définition précédente a ’aide du diagramme (non com-
mutatif) suivant

FHO)C(Q.q) —L— OcUc(M,p)
fn

F.(U) (M, pn)

Remarque 2.4. — En utilisant la notion d’équivalence introduite au pa-
ragraphe précédent, il est facile de voir que la limite est unique a isométrie
prés : si fn : (,9) = (Mp,pn) converge vers f : (Q,q) = (M,p) et f':
(Q,q) = (M',p') alors il existe une isométrie ® : (M, g,p) — (M',¢',p)
tel que f'=do f.
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2.2.2. Suites de variétés peintes

Une variété riemannienne pointée et peinte est la donnée d’un quadruplet
(M, g,p,e), ou (M, g,p) est une variété riemannienne pointée et e : M — X
est une fonction continue de M vers un espace métrisable X. Nous disons
alors que M est peinte dans X. La suite de variétés pointées et peintes
(M, g, P, €n) converge vers la variété pointée et peinte (M, g,p,e) au
sens de Cheeger—Gromov si (M, gn,pn) converge vers (M, g,p) et si, de
plus, e, o F,, converge vers e au sens CIOOC pour une certaine suite (F,)
d’applications de convergence de (M, gn,pn) vers (M, g,p). Nous verrons
a la section suivante que cette notion est particulierement adaptée a I’'étude
des laminations.

Remarque 2.5. — Supposons que la suite (M,,, gn, Pn, e,) converge vers
(M, g,p,e) et que la suite d’applications f, : (2,q) — (M,,p,) converge
vers f : (2,q) — (M,p) au sens de Cheeger—Gromov. L’égalité suivante
€n 0 fn = (enoF,)o(F; o f,) alieu en restriction & tout compact, pour n
suffisamment grand. Nous en déduisons que e o f,, converge vers e o f dans
la topologie CP .

2.2.3. Continuité de familles de métriques

Soit & présent M = (My, gas Doy €a)aca une famille de variétés rieman-
niennes pointées et peintes dans un espace métrisable X qui soit compacte
au sens de Cheeger—Gromov. Soit h = (hy)aca une famille de métriques
riemanniennes sur les éléments de M.

Nous disons que cette famille est continue au sens de Cheeger—Gromov
si pour toute suite (M, , ga, s Pa, , €a,, ) A’éléments de M convergeant vers
(My, 9oy Pas €a) € M, il existe une suite d’applications de convergence (F,)
de (Mo, , 9o, s Pa,, ) vers (My, ga, Pa) telle que

e lim, , eq, © F), = e, au sens C'I%C ;
e lim, ,o Fhqa, = ho au sens C2X..

Exemple 2.6. — Cette notion de convergence est adaptée aux variétés
peintes. Nous allons illustrer la subtilité de cette définition par un exemple.
Soit X = D x ({1/n;n = 1} U {0}) et la famille de variétés peintes
(D, hp, 0,€,), telle que e,(2) = (z,1/n) pour n > 1 et ey(z) = (2,0) et
ou hp représente la métrique de Poincaré sur . Soit g une métrique rie-
mannienne complete sur D telle qu’il n’y ait pas d’isométrie fixant 0 autre
que lidentité et soit R, une rotation quelconque, différente de l’identité.
Soit R,, une suite de rotations convergeant vers R et g,, une suite de mé-
triques définies par g, = g pour n > 1 et go = R*g. Alors

TOME 71 (2021), FASCICULE 6
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(1) La suite (R,) est une suite d’applications de convergence de la
variété riemannienne pointée (D, hp,0) vers elle-méme et R} g, —
go quand n tend vers l'infini au sens C.

(2) Il n’y a aucune suite de convergence (F,) de la variété rieman-
nienne pointée (D, hp, 0) vers elle-méme (nous utilisons ici le point
ci-dessus, le lemme 2.1 et le fait qu’il n’y ait pas d’isométrie non-
triviale de g fixant lorigine) telle que Frg, — go au sens C%. et
e, o I, — e

Ainsi, en oubliant la peinture, on pourrait dire que la famille (g,,) est conti-
nue dans la topologie de Cheeger—Gromov mais elle ne I’est pas au sens ou
nous ’avons définie ci-dessus.

2.3. Continuité des applications d’uniformisation

Nous terminons cette section par un résultat de continuité des appli-
cations d’uniformisation de surfaces hyperboliques pointées : il s’agit du
théoréeme 2.7. Nous prouverons au paragraphe 4.2 que ce résultat entraine
le théoreme d’uniformisation simultanée de Candel pour les laminations
par surfaces hyperboliques.

Soit (D, hp) le disque unité muni de la métrique de Poincaré. Soit M
une famille de surfaces riemanniennes complétes pointées vérifiant trois
conditions.

(1) Les élements de M sont conformément hyperboliques.

(2) M est compacte dans la topologie de Cheeger—Gromov.

(3) M est invariante par changement de point de base : si (M, g,p) € M
et ¢ € M alors (M,g,q) € M.

Par le théoreme d’uniformisation, pour toute surface riemannienne poin-
tée (M,g,p) appartenant a M, il existe un revétement holomorphe IT :
D — M tel que II(0) = p. Un tel revétement est uniquement déterminé
a composition prés par une rotation de I, et sera appelé une application
d’uniformisation de (M, g, p).

Dans cette section nous prouvons que 'application d’uniformisation varie
continiiment sur M. Plus précisément,

THEOREME 2.7 (Continuité de I'uniformisation). — Soit (M, gn,Pn)
une suite de surfaces pointées de M convergeant vers (M, g,p) au sens de
Cheeger—Gromov. Pour tout n € N, considérons une application d’unifor-
misation II,, : D — M,,. Alors il existe une application d’uniformisation
IT : D — M vers laquelle converge une sous-suite de (II,) au sens de
Cheeger—Gromov.
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Remarque 2.8. — Supposons de plus que les variétés de la famille M
soient peintes dans un certain espace métrisable X. Par la remarque 2.5,
si (My, gnyDn,€n) converge vers (M, g,p,e) au sens de Cheeger—Gromov,
alors il existe une application d’uniformisation II : D — M telle que e, oII,
possede une sous-suite qui converge vers e o Il au sens Cﬁ)c.

Considérons a présent la famille M des revétements universels d’éléments
de M. Comme nous ’avons dit plus haut, la limite au sens de Cheeger—
Gromov d’une suite de surfaces simplement connexes n’est pas nécessaire-
ment simplement connexe. Ainsi, la compacité de M n’implique pas for-
cément celle de M. Cependant, le théoreme 2.7 fournit immédiatement le
résultat suivant.

COROLLAIRE 2.9. — M est compacte pour la topologie de Cheeger—
Gromov.
Démonstration. — Notons tout d’abord que, puisque M est compacte

au sens de Cheeger—Gromov, ses éléments sont a géométrie uniformément
bornée. Il en va donc de méme pour ceux de M. 11 en découle que M est
précompact : toute suite d’éléments de M possede une sous-suite conver-
geant au sens de Cheeger—Gromov. Nous renvoyons & [29, 38, 43, 51] pour
ce fait.

Soit (M, gn, pr) une suite de surfaces pointées appartenant a /\/l Suppo-
sons qu’elle converge vers la surface pointée (M, g, p). Pour tout n € N, soit
I1, : (D,0) = (M, pn) une application d’uniformisation. Pour tout n € N,
M,, s’identifie donc & (D, 11 g,,0). En utilisant le théoréme 2.7, nous pou-
vons supposer qu’il existe une application d’uniformisation II : (D,0) —
(M, p) telle que (IL}gy,) converge vers II*g dans la topologie C22. Ainsi,
(D, IT% gy, 0)nen converge vers (D, IT*g, 0) au sens de Cheeger—Gromov, les
applications de convergence étant tout simplement données par 'identité.
Nous concluons en utilisant la propriété de Hausdorff de la topologie de
Cheeger—Gromov (cf. théoréme 2.2). O

2.4. Préliminaires

Nous commengons par introduire quelques outils et concepts qui seront
utiles lors de la preuve du théoreme 2.7.

Module conforme. Un anneau conforme est une surface de Riemann
ouverte et connexe dont le groupe fondamental est cyclique. Par uniformi-
sation, un anneau conforme A est ou bien de type parabolique, auquel cas
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il est conformément équivalent au produit S* x R, ou bien de type hyperbo-
lique, auquel cas il est conformément équivalent au produit St x ]0, M|, o
M €]0, 00| est uniquement déterminé. Ce nombre M := M (A) s’appelle le
module conforme de A.

11 est bien connu que le module conforme est lié & la longueur extrémale
maximale que nous définissons a présent. Soit A un anneau conforme. Soit
I'(A) l'ensemble des lacets continus et essentiels (c¢’est-a-dire homotopique-
ment non-triviaux) sur A. La longueur extrémale de I'(A) par rapport a
une métrique conforme g sur A est définie comme

L(Ag):=_Inf 1(v.9),
ot nous notons (v, g) la longueur de v pour la métrique g (éventuellement
infinie, si v n’est pas rectifiable).

LEMME 2.10. — Le module conforme de A est alors donné par la formule

1 L(Ag)?
MA) " PP T

ou la borne supérieure est prise parmi toutes les métriques conformes
d’aire 1.

Remarque 2.11. — 1l est a noter que la normalisation est différente de
celle choisie par Ahlfors dans son livre [1]. Dans cette référence le module
conforme de A est donnée par 2w M (A).

Remarque 2.12. — 11 est connu (cf. [1]) que lorsque le module conforme
est fini, la borne supérieure est atteinte sur Panneau S' x |0, M| par la
métrique suivante, et par elle seule

1
= ——(d6* + dt?).
9= gaap (407 +05)

LEMME 2.13. — Si Ay C A, sont deux anneaux conformes tels que
I'(A;) CT'(Ay), alors M(A1) < M(As). De plus, si M(As) est fini, 'égalité
a lieu si et seulement si A1 = As.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ou M (As3) est fini. Nous
pouvons supposer que Ay = S x ]0, M|, ot M = M(As). Nous avons
noté dans la remarque 2.12, que la longueur extrémale maximale de As est
réalisée par la métrique

1

_ 2 2
= 57 (d67 + dr?).

g
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Soit a < 1 laire de A; pour cette métrique. Puisque la restriction a A; de
g/a est conforme et d’aire 1 nous avons,
1 L(Ang/a)® _ L(As,g/a)? _ L(A,9)° 1
M(Ay) ~ 2 27 2 M(Ay)’

d’ou 'inégalité. L’égalité a évidemment lieu si A; = A5. Réciproquement,
elle ne peut avoir lieu que si a = 1 et si g est la métrique produit sur
A;. Dans ce cas, en effet, A; est feuilleté par géodésiques fermées de g,
c’est-a-dire par les cercles (S x {t})ejo,m(- Il en découle que A} = Ay. 0

WV
WV

Lemme du quasi-maximum. Nous continuons ces préliminaires avec
un lemme de complétude, que nous croyons étre di & Gromov, et qui est a
la fois élémentaire et tres utile.

LEMME 2.14 (Lemme du quasi-maximum). — Soit (X, d) un espace mé-
trique complet et f : X — [0,00) une fonction continue et positive. Alors
pour tout xg € X, C > 1 et A,a > 0 il existe x € X tel que f(x) > f(x0o) et

dz,y) <Af(x)"" = [fly) <Cf(x)
pour tout y € X.

Démonstration. — Supposons le contraire. Nous construisons par récur-
rence une suite (z,) de points de X telle que pour tout n € N

AT, Tnr1) < Af(x,)™% et flxpe1) > Cf(xzn).

Nous en déduisons que pour tout n > 1, f(x,) > C™f(xo) de sorte
que d(zp,Tpy1) < Af(xg)”*C™ ", Puisque o > 0 et C > 1, la série
>0 o C™ est convergente et (z,,) est de Cauchy. Par complétude de les-
pace X, cette suite converge. Mais nous devons avoir f(z,) — co quand n
tend vers l'infini. Cela contredit la continuité de f. O

2.5. Discontinuité de I’uniformisation

Avant d’entrer dans la preuve du théoréme de continuité 2.7 nous aime-
rions décrire un exemple instructif de discontinuité d’applications d’unifor-
misation.

Une famille de surfaces de révolution. Prenons comme modele du
disque hyperbolique la nappe d’hyperboloide H C R3 d’équation z2 + y2 —
22 = —1 contenant vy = (0,0, 1), munie de la métrique de Poincaré, notée
gu, c’est-a-dire la métrique hyperbolique obtenue par restriction de la mé-

trique lorentzienne donnée par ds? = dz? + dy? — dz2. Notons B, C H le
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disque de rayon r centré en vy = (0,0, 1). C’est une surface de révolution
autour de l'axe vertical, bordée par un cercle euclidien S, de périmetre
27 sinh(r).

Attachons a S, un cylindre euclidien C, dont la base a un périmetre
27 sinh(r) et la hauteur est rsinh(r). Soit C) C C, un cylindre de méme
base que C,., et dont la hauteur est rsinh(r) — 1. Lissons B,.UC, de maniére
symétrique par rapport aux rotations autour de I’axe vertical et notons D,
la surface de révolution ainsi définie. Définissons alors dans D,. une métrique
g satisfaisant aux hypotheses suivantes

® ¢, = gy en restriction a B,_1;

e ¢, est conformément euclidienne, et invariante par rotation autour
de ’'axe vertical dans C,. ;

e g, est plate dans C.;

e ¢, est complete.

Convergence vers le plan de Poincaré. Considérons la famille de
surfaces riemanniennes pointées (D, g, vg) dont nous rappelons que le
point de base est vg = (0,0,1). Il est immédiat que lorsque r tend vers
Iinfini, cette famille de surfaces riemanniennes pointées converge vers le
plan hyperbolique (H, gg, vo).

Discontinuité de l’uniformisation. Soit II,. : (D,0) — (D,,vg) une
application d’uniformisation et ®, = II! : (D,,vy) — (D,0). Le cylindre
riemannien (C,,g,) est conformément euclidien, symétrique par rotation
autour de I’axe vertical et son module conforme vaut r (voir le lemme 2.10)
de sorte que

®,.(Cp) ={e " < |z| <1},
ce qui entraine
P, (Br—1)C{lz| <e"}.

La dérivée en vg de 'application ®,. tend donc vers zéro. D’ou l'on dé-
duit que la dérivée en 0 de I, explose et qu’il y a une discontinuité de
I"uniformisation.

Morale. Que vient-il de se passer ? Prenons v, n’importe quel point situé
sur le cercle se trouvant a mi-hauteur du cylindre C,.. Quand r tend vers
I'infini, la famille de surfaces riemanniennes pointées (D, g,,v,) converge
vers le plan euclidien pointé (C, |dz|?,0) au sens de Cheeger—Gromov : cette
surface n’est bien évidemment pas hyperbolique. L’adhérence de la famille
de disques pointés {(D;,g.,v)|r = 1,v € D,} vérifie les deux derniéres
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hypotheéses que nous demandions pour la famille M mais pas la premiere.
Nous voyons donc que les hypotheses sur M sont nécessaires.

2.6. Preuve du théoréme 2.7

Nous utiliserons un résultat élémentaire de la théorie de la régularité
elliptique.

LEMME 2.15. — Soit (9, z) un domaine pointé du plan complexe C.
Soit (My, gn, pr) une suite de surfaces pointées appartenant & M et conver-
geant vers la surface riemannienne pointée (M, g,p). Pour tout n, soit
fn + Q@ — M, une fonction holomorphe telle que f,(xo) = p,. Suppo-
sons que pour toute partie compacte K de €, il existe C' > 0 tel que, pour
tout x € K et tout n € N,

1D fn(@)]] < C.

Alors il existe une fonction holomorphe f : Q — M telle que f(xo) = p
vers laquelle converge une sous-suite de (f,) au sens de Cheeger—Gromov.

Démonstration. — Soient xg € Uy C Uy deux ouverts relativement com-
pacts de Q tels que 'adhérence de U; soit incluse dans Us. Supposons de
plus que tout point de Us puisse étre relié a xy par une courbe lisse in-
cluse dans Us et de longueur inférieure a R, pour un certain R > 0. Par
hypothese il existe C' > 0 tel que, pour tout z € U; et tout n € N,

1D fn(z)]] < C.
Nous avons alors pour tout n,

fn(Us2) € By, (pn, CR).

Soit (F,) une suite d’applications de convergence de (M, gn,pn) vers
(M,g,p). Prenons N € N tel que pour n > N, la restriction de F,
a B (p,2CR) soit un difféomorphisme sur son image, et dont 'image
contient By, (pn, CR). Quitte & augmenter N, nous pouvons supposer que
pour tout z € Us et tout n > N,

|D(F; o fu)(2)]| < 2C.

Par régularité elliptique, pour tout k, il existe C} > 0 tel que pour tout
reUettoutn> N,

ID*(Ft o fu) (@)]] < Ok

n

L’ouvert Uy étant arbitraire, nous pouvons conclure en utilisant le théoreme
d’Arzela—Ascoli. O
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LEMME 2.16. — Soit (M, gn, prn) une suite d’éléments de M. Pour tout
n € N, soit I1,, : D — M,, une application d’uniformisation. 1l existe C > 0
telle que pour tout x € D et tout n € N,

[ DIL, (z)| < C,
la norme étant prise par rapport a la métrique de Poincaré hy.

Démonstration. — Supposons le contraire. Dans ce cas il existe une suite
(z,,) d’éléments de D tels que

lim_ [ DI, (2,)]| = oo.

Pour tout n, notons R,, = ||DIL,(zy,)]|. Par le lemme du quasi-maximum
nous pouvons de plus supposer que pour tout n et tout y € Bp(x,, 1/v/R,),
| DIL, (y)|| < 2R,,. Enfin, quitte & composer par une suite d’isométries nous
pouvons supposer que x, = 0 pour tout n.

Considérons alors Hg, : D, = {|2|] < R,} — D, 'homothétie z —
z/ Ry, et définissons la métrique gr, = R (Hj hp). Cette métrique est
compléte sur Dg, et converge vers 4|dz|? sur toute partie compacte du
plan dans la topologie C. Etant donné n € N, nous définissons ﬁn :
Bp,, (0,v/Ry,) — M, en posant

IL,(z) :=II,, o Hg, (z) = II,, (z/R,,) .

Notons que tout domaine borné @ C C est inclus dans Bp,, (0, VR,) A
partir d’un certain rang. De plus pour tout n, | DIL,(0)] = 1, et pour tout
z € Bp, (0,VR,), || DIL, (z)| < 2, la norme étant prise & la source par rap-
port & gg, . Pour tout n, posons ¢, := f,(0). Par hypotheése (M., gn,qn) €
M. De plus, par compacité de M, nous pouvons supposer que (M, gn, ¢n)
converge au sens de Cheeger—Gromov vers une surface riemannienne poin-
tée (M,g,q) € M, qui est par conséquent de type hyperbolique. Le lem-
me 2.15 nous fournit une application holomorphe II: C — M vers laquelle
converge une sous-suite de (IL,) au sens de Cheeger-Gromov.

En particulier, étant donné que ||Dﬁ(0)|| = 1, la norme étant prise a
la source par rapport a 4|dz|?, cette application est non-constante. Cela
contredit le théoréme de Liouville, et le lemme est prouvé. 0

LEMME 2.17. — Soit (M, gn,pn) une suite d’éléments de M. Pour tout
n € N, soit II,, : D — M,, une application d’uniformisation. Il existe C > 0
tel que, pour tout x € D et tout n € N,

1D () ]| > 1/C,

la norme étant prise par rapport a la métrique de Poincaré hy.
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Démonstration. — Supposons le contraire. Quitte a extraire et & compo-
ser par une suite d’isométries du disque de Poincaré, nous pouvons supposer
que

lim || DIL,(0)|| = 0.
n—oo

Pour tout n € N, posons ¢, = I1,(0). Quitte & considérer les revétements
universels nous pouvons supposer que pour tout n € N, M,, soit simplement
connexe, et que I’application d’uniformisation soit un difféomorphisme. De
plus, en extrayant de nouveau si besoin, nous pouvons supposer que la
suite (M, gn,qn) converge vers (M, g, q). Par compacité, cette limite est
alors le revétement riemannien d’un élément de M (nous ne savons pas
a priori si M est simplement connexe). Fixons une fois pour toutes une
suite (F;,) d’applications de convergence. Par application des lemmes 2.15
et 2.16, nous pouvons supposer l'existence d’une application holomorphe
IT: (D,0) — (M, q) vers laquelle la suite (II,,) converge au sens de Cheeger—
Gromov. En particulier, DII(0) = 0.

Nous affirmons que II est constante. Supposons en effet qu’elle ne le
soit pas. Puisque II est holomorphe il existe un voisinage U relativement
compact de 0 dans D tel que g ¢ TI(OU) et deg(Il;¢,U) > 1. Nous rap-
pelons que deg(II; ¢, U), le degré de II relativement a U, est le nombre de
préimages dans U, comptées avec multiplicité, d’une valeur réguliere de II
assez proche de g. Par définition de la convergence au sens de Cheeger—
Gromov de suites d’applications (cf. la définition 2.3) nous voyons que,
lorsque n est suffisamment grand, les propriétés suivantes sont vérifées

(1) F, est un difféomorphisme d’un voisinage de II(U) sur son image;

(2) cette image contient I, (U);

(3) an ¢ 11, (0U).
En appliquant la théorie classique du degré, nous déduisons que lorsque n
est suffisamment grand, deg(Il,,; ¢,,U) = deg(F,, ! o Il,;;q,U) > 1, ce qui
est absurde car II,, est un difféomorphisme. Nous déduisons donc que II est
constante, confirmant ’affirmation.

Soit B(g,r) le disque géodésique de rayon r et de centre ¢ dans M, ou
r est choisi inférieur au rayon d’injectivité de M en ¢. Soit € € |0, r| et
A, Panneau B(q,r) \ B(q,¢€). Rappelons que les F,, sont des applications
de convergence. Par définition nous pouvons supposer que pour tout n la
restriction de F),, & B(q,r) soit un difféomorphisme sur son image. De plus
le module conforme de F),(A) tend vers celui de A quand n tend vers Uinfini
(par définition de la longueur extrémale).

Soit a présent D, le disque hyperbolique centré en 0 et de rayon p €
10, +oc[. Etant donné que (II,,) converge au sens de Cheeger-Gromov vers
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II, qui est constante, nous avons, pour n suffisamment grand, Hn(ﬁp) C
F,(B(q,€)). Ainsi F,(A) est un anneau essentiel dans II,(D \ D,).
Nous déduisons, par le lemme 2.13, que M(A) = lim,_,oc M(F,(A)) <
limy, 00 M(IL,(D\ D,)) = M(D\ D,) (la derniére égalité vient de ce que
II,, est holomorphe). C’est absurde car M (D \ D,) tend vers 0 lorsque p
tend vers l'infini. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Démonstration du théoréme 2.7. — Les lemmes 2.15, 2.16 et 2.17 four-
nissent une application holomorphe II : D — M vérifiant II(0) = p et
vers laquelle converge une sous-suite de (II,,) au sens de Cheeger—Gromov.
Puisque la différentielle de cette application est uniformément bi-Lipschitz
(par le lemme 2.17), c’est un revétement. O

3. Laminations et espace des revétements des feuilles

Dans cette section nous introduisons la notion de lamination par va-
riétés riemanniennes et établissons la compacité de ’espace formé par les
revétements riemanniens des feuilles d’une telle lamination.

3.1. Laminations riemanniennes

Laminations. Soit X un espace métrisable compact. Une carte laminée
d-dimensionnelle de X est un triplet (U, T, ¢) ot U est un ouvert de X, T'
est un espace métrisable, et ¢ : U — (—1,1)¢ x T est un homéomorphisme.
Un atlas laminé sur X est alors un recouvrement (U;, T;, ¢;)i;er de X par
cartes laminées telles tel que pour tous i # j, Papplication de transition
¢jo qS;l s’écrit

((bj o qb;l)('z? t) = (Cij(zﬂ t)v Tij(t))7
ol (z,t) est ici un élément de ¢;(U; NU;), et
(1) 7; est un homéomorphisme entre un ouvert de 7; et un ouvert
de Tj )
(2) atfixé, &;(-,t) est un difféomorphisme lisse sur son image;
(3) &;(-,t) varie contintiment dans la topologie CZ2,
dans T;.

Deux atlas laminés sont équivalents si leur union est encore un atlas laminé

lorsque ¢ varie

et nous dirons qu’une lamination £ de X est une classe d’équivalence d’atlas
laminés.
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Etant donnée une carte laminée (U, T, ¢) de L et un point ¢t de T, 'en-
semble ¢~1((—1,1)% x {t}) s’appelle une plaque de la carte. Les plaques se
recollent, donnant ainsi une partition de X en variétés lisses de dimension
d, appelées les feuilles de la lamination. Pour tout € X la feuille passant
par x sera notée L,. Chaque feuille L vient avec un plongement canonique
e: L — X.

Fonctions lisses. Une fonction u : X — R est dite de classe Cf quand sa
restriction & toute feuille est de classe C* et, de plus, varie contintiment dans
la topologie C{ZC avec le parametre transverse dans toute carte laminée.
Suivant Candel (cf. [26]), l'espace de ces fonctions est noté Cf(X). Nous
munissons cet espace d’une structure naturelle d’espace de Banach de la
fagon suivante. Soit (U;, T;, ¢;)icr un atlas laminé fini et soit (§;);c; une
partition de l'unité subordonnée a cet atlas qui soit de classe C° (une
telle partition existe toujours d’apreés [26, Proposition 1.1]). La norme de

Banach sur CF(X) est alors définie par

lulley =D 1€u) 0 67 oo, cr 11y -

icl

En particulier, deux normes construites de cette fagon sont uniformément
équivalentes. Nous avons alors le résultat suivant.

LEMME 3.1. — Pout tout k > 1, I'espace Cf°(X) est dense dans Cf'(X).

Laminations riemanniennes. Soit £ une lamination d’un espace mé-
trisable compact X et supposons que

e chaque feuille L est munie d’'une metrique riemannienne de classe
C* notée gr. ;

e la métrique gy, varie transversalement continiiment dans les cartes
pour la topologie CX.

La correspondance g : L — g, s’appelle une métrique laminée lisse, nous
disons qu’elle est de classe C°. La donnée de (X, L, g) s’appelle une lami-
nation riemannienne.

Remarque 3.2. — Nous n’entendons pas ici riemannien dans son accep-
tion classique en théorie des feuilletages. Un feuilletage riemannien désigne
en général un feuilletage dont les applications d’holonomie préservent une
certaine métrique transverse : voir le paragraphe 5.2. Ici, les laminations
riemanniennes sont vues comme des généralisations des variétés rieman-
niennes. Nous ne faisons aucune hypothése sur la dynamique transverse.
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Par compacité de l'espace ambiant, les variétés riemanniennes (L, gr,)
sont complétes et & géométrie uniformément bornée (courbures section-
nelles uniformément bornées et rayons d’injectivité uniformément mino-
rés). Une vérification minutieuse de ces faits se trouve dans un article de
Lessa [43].

Remarque 3.3. — Lorsque dim £ = 2, la fonction k : X — R associant
a tout x € X la courbure gaussienne en x de la surface riemannienne
(Lz,9r,) appartient & C7°(X). En particulier ses dérivées dans les feuilles
sont uniformément bornées a tout ordre.

Structures conformes. Nous disons que deux métriques feuilletées ¢
et ¢’ sont conformément équivalentes s'il existe u € C7°(X) telle que dans
toute feuille L, I’égalité suivante ait lieu :

! 2u
gr =€ 4gL.

Les classes d’équivalence de cette relation s’appellent structures conformes
de la lamination L.

3.2. Espace des revétements riemanniens des feuilles

Soit (X, L, g) une lamination riemannienne compacte de dimension d.
Nous considérons une famille RL de variétés riemanniennes pointées et
peintes dans X de dimension d. Elle est formée des quadruplets (L, gz, p, €),
tel qu’il existe un revétement riemannien sur une certaine feuille 7
(L,gr,p) — (L,g,p) et ol é =eom: L — X (e étant le plongement cano-
nique de L dans X). Le but de ce paragraphe est de donner une preuve du
résultat suivant.

THEOREME 3.4. — Soit (X, L,g) une lamination riemannienne com-
pacte. Alors la famille RL est compacte pour la topologie de Cheeger—
Gromov. Plus précisément soit (L, Gz, , Pn, €n) une suite d’éléments de RL.
Alors cette suite posséde une sous-suite convergente au sens de Cheeger—

Gromov, et tout point d’accumulation est un quadruplet (L, g, p,€) € RL.

Le théoréme 3.4 est une version faible d’un théoréme dii & Lessa (cf. [43,
Theorem 2.3]). La preuve que nous présentons ci-dessous simplifie certains
de ses arguments. Nous commencgons par une version laminée du théoreme
d’Arzela—Ascoli.

THEOREME 3.5 (Arzela—Ascoli laminé). — Soit (X, £, g) une lamination
riemannienne compacte et M une variété riemannienne. Soit ®,, : M — X
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une suite d’applications envoyant M dans les feuilles de L de facon lisse.
Supposons que pour tout compact K C M et tout entier k € N, il existe
Ay > 0 tel que pour tout n

D] < A

1l existe alors une application lisse ® : M — X envoyant M dans une feuille
de L vers laquelle converge une sous-suite de (®,,) dans la topologie Cy2..

Démonstration. — Prenons un atlas fini A = (U;,T;, ¢;)icr de cartes
laminées. Nous demandons que A soit un bon atlas laminé au sens ou les
applications ¢; s’étendent en des cartes laminées, encore notées ¢; : V; —
(—2,2)4 x S;, o V; D U; et S; contient un compact contenant Tj. L’ouvert
V; vient avec un systeme continu de coordonnées transverses y; : V; — S;
obtenu par composition de ¢; avec la projection sur la seconde coordonnée.
Ainsi les v, 1(s), s € S; sont précisément les plaques de V;. Prenons € > 0
tel que pour tout 7 € I et x € U;, la boule Bz (x, €) centrée en x et de rayon
€ a l'intérieur de la feuille L, soit incluse dans V;.

Soit Y C M un ensemble dénombrable et dense. Par compacité de X, un
argument diagonal nous permet de nous restreindre au cas ou la restriction
de &, a Y converge ponctuellement vers une application ® : Y — X. Soit
(Kn)men une exhaustion compacte de M telle que pour tout m, Y N K,
est dense dans K,,. Fixons m € N. Par hypothese il existe r > 0 tel que
pour tous = € K,, et n € N, &, (B (x,7)) C Bz (P, (), €). Notons que K,
est recouvert par les boules By (z,7) lorsque x varie dans Y N K,,.

Choisissons a présent un point y € Y N K, et un indice i € I tels que
®(y) € U;. En particulier il existe ng € N tel que pour tout n > no,
@, (y) € U;. Ainsi, @, (B (y,7)) C Be(Pn(y),€) CVi.

Définissons une distance d; sur V; par la formule

di(¢7" (,1), 07 ' (y,9)) = | — y| + ds, (s, 1),

ou dg, est n’importe quelle distance compatible avec la topologie de S;. Par
continuité transverse de la métrique feuilletée il existe une constante A > 0
telle que pour tous points =,y € V; appartenant a la méme plaque,

di(z,y) < Mdistz(z,y),

ou dist, représente la distance feuilletée.

Pour cette distance, la suite d’applications (P, )n>n,, restreintes a
B (y,r), et prenant valeurs dans le compact V;, est équicontinue. Il en
est de méme pour les suites formées par les dérivées d’ordre supérieur. Le
théoréme d’Arzela—Ascoli entraine 'existence d’une sous-suite de (®,,)n>n,
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qui converge en restriction a Bas(y, r), dans la topologie Cf%,, vers une fonc-
tion qui étend ® et qu’on notera encore ®. De plus, puisque par hypothese,
la coordonnée transverse -; est constante sur chaque ®,,(By(y,r)), elle
doit également l'étre sur ®(By(y,7)). En d’autres termes, ® envoie les
éléments de By (y,r) dans une méme plaque de V.

En appliquant un dernier argument diagonal, nous concluons que (®,,)
possede une sous-suite qui converge dans la topologie CY. vers une appli-
cation lisse ¢ qui envoie M tout entier dans une feuille de L. g

Remarque 3.6. — Lorsque (X, L) est un feuilletage lisse d’une variété
lisse, et que g est une métrique riemannienne sur X induisant une métrique
dans les feuilles, la preuve est bien plus simple. En effet, dans ce cas la
distance riemannienne d sur X vérifie

(3.1) d(z,y) < distz(z,y)

pour toute paire de points (z,y) appartenant & une méme feuille. Le lemme
précédent est alors une application immédiate du théoreme d’Arzela—Ascoli.

Remarque 3.7. — L’approche de Lessa pour prouver le théoreme 3.5 pour
une lamination quelconque consiste a démontrer I'existence d’une distance
globale, qu’il appelle adaptée, satisfaisant & (3.1) pour toute paire de points
appartenant a une méme feuille. C’est un des principaux points techniques
de son travail (cf. [43, Lemma 9.1]). Nous pensons que ’approche proposée
ici est plus simple.

Remarque 3.8. — Si u € C/°(X) alors la suite de fonctions lisses sur M

données par u o ®,, possede une sous-suite convergeant vers u o ¢ au sens

[eS)
loc*

Démonstration du théoréme 3.4. — Soit (X, L, g) une lamination rie-

mannienne compacte. Prenons une suite (L, L, ,Pn,&,) d’éléments de
RL. La suite de variétés pointées (L,,, gL, ,Pn) est & géométrie uniformé-
ment bornée. Elle possede par conséquent des sous-suites convergentes :
nous renvoyons & [29, 38, 43, 51] pour ce fait. Supposons qu’elle converge
vers une variété riemannienne pointée (L, g,p). Soit F, : L — L, une suite
d’applications de convergence.

Par définition des applications de convergence, les applications €, o F,
ont toutes leurs dérivées uniformément bornées sur les compacts. Le théo-
réme d’Arzela—Ascoli laminé (théoréme 3.5) entraine qu’elle posséde une
sous-suite convergente dans la topologie Cp. vers une application lisse
€ : L = X, qui envoie L dans une feuille L. Par définition de &, et F,
cette application est une isométrie locale sur son image. Ainsi, puisque L
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est connexe et que L est connexe et complete, ¢’est un revétement rieman-
nien sur son image. Ainsi (L, g, P, &) est un élément de RL, ce qui achéve
la preuve du théoreme. O

3.3. Espace des revétements universels des feuilles

Soit UL la sous-famille de RL formée par les revétements universels de
feuilles de L. Rappelons que la limite de Cheeger—Gromov d’une suite de
variétés simplement connexes n’est pas nécessairement simplement connexe
donc UL pourrait ne pas étre fermé dans RL. Nous donnons une condition
topologique sur la lamination assurant que cette famille soit fermée. Ce
résultat de fermeture est un ingrédient essentiel de la preuve du théoreme A.

THEOREME 3.9. — Soit (X, L,g) une lamination riemannienne com-
pacte sans cycle évanouissant. Alors la famille UL est compacte pour la
topologie de Cheeger—Gromov.

Ce théoreme est a comparer avec le corollaire 2.9. Avant de prouver le
théoreme, définissons les cycles évanouissants.

DEFINITION 3.10. — Soit (X, L) une lamination compacte. Un cycle
évanouissant est un lacet ¢ inclus et essentiel dans une feuille L, qui est
accumulé par une suite de lacets ¢, inclus et triviaux dans des feuilles L,,.

Cycles évanouissants et feuilletages de 3-variétés. L’existence d'un
cycle évanouissant pour un feuilletage lisse F de dimension 2 d’une variété
M de dimension 3 impose de séveres restrictions topologiques. Si une feuille
L d’un tel feuilletage supporte un cycle évanouissant elle doit étre un tore
bordant un tore solide dans lequel F induit le feuilletage de Reeb (c’est une
composante de Reeb) : c’est le théoréme de Novikov (voir par exemple [25,
Chapter 7]). Nous renvoyons également au travail d’Alcalde Cuesta et Hec-
tor [5], pour un critére de trivialité pour les cycles évanouissants pour les
feuilletages par surfaces en codimension quelconque.

Nous rappelons que le feuilletage de Reeb est obtenu par le processus
suivant. Partons du feuilletage du cylindre plein D x R dont les feuilles sont
les surfaces définies par (z, % +a) ol a est un parametre réel et |z| < 1,
et le bord. Ce feuilletage est invariant par translation (z,t) — (z,t+ 1) et
induit ce qu’on appelle le feuilletage de Reeb dans le tore solide D x S'. 11
a une feuille torique (son bord), et les autres feuilles sont toutes des plans

s’accumulant au bord.
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Remarque 3.11. — 1l est nécessaire d’exclure l'existence de cycles éva-
nouissants pour garantir la compacité de ’espace des revétements univer-
sels des feuilles. En effet ce théoreme ne s’applique pas au feuilletage de
Reeb introduit ci-dessus. Pour toute suite de points (p,,) intérieurs au tore
solide convergeant vers un point du bord, la suite de feuilles (L, , p,), qui
sont des plans, converge vers un cylindre (le revétement d’holonomie du
bord).

Démonstration du théoréme 3.9. — D’apres le théoréme 3.4 il ne nous
reste qu’a prouver que si une suite de revétements universels pointés de
feuilles converge au sens de Cheeger—Gromov, alors la limite est simplement
connexe.

Pour ce faire, prenons une suite (En,gLn, Dn, €n) d’éléments de UL
convergeant vers (L, gr, D, €) au sens de Cheeger—Gromov et soit F,, : L —
En une suite d’applications de convergence. Supposons que L ne soit pas
simplement connexe. Alors cette variété contient un lacet essentiel ¢. Sa
projection sur L, notée ¢ = &(¢), l'est également. De plus, lorsque n est
suffisamment grand, ¢, = €, o F,,(¢) est une suite de lacets triviaux inclus
dans L, et qui converge uniformément vers c. Ceci implique que ¢ est un
cycle évanouissant, contredisant I’hypothese. O

Le résultat suivant est bien connu, et découle directement de la stabilité
des géodésiques fermées en courbure négative (cf. [18]). Il permet d’appli-
quer le théoreme 3.9 pour les laminations dont les feuilles sont & courbure
sectionnelle négative.

PROPOSITION 3.12. — Soit (X, L) une lamination riemannienne com-
pacte dont les feuilles sont & courbure sectionnelle négative. Alors (X, L)
n’a pas de cycle évanouissant. En particulier I’espace UL des revétements
universels pointés de feuilles de L est compact pour la topologie de Cheeger—
Gromov.

Remarque 3.13. — Le rapporteur nous a fait remarquer I'existence d’un
plongement naturel X — UL dont la construction utilise le groupoide d’ho-
motopie II; (L) de la lamination. Rappelons que cet objet est obtenu comme
le quotient de I’espace des chemins tangents a la lamination quotienté par
la relation d’homotopie et qu’il vient avec deux projections a et 8 sur X
associant respectivement & chaque classe d’homotopie [y] les points initial
et final de n’importe quel représentant v (voir [3] pour plus de détails).
Ainsi, étant donné p € X et L = L,, l'application 3 : a~*(p) — B(a"1(p))
est une application de revétement universel de L, qu’on peut pointer en
la classe de lacets triviaux, et qui est naturellement peinte dans X. Ceci
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fournit donc une injection X — UL qui est continue des lors que £ n’a pas
de cycle évanouissant (par le théoréme 3.9). Il serait intéressant d’étudier
cette application plus en détail.

3.4. Caractérisation des familles de métriques laminées

Une famille (hy)rers de métriques riemanniennes complétes dans les
feuilles d’une lamination riemannienne compacte fournit une famille de
métriques sur les éléments (L, g, p, €) de 'espace RL en posant hy, = *hy,.

LEMME 3.14 (Caractérisation des métriques C/°). — Soit (X, L, g) une
lamination riemannienne compacte et h = (hp)pers une famille de mé-
triques riemanniennes complétes définies dans les feuilles de X. Alors h
est de type C7° si et seulement si elle induit une famille de métriques
(h1)rec dans RL qui soit continue au sens de Cheeger—Gromov (voir le
paragraphe 2.2.3). Lorsque, de plus, UL est fermé dans RL, il suffit que h
induise une famille de métriques continues dans UL.

Démonstration. — Supposons que h induise une famille de métriques
dans RL continue au sens du paragraphe 2.2.3. Soit (U, T, ¢) une carte
laminée et 1 : (—1,1)% x T'— U l'inverse de ¢. Soit (vp,t,) € (=1,1)4 x T
une suite convergeant vers (x,t) € (—1,1)% x T. Notons m; : (—1,1)¢ x
T — (—1,1)¢ la projection sur la premiére coordonnée et considérons les
applications iy, : (—1,1)% — (=1,1)¢ x T définies par i,(z) = (z,t,)
et t(r) = (x,t). Enfin, notons p, = ¢¥(wn,tn), Ln = Lp,, 9n = 91,
hy, = hg, ainsique p = (x,t), L =L,, g =gz, et h = hr . Il suffit alors
de prouver que

lim oY% h, = " Y*h,

n—oo
ou la limite est prise au sens CfX,. Par le théoreme 3.4, quitte a extraire,
nous pouvons supposer que la famille (L,,, gn, pn, €,) converge au sens de
Cheeger-Gromov vers (L, g, p,€) : nous notons h = &*h. Par continuité
de la famille de métriques au sens du paragraphe 2.2.3, il existe une suite
d’applications de convergence (F},) telle que F*h,, converge vers h et e, 0 F},
converge vers € au sens C°. (voir la preuve du théoreme 3.4).

Soit V un voisinage de p dans L que € envoie difféomorphiquement sur son
image. Supposons en outre que é(V') C U. Ainsi application 1 0¢o€ envoie
V' difféomorphiquement sur son image. Notons 7 ’application inverse. Soit
W c(—1,1)% un voisinage de = dont I’adhérence est une partie compacte
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de I'image de V. Notons que (¢ ot)o(mo¢poe) =¢ doupor==¢or.
Ainsi
FY*h =T1¢"h = 77h.

Considérons a présent un entier ng tel que pour tout n > ng, mopoe,oF,
envoie difféomorphiquement un voisinage de p, sur un ouvert contenant
W, et notons 7, I'inverse de cette fonction. Nous obtenons de méme que
précédemment

) hy = T2 E) By
Par continuité de la famille A nous obtenons

lim oS Y*h, = lim 7} F h, = 7%¢"h = *¢Y"h,
n— oo n—oo

la convergence ayant lieu dans la topologie C2 sur P'ouvert W C(—1,1)9.
Cela prouve que la famille de métriques (hr)rec est de type Cf°. La réci-
proque est une conséquence immédiate de notre théoréme d’Arzela—Ascoli

laminé (voir le théoréme 3.5). O

4. Prescription de courbure et uniformisation simultanée
4.1. Laminations par surfaces hyperboliques

Laminations par surfaces de Riemann. Soit (X, £) une lamination
compacte de dimension 2. Lorsque les applications de transition « tangen-
tielles » (;;(-,t) sont holomorphes, les feuilles sont naturellement munies
de structures de surfaces de Riemann. Nous disons alors que £ est une
lamination par surfaces de Riemann.

Nous disons que les structures complexes définies par deux laminations
par surfaces de Riemann £ et £’ sur X sont équivalentes s’il existe un
homéomorphisme h : X — X envoyant feuilles de £ sur feuilles de £’
biholomorphiquement.

Les structures conformes et complexes sur une méme lamination sont
en correspondance bijective. Plus précisément, en utilisant la théorie
d’Ahlfors—Bers (voir [2]), il est prouvé dans [47, p. 232] (voir également [26,
Theorem 3.2]) que les propriétés suivantes sont vérifiées par toute lamina-
tion par surfaces lisses (X, L).

(1) Pour toute métrique laminée g sur X il existe un atlas laminé
A = (U;, T;, ¢i)icr par cartes isothermes laminées ; c’est-a-dire que
lorsqu’on la lit dans le systéme de coordonnées donné par ¢;, la
métrique laminée est conformément euclidienne dans les plaques.
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(2) Un tel atlas munit £ d’une structure complexe; les structures com-
plexes associées & deux métriques laminées g et ¢’ sont équivalentes
si et seulement si les métriques sont conformément équivalentes.

(3) Toute structure complexe est induite par une métrique laminée de
cette facon.

Laminations par surfaces hyperboliques. Une feuille d’'une lamina-
tion par surfaces de Riemann peut étre uniformisée soit par la sphere CP!,
soit par le plan C, soit par le disque D. Nous disons que (X, £) est une la-
mination par surfaces hyperboliques si ses feuilles sont toutes uniformisées
par le disque.

Candel prouve dans [26, Theorem 4.3] que le fait d’étre une lamination
par surfaces hyperboliques est topologique, et indépendant de la structure
complexe a proprement parler. En particulier, c’est le cas de toute lamina-
tion par surfaces sans mesure transverse invariante par holonomie. De nom-
breux exemples se trouvent dans [35]. Nous renvoyons également a [9, 10]
pour une étude topologique des surfaces pouvant apparaitre comme feuilles
de telles laminations.

4.2. Uniformisation simultanée

Nous sommes désormais préts a donner une preuve alternative du théo-
réme d’uniformisation simultanée de Candel.

THEOREME 4.1 (Candel). — Soit (X, £) une lamination compacte par
surfaces hyperboliques. Alors il existe, dans la classe conforme correspon-
dante, une unique métrique laminée de courbure gaussienne constante égale
a—1.

Démonstration. — Munissons (X, £) d’une métrique laminée g dans la
classe conforme correspondante. Le théoreme 2.7 fournit la continuité des
transformations d’uniformisation, et le théoreme 3.4, la compacité de 1’es-
pace RL. Mieux : en utilisant le corollaire 2.9 nous obtenons la compacité
de Despace UL (qui est alors fermé dans RL). Soit alors (Ln, Gn, Pr, €n)
une suite d’éléments de UL convergeant vers (L, §,p,¢) € UL, (F,) une
suite d’applications de convergence correspondante, II,, : (D,0) — (Zn, Dn)
et IT: (D,0) — (E,;B) les applications d’uniformisation, et hpn = I, . hp et
h= 11, hp les métriques hyperboliques dans la classe conforme. Nous avons
alors €, o F,, — ¢ et F;En = FX(I1, «hp) — Ihp = h au sens . (par
continuité des applications d’uniformisation). Ceci prouve la continuité de
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la famille (EL) Lec- On en déduit, par le lemme 3.14, que la famille des
métriques hyperboliques le long des feuilles de £ appartient a C7°. g

4.3. Métriques laminées a courbure prescrite

Nous renforgons a présent le théoréme 4.1 en prouvant le théoréeme A.
La premiere étape dans la preuve de ce théoreme est de démontrer 'exis-
tence d’'une métrique laminée a courbure négative dans les feuilles. Le théo-
reme 4.1 nous fournit une telle métrique. Nous pouvons également obtenir
une telle métrique en utilisant un théoreme di & Ghys, dont la preuve ap-
parait dans [13], et que nous reproduisons en appendice pour la commodité
du lecteur. Nous obtenons ainsi une autre preuve du théoréme 4.1.

Espaces de Ho6lder. Nous commencerons par rappeler quelques
concepts élémentaires de la théorie des espaces de Holder (nous renvoyons
a [36] pour plus d’informations).

Soit (M, g) une variété riemannienne et o € [0,1]. La semi-norme de
Hélder d’ordre a d’une fonction continue f: M — R est définie par

@ = 1)
[f]a—#lz d(z,y)*

ou d(z,y) représente la distance riemannienne par rapport a g. Les semi-
normes de sections de fibrés sur M se définissent de maniere analogue. Pour
tout k € N et a € [0,1], la norme de Hélder d’ordre (k,«) d’une fonction
k fois différentiable se définit par

k
£llere =D IV flloo + [V*£],, »
=0

V représentant la dérivée covariante de Levi-Civita sur M. Nous définissons
alors I'espace de Holder d’ordre (k,«) comme

CF (M) = {f € CHAD); || fllgnn < 00} -

Remarque 4.2. — L’espace C*<(M), muni de la norme || - || k.o, est un
espace de Banach.

Remarque 4.3. — Notons que la norme de Holder d’ordre (k, «) est équi-
valente & la norme donnée par

[ fllera = sup [[fllcke(Ba))-
xeM
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Finalement, nous définissons

Co(M)= (] C**(M).
k+a>0

Remarquons que cet espace differe de 'espace C°(M) en ce que des élé-
ments de ce dernier espace pourraient étre arbitrairement grands pres de
Pinfini.

Prescription de courbure. Afin de prouver le théoréme A nous allons
énoncer un théoréme d’Aviles—-McOwen et Bland-Kalka (voir [17, 20]) sous
une forme un peu plus générale. Nous en donnerons une preuve directe
dans la section 5 car nous aurons besoin de bornes uniformes des normes
de Holder pour prouver le théoreme A, ainsi que de la variation lisse des
solutions.

THEOREME 4.4. — Soit (M, g) une surface riemannienne compléte et
simplement connexe de courbure gaussienne —rkq uniformément pincée entre
deux constantes strictement négatives, et telle que log(xo) € Cy°(M). Sup-
posons que k : M — (0,00) soit telle que log(k) € Cp°(M). Alors il existe
une unique fonction lisse u : M — R telle que

(1) la métrique e**g est compléte ; et
(2) sa courbure gaussienne est donnée en tout point par —k.

De plus, pour tout (k, @), il existe une constante positive Cy, o, ne dépendant
que de ||log(k)||cr.« et des bornes sur la géométrie de M telle que

H'U,Hck+2,ry g Ck,a-

Démonstration du théoreme A. — Soit £ : X — (0,00) une fonction
vérifiant les hypothéses du théoréme et g une métrique laminée dont la
courbure est négative partout. Elle peut venir soit du théoréme d’unifor-
misation simultanée de Candel, soit de 'argument de Ghys présenté au
paragraphe 6.2, si ’on veut avoir une preuve indépendante de 'uniformi-
sation simultanée (ainsi qu'une nouvelle preuve de ce résultat).

Nous considérons l’espace des revétements universels des feuilles UL
formé par les quadruplets (E7§L7 D, €) introduits au paragraphe 3.3. La
courbure des feuilles étant négative, cet espace est compact (voir le corol-
laire 2.9 ou le théoréme 3.9). La fonction x fournit une famille de fonctions
Kk strictement positives définies sur les éléments de UL dont les loga-
rithmes ainsi que les dérivées a tout ordre sont uniformément bornés. Par
le théoréme 4.4 il existe une unique famille de fonctions lisses wuy sur L
telles que

TOME 71 (2021), FASCICULE 6



2578 Sébastien ALVAREZ & Graham SMITH

(1) la métrique EL = e2%LG; est complete et de courbure en tout point
donnée par —kKrg, ; et
(2) pour tout (k,a), |[uL||cr+z.0 < Ckas
pour une famille de constantes C;, , ne dépendant que de et des bornes de
la géométrie de la métrique laminée g. Il découle de 'unicité de la métrique
et de l'invariance des objets g1, Kz par automorphismes de revétement,
que la famille de métriques (i~z 1) descend en une famille de métriques dans
les feuilles de £ dont la courbure est en tout point donnée par —k (ce qui
les détermine uniquement). Par le lemme 3.14, afin de démontrer que cette
métrique laminée est de classe C7° sur X il suffit de prouver qu’elle est
continue au sens de Cheeger—Gromov (voir paragraphe 2.2.3).
Considérons donc une famille (En,gn, Dn, €r) d’éléments de UL conver-
geant vers (E, J,D, €) ainsi que les objets correspondants K, K, Uy, U, ﬁn,/;,
et qu’une suite d’applications de convergence (F),) vérifiant de plus que
ep 0 F, — ¢ au sens Cf. Pour tout compact K C E, il existe une famille
de constantes C’]’€7(X7K, indépendantes de n, telles que pour tous n,k, «,
[tn o Follok+2.0(x) < Cf o - En utilisant le théoreme d’Arzela—Ascoli,
ainsi qu’un argument diagonz:xvl, Nnous pouvons supposer que u,, o F;, converge

vers une fonction lisse v sur L dans la topologie C°.. Nous déduisons deux

loc*
choses de 'égalité F,’f%n = e2@nofn [ *g . Premierement la courbure de
cette métrique vaut k,, o I}, en tout point de L. Deuxiémement cette mé-
trique converge vers e?gr, qui est compléte, dans la topologie C°. La
fonction k : X — (0,00) étant de classe C7°, nous déduisons de la re-
marque 3.8 que la suite k,, o F;, converge vers k dans la topologie Cf%.. La
métrique e?'g a donc courbure % et doit étre égale & E, par unicité. Nous
en déduisons que F;En converge vers 1 dans la topologie C.. Ceci conclut

la preuve du théoreme. O

5. Prescription de courbure de disques riemanniens et
variation lisse

5.1. Prescription de courbure de disques riemanniens
Nous donnons ci-dessous une preuve auto-contenue du théoreme 4.4.

Nous commencerons par prouver un principe du maximum a l’infini.

LEMME 5.1. — Soit N une variété riemannienne compleéte de dimension
d, de courbure sectionnelle et rayon d’injectivité respectivement minorés
par —C? et 1/C pour une certaine constante C' > 0. Soit ® : R — R une
fonction telle que
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(1) @ est croissante sur [C,00) ; et
(2) limy_, oo ®(2)t~ /) = o0,
Siu: N — R est une fonction deux fois différentiable telle que
Au > dou,
alors il existe A > 0 ne dépendant que de C et @ tels que

sup u(z) < A.
zeEN

Démonstration. — Prenons un point xg € N vérifiant u(zo) > max(C, 1).
Par complétude, nous pouvons utiliser le Lemme du quasi-maximum 2.14
et supposer que u(x) < 2u(zg) pour tout x € B ou

B=B (mo,u(:co)fl/(QC)/C) .
Soit la fonction lisse v : B — R donnée par
v(x) = d(x, 20)>.
Par comparaison nous avons, pour tout x # xo dans B,
Av(z) € 2(d — 1)Cd(x, zg) coth (Cd(z,x0)) < Ch,

ou C] ne dépend que de C. Soit maintenant la fonction w : B — R donnée
par

w(z) = u(z) — 20%u(xe) T/ o (z).
Alors w < 0 sur 9B et w(xg) = u(xp) > 1 ainsi w atteint son maximum en
un point intérieur = de B. Par le principe du maximum, nous avons en ce
point, Aw(z) < 0 d’ou

Au(z) < 2C%Cru(x) TY/C.
Mais par hypothese,
Au(z) = P(u(z)) = ®(u(zo)),

d’ott
D (u(zo))u(zo) MY < 2020.
Le résultat suit en utilisant la seconde propriété de I’hypothese. O
Remarque 5.2. — Nous renvoyons & [49] pour une étude détaillée de I'in-

équation Au > ® o u.

LEMME 5.3. — Soit M un disque riemannien complet de courbure par-
tout minorée par —C?, pour un certain C > 0. Soit ¢ € Cg°(M) telle que
e? > 1 pour une certaine constante > 0. Alors pour toute paire (k,a),
Iopérateur A — e® définit un isomorphisme linéaire entre C*+%(M) et

cke(M).

TOME 71 (2021), FASCICULE 6



2580 Sébastien ALVAREZ & Graham SMITH

Démonstration. — Soit L = A—e?. Puisque ¢ € C£°(M) et que M est a
géométrie bornée, nous déduisons des estimées de Schauder classiques (pour
lesquelles nous renvoyons a [36, Corollary 6.3]) qu’il existe une constante
Cp > 0 telle pour tout € M et pour tout u € C*+2(M)

||u||Ck+2’O‘(B(rc,1)) <G <||u||C“(B($,2)) + ||Lu||C""a(B(rc,2))) .
En utilisant la remarque 4.3 nous trouvons C; > 0 tel que pour tout u €
Clc+2,a(M),
(5.1) [ullerrea < Cr([lullco + | Lullcr.a),

pour une certaine constante C7 > 0. Notons que, la variété M n’étant pas
compacte, I'inclusion C*+2:(M) «— C°(M) n’est pas compacte et 1’estimée
ci-dessus n’est pas une estimée elliptique.

Nous allons raffiner le premier terme du membre de droite de (5.1). Pre-
nons xg € M et ro > 0 et notons B = B(xg,,r9). Pour a,b, A > 0, nous
considérons la fonction radiale

v(x) := acosh(A(d(x,zg) — b)).

Par hypothese, la courbure de M est minorée par —C?. Donc par compa-
raison, lorsque 0 < A < C,

Lv < vy + C coth(Cr)v, — e,

ou l'indice r représente la dérivée dans la direction radiale issue de xg. En
particulier si A > 0 est assez petit nous avons,

Lv < (A + \C coth(Cr) — e)v < —772—(1.

A présent, considérons u € CF+2% (M) et posons
2
a:= |ullcos) + p [ Lull o -

Le principe du maximum nous donne u — v < 0 sur tout M \ B. Puisque
b € R est arbitraire, nous trouvons que sur cette région,

2
u<a=ulcos + EHLUHCW

Les bornes inférieures s’obtiennent de la méme facon. Donc, en utilisant
lestimée (5.1) on obtient

(5.2) lullgrrza < Ca (llulco) + [ Lullor.a) ,

Un raffinement de ’argument ci-dessus prouve en fait que les éléments du
noyau ker(L) décroissent exponentiellement & I'infini done, par le principe
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du maximum de nouveau, ker(L) est trivial. Un argument de type « blow-
up » appliqué a l'estimée (5.2) donne maintenant

(5:3) lullgrrz.a < Csl|Lullcr.a,

pour une constante C3. Cela prouve que L définit une application linéaire
injective de C**+2(M) vers un sous-espace fermé de C**(M). La surjec-

tivité découle d’un argument d’approximation par des fonctions lisses a
supports compacts, ce qui complete la preuve. O
Remarque 5.4. — Les constantes Cy,C1,Cs et C3 obtenues dans la

preuve précédente ne dépendent que des bornes sur la géométrie de M
et de [|®]|cr.a-

Dans la suite, (M, g) représente un disque riemannien complet, de cour-
bure kg partout pincée entre deux constantes négatives —C? < —1/C? < 0.
Le prochain lemme nous permet de borner le facteur conforme, ainsi que
ses dérivées, d'une métrique conforme a courbure négative prescrite.

LEMME 5.5. — Soit k : M — (0,00) une fonction telle que log(k) €
Cp°(M). Supposons qu’il existe une fonction lisse u : M — R telle que la
métrique e**g soit compléte et de courbure partout donnée par —k. Alors
u € Cp°(M) et pour toute paire (k,«), il existe une constante Cy o ne
dépendant que de ||log(k)| gk« et de la géométrie de M telle que

Hu||ck+2,a g Ck,a-

Démonstration. — Nous rappelons (voir [28, 30]) que
(5.4) Au = e*k — Ky, et
(5.5) A(—u) = e kg — k.

ot Aet A représentent les opérateurs de Laplace-Beltrami de g et § = e?%g
respectivement. Ces métriques étant toutes deux compleétes, le lemme 5.1
nous fournit une constante Cy > 0 ne dépendant que de ||log(k)||co et de
[Nog(ko)||co telle que

[ullco < Co.

Puisque M est a géométrie bornée, et que u est solution d'une EDP
quasilinéaire, la théorie elliptique classique nous permet de prouver que les
dérivées de u sont bornées a tout ordre, donc u € Cp°(M) ce qui prouve la
premiére assertion. Reste & majorer uniformément |u||gr.« par récurrence.

Nous allons dans un premier temps borner ||u||cz.«. Appliquons le lem-
me 5.3 avec e? = k. L'opérateur L = A — k : C%% — C% définit alors un
isomorphisme linéaire entre C%*(M) et C%(M) et il existe une constante
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Cy > 0 ne dépendant que de la géométrie de M et de |[log(k)||co.« (voir la
remarque 5.4) telle que

[ul| 2.0 < Crl|Luf|coe = Cy ||(€*" — u)k — Ko go,a < Ca (1+ [|uf|co.a),
ot Cy dépénd de Ci, de ||ko|lco.« et de la norme C! de x +— ¥ — x
sur [—Cp, Co]. En utilisant les inégalités d’interpolation classiques (nous
renvoyons & [36, Lemma 6.35]), pour tout € > 0, il existe C' > 0 (ne
dépendant que de €, de « et de la géométrie de M) tel que

[ullcoe < C'llullco + €llullc2..
En choisissant € < 1/(2C3) nous trouvons |ul|cze < Co(1 + C'||ul|co +
1/(202)||u||c2,a) soit
[ullcz.e < 2C2(1 4 C'|lullco) < 2C2(1 4 C'Co).

Appliquons de nouveau le lemme 5.3 : Uopérateur L = A — k définit
un isomorphisme linéaire entre C*+2(M) et CF*(M) et il existe une
constante C3 > 0 ne dépendant que de la géométrie de M et de |[log(x)||cr.e
(voir la remarque 5.4) telle que pour tout u € CkT2:%(M),

Jullgrrse < CallLuf e
Donc une fonction u € C*+2:2(M), solution de I’équation (5.4), doit vérifier
lullor+2.a < Cs ([(€** = u)k — kollora) < Chas

ot Cy o ne dépend que de k, «, ||ul|gk.a, ||&llcke, [|Kol|cke et de la norme
Ck*1 de &+ €2* — x sur [~Cjp, Cp]. Une récurrence immédiate fournit la
preuve de la seconde assertion. O

LEMME 5.6. — Soit k : M — (0, 00) une fonction lisse telle que log(k) €
Cp°(M). Siw et v sont deux fonctions lisses telles que les métriques e*g et
62“/9 soient complétes et de courbure partout donnée par —k. Alors u = u’.

Démonstration. — Par le lemme 5.5 les fonctions u et u’ sont éléments
de C*+2:2(M) pour toute paire (k, ). De plus ces fonctions satisfont aux
équations

Ay = e®“k — Ky,
’
et Au' =e* Kk — ko,

de sorte que
Alu—u) =e?(u—u),
oll )
et — / 2Kezm+2(14)u’dt.
0
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En particulier ¢ € Cp°(M). Par le lemme 5.3 nous avons u — v’ = 0, d’on
le résultat. g

Démonstration du théoreme 4.4. — Nous allons prouver ce théoreme
en utilisant la méthode de continuité. Soit donc x : M — (0,00) une
fonction telle que log(k) € Cp°(M). Pour tout ¢ € [0, 1], considérons k; =
(1 — t)ko + tk. Nous avons clairement log(k;) € Cp°(M) pour tout ¢t €
[0, 1]. De plus nous avons des bornes pour ||log(x¢)||cr.« indépendantes de
t. Counsidérons l'ensemble I C[0,1] des parametres ¢ tels qu’il existe une
fonction lisse u; : M — R telle que e2“tg soit une métrique compléte de
courbure donnée par —x;. Clairement, I contient 0. De plus, en appliquant
le théoreme d’Arzela—Ascoli et le lemme 5.5 nous voyons que I est fermé.

Prouvons a présent que I est ouvert. Soit t € I et u; : M — R la fonction
lisse telle que e2“tg soit compléte de courbure égale a —k;. Soit 'opérateur
non-linéaire

Kv = Av — e2%ky + Ko,
de sorte que K;u; = 0. L’opérateur linéarisé en u; est
LK = (A —2e"5y)v.

Comme la fonction ¢; = log(2) +u; +log(x:) appartient & Cp° (M), opéra-
teur LK; = A —e®t est un isomorphisme linéaire de C% (M) sur C%<(M).
Ainsi par le théoréme de la fonction implicite (voir la remarque 4.2), pour
tout s suffisamment proche de t il existe une fonction v € C%%(M) telle
que K v = 0. Par régularité elliptique v est lisse. Comme v est bornée, la
métrique e?g est compleéte, et comme K v = 0, la courbure de cette mé-
trique est précisément —kg. Ceci prouve que I est ouvert. Enfin, Iexistence
des bornes uniformes désirées vient du lemme 5.5, ce qui acheve la preuve
du théoreme. g

5.2. Variation lisse et application a certains feuilletages par
surfaces hyperboliques

Variation lisse de la prescription de courbure. Par le théoréeme des
fonctions implicites, les solutions & 1’équation de prescription de courbure
obtenues lors de la preuve du théoréme précédent varient de facon lisse avec
les données de 1’équation. Nous obtenons donc le théoreme suivant.

THEOREME 5.7 (Variation lisse). — Soit D le disque unité, gy une mé-
trique riemannienne lisse et compléte sur le produit D x (—1,1) et —kyg la
fonction qui associe & (z,s) € D x (—1,1) la courbure gaussienne en z de

TOME 71 (2021), FASCICULE 6



2584 Sébastien ALVAREZ & Graham SMITH

la restriction gO|D><{s}' Supposons que kg soit strictement positive et que
log(ko) € Cg°(D x (—1,1)).

Soit k : D x (—1,1) — (0,00) une fonction lisse et strictement positive
telle que log(k) € Cg°(D x (—1,1)). Alors il existe une unique fonction
u € Cp°(D x (—1,1)) telle que pour tout s € (—1,1), la restriction de la
métrique e?*g a D x {s} soit compléte et de courbure gaussienne donnée
en tout point par —k.

Feuilletages et tubes normaux. Soit (M,F) une variété feuilletée
compacte de codimension g. Par compacité de ’espace ambiant il existe un
nombre fini de disques de dimension ¢ plongés dans M, notés T1,...7T,,
qui sont disjoints, transverses a F et dont 'union T"=Ty UTo U --- U T,
rencontre toute feuille de F. On appelle T un systeme complet de trans-
versales.

Nous supposons & présent que (M, F) soit un feuilletage par surfaces
hyperboliques qui possede un systéme complet de tubes normaux, c’est-
a-dire qu’il existe une variété T' de dimension ¢ ayant un nombre fini de
composantes connexes ainsi qu’'un difféfomorphisme local lisse et surjectif
et préservant les feuilletages

c:DxT,H)— (M,F),

H étant le feuilletage horizontal de D x T, vérifiant de plus

(1) pour tout s € T, la restriction de o & D x {s} est le revétement
universel de la feuille passant par ¢ (0, s);

(2) Timage par o de {0} x T est un systéme complet de transversales
pour F.

La notion de tube normal apparait dans [4] dans le cadre des feuilletages
riemanniens minimaux (dont toutes les feuilles sont denses). Dans ce cadre
toutes les feuilles intersectent une transversale donnée et le systeme de
tubes normaux peut donc se réduire & un unique tube normal. Nous avons
adapté cette définition au cas non minimal afin de s’assurer d’avoir une
application surjective. Avant de discuter l'existence d’un systéme complet
de tubes normaux nous énoncons le résultat principal de cette sous-section.

THEOREME 5.8 (Prescription lisse de la courbure). — Soit (M, F) un
feuilletage compact par surfaces hyperboliques possédant un systéme com-
plet de tubes normaux et soit gy une métrique riemannienne sur M. Alors
pour toute fonction lisse k : M — (0, 00) il existe une unique métrique rie-
mannienne lisse conformément équivalente a g dont la courbure gaussienne
de Ia restriction a toute feuille soit en tout point donnée par —k.
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Démonstration. — En utilisant le théoréme de Ghys si besoin (voir le
théoréme 6.5) il est possible de supposer que la métrique gy induit une
métrique a courbure négative (uniformément pincée) dans toute feuille (la
preuve donnée en appendice nous fournit une telle métrique lisse dans ce
contexte : voir [13] pour plus de détails). Il ne nous reste plus qu’a appli-
quer le théoreme 5.7 au relevé gg de go au systéeme D x T via o et a la
fonction koo : D xT — (0,00) pour obtenir I'unique métrique lisse dans la
classe conforme de gy et dont la courbure dans les feuilles de H est donnée
par —k o . Par unicité elle descend en une métrique sur M, solution au
probleme. O

Exemples. Les feuilletages suivants possedent des systémes complets de
tubes normaux, et par conséquent, on peut leur appliquer le théoréeme 5.8.

(1) Les feuilletages obtenus par suspension d’une action d’un groupe
de surface de genre > 2 sur une variété compacte (voir [37]).

(2) Les feuilletages transversalement de Lie, qui sont définis par des
submersions locales sur un groupe de Lie, les changements de cartes
transverses étant des translations de ce groupe de Lie. Plus généra-
lement ce théoréme s’applique a tout feuilletage défini par fibration
équivariante (voir [39, §11.1.4]).

(3) Les feuilletages riemanniens, définis par des submersions locales
sur une variété riemannienne, dont les changements de cartes sont
transversalement des isométries locales. Ces feuilletages sont décrits
par le théoréme de structure de Molino : voir [45, 46].

Ces feuilletages ont en commun la propriété suivante. Leurs groupoides
d’homotopie II; (F) (voir la remarque 3.13) sont localement triviaux : voir
[3, §2.A] pour le cas des feuilletages de Lie, et [3, §2.C] pour le cas des
feuilletages riemannien.

Le fait que tout feuilletage dont le groupoide d’homotopie est localement
trivial posséde un systeme complet de tubes normaux s’obtient en copiant
verbatim la preuve de [4, Proposition 3] (faite dans le cas minimal).

Nous donnons ci-dessous trois exemples intéressants de feuilletages aux-
quels s’applique ce théoréme.

e La suspension d’une représentation d’un groupe de surface hyper-
bolique sur un sous-groupe libre de rotations de la sphére de dimen-
sion 2. C’est un exemple de feuilletage riemannien dont les feuilles
sont quasi-isométriques & des arbres. Dans la méme veine, [22] donne
des représentations fidéles de n’importe quel groupe de surface hy-
perbolique dans le groupe des rotations SO(3) dont les images sont
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denses. Par suspension, on obtient des feuilletages riemanniens et
minimaux dont les feuilles sont simplement connexes.

e Le feuilletage centre-stable du flot géodésique sur le fibré unitaire
tangent d’une surface hyperbolique, dont les feuilles sont des disques
et des cylindres hyperboliques.

e Le feuilletage centre-stable de la suspension d’'un automorphisme
linéaire et hyperbolique du tore de dimension 2, qui est un feuille-
tage transversalement affine sur une solvariété de dimension 3 dont
les feuilles sont des disques et des cylindres hyperboliques.

6. Appendices
6.1. Sur la topologie de Cheeger—Gromov

Ci-dessous nous prouvons les résultats clés que nous avons utilisés dans
cet article, a savoir le lemme 2.1 et le théoreme 2.2. Nous commengons la
preuve de ces résultats par un lemme élémentaire.

LEMME 6.1. — Soient M et N deux variétés de dimension finie et ®,, :
M — N une suite d’homéomorphismes sur leurs images convergeant pour
la topologie compacte-ouverte vers ® : M — N, un homéomorphisme sur
son image.

Alors pour tout compact K CIm(®) il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, K CIm(®,). En particulier la suite des restrictions (®, ']k )n>n,
converge vers ® Y| i dans la topologie compacte-ouverte.

Démonstration. — Soient y € K et x = ®~1(y) € M. Soit ¥ : (R, 0) —
(N,y) un homéomorphisme sur un ouvert de N contenant y. Pour tout
r > 0, notons B, l'image par ¥ de la boule centrée en 0 de rayon r, et
B,., son adhérence. Soit r > 0 vérifiant By, C Im(®) et soit X, = ®~1(B,).
Puisque X, et 0X, sont tous deux compacts, nous avons, pour n suffi-
samment grand, ®,(z) € B, /2, ®,(X;) C B, /2 et ®,(0X;) C B3, /2 \ By 2.
Puisque ®,, est un homéomorphisme sur son image, il vient B, 5 C Im(®,,).
La premiére propriété est alors conséquence de la compacité de K. O

COROLLAIRE 6.2. — Soient M et N deux variétés de dimension finie
et ®, : M — N une suite de difféomorphismes lisses sur leurs images
convergeant dans la topologie CX, vers ® : M — N, un difféomorphisme
lisse sur son image.

Soit Q@ C N un ouvert relativement compact inclus dans Im(®) et soit
no = no(Q) I'entier obtenu dans le lemme 6.1. Alors la suite (®,,|q)n>n,
converge vers ®~t|q dans la topologie C{.
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Démonstration. — C’est une conséquence triviale du lemme 6.1 et de la
« chain rule ». g

Nous pouvons alors prouver le lemme 2.1, dont nous reproduisons ci-
dessous I’énoncé par souci de lisibilité.

LEMME 6.3. — Soient M et N deux variétés lisses de méme dimension.
Soient (gy) et (h,) deux suites de métriques riemanniennes sur M et N
respectivement, qui convergent vers deux métriques g et h dans la topologie
Cre.. Soit K C N une partie compacte et ®, : M — K une suite d’appli-
cations lisses telles que pour tout n € N, ®*h,, = g,. Alors la suite (®,,)
posséde une sous-suite convergeant vers une application ® : M — K au
sens Cf, vérifiant de plus ®*h = g.

Démonstration. — Premiérement, pour tous x € M, n € Net r > 0
nous notons respectivement V,,(x,r) et V(z,r) les r-voisinages de x pour
les métriques g, et g respectivement, ainsi que B,(z,r) et B(x,r), les
boules de rayon r centrées en l'origine dans ’espace tangent T, M pour ces
mémes métriques.

Soit X C M un ensemble dénombrable et dense. Par compacité et un
argument diagonal, il existe une application ® : X — K vers laquelle
converge ponctuellement une sous-suite de @, |x : X — K. Soit  un ou-
vert relativement compact de M. Par compacité il existe r > 0 strictement
inférieur aux rayons d’injectivité de tout point de K pour toutes les mé-
triques h,, et h. Soit maintenant x € Q N X. Pour tout n € N nous notons
Eq, = expy, o0 Eg = XDy 4y En, = XDy, o, (2) €6 En = XDy g(5) les
applications exponentielles définies sur les boules de rayon r des espaces
tangents correspondant. Alors nous avons pour tout n et v € B, (x,7)

(®n 0 By, ) (v) = (Ep, 0 DPr(x)) (v).
Nous en déduisons que pour tout y € V,,(z,r)
Pu(y) = (Bn, 0 DPn(x) 0 By l) (1):

Par le lemme 6.1 il existe ng tel que pour tout n > ng, V(z,r/2)C
E,, (By(z,7)). De plus, le corollaire 6.2 entraine que la suite des restrictions
(E,! > . D’autre part
la suite d’applications linéaires D®,,(z) est bornée et donc posséde une

V(w,r/2))n=n, CONVErge vers Eg_1 dans la topologie

sous-suite qui converge vers une application linéaire notée A. Enfin, puisque

®,,(x) converge vers ®(x), la suite Ej, converge vers Ej, dans la topologie

[es)
loc*
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Nous déduisons de tout ceci que la suite ®,, converge sur V(z,7/2) vers
Ey, voE; au sens Cpx., et nous obtenons le résultat désiré par un argument
diagonal. O

Nous déduisons le théoreme 2.2, qui établit la propriété de Hausdorff de
la convergence au sens de Cheeger—Gromov.

THEOREME 6.4. — Soit (M, gn, pn) une suite de variétés riemanniennes
pointées qui converge vers (M,g,p) et (M',¢',p') dans la topologie de
Cheeger—Gromov. Alors il existe un difféomorphisme ® : M — M’ tel
que ®*¢' =g et P(p) =p’.

Démonstration. — Soient (F,) et (F)) des suites d’applications de
convergence de (M., gn,pn) vers (M, g,p) et (M’,g’,p') respectivement.
Fixons r > 0 et soit V le r-voisinage de p’ € M’ pour g’. Soit n; € N tel
que pour tout n > n; application F), soit un difféomorphisme de V' sur
son image. Quitte a augmenter n; nous pouvons supposer que F,’l (V) est
inclus dans I'image de F}, pour tout n > ni, et que (F,, * o F")(V) contient
le r/2-voisinage de p € M pour g. Nous noterons U ce voisinage.

Rappelons que si (N, h) est une variété riemannienne et & > 0 nous
notons || ||k (n,p) la norme C* des sections de fibrés sur N par rapport &
h. Par hypothese

Tinn 1(F) g0 — ey = O

Nous en déduisons successivement que
. 1\ * / —
A ()" 9n = 0 llowv, 70 = 0

. o =
Jim |lgn = (F)«9 ok (1 vy 6,y = O

et enfin
1) 00 = (B (EDd o) = O
Or, par hypothese,
(6.1) Jim [(Fn)*gn = 9llorw.g) = 0,
d’ou
. % * (1 ’ _
(6.2) Ji [[(F)7gn = (Fa)" (B2 llorw,g) = 0-

Il découle de (6.1), de (6.2) et de I'inégalité triangulaire, que ((F),) "o F,)*¢’
converge dans la topologie C'*° vers g.

Le lemme précédent implique que la suite ®,, = (F/)) "t o F,, n > nj pos-
sede une sous-suite qui converge dans la topologie C[%, vers une application
® : U — M’ qui est un difféomorphisme sur son image et telle que ®*¢’ = ¢
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sur U et vérifiant de plus ®(p) = p’. Par un argument diagonal nous pou-
vons supposer que ® est définie sur la variété M toute entiere. De plus
®*g’ = g donc P est une isométrie locale. Comme M et M’ sont compleétes
® est surjective. C’est donc un difféomorphisme entre M et M’. O

6.2. Gauss—Bonnet et existence de métriques laminées a
courbure négative

Nous donnons ici un argument alternatif pour l'existence de métriques
laminées a courbure négative indépendant du théoréme de Candel. L’argu-
ment que nous présentons est diit & Ghys et apparait dans [13, Theorem C].
Nous 'incluons ici car il nous parait simple et agréable.

THEOREME 6.5. — Soit (X, L) une lamination compacte par surfaces
hyperboliques et g une métrique laminée. Alors il existe u € CP°(X) telle
que la courbure gaussienne dans les feuilles pour la métrique e?“g soit
partout pincée entre deux constantes négatives.

Nous considérons 'opérateur de Laplace—Beltrami laminé défini pour
toute fonction u € C?(M) par Afu(z) = A, u(x), oz € X et Ay, est
l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la feuille L, passant par z.

DEFINITION 6.6. — Une mesure harmonique d’une lamination rieman-
nienne compacte (X, L) est une mesure de probabilité m sur X telle que
pour tout u € CF(X)

Afudm = 0.
M

L’existence de telles mesures pour les laminations compactes découle des
travaux de Garnett (cf. [32]).

Remarque 6.7. — Par compacité de X, 'espace C/°(X) est dense dans
C?(X) (cf. le lemme 3.1). Donc une mesure m est harmonique si et seule-
ment si pour tout u € CP°(X) l'intégrale de Afu contre m est nulle.

Nous utiliserons une version laminée du théoréeme de Gauss—Bonnet dii a
Ghys (voir [33]). Ce résultat est plus faible que le théoréme d’uniformisation
simultanée et n’utilise en fait que la continuité supérieure des applications
d’uniformisation des feuilles.

THEOREME 6.8 (Ghys). — Soit (X, L) une lamination compacte par
surfaces hyperboliques et g une métrique laminée. Soit k(z) denote la cour-
bure gaussienne au point x € X de la feuille passant par x. Alors

/ kdm < 0.
X
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Rappelons que si ¢’ = e2%g, les courbures ’(x) et x(x) en x des métriques
g’ et g sont reliées par la formule

K(z) = e 2@ (k(z) — Au(z)).

Ainsi la preuve du théoréme 6.5 se réduit & celle du Lemme suivant di
a Ghys (see [13, 33, 34]).

LEMME 6.9. — Soit (X, L) une lamination compacte par surfaces hy-
perboliques et g une métrique laminée. Alors il existe u € C{°(X) telle que
pour tout x € X

K(x) — Afu(x) < 0.

Démonstration. — Définissons 1’espace de Banach C formé des fonctions
continues sur X muni de la norme de la convergence uniforme, ainsi que le
sous-espace fermé H C C, défini comme adhérence de {A“u; u € C°(X)}.
L’espace H étant fermé, la projection IT : C — C/H est continue et ouverte
entre espaces de Banach. Remarquons que (C/H)" s’identifie isométrique-
ment au complément orthogonal de H (i.e. espace des formes linéaires
continues sur C s’annulant sur H). Soit A~ CC le cone des fonctions stric-
tement négatives. La projection A = TI(A™) est ouverte et convexe. La
conclusion du lemme est équivalente au fait que ¥ = II(k) appartienne
ah-.

Supposons le contraire. Par le théoréme de Hahn—Banach (voir [23, le-
mme 1.3)), il existe une forme linéaire continue m € (C/H)’ telle que pour
tout u € A, m(u) < a = m(R). En évaluant m sur les fonctions de la
forme Au, A > 0 nous obtenons m < 0 sur A (en faisant A tendre vers
I'infini) et a > 0 (cette fois en faisant tendre A vers zéro). Ceci contredit le
théoreme de Gauss—Bonnet de Ghys, car m s’identifie alors a un élément
positif du complément orthogonal de H, c’est-a-dire (par le théoreme de
représentation de Riesz) & une mesure harmonique vérifiant [, xdm =
a > 0. O
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