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SEMI-GROUPES DE MESURES COMPLEXES
ET CALCUL SYMBOLIQUE

SUR LES GÉNÉRATEURS INFINITESIMAUX
DE SEMI-GROUPES D'OPÉRATEURS

par Jacques FARAUT

Introduction.

1. Considérons un semi-groupe fortement continu de contractions
{P^}^o sur un espace de Banach E. Soit ju une mesure bornée sur
[0 , °°[ et posons

V;cGE , GWx= F P,xfJi(dt)
"n

G (11) est un opérateur borné sur E, et l'application qui à ^ fait cor-
respondre G (p.) est un homomorphisme de l'algèbre de convolution
M(R+) des mesures de variation totale finie sur [0 ,oo[ dans l'algèbre
^?(E) des opérateurs bornés sur E.

Soit {/^}^o un semi-groupe de mesures sur [0,o°[ , de varia-
tions totales inférieures ou égales à 1. La famille d'opérateurs Q^= G(^)
est un semi-groupe de contractions sur E, et si nous supposons que
^ converge étroitement vers S quand t tend vers 0, le semi-groupe
{Q^}^o est fortement continu. Une question se pose : quel est le
générateur infinitésimal du semi-groupe {Q^i^o ? Nous y répondrons
au chapitre III.

2. Auparavant nous étudions au chapitre 1 les semi-groupes de
mesures. L'instrument essentiel de cette étude est le principe du maxi-
mum du module : Soit X un espace localement compact, Co(X)
l'espace des fonctions continues sur X tendant vers 0 à l'infini, muni
de la norme 11/11 = Sup |/| . Par définition un opérateur (D^, A)
vérifie le principe du maximum du module si

/G DA , /Oc) = 11/11 =====> Re A/(JC) < 0
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Le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu
de contractions sur Cç(X) vérifie le principe du maximum du module.
Réciproquement si un opérateur (D^ , A) vérifie le principe du maxi-
mum du module, a un domaine dense et est tel que

V X > 0 , (XI - A)DA soit dense ,

alors (D^ , A) est préfermé et le plus petit prolongement fermé de
(D^, A) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement
continu sur Co(X).

3. Le principe du maximum du module permet de déterminer
les générateurs infinitésimaux de semi-groupes de mesures : soit
{^}^o un semi-groupe de mesures complexes sur R'", de variations

totales inférieures ou égales à 1, vaguement continu, alors — 0^"^ ô)

a une limite T dans l'espace des distributions (S'ÇR"1), T est appelé le
générateur infinitésimal du semi-groupe de mesures {^}^o. L'ensemble
des générateurs infinitésimaux de tels semi-groupes de mesures est un
cône convexe fermé P de CD'ÇR"1) caractérisé par la propriété suivante :

(TeP)<==>(^eû&(RW) ,

VjceR"" , l<p(jc)|<^(0) ====>Re<T , ^ > < 0)

Nous donnons une représentation intégrale des distributions du cône P.

4. Dans le chapitre II nous étudions certains endomorphismes
d'algèbres de mesures. D'abord nous déterminons les distributions du
cône P qui engendrent des semi-groupes de mesures dont les supports
sont contenus dans un cône convexe fermé de R'", en particulier les
distributions qui engendrent les semi-groupes de mesures dont les sup-
ports sont contenus dans [0 , °°[. Nous étudions ensuite les endomor-
phismes de norme 1, étroitement continus, de l'algèbre M(R+). Cette
étude est généralisée aux algèbres M(C) où C est un cône convexe
fermé de R"".

5. Le chapitre III est consacré au calcul symbolique sur les géné-
rateurs infinitésimaux de semi-groupes fortement continus de contrac-
tions. L'homomorphisme G que nous avons défini en 1 est étendu à
l'espace Q)' i(R+) des distributions dont les supports sont contenus
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dans [0, «>[ et qui sont sommes finies de dérivées de mesures de
variation totale finie ; si T est une telle distribution, l'opérateur G(T)
est alors en général non borné.

Nous pouvons maintenant répondre à la question que nous avons
posée en 1. Soit {^î^o1111 semi-groupe de mesures de M(R+) du type
décrit en 3, le générateur infinitésimal du semi-groupe Q^ = G(^) est
l'opérateur G(T), où T désigne le générateur infinitésimal du semi-
groupe de mesures {^}^o-

Nous étudions ensuite la relation qui existe entre le spectre du
générateur infinitésimal du semi-groupe {P^i^o et cel^1 du générateur
infinitésimal du semi-groupe {Q^>o .

6. Une application en est faite à la théorie du potentiel. Soit X
un espace localement compact à base dénombrable. Soit V un noyau
continu tendant vers 0 à l'infini, c'est-à-dire une application positive
de l'espace C^(X) des fonctions continues à support compact dans
l'espace CQ (X) des fonctions continues tendant vers 0 à l'infini. Nous
disons que V est un noyau de Hunt s'il satisfait au principe complet
du maximum et si V(C^) est dense dans CQ . D'après un théorème dû
à Hunt, un tel noyau V est l'intégrale d'un semi-groupe fortement
continu de contractions positives {Pj^o sur ^W- Nous définissons
les puissances fractionnaires du noyau V : pour 0 < a < 1 nous posons

v/ec^, vxex ,vff/(x)=——^oop,/(x)^<r- lA

Nous montrons que V^ est l'intégrale d'un semi-groupe de contractions
positives Q^= G(^) où {^}^o est un semi-groupe de mesures posi-
tives sur [0, oo[. Nous en déduisons que V® est aussi un noyau de
Hunt.

Dans le cas où le noyau V est celui du potentiel newtonien,
V^ est le noyau d'ordre 2 a de Marcel Riesz.

7. Nous avons rassemblé dans l'appendice des définitions et pro-
priétés, concernant des espaces de mesures et de distributions, que
nous utilisons dans le texte. Les références qui les concernent sont
précédées du signe 0.
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CHAPITRE 1

SEMI-GROUPES DE MESURES

Le principe du maximum du module permet de caractériser les
générateurs infinitésimaux de semi-groupes fortement continus de con-
tractions sur Cç(X), espace des fonctions continues sur un espace lo-
calement compact X et tendant vers 0 à l'infini. Dans la partie 1 nous
indiquons le rapport qui existe entre le principe du maximum du
module et la définition d'un opérateur dissipatif relativement à un
semi-produit intérieur (Lumer-Phillips [4]).

Dans les parties II et III nous utilisons le principe du maximum
du module pour déterminer les semi-groupes de mesures de variation
totale inférieure ou égale à 1 sur R'" et leurs générateurs infinitésimaux
dont nous donnons à la partie IV une représentation intégrale.

Dans la partie V nous étudions les transformées de Fourier des
mesures d'un semi-groupe de mesures sur un groupe abélien loca-
lement compact.

I. Semi-produit intérieur et principe du maximum du module.

1. Semi-produit intérieur et opérateurs dissipatif s.

G. Lumer et R.S. Phillips ont caractérisé les générateurs infini-
tésimaux de semi-groupes fortement continus de contractions d'un
espace de Banach E à l'aide de semi-produits intérieurs [4].

Un semi-produit intérieur sur E est une application de E x E
dans C, (x , y) 1——> [x , y], vérifiant :

[x , y] est linéaire en x
\[x,y]\<\\x\\\\y\\
[ x , x } = lljcll2

Supposons l'espace de Banach E muni d'un semi-produit intérieur.
Un opérateur (D^ , A) désigne le couple d'un sous-espace D^ de E et
d'une application linéaire A de D^ dans E.
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DEFINITION 1.1. — Un opérateur (D^ , A) sur E est dit dissipait fsi

V-X-^DA , Re[A;c,Jc] < 0

PROPOSITION 1.1. — Un opérateur dissipatif de domaine dense est
préfermé ([4] Lemma 3.3 p. 693).

Comme dans le cas hilbertien le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe fortement continu de contractions est dissipatif, et on a
la réciproque suivante, qui est une variante de résultats démontrés par
Lumer et Phillips ([4] Theorem 3.1 p. 686).

PROPOSITION 1.2. — Soit (D^, A) un opérateur dissipatif de do-
maine dense tel que

V X > 0 , (XI - A)DA est dense dans E

Alors le plus petit prolongement fermé de (D^ , A) est le généra-
teur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions.

2. Principe du maximum du module.

Soit X un espace localement compact, et C^(X) l'espace des
fonctions continues sur X tendant vers 0 à l'infini, muni de la norme

11/11 = Sup |/|

DEFINITION 1.2. - Un opérateur (D^, A) sur C^(X) vérifie le
principe du maximum du module si

V/e DA , /Oc) = 11/11 ==> Re A/(x) < 0

Définissons sur C^ (X) un semi-produit intérieur de la façon sui-
vante : soit / une fonction de Co(X), |/| atteint son maximum en au
moins un point de X, nous en choisissons un que nous notons Xy, et
posons __

[f,8}=f(^)g(x^

PROPOSITION 1.3. - Si un opérateur (D^, A) vérifie le principe
du maximum du module, il est dissipatif pour ce semi-produit intérieur.

Soit / une fonction de D^, posons a ==/0cy) et considérons
g = a/, alors g(x^) = \\g\\ donc
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Re Ag(x^) < 0
c'est-à-dire __

Re Af(x^)f^) = Re [A/, /] < 0

Ainsi en combinant les propositions 1.2 et 1.3 nous pouvons
énoncer :

PROPOSITION 1.4. - Soit (DA , A) un opérateur sur Co(X) vérifiant
le principe du maximum du module, de domaine dense et tel que, pour
tout \ positif, (XI — A)D^ soit un sous-espace dense ; alors (D^ , A)
est préfermé et le plus petit prolongement fermé de (D^, A) est le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de con-
tractions sur Co(X).

Le principe du maximum positif permet de déterminer les semi-
groupes de mesures positives sur R"' et leurs générateurs infinitésimaux,
les laplaciens généralisés (C. Herz [2]). Par une démarche analogue
nous déterminerons à l'aide du principe du maximum du module les
semi-groupes de mesures complexes sur R'" de variations totales infé-
rieures ou égales à 1 et leurs générateurs infinitésimaux.

II. Le cône P.

DEFINITION 11.1. - Soit P l'ensemble des distributions T de
OE/CR'") vérifiant

/EfiXR^ , VJcER^/Oc)! </(()) ==> R e < T , / > < 0

P est un cône convexe fermé de û&^R'").

PROPOSITION 11.1. - Soit (DA , A) un opérateur sur (^(R^) véri-
fiant le principe du maximum du module, commutant avec les trans-
lations, dont le domaine contient ©(R^), alors il existe une distri-
bution T de P telle que

V/COXR^ , A/= T */

L'opérateur (D^, A) étant dissipatif et de domaine dense est
préfermé (Proposition 1.1).
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La restriction de A à ûXR'") est une application fermée de
(DÇR^ dans C^R^) donc continue, l'application

/»——>AAO) j0c)=/(-^))

est continue donc est une distribution T. Cette distribution appartient
à P et

A / = T * /

PROPOSITION 11.2. - Si T appartient à P, la restriction de T à
^m — {0} est une mesure de Radon, la restriction de T au complé-
mentaire d'un voisinage quelconque de 0 est une mesure de variation
totale finie, donc T est une distribution de S)\ (R^, espace des dis-

Lt

tributions sur R'" dont les régularisées appartiennent à L^R^ (Défi-
nition 0.2 et [7] p. 199).

Soit gGûXR^), Supp(^)CB(0, £) boule de centre 0 et de
rayon £ > 0,^(0)= ï,\g\< 1 ; soit/G ©(R^, Supp(/) C CB(O , c),
M = II/IL ; soit c nombre complexe de module 1 tel que < T , cf>
soit réel positif. Posons

h = Mg + cf

alors nous avons h(0) = \\h IL , donc

R e < T , A > = M R e < T , ^ > + | < T , / > | < 0
d'où

|<T , /> |<Re<~T^> | | / |L

II en résulte que la restriction de T à C B (0, £) est une mesure
de variation totale finie. Soit a une fonction de ©(R'") égale à 1 au
voisinage de 0,

T = aT + (1 - a)T

aT est une distribution à support compact, (1 — a) T une mesure de
variation totale finie, et par suite T est une distribution de (S)' ^R'7').

Lj

Elle peut ainsi être prolongée aux fonctions de classe C°° et bornées,
et si / est une telle fonction vérifiant VjceR"" \f(x)\ </(0), alors

R e < T , / > < 0

En particulier la transformée de Fourier de T est une fonction
continue de partie réelle négative ou nulle.
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III. Semi-groupes de mesures de type H.

DEFINITION III. 1. - Une famille i^Y^o de mesures sur R^ est
un semi-groupe de mesures de type H si

l l ^ f l l < 1 (11^11 désigne la variation totale de la mesure IJL)

/ A O = 5 , V r , 5 > 0 ^ ,+ ,=^*^

lim ^ == ô (vaguement)
t->0

THEOREME III. 1. - Soit T une distribution de ©'(R^1), les pro-
priétés suivantes sont équivalentes

a) T appartient à P
b) T est limite dans (D'Ç^) de mesures de la forme fcQi — 6)

avec k>0, \\^\\ < 1

c) 77 existe un semi-groupe de mesures {^}^o de tyPe H tel Q^

T = lim - OA,- ô) dans CDW)r-^o t

II est clair que c) entraîne b) et que b) entraîne a). Montrons
que a) entraîne c).

Soit T une distribution de P. Considérons sur C^R"*) l'opérateur
(DA , A) défini par D^ = ^(R""), espace des fonctions de classe C°°
sur R'" qui tendent vers 0 à l'infini ainsi que toutes leurs dérivées
(Définition 0.5), A/= T * /. D^ est dense dans C^R"") et (D^, A)
vérifie le principe du maximum du module. La transformée de Fourier
V/ de T est une fonction continue de partie réelle négative ou nulle,
donc

VXXî .V^eR^X- ^(j/)^0.

Nous allons montrer que pour tout X positif (XI — A)D^ contient
^C^R^"), espace des transformées de Fourier des fonctions continues
à support compact, qui est dense dans C^R^"). Soit h une fonction
continue à support compact et / = Si h :

f(x) = Sh(x) = / e^'y h(y)dy
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alors / appartient à D^ et
A/=^A) .

— — / k \
Soit g = 9k une fonction de ^C^R""), la fonction /= ̂ \~~)

A ^
vérifie

\f-Af=g

D'après la proposition 1.4 le plus petit prolongement fermé de
(DA ,A) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {PJ^o ^or"
tement continu de contractions de C^R'"). Chaque opérateur de ce
semi-groupe commute avec les translations, donc ce semi-groupe est
défini par un semi-groupe de mesures {^}^o-

v=^*/
On vérifie que ce semi-groupe de mesures est de type H et de plus

V/ed^) , lim ^<^-6^f>=<J,f>
t->0 t

THEOREME III.2. — Soit {^\^Q un semi-groupe de mesures de

type H sur Rw ; quand t tend vers 0, — (^ — ô) converge dans

(O9 iCR^") vers une distribution appartenant à P.

Soit ^ la transformée de Fourier de ^, pour tout y de R'"
l'application qui à t fait correspondre ^(y) est mesurable et vérifie

V r > 0 , |<^00 |< 1

V r , 5 > 0 ,<^+, 00=^00 ̂ 00

Donc il existe une fonction y/ sur R'", continue, de partie réelle
négative ou nulle telle que ([3] p. 144)

^=e^

Soit h une fonction continue à support compact et/ = êfth, posons

L(/)= ^ ( y ) h ( y ) d y = lim î-<^-S,f>
f-^O t
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Si pour tout x de R'" on a |/(jc)| </(0) alors
R e L ( / ) < 0

yn / sin je. \ 2
Posons g(x) = f7 (——L) > ^ors ^(0) = 1 et si x + 0, on a,=i v Xj /

0<g(jc)< 1.
Soit / une fonction de (^(R^ telle que

/(0)=0 , v / = l,...,m,^(0)= 0
Sx,

Posons M = Sup -—— ; soit c un nombre complexe de module 1
1 -S

tel que L(c/) soit réel positif ou nul ; posons h = Mg + c/, on a

I h | < Mg -h M(l - g) = M == A(0)
donc

Re L(/Q < 0 , | L(/) | < M Re L(- ^)

II en résulte que L se prolonge en une distribution T de (O1 ^R^").
L/

Soit {P^}^o le semi-groupe de contractions sur C^R'") défini
parP,/=^,*/ .

Ce semi-groupe est faiblement continu, en effet soit v une mesure
sur R'" de variation totale finie

/ P,f(x) v(dx) = f Cf * ^) (y) ̂  (dy) (kx) = /(- x))

v
La fonction /* v appartient à (^(R'") et

lim / J * v) (y) ^(dy) = } * v(0) = / f(x) v(dx)

Donc d'après un théorème dû à Yosida ([9] p. 233) ce semi-
groupe est aussi fortement continu.

Le domaine du générateur infinitésimal (D^ , A) de ce semi-
groupe contient ^C^R""), si / appartient à C^R^), (A?) = V//,
A/ = T * /. L'opérateur (D^ , A) étant fermé, il en résulte que D^
contient (©(R^ et qu'en particulier

V/GÛ^) , lim <Ï-(^JL,-6) , />=<T,/>
t->0 t

II est clair que la distribution T appartient à P.
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PROPOSITION III. 1. — Soit {^f\>Q un semi-groupe de mesures de
type H ; alors l'application 11——>^ de R+ dans MCR'") est étroi-
tement continue.

D'après la proposition 0.2 il suffit de vérifier :
a) que l'application 11——> ̂  est vaguement continue, ce qui

est une conséquence directe de la démonstration de la proposition
précédente.

b) que pour tout t^ > 0 et tout £ > 0 il existe h^ > 0 et K
compact de R"1 tels que

[ t - t^\<h, ==>|^|(CK)<£

Montrons d'abord

V r > 0 , lim |^ | (CB(O , r)) = 0
t->0

Soit / une fonction continue à support compact, telle que |/| < 1,

Supp (/) C CB(O ,r), soit M^ =—j'(l + r2), et c^ un nombre com-

plexe de module 1 tel que < ̂ , c^/> soit réel positif ou nul, posons

h(x) = M, -^ + c,f(x)

\h(x) I < M, = h(0) , donc Re < -1- (^- ô) , h > < 0

| < ^ , / > | < r M , R e < ^ ( 6 - ^ ) .f^2>

d'où lim 1^1 (C B(0 ,r)) = 0. Il en résulte que ^ converge étroi-
t->0

tement vers 6 quand t tend vers 0.
Soit IQ > 0 et £, 0 < £ < 1 ; soit r > 0, d'après ce qui précède

il existe HQ > 0 tel que

\/h , 0<h<h^ , |^ | (CB(0,r) )<£

Soit t^ tel que

0<t,<tQ , \IQ- t, K-^o
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il existe R tel que
| ^ | (CB(O,R) )<£

et si t appartient à l'intervalle | ̂  , ̂  + — h^ |, t = ^ + A avec

0 < A < AQ , d'après la propriété de semi-groupe

l ^ l ( C B ( 0 , r + R ) ) < 2 £ + £ 2 < 3 £

d'où le résultat annoncé.

PROPOSITION III.2. - Etant donné une distribution T de P, il
existe un seul semi-groupe de mesures {^}y>o de type H tel que

T = lim - OA. - ô) (dans (^(R^))
r->o t

En effet, soit {^}^o un tel semi-groupe, ^ la transformée de
Fourier de ^ et \p celle de T, nous avons

^ = e^

donc le semi-groupe {^}^o est déterminé de façon unique.

IV. Représentation intégrale des distributions de P.

Soit S un laplacien généralisé au sens de C. Herz [2] sur R'" xT,
c'est-à-dire une distribution réelle vérifiant

^eû)(RwxT),V(JC,0)eRwxT,^(Jc ,0)<^(0,0) ==><S,^><0

Considérons la distribution T sur R"1 définie par

/GCDCR'") , < T , / > = < S , ^ / >

Supposons que pour tout n de R'" on ait, \f(x)\ </(0), alors
Re(/0c)^) </(()) donc

Re < T ,/> = < S , ReÇe^f) > < 0 .

Donc la distribution T appartient à P. On a ainsi défini une ap-
plication TT du cône Q des laplaciens généralisés sur R'" x T dans le
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cône P. L'objet de ce paragraphe est de montrer que TT est une appli-
cation surjective.

1. Soit E l'espace des fonctions de classe C2 sur R'" appartenant
à C^R'") ainsi que leurs dérivés premières et secondes muni de la
norme :

11/11 = Sup |/| + S Sup -̂  4- S Sup -8 -̂
7=1 OXj / , fc=l ÔXj ÔX^

PROPOSITION IV. 1. - Une distribution T de P se prolonge en
une forme linéaire continue sur E.

Notons u(x) = ————2", et si / est une fonction de E posons
i i | x |

f(x) = f(0) u(x) + S ^-f- (0)x, u(x) +g(x)
l=i 9x/ '

et

A(/) = Sup {g '- - \ j / ~ ̂ 'f «
1 — U

A(/) est une semi-norme continue sur E. Supposons que / ap-
partienne à (ÛÇR"1) et posons

h = A(f)u + cg

où c est un nombre complexe de module 1 tel que < T, cg > soit
réel positif ou nul.

IA(JC) | < A(/) u(x) + A(/) (1 - u(x)) = A(/) = A(0)
donc

\<rT,g>\<A(f) R e < - T , M >

II en résulte qu'il existe une constante B telle que

V/EÛKR^ , | < T , / > | < B 11/H

LEMME. — Pour toute distribution T de P on a

\ïm <T , x ^ u >\ < Re < — T ,u > (/ = 1 , . . . , m)

En effet, si b est un vecteur de R'" de norme inférieure ou égale
à 1, on a
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VJCE^ , \u(x) + i(b,x)u(x)\ < 1

où (b, x) désigne le produit scalaire ordinaire. Considérons

h(x) = u(x) + /(é,;c)^0c)

avec | b \ < 1, alors on a

VJceR^" , \h(x)\ <h(0)
et donc

Re < T , h > < 0

- ïm < T , (6 , x) u(x) > < R e < - T , ^ >

Le résultat s'obtient en changeant i en — i.

PROPOSITION IV.2. - Une distribution T appartient à P et à - P
•w ^ seulement si elle est de la forme

36
x,

T = ^ S + S &y—— (1)7=1 / 9x.

où c, b. sont des nombres réels.
Supposons que T appartienne à P et à — P, on a alors

Re < T , u > = 0

et donc < T ,g > = 0, et d'après le lemme ïm < T , x.u > = 0.
m »\ y

<T,/>=nw<T,u>/(0) + Z Re<T ,x,u>-'- (0)
/=! ; ÏXf

Réciproquement supposons que T soit de la forme (1). Soit/
une fonction de (0(R'") telle que

il en résulte
VA-GR"1 , l/(x)|</(0)

Re-^(0)=0 ,/•- \ , . . . ,m
9Xf

on aura donc
Re<T, />= 0

PROPOSITION IV.3. - L'ensemble M des distributions de P vérifiant
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!Re < T , x^u > = 0 , / = 1 , . . . , m

< - T , u > = 1

est un convexe fermé faiblement compact de E\ dual topologique de
E.

Il est clair que M est convexe et fermé, pour montrer qu'il est
faiblement compact il suffit de montrer qu'il est borné dans E\ Soit
T une distribution de M

m ^ ̂
< T , / > = - / ( 0 ) + / ^ -L (0) I w < T , ; c , ^ > + < T , ^ >

,=i 3 ,̂ /

KT, /> |< | / (0 ) |+C S |^(0) + A ( / ) < D ||/||
/=! 3^

Donc M est contenu dans la boule de centre 0 et de rayon D.

2. Points extrémaux de M.

LEMME. — Soient a, fi, 7 des fonctions de classe C2 ayant des
limites à l'infini, dont les dérivées premières et secondes tendent vers
0 à l'infini, et vérifiant

0 < a < 1 , 0 < j 3 < 1 , 0 < 7 < 1

a = 1 au voisinage de 0

a + j 3 + 7 = 1

Soit T une distribution de P, alors il existe deux nombres positifs
\ et VL, vérifiant \ 4- ^ = 1, tels que (Xa + j3)T et Qua + 7)T appar-
tiennent à P.

Considérons
\ o = I n f { À > 0 , ( X a + ^ T G P }
^ = I n f { ^ > 0 , O z a + 7 ) T e P }

On veut montrer que ÀQ+ jLiç< 1. Supposons au contraire Xç + ^o> 1 :

3 X ^ < \ o ( X ^ a + ^ T ^ P
3^ <^o O i i ^ + 7 ) T ^ P , Xi +^ = 1
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3/€=(î)(R'") , 1 = /(O) > \f(x) |, Re < (X,a + 0) T ,/ » 0
3geû)(R'"),l =^(0)>|^( ;c) | ,Re<(^a+7)T,^»0

Posons alors
h ^ «(Xi/ + ^^) + \^f + ̂  ̂

Nous avons

1 =/i(0)> |/2(;c)| et R e < T , / » » 0
d'où la contradiction.

PROPOSITION IV.4. - Soit T un point extrémal de M, alors
Supp (T) n (R"1 - {0}) contient au plus un point.

Supposons au contraire que Supp (T) contienne deux points je,
et x^ distincts et non nuls. Choisissons les fonctions a, fi, 7 du lemme
telles que

a soit nulle au voisinage de x^ et je,
p " » .. » „ o et x,

1 " " " " " 0 et Xt

D'après le lemme, il existe À et fi, \ + ^ = i telles que
S, = (\a + fS) T et S, = (fia + -y) T appartiennent à P. Posons

TI = S, - iîm < S, , u > 8 - § Re < S. ,x.u > -36-
/•=! ' 9X,

T , = S , - n w < S , , « > ô - § R e < S , , ^ y > - 0 0 -
/=! / ÔXf

On a Ti + T, = T. Les supports de T, et T, sont différents et
ne sont réduits à {0} ni l'un ni l'autre par hypothèse, donc

a = R e < - T i , M > ^ 0 et b=Re<-J^,u>^0,

1 1
~a 1 et ~b T2 ^P^1^""®"1 à M. d'où la contradiction.

PROPOSITION IV.5. - Un point extrémal T de M est de la forme

T ç- ^S ^ 38
^^a'k^+^b.-^+c6+d^ (2)
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où (a^) est une forme quadratique sur R^ à coefficients réels, et si R
désigne le polynôme

alors

m m

ROO= Z û-^ j^+S (ïmb.)y.-Rec
/ . f c = i / 7 = 1 / /

\d\ < Inf R(y) .
ye^

En effet, d'après les propositions IV.4, IV. 1 et 11.2, T est de la
forme (2). Soit q une forme quadratique sur R'" à coefficients réels.

m

^(x) = S ^kxlxk
f\k=i ' '

Soit a une fonction égale à 1 au voisinage de 0 et nulle en XQ ,
0 < a < 1, posons f(x) = e^W a(x) ,

—^——(0)=^
ô ,̂ 9x^ /k

m
Re < - T ,/> = S (îma^) ̂  + Re c > 0

/ » w

La forme quadratique q étant quelconque il en résulte que
\m a^ = 0.

Soit À un nombre complexe de module 1 et soit a une fonction
de (©(R^*), égale à 1 au voisinage de 0, |a| < 1, et égale à X en XQ ,
posons

f(x)=e-i(xfy^a(x)

R e < ~ T , / > = ROQ+ Re(\de~i(xoiy))>0

pour y fixé, soit X tel que \de~1 xofy = — \d \ ; on obtient

\d\<R(y)

ceci étant vrai pour tout y

\d\< Inf R(y)
yef^
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3) Soit Q le cône des laplaciens généralisés sur R'" x T, et F
l'espace des fonctions de classe C2 sur R'" xT appartenant à (^(R^ xT)
ainsi que leurs dérivées premières et secondes, muni de la norme :

w+i
I l / I l -Sup |/| + S Sup

/=!

Ôf

9x,

w+1

+ S Sup
/ . f c= l

a2/
QXf 9x^ . ^m^=0)

PROPOSITION IV.6. — Une distribution S de Q se prolonge en une
forme linéaire continue sur F.

La démonstration est analogue à celle de la proposition IV.l.
Soit / une fonction de F, posons

m •\y

f(x,6) =/(0,0)uCos0 + S — (0,0)x,uCosQ +/=i a^ /

+^(0,0)uSm6 +g(x,ff)
Ou

Ai (/) = Sup
1 ^ 1

1 — U COS0

Ai (/) est une semi-norme continue sur F, et comme dans la démons-
tration de la proposition IV.l on montre qu'il existe une constante
B^ telle que

v/eaWxT) , I<S,/>|<BJI/||

PROPOSITION IV.7. — L'ensemble N des distributions de Q vérifiant

( < S , Xj u Cos Q > = 0 (/ = 1 , . . . , m)

( < ~ S , ^ ^ > = 1

est un convexe fermé faiblement compact de F', dual topologique de
F.

Comme dans la proposition IV. 3 on montre qu'il existe une
constante D^ telle que

V S G N , V/eû^xT) , |<S, />|<D^ H/H

PROPOSITION IV.8. - L'application TT du cône Q des laplaciens
généralisés sur R'" x T dans le cône P défini par
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V/GCDdQ , < 7T(S) ,/> = < S Je16 >

est surjective.
L'application est continue pour les topologies ""-faibles de F7 et

E'. L'image par TT de N est contenue dans M ; N étant compact
(proposition IV.6) TT(N) est compact donc fermé ; par ailleurs TT(N)
est convexe. En vertu du théorème de Krein-Milman, pour montrer
que 7r(N) = M, il suffit de montrer que 7r(N) contient l'ensemble
des points extrémaux de M, et pour cela il suffit qu'il contienne
l'ensemble des distributions de la forme (proposition IV.5).

_ .̂ a^ ^ 3 8
T = L a^ ———— -h S b, —— + c6 -h d6^

/ , f c = l / 3X,3JC^ / = i / 3;C, "0

où (a^) est une forme quadratique sur R'" à coefficients réels, et

| d | < I n f R O O

où R désigne le polynôme
m m

ROO == Z û-^ + S (ïmb.)y. - Rec
A^i /-l

Soit T une telle distribution et posons

o ^ a2^ ^ a^ ^6s = = 1 — — + S ( IW6/ )^~^•+<Rec-w)T;^/ , f c = i ôx^.ôx^ / = i / Sx. 96 3Ô2

^ 30 30
+ 1, (Re6,)—— + ïmc——-m8 + pô- v

/=i / 3jc, 30 ^o^)

où m = Inf R(y) et d = p ̂
S est un laplacien généralisé sur R'" xT et îr(S) = T.
Le cône 7r(Q) contient également P 0 (- P) ; en effet une dis-

tribution de P H (- P) est de la forme (proposition IV.2).

et si l'on pose

T = i c 6 + 2 b,-96-
/=! / SX,

36 ^ 86S = c ——+ L bf—
90 /= i 9-y/
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S appartient à Q et ?r(S) = T.
Toute distribution de P se décompose en

T = XT\ -h T^

où X > 0, T\ appartient à M et T^ appartient à P H (- P), on en
déduit le résultat énoncé.

THEOREME IV. 1. - Soit T une distribution de P, il existe :
1) Q /OATW quadratique réelle sur R'"
2) L forme linéaire complexe sur R'"
3) C constante complexe

vérifiant
\fy e R^ , Q(y) + Iw L(^) + Re C > 0

4) a mesure de Radon positive sur R^^x T - {0} vérifiant

-/Xi^^i (^-^^^x00

^l^^^^^
të/î ÇMe

V/G (Z)(R'") , < T ,/> = Q (-^-) /(O) + L (-^) /(O) - C/(0)

^ff^^ ^fWe^-td + iQ)f(Q) +

•^(0)1' Qx, J+ S Xf -^- (0) t<(^) ^ o(dx, d6)).

D'après la proposition IV.8 il existe un laplacien généralisés
sur R"' x T tel que ir(S) = T. La distribution S admet la représen-
tation suivante, que l'on déduit de la formule de Lévy-Khintchine :
il existe

1) QI forme quadratique réelle positive sur R'"^1

2) Li forme linéaire réelle sur R"*^
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3) C^ constante positive
4) a mesure de Radon positive sur R'" xT - {0 , 0} vérifiant

f ̂  . d ^ l 2 4 - O^aÇdx^dOX^v \x \ î + Ô 2 < 1

.L^^^x00

telles que

V ^ e ( 0 ( R m x T ) , < S , ^ > = Q ^ ( ^ — — ) ^ ( 0 , 0 ) +
ÔX 00

+Ll(ic'ië)g(o'o)-c^(oîo)+f^^\^x'^-
[ m ^f ~1 ^

^(0,0)+S ^— (0,0)\u(x)[a(dx^d6)
y=i 3 ;̂ J )

La formule IV.8.1 s'obtient à partir de la formule IV.8.2 en
posant g(x , 6) =f(x)eie.

V. Caractérisation des transformées de Fourier des
semi-groupes de mesures.

Soit G un groupe abélien localement compact, F le groupe duai
Les transformées de Fourier des mesures sur G de variation totale
finie sont caractérisées par la propriété suivante :

PROPOSITION V.l. - Soit ^ une fonction continue sur r, pour
que ^ soit la transformée de Fourier d'une mesure sur G de variation
totale inférieure ou égale à A, il faut et suffît que pour tout poly-
nôme trigonométrique sur G

n

f(x) = S c^(x ,7^)
k=l

on ait
n

Z c V?(7) < A H/H.
*=i
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(Rudin [6J p. 32).

THEOREME V.l. - Soit ^ une fonction continue sur F telle que,
pour tout t positif, e^ soit la transformée de Fourier d'une mesure
sur G, de variation totale inférieure ou égale à 1, alors, pour tout
polynôme trigonométrique sur G

n

f(x) = 2 c^(x ,7^) vérifiant f(0) = ||/|L
f c = i

on a

Re S
f c = i

Re Z c^(7^<0.

En effet d'après la proposition précédente

W > 0 . à c,e^^ </(0)= É c,
fc=l Jfc=l

donc

\/t>0 , Re â
fc=i

W > 0 , R e 1: c,(l- e^^X)

et en passant à la limite quand t tend vers 0
r>

Re S c^(7^)<0
fc=i

THEOREME V.2. - Soit ^ une fonction continue sur F telle que
pour tout polynôme trigonométrique sur G

f(x) = S ^(x,^,) vérifiant f(0) = ||/||o
k=l

on ait
n

S
Jfc=l

Re S c^^)<0

ûtor^ pour tout t positif, e^ est la transformée de Fourier d'une
mesure sur G de variation totale inférieure ou égale à 1.

Soit G le_compactifié de Bohr de G, C(G) l'espace des fonctions
continues sur G. Pour tout polynôme trigonométrique sur G
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n
Z c^0;,7fc)f(x) = Z c^0;,7fc)
k=l

posons

A/CO= S ^(7fc)(^^)^=1

L'ensemble D^ des polynômes trigonométriques sur G est un
sous-espace dense de C(G). Soit / un polynôme trigonométrique sur
G dont le module est maximum en XQ , point de G, et en ce point
/(3co) > 0 ; le polynôme trigonométrique g défini par

n
g(x) = f(x + Xo) = S c^ V/Cx'o , 7^) (x , 7fc)

k=l

vérifie g(0) = ||̂  ||oo, et par suite de l'hypothèse faite sur la fonction ^
n

SRe ^ ^o^)^ (7^<0
fc=l

c'est-à-dire
ReA/(;Co)<0

Ainsi l'opérateur (D^ , A) vérifie le principe du maximum du
module (Définition 1.2). En considérant f(x) = (x, 7) on obtient
Re V/(7) < 0 ; donc pour tout X > 0, (XI - A) D^ = D^ . Il en résulte
que les opérateurs Py définis sur D^ par

V0c)= î c^^Oc,-^)
fc=l

se prolongent, pour t > 0, en des contractions sur C(G) (Propositions
1.2 et 1.3) ; et par suite pour tout t > 0 et tout polynôme trigonomé-
trique / sur G

S c, e ̂ ^ < ||/||»
fc=l

Ainsi, d'après la proposition V.l, pour tout t positif, e^ est la trans-
formée de Fourier d'une mesure sur G de variation totale inférieure
ou égale à 1.

PROPOSITION V.2. — Soit V/ une fonction continue sur F, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
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a) pour tout t réel, e^ est la transformée de Fourier d'une
mesure sur G de variation totale inférieure ou égale à ^wm, où w est
une constante positive ou nulle,

b) pour tout polynôme trigonométrique.

f(x) = £ c^x , 7^) mT/ï^r /(O) = H/Hoo
fc==i

ow û

Re S c^(^) <w/(0)
fc=i

Remarque sur les théorèmes V.l et K2.

Les théorèmes V. 1 et V.2 donnent une caractérisation des fonc-
tions V/ sur F telles que, pour tout^ positif, e^ soit la transformée
de Fourier d'une mesure de variation totale inférieure ou égale à 1.
Dans le cas où les mesures ^ sont positives, — V/ est une fonction
définie négative. Les fonctions définies négatives ont été caractérisées
par I.J. Schoenberg (Metric spaces and positive definite functions,
Trans. Amer. Math. Soc., 44, 1938, p. 522-536).



CHAPITRE II

HOMOMORPHISMES D'ALGEBRES DE MESURES

Dans la partie VI, étant donné un cône convexe fermé C de
R^ nous caractérisons les distributions qui engendrent des semi-
groupes de mesures dont les supports sont contenus dans C. Dans la
partie VII, nous appliquons les résultats obtenus dans la partie précé-
dente au cas particulier où ce cône est la demi-droite R+ , et nous
étudions les endomorphismes de l'algèbre M(R+) : à un semi-groupe
{^}^o de mesures de M(R+) nous associons un endomorphisme H de
M(R^) tel que H(ô^) = ̂ . Dans la partie VIII les résultats obtenus
sur M(R+) seront étendus à M(C), où C est un cône convexe fermé
de R"1.

VI. Le cône P(C).

1. Préliminaire sur la transformation de Laplace.

Soit C un cône convexe fermé de R'" d'intérieur non vide, F le
cône dual défini par

S e F <====$> VJCGC , j c . ç < 0

Remarque. — Le cône dual de F est le cône C.
Soit £ = F — F, sous-espace de R'", FQ l'intérieur de F relati-

vement à £.

PROPOSITION VI. 1. - Soit F une fonction continue sur F + zR^*,
telle qu'il existe A > 0 et k entier de façon que

VpEF+nT , |F(p)|<A(l + IplV

et dont la restriction à F^ + ie est holomorphe.
Alors F(- ir]) est la transformée de Fourier d'une distribution

dont le support est contenu dans C.
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F(— ir^) est une fonction à croissance lente, donc est la trans-
formée de Fourier d'une distribution tempérée T.

Soit x un point n'appartenant pas à C. Il existe un voisinage B
de x et un point ^ de FQ , | fo | = 1, tels que

\ / y C K , j / . ^ > 0 , e t B n C = 0

Soit <p e (©(R""), Supp (^ C B et posons

a=InfO/ .Ço , j / eSupp(0)}

et $(p) = V e-P^ ^p(x)dx

a est un nombre positif et nous avons les majorations suivantes :
V^, 3 A' tel que, pour p = U^Q + n? avec M > 0, on ait

|$(P)|<A'(1 -h Ipl2)-^-^

Posons

f(u) = / $(^{o + irî) F(u^ + ^)dr7

Pour k1 > k +—, nous obtenons la majoration

IA^KAA'É?-^ / (1 4- IrylY-^dry

D'après le théorème de convergence dominée / est continue sur
[0,o°[. Pour Rez > 0, ^(^z) F({oZ) est holomorphe en z.

Considérons le rectangle 7 de sommets :

(u^R) y)

(u,,-R)
(u^-R)

(u^R)

P

/
^

0

—«—

"i

——^——

——>
"2
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D'après le théorème de Cauchy

/ <S>(^z)F(^z)dz=0

11 en résulte, en faisant tendre R vers l'infini, que l'on a :

/^ao^l+^))F(So^l+^))^=/$(So^2+^))F(So^2+^)^

Choisissons un système de coordonnées pour lequel Çg soit le
premier vecteur de base, et intégrons les deux membres de l'égalité
par rapport à 17^ , • . . , T?^ , nous obtenons

f(u,)=f(u^)

Donc / est constante pour u > 0 ; étant continue, elle est cons-
tante pour u > 0, et

|/(0)| ̂ A^e-^ , \/u>0

et puisque a est positif, /(O) = 0. Or /(O) = (2^ < T , ̂  > , donc
le point x considéré n'appartient pas au support de T ; le support de
T est contenu dans C.

Remarque. — La proposition VI. 1 peut aussi se déduire de la
proposition 8 p. 308 et du corollaire p. 310 — Schwartz {7].

2. Cône P(C).

Soit C un cône convexe fermé de 1̂  d'intérieur non vide, F le
cône dual. M(C) désigne l'algèbre de convolution des mesures de va-
riation totale finie dont les supports sont contenus dans C.

DEFINITION VI. 1. — On note P(C) l'ensemble des distributions
sur R'" vérifiant

/GCDCR^) , V x G C , |/(x)|</(0) ==>Re<T,/><0

P(C) est un cône convexe fermé de (©'(R^) contenu dans P. Les
distributions de P(C) ont leurs supports contenus dans C.

THEOREME VI. 1. — Soit T une distribution de P. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes.
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a) T appartient à P(C).
b) Les mesures du semi-groupe {^}^o "^g^dré" par T appar-

tiennent à M(C).
• Montrons que b) entraîne a).
Soit/Eû^R^ telle que

V J C E C , |/0c)| </(())
nous avons

Re < ̂  - ô , /> = Re f fd^-f(0) < 0

et en passant à la limite quand t tend vers 0

R e < T , / > < 0

- Montrons que a) entraîne b).
Soit ^ la transformée de Laplace de T,

^ ( p ) = < ^ , e P ' x >

définie pour p E F 4- i^ ; nous avons

\/per + i^ , V J C E C , i^^i < i
donc Re ^ ( p ) < 0. La fonction e^"^ est la transformée de Fourier
de la mesure ̂ . Elle admet un prolongement continu dans F + iR^",
holomorphe dans Fç + ie, et

V p e r + zR^ , I^^^K 1

II en résulte, d'après la proposition VI. 1 que le support de ^
est contenu dans C.

VII. Endomorphismes de M(R+).

1) Soit H un endomorphisme étroitement continu de norme 1
de M(R+), ^== H(ô^) est un semi-groupe de mesures de M(R+) de
type H ; soit T le générateur infinitésimal de ce semi-groupe de me-
sures ; d'après la proposition VI.2 T appartient à P(R+). Nous allons
étendre H à l'algèbre 0)\ (R+).

L
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DEFINITION VII. 1. - L'espace ûE)\(R+) est l'espace des distribu-
L

fions de Û)'i(R) dont les supports sont contenus dans R+ .

L'espace (D1 ^ (R+) est une algèbre pour le produit de convolution.
L/

Le cône P(R+) est contenu dans ®\(R^).
L

DEFINITION VII.2. - On appelle filtre régularisant le filtre §» de
base {Aç}g >o •

A e = { a e ® ( R ) , a>0 , f a(t)dt = 1 , Supp(a) C [0 , c]}

Ce filtre converge étroitement vers la mesure S. Une fonction ap-
partenant à l'un des Ag est appelée fonction régularisante.

THEOREME VII. 1. - Soit H un endomorphisme étroitement con-
tinu de norme 1 de M(R^).

a) Si S est une distribution de <3)\(R+), a une fonction régula-
risante, H(S * a) admet dans ûD\(R) une limite H(S), quand a tend
vers S suivant le filtre régularisant, qui est un élément de (D\(R+).
En particulier H(- ô') = T.

b) L'application H ainsi définie de ûE)\(R+) dans Ç Î ) ' ( R + ) est
L L

un endomorphisme de û) '^(R+).
L

a) La propriété a est vraie si S est une mesure de M(R+).
b) Considérons le cas particulier S = — ô\ Soit X[o,r] l a fonction

caractéristique de l'intervalle [0, r], nous avons :

-^Xto.rl^-fi

Soit a une fonction régularisante, H étant un endomorphisme d'algèbre
nous avons

H ( - S ' * a ) * H ( ^ X t o , n ) = H ( - ^ - ( 6 , - Ô ) ) * H(a)

Considéré comme une mesure, ~" X[o r] converge quand t tend

vers 0 étroitement vers 6, et d'après le théorème III.2
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H(^(ô ,~6) ) =^0x^ô)

converge dansû)^(R) vers T, donc à la limite
JL<

H(- ô' * a) = H(a) * T

et quand a tend vers ô suivant le filtre régularisant le second membre
a pour limite T : H(- 69) = T.

c) Supposons la propriété a vraie pour S et soit \p une fonction
de (0 ^(R) dont le support est contenu dans [0 , °°[ (Définition 0.5).

H(S * a) * H(<p) = H(S * a * <p) = H(S * <^) * H(a)

et quand a tend vers ô suivant le filtre régularisant

H(S) * H((^) = H(S * <^)

d) Supposons la propriété a vraie pour S^ et S^ et montrons
qu'elle est vraie pour S^ * S^ . D'après c)

H(Si * S^ * a) = H(S^) * H(S2 * a)

car S 2 * a appartient à (S> ^(R), et quand a tend vers ô suivant le
filtre régularisant, le second membre a une limite, donc la propriété
est vraie pour S^ * S^ et

H(S, * S^) = H(S^) * H(S^)

Or l'algèbre ÛD\(R+) est engendrée par M(R+) et ô\ (Proposi-
L

tion 0.5), il en résulte donc que la propriété est vraie pour toute
distribution de ®\(R+).

THEOREME VII.2. - Etant donnée une distribution T de P(R+),
il existe un endomorphisme H de M(R+) de norme 1, étroitement
continu, et un seul tel que T = H(— ô').

— D'après les théorèmes III. 1 et VI. 1 il existe un semi-groupe de
mesures {^}^>o de M(R+) de type H tel que

lim - (jn, - 6) = T (dans CD' i (R))
t-^O t L1
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- Définissons l'application H de M(R+) dans M(R+) par

H 00= f ^v(dt)

(intégrale faible, relativement à la topologie a(M , Cg)) on a

I IHOOIKIMI ,

ainsi H est une application linéaire bornée de norme 1, et H (6^) = ^..
— H est un endomorphisme :

<HOQ * H0r) , />= fffff(x -^y)^(dx)v(dt)^(dy)Tt(ds)

= ff <^^^f>^t)TT(ds)

=<HO^î r ) , />

— H est étroitement continu. Supposons que des mesures .̂ con-
vergent étroitement vers 0, soit/une fonction continue bornée, d'après
la proposition III.3 <^,/> est une fonction continue de t, donc

< H(^) , />= J < ̂  ,/> Vf(dt) converge vers 0.

- D'après la proposition VII. 1, H s'étend à l'algèbre (î)\(R+) et
H(~ ô') = T . L

- Supposons que l'on ait deux endomorphismes H ̂  et H ̂  de
M(R+), de norme 1 et étroitement continus tels que F^ (- ô') = H(- 5'),
d'après la proposition III.2

V r > 0 , H^(6,)=H,(6,)

H^ et H^ coïncident donc sur le sous-espace des mesures discrètes et,
étant étroitement continus, ils sont identiques.

2. Relation avec la transformation de Laplace.

Soit T une distribution de P(R+), H l'endomorphisme étroitement
continu de M(R+) tel que H(- 6') = T et ^ = H(ô,).

Soit V/ la transformée de Laplace de T
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V/(z) = < T , e z r > ( R e z < 0 )
nous avons

^ = e^

(voir la démonstration du théorème VI. 2).
Soit F le spectre de l'algèbre M(R+), et H l'application de F dans

F définie par

vrer , V^CM(RJ , 6(7) 00 ==7(HOx))
(pour les définitions et les notations voir le paragraphe 3 de l'appendice :
spectre de l'algèbre M(R+)).

THEOREME VII.3.

a) H(r^)cr^ et la restriction de H à I\ est définie par la
fonction V/.

b) Pour toute mesure v de M(R+).

W(v) = Kv o ^

a) Si 7 est un homomorphisme étroitement continu, puisque H
est étroitement continu, 6(7) = 7 o H est étroitement continu, c'est-
à-dire H(^)cr^

D'après la proposition 0.6, si 7 est étroitement continu, 7 est
défini par un point z de {z , Re z < 0} :

T(^) == / e^vÇdt)

H(7) (5,) = 7(H(6,)) = / e^^ds) = e^

donc H (7) est défini par le point Z = V/(z) de {z , Re z < 0}.
b) Soit v une mesure de M(R+).

iî57=iî°H

or la restriction de i> à 1̂  est définie par ^?y, et de même la restriction
de HOO^à 1̂  est définie par ^?H(i/), donc

Wv) = ̂ i/ o ^
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PROPOSITION VIL 1. — Pour que H soit un automorphisme étroi-
tement continu de MfR+), il faut et il suffit qu'il soit de la forme

<H(v)J>= f^ e^ f(at)v(dt)

où a et fS sont des constantes réelles, a > 0.
En effet supposons que H soit un automorphisme étroitement

continu de M(R+), la fonction ^ correspondante est un automor-
phisme holomorphe de {z ; Rez < 0} donc est de la forme

az + ib
^(z) =-———

a — icz

avec û, fc, c, d, réels et ad — bc > 0,
De plus V/(z) admet un prolongement continu à {z ;Re z < 0}

donc c = 0.
c'est-à-dire que

H(ô,) = e^ S,,
et

< H O O , / > = F e^ f(at)v(dt)
^o

3. Représentation intégrale des distributions de P(R+).

THEOREME VII.4. - Soit T une distribution de P(R+), il existe
deux constantes a et b vérifiant

a > 0 , Re b > 0

et une mesure a positive sur ]0 , °°[ x T vérifiant

r r 1 - cos 6 + t . . . „J J ——^——o(dt,de)<^

telles que

V<P <= <3>(R), < T , (^ > = a^'(0) - b^p(0)

+ // f ̂ ^ ~ ( 1 + l f^ ) ^(0) 1a(dt f d6)
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La démonstration de cette proposition est analogue à la partie
IV, mais plus simple :

a) Soit E l'espace des fonctions de classe C1 sur R^. appartenant
à GO^) ainsi Q^ leurs dérivées, muni de la norme

11/11 = Sup|/| + Sup|/'|

- Une distribution de P(R+) se prolonge en une forme linéaire
continue sur E.

Notons u(t) = , et si / est une fonction de E, posons

f(t)=f(0)u(t)-^g(t)

|a|
et A(/) = Sup —°— < H/H .

r>o 1 - u

Supposons que / appartienne à (D(R) et posons

h = A(f)u 4- cg

où c est un nombre complexe de module 1 tel que < T , cg > soit
réel positif ou nul.

W>0 , \h(t)\^A(f)u(t) +A(/)(1 -M(D)=A(/) = h(0)

donc
K T , ^ > | < A ( / ) R e < - T , ^ >

il en résulte qu'il existe une constante B telle que

V / e ® ( R ) | < T , / > | < B H/l l

- Une distribution T appartient à P(R+) et à - P(R+) si et
seulement si T = icô, où c est une constante réelle.

Si T appartient à P(R^) et à - P(R+), alors Re < T , u > = 0,
donc < T , ^ > = 0,

< T ,/> = /(O) < T , u > = icf(0)

Réciproquement icô appartient bien à P(R+) et à - P(R+).
- L'ensemble M des distributions de P(R+) vérifiant

< - T ^ > = 1
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est un convexe fermé faiblement compact de E', dual topologique
de E.

Il est clair que M est convexe et fermé, montrons qu'il est
faiblement compact. Soit T un élément de M

<T,/>=-/(0)+<T,^>

|<T,/>|<2 Il/H

donc M est contenu dans la boule de centre 0 et de rayon 2 qui est
faiblement compacte.

b) Points extrémaux de M.
- Si T appartient à P(R+), 0 appartient à Supp(T), et si T est

un élément extrémal de M, Supp(T) H ]0, <»[ contient au plus un
point, (cf. proposition IV.4).

Les points extrémaux dont le support est réduit à {0} sont — ô
et — ô', les autres sont les mesures

r-^T7[^,-(.-f^]<'>o,-T)
et l'ensemble de ces mesures est homéomorphe à ]0,°°[xT. L'en-
semble des points extrémaux n'est pas fermé ; les points adhérents à
cet ensemble qui ne sont pas extrémaux sont ceux du segment joignant
— ô à — 6'. La proposition VII.4 est ainsi une conséquence du théo-
rème de Krein-Milman.

VIII. Homomorphismes d'algèbres de mesures.

Soit C un cône convexe fermé d'intérieur non vide de R'". M(C)
désigne l'algèbre de convolution des mesures de variation totale finie
dont le support est contenu dans C. Nous considérerons sur M(C) les
topologies suivantes.

a) celle de la norme.
b) celle de la convergence étroite.
Soient C et L deux cônes convexes fermés d'intérieurs non vides

respectivement de R'" et R" ; l'objet de cette partie est d'étudier les
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homomorphismes de M(C) dans M(L) qui sont de norme 1 et étroi-
tement continus. On notera F (resp. A) le cône dual de C (resp. L).

1. Homomorphismes étroitement continus de M(C) sur C.

Soit h un homomorphisme de M(C) sur C. D'après la théorie
générale des algèbres de Banach, h est continu pour la topologie de la
norme, et sa norme est égale à 1.

LEMME. — Soit f une application continue de C dans C vérifiant

f(x+y)=f(x)f(y) ,/(!)= 1

l /0c ) l< l

Alors il existe un point unique p de F 4- iRm tel que

f(x) = e^

PROPOSITION VIII. 1. — Suit h un homomorphisme étroitement
continu de M(C) sur C, alors il existe un point p de F + iR^ unique
tel que

h(fJi) = / e^ fji(dx)

ce qui établit une correspondance biunivoque entre l'ensemble des
homomorphismes étroitement continus de M(C) sur C et F + iR"1.

Soit h un tel homomorphisme, posons/Oc) = A(ô^). La fonction
/ vérifie les hypothèses du lemme : il existe un point p de F + iR™
et un seul tel que

f(x) = e^
Soit VL une mesure de M(C)

A(M) = / h(8^n(dx) = / eP^^dx)

Réciproquement si p appartient à F + iR'", l'application

^ 1——> f ef^^^dx)

définit un homomorphisme étroitement continu de M(C) sur C.
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2. Homomorphismes étroitement continus de M(C) dans M(L).

Soit H un homomorphisme de M(C) dans M(L). D'après la théorie
générale des algèbres de Banach, H est continu pour la norme puisque
M(L) est semi-simple, et si H ̂  0, ||H || > 1. Supposons de plus que
H soit étroitement continu, soit k un homomorphisme étroitement
continu de M(L) sur C, alors k o H est un homomorphisme étroi-
tement continu de M(C) sur C, donc l'application k \——> k o H
définit une application ^ de A 4- f'R" dans F + iR"", telle que, si
K^i désigne la transformée de Laplace de ^, définie sur r + zR^ par

alors

^(P) = / e^^Çdx)

Wyi) = K^ o ^

On se propose de déterminer les applications V/ associées aux
homomorphismes étroitement continus de M(C) dans M(L) de norme
1. Dans la suite H désignera un homomorphisme étroitement continu
de M(C) dans M(L) de norme 1.

3. Extension de H à l'algèbre 0)' i (C).
L

DEFINITION VIII. 1. - L'espace <S\(C) est l'espace des distribu-
tions de O)' ^ (R^*) dont les supports sont contenus dans C.

L

L'espace Û D , ( C ) est une algèbre pour le produit de convolution.
Le cône P(C) est contenu dans 0)' i(C). Le cône C étant convexe

• L
possède la régularité de Whitney ; il en résulte que toute distribution
de ®'i(C) peut s'exprimer comme somme finie de dérivées de me-
sures de M(C) (Schwartz [7] p. 99). C'est-à-dire que l'algèbre®'i(C)

L
â5est engendrée par M(C) et les distributions —— (k = 1 , . . . , m).
^k

DEFINITION VIII.2. - On appelle filtre régularisant le filtre ^ de
base {Ag}6>o •

Ag = {aG ©(R^*) , a> 0 , / a(x)dx = 1 , Supp(a) C B(0 , £) H C}
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THEOREME VIII. 1. — a) Soit S une distribution de (011 (C), a une
Lj

fonction régularisante, H (S * a) admet dans (S)\(L) une limite H (S)
L

quand a ^wrf VOT ô suivant le filtre régularisant.
b) L'application H û^' définie de (û1 ^(C) daw5 û)\(L) ^r MW

L L
homomorphisme d'algèbre.

La démonstration est analogue à celle du théorème VII. 1. Puisque
, âS

l'algèbre (0 ,(C) est engendrée par M(C) et les distributions——
L 9^

(fc = 1 , . . . , m) il suffit de montrer que la propriété a est vraie si
ôô ,

S = ' — , et que si elle est vraie pour deux distributions de (0 , (C),
bx^ L

elle est vraie pour leur produit de convolution. Comme C est d'intérieur
â5non vide, il suffit de montrer que la propriété est vraie si S = —— »bu

8
u étant un point de C, et——étant défini par

ou

a(p (x) = lim ^(^(x + tu) - <p(jc))
bu t->o t

Posons
^ = ̂  ~ ô

F 1
^(<p) = J ^p(su)ds

on a la relation
_b6^

bu
et pour tout t positif

^^bu=au

90 1"^r^T0-
Posons ^= H(ô^) pour t > 0 et u fixé. La famille {^}^o est

un semi-groupe de mesures de type H, dont les supports sont contenus

dans L, donc d'après le théorème VI. 1 ~0^--5) converge dans

CO' iCR") vers une distribution T(u) de P(L).
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Soit a une fonction régularisante

/ 38 \ 1H(-—*a) *H(^)=-Oi , - f i )*H(a)v ou ' t

La mesure b^ converge étroitement vers 6 quand t tend vers 0, on a
donc à la limite

H(--J^a) ==T(^)*H(a)

et quand a tend vers fi suivant le filtre régularisant le second membre
a pour limite T(i<) :

H(-f-)=T(«)v 9u/

THEOREME VIII.2. - Soit u \——> T(u) une application de C
dans P(L) additive et positivement homogène. Il existe un homomor-
phisme H étroitement continu de norme 1 et un seul de M(C) dans
M(L) tel que

\fu^C , H(--^-) =T(^)v ÔM'

a) Soit u un point de C, d'après la proposition VI.2, T(^) en-
gendre un semi-groupe de mesures {^}^o ^e ^P® ^ ^ont ^es ^P"
ports sont contenus dans L. Il est clair que si T(iQ engendre le semi-
groupe {Vf\^Q, alors T(u + V) engendre le semi-groupe {^ * ^}^o-
On obtient ainsi un semi-groupe de mesures ̂  indexées par les points
de C tel que T(^) engendre le semi-groupe {^i^r^o •

b) Nous allons montrer

V £ > 0 , 3Mg , VJCGC , | ^ l ( C B ( 0 , £ ) ) < M e | x |

La transformée de Fourier de T(^) s'écrit

êpT(u)(rî)=u.e(rî)

où 6 est une application continue de R" dans F + iR"1. Une distri-
bution de P(L) est d'ordre 2, plus précisément il résulte de la propo-
sition IV.l

3M , \u' 0 ( 7 ? ) | < M | x | ( l + |r?|2)
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La transformée de Fourier de ̂  est ^•°, posons

g(x)= f e^ ^(dy)

m2

g(0) - g(x) = (00" / [1 - ̂ -^)] e"^ dr]

r -^
\gW-g(x)\<\x\M(^î)n J (1 + |T?|2 )^ 4 drî=MJ;c|

Soit c > 0, posons
C e = ( l - ^ - 6 2 ) - 1

Soit (pGûXR"), |(^| < 1, Supp(^) C C B(0 , £), et c un nombre com-
plexe de module 1 tel que < ̂ , ̂  > soit réel positif, et posons

/O^Cge-^+c^OO

alors pour tout y nous avons

1/00 1 < Ce = /(O)
donc

R e < ; A - ô , / X O

\<^,^>\<C^Re<ô-^,e-ïy{2><C^ \x\ = Mg |^|

c) Nous allons montrer que l'application x 1——> ̂  de C dans
M(L) est étroitement continue ; pour cela, d'après la proposition 0.2,
il suffit de montrer que l'application x 1——> p.y est vaguement con-
tinue et que V XQ € C, V £ > 0, 3 K compact et V voisinage de XQ
dans C tel que

v;cev , |^|(CK)<£
En considérant les transformées de Fourier, on vérifie que

l'application x ——> ̂  est continue pour la topologie de S', et
puisque 11^11 < 1, il en résulte que cette application est continue
pour la topologie a(M(R'1), C^CR")).

Soit XQ G C et £, 0 < £ < 1, soit A > 0, 3r > 0 tel que

HOC , \h\<r ==> | ^ | (CB(0 ,A) )<£

(conséquence directe de a)).
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Soit Xi € C tel que V = (x^ + C) H B(x^, r) soit voisinage de
XQ dans C,

3 A i > 0 , | ^ J (CB(0 ,Ai ) )<£

Soit x dans V, x = Xi + A, | h \ < r

^ = ̂  * ̂

|^J(CB(0,A + A^)<2£ 4- Ê2^ 3e

d) Définissons l'application H de M(C) dans M(L) par

"(^ / ^(dx)-c x

intégrale faible au sens de la topologie a (M , Cg). Cette application
est un homomorphisme de norme 1 étroitement continu. On vérifie
que

36
V«CC , H(~—) =T(u)

Su1

L'unicité se démontre comme dans le théorème VII.2.

4. Relation avec la transformée de Laplace.

THEOREME VIII.3. - Soit H un homomorphisme de M(C) dans
M(L) de norme 1, étroitement continu, et

TM=H(-^-)
v OU /

si Kv est la transformée de Laplace de v (définie sur F + iR^, la
transformée de Laplace de îl(v) est donnée par

J?H(P) = Kv o ^

où ^ est l'application de A + iR" dans F + i^ définie par

\/uCC , <rT(u) , e^-^ = M . <//(?)

Soit je un point de C

^H(Ô^) = ^•v/(p)
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et si v appartient à M(C), au sens de l'intégrale faible relativement à
la topologie a (M , Cg),

v = f ô^v(dx)
^

donc

HOQ= ftï(6^v(dx)

et

J?HOO(p) = f W6^)(p)v(dx) == / ^^(Ac) = ̂  ô ^(p)

Exemple. - Soit C le cône de R3 défini par les inégalités :

(x\ -x\ -x\>0

\x,>0

Le cône dual F est défini par

të^-S^O

hi<o
On notera, si x E C, s = \Aî - x\ - x^.

Soit L = R2 , le cône dual A est réduit à {0}. Définissons l'appli-
cation x 1——> T(x) de C dans P(L) par

TW » b,+,,) |^+2., ̂ +(,:,-.,) tj-

A cette application correspond un homomorphisme H étroitement
continu de norme 1 de M(C) dans M(L) tel que :

/ 98 \V^eC , H (—— ) = T(^) (Proposition VIII.2)v au/

Si x est un point intérieur à C, la mesure H (6^) a pour densité par
rapport à la mesure de Lebesgue

^°°=^ exp\~ 4^ [ (x l + X3)yî ~lx^^+ ̂  - x^y^\
L'application V/ figurant dans l'énoncé du théorème VIII.3, définie
par
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VMGC , <^(u),ep9y>= u' y/(p)
est l'application de iR2 dans F + iR3 qui à p = (ny ^ , n^) fait cor-
respondre

^(P) = ~ (r?î + T?J , 27?i r?2 , î?î - r?|)

Remarque. — Nous indiquons dans cette remarque les relations
qui existent entre les parties précédentes et les résultats connus dans
le cas des mesures positives (Bochner [1] p. 82-91).

1) Les endomorphismes de M(R+) qui conservent le cône des
mesures positives correspondent aux distributions de P(R+) qui ad-
mettent la représentation

< T , (̂  > = - a^>(0) + 6^(0) + F [<p(r) - <^(0)] a(dt)
^o

où a et & sont des constantes positives et a une mesure positive sur
]0 , o°[ telle que

^-^owx-
La transformée de Laplace ^ d'une telle distribution possède

la propriété suivante :
Si / est une fonction absolument monotone sur ]— °°, 0[ (de

classe C°° et positive ainsi que toutes ses dérivées) alors /° ^ est
aussi absolument monotone.

2) Les homomorphismes de M(C) dans M(L) qui conservent la
positivité des mesures ont été étudiées par Bochner, dans le cas où C
et L sont saillants.

0

Par définition une fonction définie sur F est absolument mono-
0

tone sur r si elle est de classe C°° et si

o 3 3 3v{i,^,.. . ,Sper , — • — • • • — / > o
dçi aç2 °ÇP

L'application ^ associée à un tel homomorphisme positif de
M(C) dans M(L) vérifie la propriété suivante :

0

Si / est absolument monotone sur F alors / o ^ est absolument
0

monotone sur A.



CHAPITRE III

CALCUL SYMBOLIQUE SUR LES GENERATEURS
INFINITESIMAUX DE SEMI-GROUPES

Le problème qui est à l'origine de l'étude que nous avons faite
des semi-groupes de mesures est le suivant :

Etant donné un semi-groupe fortement continu de contractions
{P^}^o sur un espace de Banach, et un semi-groupe de mesures
^t\^o de M(R+)» en posant

(îtx= fy^^i^

nous définissons un nouveau semi-groupe fortement continu de con-
tractions {Q^}^o ' ^^ es^ ^e générateur infinitésimal de ce semi-
groupe ?

Ce problème est l'objet de la partie X. Dans la partie XI nous
étudions la relation qu'il y a entre le spectre du générateur infinité-
simal du semi-groupe {P^ ^o e^ ce^xl du générateur infinitésimal du
semi-groupe {Q^>o • Dans la partie XII une application en est faite
à la théorie du potentiel : Si un noyau de potentiel V est l'intégrale
d'un semi-groupe de Feller,

v/oc)=rp,/(jc)^
-n

nous définissons les puissances fractionnaires V^ de V, 0 < a < 1.
Dans le cas du potentiel newtonien, V^ correspond aux potentiels
d'ordre 2 a de M. Riesz.

IX. Homomorphisme associé à un semi-groupe d'opérateurs.

Soit E un espace de Banach, et {P^}^o un semi-groupe fortement
continu de contractions sur E.

1) A ce semi-groupe nous associons un homomorphisme G de
M(R+) dans ^(E) défini de la façon suivante :
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DEFINITION IX. 1. - Soit p, une mesure de M(R+), on pose

V x G E , GOLI);C = ( P,xfJt(dt)
o

ce qui définit un opérateur G On) borné sur E tel que

HG(/i) | |<| |^| |

. et à cause de la propriété de semi-groupe nous avons

G(^ * v)x = // P,̂  x yi(dt) v(ds) = G(JLI) G(y)x .

IX. 1. Ainsi G est un homomorphisme d'algèbre de norme 1 de
M(R+) dans J?(E).

IX. 2. Si une suite fi^ de mesures de M(R+) converge étroitement
vers 0, alors la suite d'opérateurs G(^) converge fortement vers 0.

Pour la démonstration de ces résultats, voir Schwartz [8] p. 95-
101, et Hille Phillips [3] p. 435-437.

2) Extension de Vhomomorphisme G aux distributions de
^i(R.).

DEFINITION IX.2. — L'espace <D\(R+) est l'espace des distribu-
L

fions de ®\(R) dont les supports sont contenus dans R+ .
L

L'espace G)1 ^ (R+ ) est une algèbre pour le produit de convolution.

DEFINITION IX.3. — On appelle filtre régularisant le filtre Si de
base {Ag}g >o :

Ae = jaE®(R) , a>0 , / a(t)dt == 1 , Supp(a) C [0 , £] ï

Ce filtre converge étroitement vers la mesure 6.

DEFINITION IX.4. - Soit T une distribution de â)\(R+) ; l'opé-
rateur (DG,^) , G(T)) est défini par :

Le domaine Dç^) est l'ensemble des x de E, tels que lim G(T * a)x
9

existe, et G(T)x est égal à cette limite.
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IX.3. Pour toute fonction ^ de ®(R), de support contenu dans
R+ , G(<p);c appartient à Dç,^ et

G(T)G(^)JC = G(T *^)x

IX. 4. Le domaine DQ^) est dense dans E.
IX.5. l'opérateur (D(,(T) , G(T)) est fermé.
IX.6. Soient S et T deux distributions de (D' i(R+). Soit x appar-

L
tenant à Dç^)- Alors ^ appartient à Dç^,s) si» et seulement, si,
GÇT)x appartient à D^) , et alors on a :

G(T * S)x = G(S)G(T)x

IX.7. L'opérateur (D^^) ,G(- 6')) est le générateur infinitési-
mal du semi-groupe {P^>o •

Pour la démonstration de ces résultats, voir Schwartz [8] p. 102-
106.

Remarque. - Soit (D^, A) le générateur infinitésimal du semi-
groupe {P^\^o • soit T une distribution de (D' i(R+), F sa transformée
de Laplace définie dans {z ; Re z < 0}. L'opérateur (DQ/T) » G(T)) sera
également noté (Dp^), F (A)).

X. Génération de semi-groupes de contractions.

Soit T une distribution de P(R+), {^}^o *6 semi-groupe de me-
sures "engendré" par T et H l'endomorphisme de M(R^) tel que
T = H(- ô'). Posons Q^ = G(^).

THEOREME X.l.

a) La famille d'opérateurs {Q^^o est un semi-groupe fortement
continu de contractions.

b) Le générateur infinitésimal de ce semi-groupe est l'opérateur
(DG(T),G(T)).

c) L'homomorphisme associé au semi-groupe {Q^}^o est G o H.
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a) D'après IX. 1, {Q^}^o est un semi-groupe de contractions.
D'après la proposition III. 1, la mesure ̂  converge étroitement verso
quand t tend vers 0, et par suite, d'après IX.2, l'opérateur GQiy)
converge fortement vers l'identité.

b) Soit X[o.r] ^a fonction caractéristique de l'intervalle [0 , t],
on a

- ̂  * X(o.n == 8, - 8

et quand t tend vers 0, — X(o,rl converge vers la mesure 6 étroitement.

Posons

^ = H ( ^ ( S , - Ô ) ) =-^-5)

/ 1 \ ï ^t
bt = H ^- X[o,t\) = T J ^ds (intégrale faible)

H étant un endomorphisme, on a

T * b, = a,

et H étant étroitement continu, la mesure b^ converge étroitement
vers 6 quand t tend vers 0.

— Soit x appartenant à Dç/^.) • Soit a une fonction régularisante
(cf. IX. 3).

G(^)G(a)x = G(^)G(T * a)x

quand a tend vers S suivant le filtre §», on obtient

G(a,)x-G(b,)G(T)x

et quand t tend vers 0, le second membre a pour limite G(T)x, donc
je appartient au domaine du générateur infinitésimal (Dg, B) du semi-
groupe {Qj^o et

BJC = G(T);c

— Soit x appartenant à Dg,

G(a)G(û,)x = G(T * a)G(b,)x

en considérant les limites quand t tend vers 0



284 JACQUES FARAUT

G(a)Bjc = G(T * a)x

et quand a tend vers ô suivant le filtrer, le premier membre aune
limite : BJC, donc x appartient à Dç^p et

BJC = G(T)JC

c) Soit G^ rhomomorphisme de M(R+) dans ff(E) défini par

G,Wx= f^Q.x^dt)

Les applications G^ et G o H sont continues de M(R+) dans
^(E) pour

sur M(R+) convergence étroite
sur ^?(E) convergence forte

et elles coïncident sur les mesures ô^ ;

^(Ô^Q^GOi^GoH^)

donc elles sont égales.
Montrons qu'il en est de même pour les extensions de G et G^

aux distributions de CQ1 i(R+), c'est-à-dire que si T appartient à
(i! i(R+), et si S = H(T) alors

L

(DG^(T).GI(T))=(DG(S),G(S))

Nous avons démontré la propriété dans deux cas particuliers :
— si T est une mesure de M(R+)
- si T = - ô'

la propriété dans le cas général résultera du lemme suivant :

LEMME. — Supposons la propriété vraie pour T\ et T^ , alors
elle est vraie pour T\ * T^ .

Ce lemme est une conséquence directe de IX.6.
En effet l'algèbre G)' i(R+) est engendrée par M(R+) et ô' (Pro-

L
position 0.5).

La proposition X.l admet une réciproque :
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THEOREME X.2. - Soit T une distribution de df i(R+) telle que,
quel que soit le semi-groupe {P^o considéré, (D^)»0^)) soit lé

générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu de con-
tractions, alors T appartient à P(R+).

Il suffit de considérer le cas particulier E = C^(R) et le semi-
groupe {P^}^o ^éfim par P^/= ô^ */. On a alors

V^eM(R^) , G( iL i ) /= /x* /

VTE®^(RJ , Û)(R)CDG(T) ,V/e®(R) , G(T) /=T*/

La proposition X.2 est ainsi une conséquence du théorème VI. 1.

PROPOSITION X.3. - Soit T une distribution de P(R+), alors le
domaine de G(T) contient le domaine du générateur infinitésimal du
semi-groupe {P^o •

En effet, une distribution T de P(R+) peut se mettre sous la
forme

T == ô' * Oi + a^

où Oi et a^ sont deux mesures de M(R+). La proposition est ainsi
une conséquence de IX. 6.

Exemple. — Soit T^ définie par

/E®(R) , <T,,/>=^-^-^[/0)-/(0)] ̂ , 0 < a < 1

T^. est une distribution de P(R+) et la transformée de Laplace
de T^ est - (- zf (Re z < 0), ainsi

G(TJ = - (- A)"" (Yosida [9] p. 259-268)

XI. Relations spectrales.

Soit E un espace de Banach, ^?(E) l'algèbre des opérateurs bornés
sur E. Soit U une sous-algèbre commutative fermée unitaire de ff(E).
Soit (DA , A) un opérateur sur E, tel que p(A) ne soit pas vide (p(A)
désigne le complémentaire du spectre a (A) de (D^, A)) et vérifiant
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V X G p ( A ) , R ^ C X I - A ^ e t t

Soit i2 le spectre de l'algèbre U , i2 est un espace compact. Si B
est un opérateur de tt, on note Ê sa transformée de Gelfand. On
définit À : Î2 ——> C, sphère de Riemann, par :

R (^) =———L——
^ X-A(<x;)

c'est-à-dire
si R^(G;) = O,Â(G;) = oo

si R^ (G;) ̂  0, Â(c^) = X - _ ' ,
^\W)

Cette définition de À ne dépend pas de X, et on pose

Î2o = {œ ( R^ (a;) = 0} , "pôles" de À , Î2, = C Î2o

PROPOSITION XI. 1. - ([3] Th. 5.8.5 p. 187 et Th. 5.8.4 p. 186).
a) Î2o est vide si et seulement si l'opérateur A est borné.
b) Le spectre de A est égal à Â(S2).
a) D'après la théorie de Gelfand, si V a) G S2, R^ (co) ̂  0, alors

R^ est inversible dans U, donc A est borné.
b) II est clair que Â(Î2) C a(A).
Soit X^Â(S2) et Xo€p(A), montrons que S^ == 1 - (\ - X)R^

est inversible :
si o;ES2o , S^(<x;)= 1

sic^es^ ^^ (^^^"y^^o
\Q - A(OÛ)

donc V co E Î2, S^ (co) ̂  0, il en résulte que S^ est inversible et
^o^^Rx. doncXEp(A).

Soit {P^}^o un semi-groupe fortement continu de contractions
sur E, (DA , A) son générateur infinitésimal, R^ la résolvante de (D^ , A)
et G rhomomorphisme de M(R+) dans €(E) associé au semi-groupe
(définition IX. 1).

Soit tt le bicommutant de {P^o • tt est une sous-algèbre com-
mutative fermée de -e(E), et si B est un opérateur de U , inversible
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dans AE), il est inversible dans U . Soit Î2 le spectre de l'algèbre u .
51 F désigne le spectre de l'algèbre M(R+), on note ô l'application de
52 dans F définie par

G(^)(fJi)=G(fJi)(œ)

PROPOSITION XI.2. - ([3] Th. 16.2.3. p. 455).
a) Si ^ est une mesure de M(R+), G (p.) appartient à U .
b) Soit Tea>\(R+), et XEp(G(T)), alors S. = (XI - G(T))~1

L
appartient à U .

Soit B appartenant à ^?(E) tel que V t > 0, BP^ = P^B.

a) BGOi);c=B fooP,x^Ji(dt)=fw BP^(dr)=/00 P,Bxvi(dt)

=GOx)B;c

b) Si x appartient à Dç^, BJC appartient à DQ(T) et

G(T)B;c = BG(T)JC

en effet soit a une fonction régularisante, d'après a)

BG(T * a)x = G(T * a)Bx

quand a tend vers 6 suivant le fiitte régularisant le premier membre a
pour limite BG(T);c, donc Bx appartient à Dç,^ et

G(T)BJC=BG(T)JC

c) Soit x appartenant à E, S^x appartient à Dç,^, donc d'après
b) BS^JC appartient à DQ/^)^

G(T)BS^JC = BG(T)S^x

(XI - G(T))BS^JC == B(XI - G(T))S^^ = x

appliquons S^ aux deux membres

BS^JC = S^BJC

PROPOSITION XII.3. - ([3] Th. 16.3.2 p. 457) :
a) G(S2^) est contenu dans 1̂  , G(î2o) est contenu dans Fy .
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b) Si co appartient à Î2^ , ô(co) = Â(û;).
On pose ^ = Y(r)É?-^, pour Re À > 0, si 7 appartient à I\ .

^W = ̂ \(7) = -r——" (K^ d081^ la transformée de Laplace de laA 7
mesure ^).

G ( ^ ) = R X ^ O Ô = R ,

a) oj G Î2o <====> V X , Re X > 0 , RJcû) = 0

V X , R e X > 0 , ̂ (Ô(cj)) = 0
Ô(Q;) er,

b) D'après la proposition XI. 1,

VeoES^ , R^(cx;) =

donc ô(co) = Â(co)

X - Â(co) X - Ô(û;)
1 1

PROPOSITION XII.4. - ([3] Th. 16.3.5 p. 459) :
a) Si VL appartient à M(R+), le spectre de G (p.) contient e^(a(A)).
b) Si A est borné, le spectre de G(p) est égal à J?^i((7(A)).
c) Si A n 'est pas borné, et si ^ appartient à L^R^), le spectre

de G(^) est égal à ^(a(A)) U{0}.

a) D'après la théorie de Gelfand,

o(G(p)) = GOi) (Î2) = fi o ô(î2)

= ^(Â(î2^))U^(Ô(î2o))

= ^(a(A)) U ̂ i(G(î2o))

d'où le résultat a) puisque a(G(p)) est fermé.
b) Supposons A borné, d'après la proposition XI. 1, ^o"^»

d'où le résultat b).
c) Supposons A non borné, alors SÎQ ̂  0 d'après la proposition

XII. 1. Supposons que ^ appartienne à L^R^.), alors fi est nulle sur
r, (proposition 0.7) donc

ii(Ô(î2o)) = {0} , d'où le résultat c).
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THEOREME XI. 1. - Soit T une distribution de P(R+).
a) Le spectre de G(T) contient ^T(a(A)).
b) Si pour Re X > 0 (Xô - T)~1, qui appartient à M(R+), ap-

partient à L^R^.), alors le spectre de G(T) est égal à -CT(a(A)).
a) Posons pour XGp(G(T)) S^ = (XI - G(T))~1, d'après la pro-

position XI.2, S^ appartient à u. Posons pour Re X > 0, s^ = (Xô - T)~1,
pour Re X > 0, S^ = G (^). Posons

î 2 o = { c j , S ^ ( c j ) = 0 } , î2 ' i=Cî2o

Pour o; appartenant à î2i et Re X > 0 on a :

S,te)-^Âto)=^.Â(Q,)-,_^^

il en résulte que Sî\ contient S2^ et que si co appartient à î2i .

GÎT) (a;) = ^ T o Â(cx;)

d'après la proposition XI. 1

a(G(T)) = G(T) (Sî[) = J?T(a(A)> U G(t) (Î2^ - SI,)

d'où le résultat a) car a(G(T)) est fermé.
b) Supposons que s^ appartienne à L^R^.), alors s^ est nul sur

F, donc s^ o ô est nul sur Î2^ , il en résulte que Î2ç = Î2^ et Sî\ = S2^
donc

a(G(T)) = ^T(a(A))

Remarque. — Dans le théorème XI. 1, l'inclusion a) peut être
stricte, comme le montre l'exemple suivant :

^=1^(0,1) , p> 1

e-^ ^
r(t) ^o^f(x) == ̂  f (x - u^lWdu

ç
{Py}^o es^ un semi-groupe fortement continu vérifiant || P^ || = —————

On peut trouver a > 0 tel que

^"•-i^ÏT)-'
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Le semi-groupe {Py}^o est ^^ un semi-groupe fortement con-
tinu de contractions. Le spectre a (A) du générateur infinitésimal de
ce semi-groupe est vide. Soit T une distribution de P(R+), appartenant
à M(R+), l'opérateur G(T) est borné, son spectre n'est donc pas vide.

Exemple. — Soit T^ défini par

<Ta ' />=•^ïï^-co^ [ /w- /(o)]7^'o<a<l

Les mesures s^ appartiennent à L^R^.).

sinapr /»00 . r^sx(r)=——^ e ^^^-^^
(Yosida [9] p. 259-268)

Ainsi, d'après le théorème XI. 1, o(-(- A)*1) = -(- o(A)*'')

PROPOSITION XI.5. - Soit T une distribution de P(R+) telle que

<T,/>= r[/œ-/(0)]p(f)df
"o

où f^ ———\p(t)\dt<^

si il existe a,0<a<l,etC>0 tels que

r 1 c
f. ^--tT^\dt<00

alors les mesures s^ = (X8 — T)"1 sont définies par des fonctions de
L^R^.) et par suite du théorème XI. 1 le spectre de G(T) est égal à
J?T(o(A)).

En effet T = Ci T .̂ + /, où / est une fonction de L'(R+).

(Xô - T) = (X6 - Ci T^-/) = (XÔ - Ci T.,) [ô - (ÂÔ - Ci T^)-1 * /]

et

ll(ÀÔ-CiT^)-1 */|li<1 11/Hi
A
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donc pour X > ||/||i , ô - (Xô - C^T^r1 * / est inversible dans
M(R^).

(X8 _ TF1 = (Xô - (W1 * [6 - (X6 - C^T^F1 * /F1

et puisque (Xô - CiT)"1 appartient à L^R^.), (Xô - T)~1 appartient
également à L^R^).

XII. Application à la théorie du potentiel.

Puissance fractionnaire d'un noyau de Hunt.

Rappelons le théorème fondamental de Hunt :
Soit X un espace localement compact à base dénombrable. Soit

V un noyau continu tendant vers 0 à l'infini. Pour que l'image
V(C^(X)) soit dense dans Cç(X) et que V satisfasse au principe
complet du maximum, il faut et il suffit qu'il existe un semi-groupe
fortement continu de contractions positives {P^^sur C^(X), tel que

v/^)/0c)= /oe Pff(x)dt , v/ec^X) vjcex ;

le semi-groupe {P^\>o associé à V est unique. (Meyer [5]). Un tel
noyau sera appelé noyau de Hunt.

Soit V un noyau de Hunt, intégrale du semi-groupe {Pj^o • ^n

pose pour 0 < a < 1 :

V/€=CK , V^) = F^ ^ P,f(x) t^dt .

THEOREME XII. 1. — Le noyau V^ est un noyau de Hunt.
a) Le noyau V^ est un noyau continu tendant vers 0 à l'infini.
Soit / dans C^ ,

r(a) V^/Oc) = J^ P,f(x) t^dt + f00 P,f(x) t^dt.

La première intégrale est uniformément convergente en x, c'est
donc une fonction de C^ . Pour t > 1, ^"^ 1, donc :
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^ P,/(x) t^dt < ̂  P,f(x)dt < V/(;c).

La seconde intégrale tend donc vers 0 quand x tend vers l'infini, et
c'est une fonction s.c.i.

/°°P,/OOdr= /oeP,/^)^ t f- ld^+ /^P./OOO - t^dt.

Le premier membre est une fonction continue, les deux termes du
second membre sont continues. Donc V® est un noyau continu ten-
dant vers 0 à l'infini.

b) Le noyau V*1 est l'intégrale d'un semi-groupe fortement con-
tinu de contractions positives sur C^ÇX).

Soit T^ la distribution définie à la fin de la partie X, il existe
un semi-groupe de mesures positives {^r^o (ie M(R+), de masses
égales à 1, étroitement continu, tel que

e-^ = ^ e-'^^ds) , \fu > 0 , W > 0 ,

et on a

——=—— F e^s^-^ds , \fu>0 ,u^ r(a) ^o

^ ^ f ^ e - ^ d t , V ^ > 0 .

LEMME. - Soit g une fonction s.c.i positive sur R + , alors

ri) .C^)5'-^ = /o" [^ ̂ 5>^<^]^ •
Pour toute fonction g de C^(R+),

^[^^^^j^

est définie, car il existe k > 0, et u > 0, tels que |^(^)| < Jte"^, et
cette forme linéaire sur C^(R+) définit une mesure positive v sur

[0, oo[ dont la transformée de Laplace est —, donc
u^
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v(ds) =—— sa~l ds .r(co
Soit g une fonction s.c.i. positive sur R+ ; il existe une suite crois-
sante g^ de fonctions de C^(R+) convergeant vers g, et pour tout n,

^-/;^(.).<r-l^=/;[/;^(.)^?)]^ ;
en appliquant le théorème de la convergence monotone de Lebesgue,

lim F g^(s)^^(ds)= f g(s)^^ds) ,
n-^oo ^O ^O

et par une deuxième application de ce théorème,

—r^s^-^s = r r gçs^^s) \dt.
r(a) ^o "o ^ ^o J

Soit Q^= G(^LI^), où G est rhomomorphisme associé au semi-groupe
^t\>o9 ^a fa"11^ ^Qr^^o est un semi-groupe fortement continu de
contractions positives sur Co(X) (Théorème X.l). La fonction
g(s) = Pyf(x), pour / dans C^(X), est continue positive et, d'après
le lemme,V<70C) =~^) f^^5^5 = r[ r P.^)^^)]^.
le crochet est égal à Q^/(x).

V^/M^^Q.Ax)^,

le noyau V" est donc l'intégrale du semi-groupe {Q^ ^o -

Domaine positif d'un noyau. Soit V un noyau continu tendant
vers 0 à l'infini ; on appelle domaine positif de V :

D^^/EC; ,V/(;c)<oo, Vx , etV/GCo(X)}

D+ (V) contient C^X).
Soit V un noyau de Hunt, on a défini X^ pour 0 < a< 1, on

pose :
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V1 = V et V° = 1 .

Soient a et ft tels que 0 < a < j 8 < l , o n a alors

D^V^CD^V) .

En effet, pour t > 1, ̂ "^ ̂ -1, et la démonstration se fait comme
dans la partie a) du théorème XII. 1.

Supposons de plus a + j3 < 1 et / dans D^V^^), alors / est
dans D^V^) d'après ce qui précède, et on a

V^/CD^V^) , V^V^/) = V^ f .

En effet, par hypothèse, V^/ est dans Co(X),

^"^-•naTBr1'-^'""1'"-
Le résultat annoncé résulte de calculs classiques sur les fonctions
eulériennes.

Remarque. - Soit V un noyau de Hunt, intégrale du semi-groupe
{Pj ; le générateur infinitésimal A du semi-groupe {P^} est injectif ;
soit RQ = —A"1 , c'est un opérateur fermé (en général non borné)
qui prolonge V, et on a

D^Vï^Dd^nc^ .

0. Appendice.

1. Espace de mesures M(X).

Soit X un espace localement compact. M(X) désigne l'espace
des mesures complexes sur X de variation totale finie. On pose

11^11= I ^ I ( X )

Pour cette norme M(X) est un espace de Banach.

DEFINITION 0.1. - Des mesures ^, de M(X) convergent étroite-
ment vers 0 si pour toute fonction continue bornée f
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\imffdfJif= 0

Cette convergence correspond à la topologie a(M(X), Cg(X))
où Cg(X) désigne l'espace des fonctions continues bornées sur X.

Une application de M(X) dans un espace topologique Y sera
dite étroitement continue si elle est continue pour la topologie
O(M(X),CB(X)).

En anglais le mot étroitement est traduit par strictiy, Bochner
appelle cette convergence la convergence au sens de Bernoulli (Bochner
[1] P. 15).

Dans le cas des mesures positives on a le critère suivant :

PROPOSITION 0.1. — Pour que des mesures ^ positives de M(X)
convergent étroitement vers une mesure ju il faut et il suffit que

a) Pour toute fonction f continue à support compact

\ïm ffd^= f fdn

b) lim f d^ = j dyL

Dans le cas des mesures complexes quelconques de M(X) on a
le critère suivant (Schwartz [8] Lemme 17.4. p. 91) :

PROPOSITION 0.2. — Pour que des mesures ̂  de M(X) convergent
étroitement vers 0 il suffit que

a) pour toute fonction f continue à support compact

lim f fd^f = 0

b) V £ > 0 , 3 K compact et ÎQ tels que

\fi>i^ | ^ | (CK)< c .

Soit / une fonction continue bornée et £ > 0, 3 K compact et
^o ? V / s> ^o » 1^ / l (C K) < £, soit a une fonction continue à support
compact, 0 < a < 1, et a = 1 sur K,

ffd^ = fafd^ + / (1 - a)fd^



296 JACQUES FARAUT

et pour i > z'o ,
\f(\ -a)fd^ <£ H/H»

af est continue à support compact,

3 / i , \/i>i, , /A/^, < £

donc pour i > ÎQ et ^

l//^, < ( 1 + ||/|L)£

Cette proposition admet une réciproque dans le cas des suites :

PROPOSITION 0.3.(1) -Soit^ une suite de mesures de M(X) con-
vergeant étraitement vers 0, alors

V £ > 0 , 3 K compact et HQ tels que

\/n>n^ , | ^ J ( C K ) < £

Nous voulons montrer

V e > 0 , 3 / 2 o e t K compact tels que

V n>n^ , | ^ | (CK)<£

supposons au contraire

3 £ > 0 , V HQ et K compact, 3 n > n^ , | ̂  | (C K) > £

et dans cette hypothèse nous allons construire une fonction continue
bornée / et une suite n^ < n^ < • • • < Up • • • telle que

^•\f-VP, !//*„,>,

Soit KI un compact, 3^ tel que l^iy, | (C K^) > £

3^i continue à support compact \g^ \ < 1

Supp(^)HKi =0 , \^^g,)\ =£

La suite (K , n , g ) est construite par récurrence telle que

K^DK^USupp(^.,)
(l ) La démonstration de cette proposition m'a été communiquée par J.P. Schreiber.
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\gp \ < 1 , Supp(^p) 0 Kp = 0 , 1/i,,̂ ) 1 = £
p-i

^(S^K)h-i^(^)^n ( s )̂V K == 1 / P V K = 1P ^ K = = l

Posons / = ^ ^ , puisque les fonctions ̂  ont des supports dis-

joints, / est continue et |/| < 1 .
/ P

ff^n. = ̂  (S, ̂ ) + / ( . S , ̂ ) ̂P ^=1 K = p + l

1^ (i ^)i>^\ y — « '
P ^=1

InX-)-K^^^
I^KCK^.X^

donc V f^n

2. £'5pûc^ ̂  distributions (O'^R"1) ([7] p. 199).
L

DEFINITION 0.2. - L'espace®9 ̂ m) est l'espace des distributions
de St^R^) qui sont sommes finies de dérivées de mesures de MÇR™).

PROPOSITION 0.4. — Pour qu'une distribution T appartienne à
(Sf ^m) il faut et il suffit que

JU

VaGûiXR'") , T * aGL^R^)

DEFINITION 0.3. — L'espace âSCR'") est l'espace des fonctions de
classe C00 sur R'" qui tendent vers 0 à l'infini ainsi que chacune de
leurs dérivées.

Munissons (^(R"") de la topologie d'EVTLC définie par les semi-
normes

P^n-SupID^/l

le dual de W") est (O1 ^R^).
L
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DEFINITION 0.4. - L'espace ®^(R+) est l'espace des distribu-
tions de û),(R) dont les supports sont contenus dans R+ .

L'espace (û1 i(R+) est une algèbre pour le produit de convolution.
L

PROPOSITION 0.5. - Toute distribution T de (D1 i(R+) est somme
de dérivées de mesures de M(R+).

Soit T une distribution de (O* ^(R+) ; par définition il existe des
Li

mesures ̂  de M(R) telles que

T = S ôW * ̂
K = l

Posons

a(t) = Y(r) e-^ ————— , a > 0(n - 1)!

le produit de convolution T * a appartient à MCR"*"), or

(aS - 8')^ * a = ô
donc

T == (aô - 6')^ * a * T
d'où le résultat.

DEFINITION 0.5. - L'espace (D^ÇR^ est l'espace des fonctions
C°° sur R^ dont toutes les dérivées appartiennent à L1 (R^").

Si ^ appartient à ûE) ^(RW) et T appartient à (0' ^R'"), alors
T * (^ appartient à (0 ^ (R'").

3. Spectre de l'algèbre M(R^) ([3] p. 147-150).

Soit F le spectre de l'algèbre M(R+). On note fi la transformée
de Gelfand de JLI.

PROPOSITION 0.6. - Pour qu'un homomorphisme 7 de M(R+)
sur C soit étroitement continu il faut et il suffit qu'il existe z, Re z < 0,
tel que

7(^)= f e^^dt)
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L'homomorphisme 7 est continu pour la topologie a(M(R+),
Cg(R^)), il existe donc une fonction continue bornée / telle que

700 = f f(t)^dt)

et 7 étant un homomorphisme

^^)=^(Ô^6,)=-Y(Ô,)(6,)

f(t+s)=f(t)f(s)

donc il existe z E C, Re z < 0, tel que /(O = ^t

Nous noterons I\ l'ensemble des homomorphismes étroitement
continus de M(R+) sur C, et 1̂  = C 1̂  . 1̂  est homéomorphe au
demi-plan {z , Re z < 0}. La restriction de ji à 1̂  est définie par la
transformée de Laplace J^LI de p..

Le sous-espace de M(R+) des mesures qui ont une densité par
rapport à la mesure de Lebesgue sera identifié à L^R^.). Soit e^ la
mesure de densité Y(r)e~^\ pour Re X > 0.

PROPOSITION 0.7. - Soit 7 un élément de F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.

a) 7 appartient à 1̂  .
b) V X , R e X > 0 , 7 ( ^ ) = 0
c^/iEL^R^), 7 (^ )=0

II est clair que c) entraîne b), montrons que b) entraîne a).
Supposons au contraire qu'il existe z, Re z < 0, tel que

70i)=/ e^^dt)

^) = F é?zt"^ = 7—— ̂^o X - z
0

Montrons que a) entraîne c). Supposons au contraire qu'il existe
^ dans L^R^) tel que 7(^1) ̂  0, et posons

)̂ . ̂ ) = 2^)
7(^*)
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/ est une fonction bornée, /(O) = 1, f(t + s) = f(t)f(s). Puisque 11
appartient à L^R^.) l'application t 1——> ^ * 6^ est continue de R+
dans M(R+) pour la topologie de la norme, donc/est continue, donc
il existe z, Re z < 0, tel que f(t) = e^. Soit v appartenant à M(R+),

7(^i * ^) = 7 (/ (^ * ô^) ^(rfr))

(intégrale faible, relativement à la topologie a (M , Cg)).

7(^ * v)= f 7 ( f J i * ^)v{dt)

= 7(/A) / ^zt ̂ (^)
donc

7(^) = / e^ v(dt)

d'où la contradiction.
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