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SUR LA METHODE DE RESONANCE ET SUR UN THEOREME
CONCERNANT LES ESPACES DE TYPE (B)

par I. S. G4l (Princeton).

1. — Introduction.

Dans ce qui suit je me propose d’examiner un probléme concernant
les espaces de Banach en utilisant une méthode trés puissante de
I'analyse classique, due a2 H. Lebesgue. Cette méme méthode peut
dtre appliquée avec succés a d’autres domaines, tels que théorie de
la sommation, séries trigonométriques et potentielles, et intégrales
singulieres. Toutefois ces problemes présentent des caractéres simi-
laires ; dans chacun de ces cas on cherche des conditions nécessaires
pour la convergence d’'une suite de fonctionnelles.

Plusieurs de ces conditions peuvent étre obtenues par des voies
plus ou moins difficiles, & partir d’un théoréme concernant la borne
uniforme d’opérations linéaires connu aussi sous les noms : théoréme
de résonance 1], théoréme de Banach-Steinhaus [2], principe de la
borne uniforme [3], ou méme th. 5 p. 80 du livre de Banach[4]. La
démonstration de ce théoréme, présentée sous des formes diffé-
rentes par plusieurs auteurs, utilise un raisonnement sur les
catégories, méthode trés utile mais pas assez fine.

La méthode de Lebesgue m’'a permis de démontrer quelques
résultats sur 'approximation des fonctions mesurables [5], résultats
qu’il ne me semble pas possible d’obtenir par I'utilisation des caté-
gories. Par I'application directe de la méthode de Lebesgue au
probléme de la borne uniforme des opérations définies dans un
espace de Banach, j'obtiens une forme beaucoup plus générale du
principe de la borne uniforme. Un autre avantage de la méthode que
J'utilise ici est que 'on peut en reproduire toutes les étapes dans
chaque probléme particulier.
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2. — Définitions et résultats.

On sait qu'un espace vectoriel est un ensemble d’éléments z € E
ou sont définis la somme de deux éléments quelconques et le produit
d’un élément par un nombre réel ces opérations satisfaisant aux lois
usuelle de 'arithmétique. L’espace est dit normé s’il est en outre
muni d’'une norme ||z|| satisfaisant aux conditions suivantes :
I >0 [lo+-31| <llll |}y pour tout =, y E; [pual|=[3]. ||
pour chaque % réel et x e E; |jx]| = Squl 3 U
désigne I'élément neutre par rapportal'addition de E. On peut définir
alors la distance de deux éléments quelconques x et y comme étant
|lc —y|| et E devient alors un espace métrique.

L’espace étant métrisé, on peut parler de suites {z,{ convergentes
vers un élément x, définies par la condition |jz;—x||—o0 pour
i— oo. Il est évident qu’une suite convergente satisfait & la condition
de Cauchy, c’est-a-dire |jz; — «;|| — o pour i, j— co. Par contre la
validité de cette condition n’entraine pas en général la convergence
de la suite {z;{. Si I'espace est tel que chaque suite {x;| satisfaisant
a la condition de Cauchy est convergente I’espace est dit complet.

Considérons maintenant deux espaces vectoriels E et E’ normés,
non nécessairement complets. Faisons correspondre a chaque élément
xz € E un élément quelconque, mais bien défini, de 'espace E' qui
sera noté par u(x). Nous obtenons ainsi une fonction, ou suivant la
terminologie actuelle, une opération u(x) définie sur E a valeurs dans
E'. Notons en passant, que dans le cas le plus important ou E’ est
I’espace des nombres réels la fonction est appelée une fonctionnelle.

On dit qu’une opération u(x); x € E & valeurs dans E’ est bornée et
homogene, s'il existe un nombre positif M tel que [|u(x)|| < M|lz|| pour
chaque 2 e E et si de plus ||u(xz)|| =]}|. [|u(x)|| pour chaque ). réel et
zeE. Donc on peut parler de supHu(w)H <M <+ o, qui sera

il=ll <
appelé la norme de l'opération u(ac) et noté par |u|l. On a alors

[|u(x)|] <|u|.||z|] pour chaque = € E et cette inégalité ne peut pas
étre améliorée. Nous pouvons choisir ainsi des éléments « tels que
I'on ait | u(x)|| >|u|/2. Comme ||u(9)|| = o0, nous avons z=~0; donc
en vertu de ||lu(0x)|| =|2|. ||u(x)|| nous pouvons choisir les ||z|| = 1.
Définissons une classe de suites d’opérations bornées et homogénes
de la maniére suivante :

Dérinition. — On dit qu’une suite d’opérations bornées et homo-
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geénes est asymplotiquement sous-additive si elle satisfait aux conditions
suwantes : On a

(1) (lan(@ =) < Hea(@)]| 4 O(la - Iy[])

uniformément dans x, ye E ; et

(2) inf [[|u,(z + )| [lun(@)l| — 2] = ofunl).

f
i<t

pour chaque élément © e E, mais non nécessairement uniformément
dans x.

Maintenant nous pouvons énoncer notre résultat concernant la
borne uniforme des suites d’opérations comme suit :

TuforiMe 1. — Soit donnée une suite {u,(z)}(n=1, 2, ...)
asymptotiquement sous-additive d’opérations bornées et homogénes,
définies dans un espace vectoriel, normé et complet E. Si l'on a

(3) @O llan(@)]] < H(z) < H-o0

pour chaque © € E, alors la suite des normes est bornée, c’est-a-dire

lu,| <<+ o0 pourn=—r, 2, ....
Et on le généralise tout de suite :

Tutorime 2. — Soit donnée une suite {u,(x){(n=1, 2, ...)
d’opérations bornées el homogeénes, définies dans un espace vectoriel,
normé par la norme ||x||. Supposons qu’il existe un sous-espace E
complet, normé par quelque norme ||x||z et tel que la suite {u,(z)} est
asymptotiquement sous-additive dans E et, en plus |u,|— O(|u,[g). Si
lon a (3) pour chaque x € E, alors |u,| < p. < 4o pourn=r1, 2,....

3. — La méthode de Lebesgue.

Considérons la suite {z,| satsfaisant a

(B |ua()|>=ul/2 et ]=1 (=1, 2, ...).

On dit d’aprés G. Pélya [6] que les éléments ,, x,, ... sont en
résonance avec les opérations u,(z), u,(x), ..., respectivement. En
effet nous obtenons immédiatement

Jual/2 < ua(@)| <,
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et cette inégalité montre que la norme de u,(,)a exactement le méme
ordre de grandeur que la norme de 'opération u,(x).

Pour chercher la démonstration du théoréme 1 ci-dessus nous
allons appliquer la méthode de Lebesgue : Supposons que

lim [u,| =+ oo.

Notre but est d’obtenir un élément e E tel que (3) ne soit pas
remplie. Partons des éléments z,, ,, en résonance avec
u,(x), u(x), .... Il y a parmi eux des éléments x, (k=1, 2, ...)
pour lesquels on a ||u,,(x,,)|| >+ o ; k— oo. Essayons de déter-
miner x, tel que (3) ne soit pas vrai, par une série infinie

o k;ﬂ ax,, (a, > o0),

dont on assure la convergence par la condition Za, < .

Lorsque ||u,,(x,,)|]| > o, nous essayons de choisir les coeflicients
tels que [|u, («)|| ait & peu prés le méme ordre de grandeur que celui
de ||u,(, )|]. Il n’est pas difficile de voir que la différence entre eux
peut étre majorée par

<§ w> i+ 0w 3 an

ou le nombre ¢, >> 0 ne dépendant que des coefficients a, a,, ..., g,
et de n; est aussi petit qu’on veut dés n; est assez grand ;

-1

(@, .. Q5 Ty oeeey Ty )

Observons que le premier terme est indépendant du choix de a;;
k>ietw, ; k>1i, et de la méme fagon le dernier terme ne dépend
pas des éléments @, ; k> (i+ 1). Cela donne I'idée de construire
par induction par rapport di=—=1, 2, .... Les détails précis de la
construction sont comme suit :

Démonstration. — Soit donnée une suite {z,{ satisfaisant aux

conditions (4). Supposons '’hypothése du théoréme satisfaite et la
conclusion en défaut :

(5) lim 2, =+ 0.

On peut chon.su', alors, un élément x, tel que l'on ait |]u,,l(:c,,l)|.| >2.
Supposons maintenant que les éléments x,, z,, ..., ©, (i>2)
sont déja choisis d'une maniere convenable.
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Considérons d’abord
Yi=2x +

Comme 1'hypothése (3) est supposée valable on a

(6) [lu(y)|| <<H(y;)) pour tout n=r, 2, ...
|u,,_ | et y; étant fixés on déduit de (2)

(7) Moyt Oll ANl — a0l > — |2n,_ /2" |uy,_ |

pourvu que n; soit assez grand ; n; > n(|u,, _|, y;). Choisissons main-
tenant en vertu de (5) la valeur précise de n; tel que I'on ait aussi

(8) jan | = 2" Jun,_ | [H(y:) + 1]

Ainsi nous venons d’obtenir une suite {2, }(i=1, 2, ...) satisfai-
sant aux conditions (4), (6), (7) et (8).
Enfin, posons

m—wn,+—L+ +

+_'__.__"!:J_

lll l Iu"l I

Iu"ll |un, 1
et
Iu ‘, '+ "a+|i
La convergence de ces séries est évidente parce que [jz,||=1 et

|u,|>1(i=1, 2, ...), donc la condition de Cauchy est satisfaite. En
particulier nous déduisons de la :

(9) [2d] < 1/|uy,] =1, 2, ...).
Montrons maintenant que lim ||u,(z)|=-, ce qui sera

contraire & I'hypothése du théoréme. Tout d’abord, on tire immé-
diatement de la définition de y;, z; et  que x=y,~+}x, /2" 'lu,,_, '+ 2.
D’aprés (1), (7) et (9) on obtient alors
l[2n(@| = [ln(yi =2/ | |+ 20|
> [0yt /2 Dl 401 2
= [l (@n/ 2" |t Dl — [Jan | — |2al/2" |, | 4-OC1).
Enfin, utilisant (4), (6) et (8) on a

lan ()| = /2, | — H(y)) 4 O(1) > i+-O(1)

pour touti—1, 2, .... Le théoréme 1 est donc démontré.
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4. — Remarques et exemples.

Considérons maintenant quelques exemples de suites d’opérations
asymptotiquement sous-additives. Le cas le plus simple est celui des
opérations linéaires, c’est-a-dire telles que

we+y)=u@)+uly) et @) <M.

Il est facile de voir que ces opérations sont continues partout et
remplissent la condition u(2z) = lu(x) pour tout X réel.

Le cas suivant est celui des opérations homogenes, bornées et
sous-additives. Elles satisfont aux conditions :

(10) lo(@)| <Mll=|;  [leO)]|=][2]-[|=]]
et
lla(z )| < [Ju(@)|| +{Ju@)I]-

On peut aisément montrer que la norme |[u(x)|| est une fonctionnelle
homogene, bornée et continue partout. L'opération elle-méme est
continue au point  — 9, mais elle n’est pas nécessairement continue
partout. Considérons, par exemple, I'espace des fonctions continues
dans o <{¢<C1, normé par ||z|| = max|z(¢)|. Soit = (0 L7 <{1) la
plus petite valeur de ¢ pour laquelle |z(r)|= max |z(t)|, on voit alors
que l'opération

u(w):ea""‘f’ |ao(t)| dt

satisfait & (10), mais n’est pas continue partout.

Voici finalement un exemple pour le cas général : D’apres
L. Kantorovitch [7] la moyenne métrique d’une fonction mesurable
z(t)(o < t< 1) par rapport & l'intervalle (a, ) est le nombre réel

h=m(a, b)m[x(t)]
pour lequel
mes E[z(f) > h] > (b —a)/2
mais

mes E[z() > h—+¢] < (b—a)/2

pour tout € > o.



METHODE DE RESONANCE 29

Considérons 'espace des fonctions continues dans [0,1], normé
par max |z(¢)|. Posons

w@=a, 3 m(Et Dinfe)]  (=ra, )

ol a, > o désigne un nombre réel quelconque. On peut facilement
montrer que I'opération est bornée, homogene et |u,|—=a,.n. Il est
évident aussi que ces opérations satisfont a la condition (1) et (2).

Considérons maintenant les mémes opérations dans l'espace
L(o,1). On peut facilement montrer que |u,|— 4a,.n : En effet, on
a en vertu de la définition

m (s )| < m (o ) w0,

2k — 1
an

2n an
et n
2k—1 k D
m(Et )l <in [ e(ola
2n
Cela donne
" 2k—1 k
||u”(m)[[<ank§i’m< = ,—n~>m[av(t)]l
<[;an.né " |2(t)|dt < ha,.n,
K=1Jsk—n

2n
pour n'importe quel élément x(¢) satisfaisant a ||z|| = ‘/; ()| dt < 1.
D’autre part on obtient exactement || u,(z)|| = 4a, . n pour la fonction

o(t) = b4, si (2k —1)/2n <t < (bk—1)/bn
T (o pour les autres valeurs de ¢; o <{¢<1.
Les fonctionnelles ||u,(x)|| (:ceL(o, 1)) sont évidemment continues
pour §=06(tf)==o0, mais elles sont discontinues pour tout élément
différent de zéro.
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