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UNE CLASSE
D’OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
DU TYPE DE VOLTERRA

par Alain PIRIOU

Soient I, un intervalle ouvert de R et X' une variété C™ ; nous
définissons une classe d’opérateurs pseudo-différentiels anisotropes P
dans X = I, x X' ('anisotropie étant définie par la donnée d’un poids
sur x, €1,) qui sont de Volterra par rapport 4 x, en ce sens que pour
tout t€1,, la nullit¢ de u pour x, <¢ implique la nullit¢ de Pu
pour x, <t Dans cette classe, certains opérateurs admettent non
seulement des paramétrix, mais de vrais inverses.

Ainsi, nous retrouvons en partie ’existence des solutions élémen-
taires pour les systémes d’opérateurs différentiels paraboliques au sens
de Petrovski, et nous pouvons effectuer trés simplement I’étude des
problémes aux limites pour les systémes d’opérateurs différentiels pa-
raboliques dans un cylindre borné (voir [1] et [15]) en nous ramenant
a un probléme pseudo-différentiel sur le bord latéral du cylindre ;
cette méthode permet d’établir un théoréme d’existence pour les pro-
blémes paraboliques a droite, d’unicité et régularité pour les problémes
paraboliques & gauche, en reliant la solution aux ‘données par des for-
mules ne faisant intervenir que des opérateurs de la classe en question,
et des traces ; d’ou la discussion quand les données sont des distri-

butions, en particulier dans les espaces H_, W_‘,,p, C,.

Le présent article est consacré a I’étude de la classe d’opérateurs
du type de Volterra. Dans le § 1, nous rappelons les définitions relatives
aux opérateurs pseudo-différentiels anisotropes P correspondant a des
symboles p = p(x,in, ,n') admettant a Pinfini un développcment
asymptotique en série de fonctions quasi-homogénes p;(x ,in, ,n")
(avec n, ER, ' ER™™', et un poids a, sur 7, ; voir [7], [8], [13]).
Puis nous montrons que si P est de Volterra, alors les composantes
p; du symbole de P admettent pour & > 0 un prolongement
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p;(x,& +ing ,n"
holomorphe en §, = &, +in, .

Dans le § 2, nous montrons que, réciproquement, étant donnée
une suite (pi) de fonctions p; vérifiant cette propriété, il existe un
opérateur de Volterra P de symbole Z p; ; il est 4 noter que les mé-
thodes habituelles de construction de P (voir par exemple [4], théo-
réme 3, et [9]) sont ici en défaut. Le résultat est obtenu en les trans-
posant par transformation de Fourier inverse, c’est-ad-dire en utilisant
localement les noyaux des opérateurs (voir [11]). Nous en déduisons,
grosso-modo, que si le symbole principal p, de P est inversible pour
¢, = 0, alors P admet une paramétrix de Volterra.

Dans le § 3, nous montrons qu’un tel opérateur P est en réalité
inversible quand on se restreint 2 un compact de X ; la démonstration
utilise le théoréme des noyaux dans sa forme globale : si Q est une
paramétrix de P, nous posons QP =1 — R, et un inverse (3 gauche)

de P est défini par (I + S)Q, ou S est 'opérateur de noyau Z N,,

v=1
N, désignant la pidme jteration du noyau N de R ; remarquons que,
formellement, cette méthode est exactement la “méthode de la para-
métrix” de E.E. Levi (1907) (voir [12]).

L’application des résultats précédents aux problémes aux limites
paraboliques sera ’objet d’un article ultérieur. Les résultats principaux
ont été énoncés dans [14].

Nous remercions vivement P. Krée, dont les conseils nous ont
trés efficacement aidé.

1. Définitions et propriétés générales.

(1) Notations. — Un point y de R" est noté y = (y,,»'), ou
Y, €R ety = (629 ,y,,)ER"‘l ; on pose de méme n = (n, ,n').

Soient C*={ +in,€ClE > 0,1, ER}
C'={¢ +in,€ClE >0,n,ER}

§1=& tin,
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La transformation de Fourier est définie formellement par :

Fun) = fe"<""> u@ldy,on <y,n>=ymn +---+ymn,.

La transformation de Laplace est définie formellement par :
’ - _i< ,: .>
gu@,, n) = [ T w00 ay,

si u(y) = 0 pour y, <0, et pour {, €C"
L’anisotropie (voir [7]) est définie par le systéme
a=(a,,a,,...,a,),
ol a, est un entier pair fixé, a, =--- =4, = L.

Nous posons p(§, ,1") = 1§, 1"t + 7’|, ot

Inll2=n§+...+n:, et p(n)=P(lﬂ1a'fl')

Sia=(a,,0,,...,0q,) est un multi-indice, nous posons

a= (o, ,d),<a,a>=aga, +---+a,o,,lal=0,+ - +a,;
si m est un réel, soit m' = — |a| —m (ou |a| =a, + n— 1) ; pour
1 0o
1<j<n, on pose D; ——a—;soient R =R" —{0}.
i dy;

A ={¢& ,7) It ECH R}
* = {(g-l ,n')eA lp(gl ,"?') > 0}
2) Soxent m un réel, d, et d, deux entiers = 1, £ un ouvert de

R";S™%Q, ch ,C 2) de81gne l’espace des fonctlonsp p(x in, ,n "

de classe C” dans Q, x R" , & valeurs dans £(C 1 C 2, telles qu’il
existe une suite de fonctlons p=p (x,in,, n") satlsfalsant :

i) p; est C” dans Q x Ry, & valeurs dans £(C 4 C 2.

ii) p; est quasi-homogene de degré m — j par rapport an,cad:

a
p;(x, A l'in, ,)\n’)=)\'""p,.(x,inl,n') pour A\>0,x€EQ ,nER}.

i) p~2 p;» c.ad : pour tous multi-indices a, §, pour tout
compact K de £, pour tout entier N = 1, il existe une constante C
vérifiant :
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IDEDE(p(x ,in, ") — ,ZN p;(x ,in, ,n") | < Cp@pym—N-<ae>
<

pour xEK et p(n) =1
(3) Sipes™i@,c’t, c"z), on définit Popérateur

P=p (x5, Dx)

par (P =Qm " [ px,in, 1) e<®1> Fpm)dn

lorsque ¢ € (2, Cd‘).
L™%Q, ch , Cdz) désigne la classe des opérateurs

P:@@,C") —>8@,c’
tels que : pour toute f€ CO(Q) il existe p, € S™Q, Cdl Cd2) vé-
rifiant P(fyp) = Py (x R ,D, ) ¢ pour p ED(, C H.

(4) Soient I, un intervalle ouvert de R, X' une variété C~ de dimen-
sion n — 1, deux fibrésE, F surlavariété X = I, x X' ; L™4X ,E , F)
désigne la classe des opérateursP : @(X ,E) —= & (X, F) tels que :
pour toute carte 6 de X de la forme 6 = (6, ,0"), 6, carte de I,
0' carte de X', au-dessus de laquelle E et F sont triviaux, P est traduit
en un opérateur de L™ %, dim E, dim F), ou £ est 'image de la
carte 0.

(5) Remarque. — Nous avons
sme@,c™, "y csme@, e, ¢y,
Lme@,ct, c'ycrrg@, ¢, ¢
(voir [7], [8]).

Nous utiliserons les propriétés de calcul symbolique et les majo-
rations énoncées dans [7], [8].

Nous pouvons maintenant définir la classe d’opérateurs qui sera
I'objet de notre travail.
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(6) DEFINITION. — V™ (X , E , F) désigne la sous-classe des opéra-
teurs P de L™ *(X , E, F) ayant la propriété de Volterra par rapport
a x,, c’est-a-dire :

Si t€l,, si p€EMDX,E) est nulle pour x, <t, alors Py est
nulle pour x, < t.

On définit de méme V"(X,E,F) en remplagant x, <t par
x, >t dans la condition précédente ; on désigne par V(X ,E, F)
la sous-classe des opérateurs de type compact (voir[4]) de V" (X ,E, F).

Les résultats suivants sont immédiats :

(7) PropPOSITION. — Soient PEV™(X,E,F), QEV*X,F,QG),
P ou Q étant de type compact ; alors QP € V"”“(X E, G).

Soit PEV™(X ,E, F) ; alors le noyau-distribution de P est nul
dans {(x, y)€EX x X |x, <y,} ; le transposé de P est dans
V*(X,F*,E¥*) ;

si 0:1 xX] %I x X' est un difféomorphisme de la forme
=(,, 6", alors le transporte de P par 0 est dans V™ (I X X E,F)
si 0 est croissant, et dans V"'(I X X E,F) si 0, est décro:ssant

Nous aurons besoin par la suite de :

(8) LEMME. — Soit p € S™*(Q , ¢, c?) ; on suppose que p
admet un prolongement p(x , %, + in,, n") holomorphe en

¢, =& +in, €C’

et continu pour £, = 0, tel que pour tout x €S, il existe des cons-
tantes C et u vérifiant :

IP(x,fl,n')|<C(1+P(§'1,‘n'))“ pour ‘<’1>0,n€R"-

Alors P = p( ,D ) est dans V" (2, C 1 dz).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que si ¢ €D (82, Cd') est
nulle pour x, < 0, alors Py aussi.

L€, , n') est une fonction continue et 4 décroissance rapide 3
Pinfini dans A et holomorphe en ¢, €C*. Donc :
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_ -n . . 1y Xy Fin)+i<x',n'>
Po(x) = (2m) e,@& f plx,& +in ,n)e ,
e‘p(él + lnl > M )dn~

La formule de Cauchy montre que cette derniére intégrale est indé-
pendante de &, (¢, > 0), et on vérifie facilement qu’elle tend vers O si
§, —> + o ; donc Pp(x) = 0.

(9) DEFINITION. — 0,,_ i(ﬂ ,d, ,d,) désigne 'espace des fonctions

=p x,in,, n') vérifiant les conditions i), ii) de (2), et admettant
dans Q x A, un prolongement p, x,¢& +in,, n") holomorphe en
$, € C*, de classe C” par rapport d (x ,n) avec des dérivées continues
dans Q X Ay

On remarquera que le prolongement vérifie nécessairement :
a — ’
&, N A =N p(x, 8, ,0) pour xEQ, (£, ,n)EA,

(10) Exemple. — Prenons Q =R" ,d, =d, =1
Soit p(in, ,n") = (1 +in, + I’ Ial)m/al ; alors p vérifie les hypo-

théses de (8) ; son symbole principal p,(in, ,n") = (in, + |1’ l“l)m/al
est dans g, : il admet le prolongement p, (¢, , ") = (¢, + |7’ S
nous remarquons qu’il est ¥ 0 dans A,

Nous établissons un premier résultat :

(11) THEOREME. — Soit PEV™(Q, ch , C™y et Z p, le symbole
de P. Alors, pour j = 0, p;€o0,_ (9 ,d, ,dy).

Démonstration. — En remplagant P par pP¥, ot p, ¥ €D ()
sont égales 4 1 au voisinage d’un point donné de §2, on se raméne au
cas = R".

En composant P avec un opérateur du type de I'exemple (10),
on peut supposer m non entier. On peut se limiter au casd, = d, = 1,

et P= p( , D, ) ou p€S™*R") ; le noyau K(x,y) de P

est égal a b(x x - ), 01‘1 b(x,y) est, pour x ER" fixé, la trans-
formée de Fourier inverse & de la fonction (de n) p = p(x, in, , 7" ;
on a b(x,y) =0 pour y, <0. Comme fonction de 7, p; est C” et
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quasi-homogéne de degré m — j dans R} ; mais (m — j)' €N, donc
la distribution (en n) P.f.p; (voir [1_0]) est quasi-homogéne de degré
m — j dans R” ; posons b, (x,y) = @n P.f.pi(x ,iMy n') ; alors, pour
x€R", b, est une distribution (en y) quasi-homogéne de degré
(m — j)' dans R", et de plus b; €C”(R%, 8'(Ry)) N C (R} x R%,),
avec :

(12) : Dy Db, (x,y) =D}, P.f. Dfp,

1
Choisissons une fonction ¢ € ®(R") telle que ¢(¥) = 1si p(¥) < 5 s

¢(¥) = 0 si p(¥) > 1, et une suite K, de compacts de R" telle que
tout compact de R" soit contenu dans au moins un K, .

Par transposition des techniques habituelles, on construit une
suite €; \ 0 telle que :
’
i Y 1 _j+1y—
(13) : 1D2Df(o(2L ,E_) b(x, ») 1< Ep(y)on j+1y-<a,a>

€
7 I/

pour y #0, x€K,, |a| + ||+ v <j.

’

Nous poserons w(Lall ’ y_) =y (y), et :
€ €
j i

(14) : bx,y) = _Zo 0,1 b;(x, )

iz

Nous remarquons que e C (R}, &'(R;) N C™(RY x R:‘,y) et nous
déduisons de (13) :

(15) : IDEDE(B(x,») — & b;(x, )| < Cp(y)m—N=<ae>
J<N

si y # 0 est assez petit et si x reste dans un compact K de R".

Remarquons que (15) implique, dans les mémes conditions :
(16) : IDSDEb(x, ») | S Cp(y)™ ~ <>
Considérons %, bx, y) =< bx, y), e~ i<¥sn>> - c’est une fonction
C” dans R} x R}, et posons :

PO, ing ,n")=9,b(x,)
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Nous allons montrer que p ~ 2 p;-
Pour «, 8, N donnés, choisissons un entier u assez grand pour que :
A7) (ng L+ -+ Im, D = p)~ " N"<292 i p()>1,
puis un entier M = N assez grand pour que :
(18) : lal—m—a,u+M>0. Alors :

(19) : DD (F— X p,) =B, +E, +E, , ob :
J<N

E, = D2D? E.M (,(0;) - p))

M-1
E, = D;Df ]EN p; » E;=DiDiry , avec

raGe,ing 0" = 8,8y (x,») , Bylx, ) = ,§M 0, (b, (x, ) .

-

Majoration de |E,|. — Pour n # 0, on a :
D:Df (5, (¢, b)) — p;) = DDA S, (¥,b) = &,((— »)*¥, Db ,

ou ¥, = ¢; — 1 est nulle au voisinage de O et égale a — 1 au voisinage
de Pinfini. Puisque b,EC"(R'; x R},) est quasi-homogéne en y, il
existe une constante C, et un entier s tels que

[ 1D ¥, DEB)Idy <C, pour x€K , lyI>s,

donc

In" %, (»* ¥, DEb)I<C, pour xEK , Iyl=>s

ce qui prouve :
(20) : pour tout entier g, il existe une constante C telle que

c_
IDIDL @y (b)) —p) IS g si x€K . p) >
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Majoration de E; . On a
19" DEDEry (x , iny )| = | [ 2Dl by x, y) DY e i<» 1> dy |

Si |v| = u, nous pouvons intégrer par parties, puisque |y’ | < pu im-
plique, d’aprés (16) et (18), pour y assez petit :

D} Dby (x, ») | < Cp(y) lelmmM=<a"> < € p(yylel-meM- o

qui tend vers O avec y.
On obtient par (17) :

COE |D:Dﬁrm(x, in,, NI <Cp@pym N-<®a>

six€K et p(n) =

(20), (21) et la majoration évidente de E, prouvent que p ~2Zp;.
On en déduit p — p€8(R"), et donc que b-b=¢, g€ S(R}) ;
remarquons que b= ¢' pour y, <0, et montrons que b, (x,y) = 0
pour y, <0 : considérons un entier y tel que — |a| —m — 7y <0,
et appliquons (15) pour N = 1, |a| = v, ce qui montre que D‘;, b(x,y)
est équivalent 3 Dybo(x,y) quand y —> 0 ; Db, (x, y) étant
quasi-homogéne en y de degré négatif et D‘;b (x, y) étant bornée
pour y, < 0, cette équivalence implique D‘J‘, by(x, y) = Opoury, <0,
la] = 9. Donc by(x, y) est un polyndme en y pour y, < 0 ; mais
b, étant quasi-homogéne en y de degré non entier, ce polyndme est
nul. On montre de méme que b. (x,y)=0pour y, <0,j=0.

Enfin, P.f. po(x ,in, ,n") = §,by(x, y) = py + pg , Ol :
ph=8,(0by) , P =8,((1-0b,).

p, admet le prolongement

£,(pbg) = < p(M) b, (x,p), e 11T

qui vérifie les conditions de régularité et d’analyticité de (9). p{,’ admet
le prolongement pg(x,§,,n") = £,((1 — ¢)b,) ; pour |y| assez
grand, il vient :

' DDEpy =™ [ DI - e (- 90" DEb, Cx. 1]
1=

-y &5 -i<y,n’>
e 11 dy,
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qui est continue pour &, 2 0 et holomorphe en ;l € C* ; on en déduit,
en considérant (§, + > + --- + n})* D} D# f b, pour  assez grand que
p:,' vérifie les conditions de regularlte et d’analyticité de (9), et donc

que p, €0,,. On montre de méme que p; €0, ;.

2. Existence des paramétrix.

Nous établissons d’abord la réciproque de (11) :

(22) PROPOSITION. — Soit une suite arbitraire (p,.),
p, € om_j (Q ’ dl > d2) .
Alors il existe p €S™(Q ,d, ,d,) telle que p ~ Zp; et

p( D)eV”'(Q c ¢y,

Il suffit de considérer, pour la démonstration, le cas d, = d, = 1
Etablissons le lemme suivant, qui généralise au cas m' €N certains
résultats précédents :

(23) LEMME. — Soit p € 0, , indépendante de x. Alors p est la
transformée de Laplace d’une distribution b€ 8'(R;), nulle pour
v, <0, quasi-homogéne de degré m', et de la forme :

b=§' P.f.p(in, ,n") + z c,yY,ollesc, €C.
<a,y>=m'
En effet, pour ¢ € S(R"), on a :
<D G Pfp,p>=(— D'<Pf.(0%D),Fp>

= (- nle! f n%p(in ,n') Fom)dn si |a| est assez grand.

Supposons ¢(y) = 0 pour y, > 0 et considérons I'anti-transformée
de Laplace de

0 R, 0 = f SIS () dy
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Exactement comme dans (8), on montre que

f n°p(in, ,n") Fp(n)dn = 0.

Donc il existe un polyndome X ¢, y7 tel que, si
b=FPfp+ Zc,y”, alors b=0 pour y, <O.

Remarquons que &b = p(in, ,m") pour n # 0, et que d’autre part
&b est la limite, dans $'(R}), de £b(S, ,n') quand §, —> 0, .
Les deux fonctions £b et p, holomorphes en {, et ayant méme
valeur au bord (au sens @'(R';n)) quand ¢, —> 0, , sont donc
égales.

Enfin, P'égalité b = lim p(%, + in, ,n') montre que Fb est
quasi-homogéne de degré m dans R',', , d’ou la forme précise de b.(on
remarquera que si m' €N, les moments d’ordre a de p sont nuls pour
<a,a>=m', puisque p(in, ,n’) admet le prolongement quasi-
homogéne b).

Passons & la démonstration de (22) :

Posons, pour x €2 ,

by(x,y)=£""p;(x,in ,n").
La relation

o _
b, y) =€ T, p(x, 82+ imy ,0") (&2 > 0, fixé)
montre que b; € c(, 8’(R;',)) .
Mais d’aprés (23),

b.(x,y) =% P.f.p, + Z ¢, (x)ye,
! k T caaszm-jy ™

et, d’aprés (12), _
F,PfpEC(Q, S (R;)) .

Il en résulte que ¢, ; € C”(Q), et donc :
(24 :  b,ECT(R,,8'R))NCTQ, xR},

est quasi-homogéne de degré (m — j)' en y, et nulle pour y, <0.
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Il suffit maintenant de repren‘dre (13), (14),...,(21) en rem-
plagant : “compact de R"” par “compact de ”, in,par§, =& +in,
avec £, = 0, n par (¢, ,7"), &, par £, ; on aboutit ainsi 4 :

(25): IDEDE (B (x,¢,,n") — ,‘(LN x5,
]

<Cp(,,nyr N-<ae>
pour § >0, n€R" , p&,,n)=>1, x€K

ce qui montre en particulier que p vérifie les hypothéses de (8) et
que p ~Zp;.

(26) DEFINITION. — Soit PE V™ (X ,E , F) ; on dit que P est pa-
rabolique d droite en x € X s’il existe en x une carte  : U —> 2
de X de la forme 0 = (1,0"), des repéres de E et F au-dessus de U
tels que : si py €0, (2, dimE , dim F) est le symbole principal cor-
respondant de P[U, alors il existe g, € 0_,,(8 , dim F , dim E) tel que
Do, ,n) g, 8,0 =1 pour x€EQ,(§,,n)EA,.

On définit de méme la parabolicité a gauche.

(27) ProrosiTiON. — Soit PE€ V™ (X, E , F) parabolique d droite
(resp : @ gauche) dans X, c.a.d en tout point de X ; alors il existe
QEV,"™(X,F,E) tel que PQ — I (resp : QP — I) soit dans

V™*X,F,F) (tesp : V7°(X,E , E)) .

Par transposition, il suffit, pour la démonstration, de considérer P
parabolique a gauche ; soit (U;) un recouvrement de X localement fini
par des ouverts de cartes de X satisfaisant (26) ; soit (p;) une partition
de I'unité subordonnée a (U)), et (¥,;), ¥; € ®(U)), ¥; = 1 au voisinage
de Supp ¢, ; pour chaque i nous considérons, d’aprés (22), P, = P/U;,

Q,EV™"(U,,F/U,,E/U) tel que Q;P, —1€V™(U,,E/U,,E/U;)

Posons Q = z ¢; Q;¥; ; alors QE V™ (X, F, E), et, localement, le
i

symbole de QP est :

(a) 1
aPp? ap = —q@D%p, =
a g “ . a,(% a®sy,) Dip, ?«p, a§k 191, DxPi =1

(Pindice placé en haut désignant une dérivation en 7).
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(28) Généralisation aux matrices d’opérateurs.
Pourj=1,2,...,Jet k=1,2,...,K, soient des réels s, ,

t et des fibrés E, , F ; sur X ; considérons une matrice P = (Pi'k), ou

P, € V"‘_t’(X » Ex , F;). Nous appellerons symbole principal de P la
matrice Py = (p),), ou p’, désigne le terme de degré s, — ¢, dans le
symbole de P, . . P est dite parabolique & droite en x € X s'il existe,
dans les mémes conditions que (26) une matrice g, = (q,?, ;) avec
ql?,l € a,l_sk (82, dim F; ,dimE,) et

po(xag'l ,7?') qo (xygl ,"7’) =I pour xEQ ’ (;1 ,ﬂ')EA*

Nous avons la généralisation suivante de (27) :

(29) THEOREME. — Si P est parabolique a droite (resp : a gauche)

dans X, il existe une matrice Q = (Q, i)’ avec Qk'iE V:’—”‘(X s F, » Ep)
telle que PQ — I (resp : QP — 1) est une matrice d’opérateurs d’ordre

— OO
.

Démonstration. — Supposons par exemple P parabolique a droite.
Construisons Q' = (Q, ;) , Q}, € V:’_"‘ X,F,,E),
telle que si P' = PQ’
4H—t,
®;, V' 'X,F,,F)),
le terme de degré #; — ¢; dans le symbole de P;, ; est égal 4 §;, I ; nous

procédons alors comme dans [5] ; lemme 1,0,2" : soient des opérateurs
B, € V:i (X,F;,F) et A€ V;t' (X, F,,F,) tous paraboliques dans X
(on peut les construire en utilisant localement des opérateurs du type
de I'exemple (10)) ; soit P}', = B,P; , A, €V (X, F; , F)), et P" = (P/)),
P"E€V®(X,®F,,®F) ; le symbole principal de P" est (§;,b]a),
qui admet comme inverse (8,,,- (af’)'l(b;’)"l ; d’aprés (27), il existe
Q"eVI(X,eF,,eF,) tel que P"Q" — I soit d’ordre — oo ; défi-
nissons la matrice Q" par Q;', = A, Q;"y B, ;alors Q = Q'Q" convient.
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3. Existence des inverses.

Nous précisons d’abord les conditions dans lesquelles auront lieu
des résultats d’inversibilité.

Supposons 0E€ 1, , et soit tE1, fixé (0 <t < + ).

Si A’ est un ensemble et A = I, x A’, nous poserons
A, ={(x,, xVEL x A'|x, <t}

®, (X,, E) désigne le sous-espace de u 6@'(X, ,E) telles que u = 0
pour x, < 0. Si PEV™(X,E,F) dans le cas ou X' est compacte,
ou si PEV'(X,E,F) dans le cas ou X' n’est pas compacte, nous
définissons I'opérateur P, : @ (X,,E) —> @), (X,, F) de la fagon
suivante : siu €@}, (X, , E), P,u est l'unique distribution de @, (X,, F)
telle que pour tout ¢’ <¢, P,u = P(p(x,)u) pour x; < t', ¢ étant une
fonction arbitraire vérifiant : ¢ € C™(R), ¢(x,) = 1 pour x, <?
Supp ¢ C J— o0 ¢[. Dans la suite, nous sous-entendrons Iindice ¢
dans la notation P,. Nous supposerons X' orientée.

(30) THEOREME. — Soit P = (P,.' «) une matrice d’opérateurs
Sp—t;
P,EVF T(X,E,,F) ;

soient K' un compact de X', w' un ouvert relativement compact de
X' ;onpose K=1 xK,w=1 xw.

i) On suppose P parabolique a droite pour 0 < x, <t, x' €X'
Alors il existe une matrice T, = (T,“' ) d’opérateurs

T. €V %X, F, ,Ey)
J
telle que PT,u = u dans w, si u€ [] @\ (X,,F)
j=1

il) On suppose que P est parabolique a gauche pour 0 < x, <'t
x"€X'. Alors il existe une matrice T, = (T} ;) d’opérateurs

T2, € VI % (X, F, , Ep)

K
telle que T,Pu=u siu€ [] @, (X,,E,) a son support dans K, .
k=1
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Remarquons que i) et ii) s’échangent par transposition, et éta-
blissons par exemple ii). D’aprés (29), il suffit de considérer le cas
d’une matrice réduite a un seul opérateur P=1 - R, RE€V™"(X ,E, E),
ouE = 'E‘ E, . Choisissons une forme différentielle A (de degré n — 1)
dans lorientation de X'. Nous désignons encore par A la forme
‘pridx, a 'pry\ sur X, ol pr, , pr, sont les projections X —> 1,
X ——> X' ; soit p la forme sur X x X définie par u = pry \ A pry A,
ol pr} et pr'2 sont les projections X x X —> X. Grice & A (resp :
a p), nous pouvons identifier une section C™ sur X (resp : sur X x X)
a une section-distribution sur X (resp : sur X x X). Le noyau-distri-
bution N de lopérateur R est une section C” sur X x X du fibré
E ® E*, produit tensoriel externe des fibrés E, E* (rappelons que
(E®E*), ,=E,®E}). Si u€®(X,E), la fonction R#€e (X, F)
est définie par :

(Ru)(x)=fx N(x, ) u(#) A(») ob N(x, ) u(») EE,

est obtenu canoniquement a partir de I’application trilinéaire :
E, x E¥ x E, —> E, transformant (e, f', f) en <f',f>e.
Supposons par exemple X' non compacte et P de type compact.
Si supp u CK,, le calcul de Ru se fait au moyen de fonctions u
gardant leur support dans un compact fixe de X ; donc Ru garde
aussi son support dans un compact fixe de X, et nous pouvons rem-
placer R par un opérateur de la forme pR Y, ¢ et Y € D(X), ce qui
revient & supposer N(x, y) & support compact dans X x X. Alors

R(Ru)(x)=‘/;( N,(x,2)u(z)A(z), ou N,(x, 2)

=fo(x,y)N(y,z)x(y)

(N(x, y)N(y,z)€E, ® Ef étant obtenu canoniquement a partir de
lapplication quadri-linéaire de E, x E} x E, x Ef dansE, ® E} trans-
formant (e, f',f,g) en <f',f> e ®g). Nous voyons que

N,EC3(X x X ,E 2 E¥),

et que, pour v entier = 1,
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®Ru) )= [ NG, 2)u@AE) ob :
X
3l: (N, =N

Ny &, 2) = [ N, NG, DA

Etablissons maintenant :

(32) LEMME. — La série Z N, converge dans C*(X x X , E ® E*)

v=>1
vers une section M = M(x , z) nulle pour x, <z, .

Fixons un atlas (U;) localement fini de X', tel que E et E* soient
triviaux au-dessus de U; = I, x U;, et fixons des repéres correspon-
dants dans E, E* ; soit (p;) une partition de I'unité subordonnée a

(U;) ; étudions Y N, (x,z) pour x EU,, y €U, (k et I ne prenant
vzl

qu’un nombre fini de valeurs: 1,2,...,L). Appelons N, , , lexpression
de N, dansU, x U; ;N, , ,s’identifie & une matrice carrée a coefficients
C”, et N(x, ¥) N(», z) au produit des matrices correspondantes. Dé-
montrons par récurrence sur v : il existe des constantes positives A et
Ctellesque,siv=1etk,l=1,...,L:

(33):(N, 4, (x,2) =0 pour x, <z,.

v—1

@ -n!

IN, . /(x,2) I <A (x, —z,)""" pour x,>7z,.

En effet, c’est évident pour » = 1. Supposons la propriété vraie au
L

rang v ; posons N, ,, (x, z) = Y Nf,“(x, z), ol

i=1

N, G, 2) = fx N, Ce, ») Ny, 2) 9, YA -

Soient £ limage de I'ouvert de carte U;, \,(¥")dy, A ...ady),
Pexpression de A’ dans la carte précédente ; notons encore @; ( )
Pexpression dans cette méme carte de g, . Alors :

N|’;+l,k,l(x’z) = f

s Nk Ny, D e, O N (D dyy dY
1X% ’
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donc Niﬂ’k',(x, z) =0 pour x, <z ,et

i _ *1 ' I} '
Ny e s (6, 2)= f fn N, N, D 0 N (7 dy, dy
1 i

pour x, =z, , d’ol :

v—1

(V_———l)! x,—z,), ou

|N:+1,k,1(x VIS A A

A= INOYR 0N,
2

ce qui implique (33) au rang v + 1 si C est choisi assez grand pour

L
queAIZ,l A;<C.

On établit de méme (33) pour les dérivées successives de Nv, K15
d’ou (32). Si S est ’opérateur de noyau M, alors SEV™*(X ,E , E),
et il est immédiat que (I + S) (I — R)u = u.

(34) Remarque. — Dans le cas ou X' est compacte (et P non
nécessairement de type compact), il est évidemment inutile de consi-
dérer K’ et w' dans (30). De plus, la démonstration précédente montre
que (30) se généralise au cas ¢ = Sup I,
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