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Ann. Inst Fourier, Grenoble
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LE RANG DE CERTAINES VARIÉTÉS CLOSES

par Maurice GARANÇON

Le rang d'une w-variété différentiable M est le nombre maximal
de champs de vecteurs linéairement indépendants sur M qui commutent
deux à deux. Lorsque M est close, c'est aussi le plus grand entier k
tel qu'il existe une action du groupe additif de R^ sur M dont toutes
les orbites sont de dimension k ; une telle action est dite localement
libre de dimension k ou codimension n — k.

Le but de ce travail est de montrer que si la w-variété M admet
une action localement libre de R""1 et si son groupe fondamental
n'a pas d'éléments d'ordre fini alors il contient des sous-groupes
isomorphes aux groupes fondamentaux des orbites.

Qu'il me soit permis d'exprimer ma gratitude envers mon
directeur de thèse le professeur K. Srinivasacharyulu qui m'a dirigé
durant toute la préparation de ce travail, ainsi qu'aux professeurs
B. Reinhart et H. Rosenberg qui ont bien voulu lire le manuscrit
et me donner leurs impressions.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1. Définition et propriétés élémentaires des actions.

Nous nous placerons dans le cas C°° de telle sorte que le mot
différentiable signifiera toujours indéfiniment différentiable. Une ac-
tion (p d'un groupe de Lie G sur M est une application différentiable
<^ : G x M ———> M telle que (f) ^p(gh , x) = <p(g, ^p(h, x)) pour tout
g, h G G et x e MOT) ̂ (e, x) = x pour x e M et é? l'identité de G.
Pour x G M, le groupe d'isotropie de x est 1̂  = {g E Gl^p(g , x) = x},
c'est un sous-groupe fermé de G. Vorbite, ou feuille de x est
FX ={(^Q?, •x')/^ €E G}. L'action ^ induit par passage au quotient
une application continue injective de G/ïy sur F^. Lorsque G = R
et M est close, une telle action ^ est équivalente à k champs X^ . . . X^
commutant sur M(ie [X, , X^.] = 0 f, ; == 1 ,. . . , fe). On dit que (^
est localement libre si toutes les orbites sont de dimension k (ce qui
est équivalent à dire que les champs X^ ,. .. , X^ sont linéairement
indépendants) ; on peut encore remarquer que ^ est localement libre
si et seulement si ly est discret dans R pour tout x € M.

Donc si </? est une action localement libre de R sur M et x
un point de M les différents groupes d'isotropies que nous pouvons
rencontrer sont soit 1̂  = {0},soit un sous groupe abélien libre de R
à p générateurs où 1 < p < k. Par conséquent les différentes formes
que peut prendre R^/Ijç se résument à Rk dans le premier cas et
p^-p ^ ̂  ou Tp est un tore à p dimensions, dans le second cas.

PROPOSITION 1.1. — Soient M et N deux variétés différentiables mu-
nies dictions localement libres $ : R^ x M —> M et ̂  : Rp x N ——> N
alors l'action \ : R^ x (M x N) ———> M x N définie par

\((r,r) , (x , y)) = Wr , x) , ̂ (r , y ) )

est localement libre.

Démonstration. — On prouve facilement que î (x , y ) le groupe
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cTisotropie de \ au point (x , y ) est égal à ï(x) x I(>0 donc est discret
dansR^.

Si nous notons par R(M) le rang de la variété M on a

COROLLAIRE 1.2. — Si M et N 50^ d^x variétés closes on a

R(M x N) > R(M) + R(N) .

PROPOSITION 1.3. - Soit M Î^ÎÉ? n-variété différentiable connexe
et $ une action différentiable de Rw sur M.

*SÏ M ^ un revêtement connexe différentiable de M, alors ̂
admet un relèvement unique à une action différentiable ^ :
R"1 x M ———> M. C'est-à-dire que le diagramme

^. ^ \Sy r^
R"" x M —-——> M

1 x p p

.y $ v
R'" x M —————> M

où 1 désigne l'identité de ̂  et p la projection de revêtement, est
commutatif : p o ^ = $o (1 x p).

Ow trouvera une démonstration de ceci en [2].

PROPOSITION 1.4. — ^4i?^c te mêmes hypothèses et notations que
dans la proposition 1.3, si x E M et ÏE M wwr r^fo çi^ p(S) = x,
^ si î(x) est le groupe d'isotropie de $ en x et \(x) celui de ̂  en Ï
on a î(S) Cî(x).

Démonstration. - Par définition de ^ on a p o ̂  = $ o (l x p),
si rEI(Ï) on a ^(r, ?'))=?' donc $(r, p(î)) = p(x) c'est-à-dire
$( r ,x)=x d'où rei(;c).

COROLLAIRE 1.5. — Toujours avec les mêmes hypothèses que
dans la proposition 1.3, si $ est localement libre alors ^ est locale-
ment libre. Si de plus M et M sont closes et connexes on a R (M) > R (M).

Démonstration. - $ étant localement libre ï(x) est discret dans
R'" pour tout x dans M, donc pour tout Ï E M on a I(S) C î(x) C R'"
et I(Ï) est discret dans R'" donc ^ est localement libre.
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2. Les feuilles d'une action localement libre.

PROPOSITION 2.1. — Soit M M^ n-variété close et connexe munie
d'une action localement libre <&: R'" x M——> M. Soit p : % ——> M
i^ revêtement compact de M ^ ^ : R"1 x M ——> Sî l'action in-
duite par $ 5^r M. ^tor5 ^ XQ ^Met ÎQ G M avec p(^) = XQ
les groupes d'isotropie IC^) et ï(xo) ont le même nombre de gé-
nérateurs.

Démonstration. - Puisque I(^) C Ï(XQ\ le nombre de généra-
teurs de I(îo) est plus petit ou égal à celui de lOc^). Rappelons
que par définition de ^ on a p o ̂  = $ o (l x p). Soient u^ , . . . , Uy
les générateurs de I(Xo), 0 < r < m.

On a p o ̂ (n u,, ̂ ) = ï(n u,, x^) = x^ donc

^(^M.^^Ep-1^)

pour tout entier n, et comme P'^jCo) est fini il existe un entier
H, > 1 tel que ^(w,M,, ?o) = ^o donc W e I(î'o) q111 contient ainsi
r vecteurs linéairement indépendants donc I(?o) possède r générateurs.
Si I(Xo) = {0} alors I(î'o) = {0} et la proposition est démontrée.

COROLLAIRE 2.2. — L'orbite de ^ passant par îg est de même
type que l'orbite de $ passant par XQ, c'est-à-dire :

ï) Si F., est un tore T'" alors F- est aussi un tore T^.•"•o xo
iï) Si F^ est l'image injective de T'""1 x R1 avec 0 < i < w,

F- aussi.•*o

Remarque. - Nous avons prouvé que l'identité ïd : R'" ———> R'"
est telle que Id(I(5o)) C I(^o) elle induit donc une application
R^/I^o) ———> R^/I^o) qui est évidemment un revêtement à un
nombre fini de feuillets (I(^o) et I(?o) ayant le même nombre de
générateurs).
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3. Le tore à m dimensions T'".

Considérons le tore T'" comme l'espace quotient de son revê-
tement universel, l'espace euclidien R7", par un sous-groupe discret
G à m générateurs linéairement indépendants u^ , . . . , u^ € R'". Le
groupe G est donc l'ensemble des points de R'" de la forme
x^u^ + • • • + x^u^ ou les X{ sont des entiers. Si p : R'"———> T^
est la projection canonique on a p(u) = p(v), u, v G R'" si u — v est
un élément de G. Choisissons

UQ = (0 , 0 , . . . , 0) G R'" et XQ = p(Uo) G T""

comme points de base.

LEMME 3.1. - Toute classe d'homotopie de n^T"1, x^) contient
un représentant qui est la projection par p : R"1 ———> T'" d'un
segment de R'".

Démonstration. - Soit a : î ———> Tw un lacet basé en
Xo(a(0) = a(l) = Xo) , alors a admet un relèvement unique a :
I ———> R"" tel que a(0) = UQ ; soit u = a(l), alors a est homotope
au chemin c : î ——> R"1 donné par c(t) = t u ainsi c(I) = [UQ , u]
(segment d'origine UQ et extrémité u) et a est homotope à la projec-
tion de c.

DEFINITION. — Nous appellerons "lacet de type linéaire" un
lacet de V1 ̂ ui est la projection par p : R"" ———> T^ d'un segment
de R^

Considérons de nouveau les m générateurs u^ . . . , u^ du groupe
G et les m chemins de R'" définis de la manière suivante :

a, : 1 ——> R"" où a,(0 = t u, pour i = 1 , . . . , m .

ce sont des chemins de R™ d'origine UQ et extrémité u^ i = 1 , . . ., m
et comme UQ . u, C G on a p(Uo) = p(u,) pour tout i. Ainsi les a,
se projettent sur des lacets a, de T^a, = p o a, : I ——> T^)
basés en XQ.
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LEMME 3.3. - Soit a € 11̂  (T^ , ^o) MW^ cto.ye d'homotopie et a
un lacet basé en XQ qui la représente ; alors on a

a = x,a, + • • - + x^a^^1^1

(x, entier si et seulement si le relèvement de a d'origine UQ a pour
extrémité u = x^u^ 4- • • • 4- x^u^.

Démonstration. — Supposons que a = j c ^ + - - - - h j c a et
considérons dans R771 le chemin polygonal suivant

PW

m t x^ u^

lul^m<<t~^)x.u. + m[ t - ^2^2

1
m

2

si 0 < t <

1
si — < t <

m m

i-l\ . i-ï ^ i—fx.u. si — — < r < —m / ' ' m m
x^u^ + • • - + ^ , _ i M , _ i +m(t-1——)

\ -m /

x,u^ + • • • + x^_,u^+ m (t- w—^^ si m——<r < 1v m ' m

c'est un chemin d'origine j3(0) = UQ et d'extrémité

^ ( l ) = x ^ , + . . . + x , ^

et on vérifie facilement que sa projection p o fS représente a, i.e.

P ° P = x , a , + • • •+x^ .

Inversement si a se relève en un chemin d'origine UQ et extrémité
u = x^u^ + • - - + x^u^ ce chemin est homotope à (S et ainsi a est
homotope à p o fS et d'après la première partie on aura

a=x,a, + • • •+^a^.

LEMME 3.4. - L^ cto^ a, ? = 1 , . . . ; m forment une base
du groupe I^(T,Xo).

Démonstration. - D'après le lemme précédent il suffit de prou-
ver que les a, sont linéairement indépendants, pour cela soit
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x^a^ + • • • + xmam = 0 1e lacet constant se relève donc en un lacet
d'origine UQ et extrémité u = x^u^ 4- • • • -h x^u^ on doit doncavoir
u = UQ c'est-à-dire je, = 0 pour tout i = 1 ,. . ., m.

DEFINITION. — Nous appellerons classe d'homotopie de type pre-
mier une classe a E 11̂  (T'71, x^) telle que a = x^ c^ 4- • • - +x^a^
01̂  teî je, sont premiers entre eux.

LEMME 3.5. - Toute classe d'homotopie de type premier dans
1̂  (T^, x^) est représentable par un lacet de type linéaire sans
points multiples.

Démonstration. — Soit a = x^d^ + • • • + x^a^ une classe d'ho-
motopie de type premier, elle est représentable par un lacet de type
linéaire a qui a pour relèvement j3 : I ———> R^ donné par

fî(t) == t u ou M == x^u^ + - • • + JC^M^

Supposons qu'il existe 0 < ^ , ̂  < 1 tels que a(^) = a(^) on
aurait p o j3(ri) = p o jS^) donc t^u - t^u^G et (^ - ̂ ) ̂  G G
ce qui implique (^ — ^)^f entier pour tout i, comme x, est entier
c'est que t^ — t^ est rationnel de la forme p / q ou p et q sont premier
entre eux donc q divise x, pour tout f et q = 1 ainsi ^ — t^ est
entier or - 1 < ^ - ̂  < 1 donc ^ = ^.



CHAPITRE II

ACTIONS LOCALEMENT LIBRES DE CODIMENSION 1

1. Le Lemme Fondamental.

Soit V^.iCR'") la variété de tous les systèmes de (m - 1) vec-
teurs linéairement indépendants de R'". On sait que

"i^-iŒ")) - ̂ (S0(m)) - Z,

le groupe cyclique à deux éléments (m > 3).

LEMME 1.1. (Rosenberg [4]). - Soit

S' = {(x, , x, , 0 ,... , 0) €= R'" | x\4- x\ = 1}

ou m > 3, et /o : S1 ———> V^.^R'") définie par

fo(x, ̂ , 0 ,..., 0) = {e, ,..., ̂ .JeV^R^

où e^(x^ ,A:2,0, . . . ,0) = (-;C2,^i ,0, . . . ,0)eRW

^2 (x i ̂ i. o > • • • » 0) = (0, o, i, o,..., 0) e R'91

^m-i (^1, ̂ 2, o,..., 0) = (0,..., o, i) e R'"
alors /o représente l'élément non nul de II^V^CR"1)) s Z^ .

Considérons maintenant une n-variété différentiable M close con-
nexe et de dimension n> 3, $ : R ^ ^ x N l ——> M une action
différentiable localement libre et supposons que $ possède une orbite
F non simplement connexe. Ceci signifie en particulier que le groupe
d'isotropie de $ en un certain point x E M est non nul c'est-à-dire
l(x)^{0}. Soient u^ , . . . , ̂ G R"-1 les générateurs de I(;c) et
^i+i » • • - » "n-i des vecteurs de R""1 tels que u^ , . . . , u^_^ forment
une base de R"~1 alors les champs Xy = ̂ . (dérivée directionnelle)
sont des champs linéairement indépendants qui commutent sur M. Si
Uj . R est le sous-espace vectoriel de R""1 engendré par u, l'orbite
passant par x du champ X .̂ est alors {$(^. R ,x)}.
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PROPOSITION 1.2. — Soit M une variété orientable de dimension
n = dim M > 5, alors si C.(x) est la courbe intégrale, passant par x,
du champ Xy, 1 < / < î , C.(x) représente un élément non nul de
ni(M,;c).

Démonstration. — Soit

D2 ={(j^ ^^...^ER" \x} +;c|< 1}

le disque de rayon unité et

A = { ( ^ i , ^ , 0 , . . . , 0 ) e R » | ^ < ^ + j c j < 1}

une couronne et on a 3A = 3D2 U B où B est le cercle de rayon

- dans D2.

Soit N^ la variété intégrale, passant par x, des champs

X^ , . . . , X ^ _ ^ ,

M et N^ étant orientables il existe un difféomorphisme
/ : N^ x (- 1 , 1) ——> M sur un voisinage ouvert de N^ tel

que f(y , 0) = y pour tout y dans N^ ; considérons

^ : A — — > N ^ x ( - 1 ,1)

un difféomorphisme de A sur C^(x) x 0 , — tel que

g(ôD2) = C,(;c) x {0} et ^(B) = C,(;c) x ^ •

Alors si nous supposons que C. (je) est défôrmable en un point dans
M, d'après le théorème de Whitney il existe un plongement

h : D2 ———> M

qui est une extension de/o g, ainsi par construction h(D2) est trans-
verse à N^ le long de C-Oc).

Soit maintenant Ji : D2 x R"~2——> M un voisinage tubulaire
de h(D2) dans M, c'est-à-dire que h est un difféomorphisme et



10 MAURICE GARANÇON

h(x , 0) = h(x) pour tout x € D2. Alors les champs X^ ,. .., X^_^
induisent sur D2 C R" (n — 1) champs qui sur 3D2 coïncident avec
les champs du lemme 1.1 ce qui est contradictoire.

PROPOSITION 1.3. -Soit M une variété de dimension n > 3,
alors si C.(x) est la courbe intégrale passant par x du champ Xy,
1 < / < i, Cy (x) représente un élément non nul de îl^ (M , je).

Démonstration. — Supposons M orientable, alors si on muni le
tore T2 de deux champs linéairement indépendants et d'un point de
base XQ , on peut appliquer la proposition précédente à M x T2 et
ainsi C. (x) x {y^ représente un élément non nul de 11̂  (M x T2 , (x, y^ ))
donc C. (x) représente un élément non nul de îl^ (M , je). Ainsi le
théorème est vrai dans le cas orientable. Dans le cas où M est non
orientable, choisissons

/: S1———>C,(x)CM

un difféomorphisme, et soit M le revêtement à deux feuillets de M,
Ï E M un point tel que p ( x ) = x. D'après le corollaire 2.2 chap. I
et la remarque qui le suit, il existe une application de revêtement

q : S1 ———> S1 et une application / : S1 ——> M

de telle sorte que le diagramme
r^/

S* ——^——>M

" [ 1"v f y

S* ——L———>M
\ <̂ >»>

soit commutatif. D'après la 1er® partie de la démonstration / repré-
sente un élément non trivial de II ̂  (M , Ï) donc p ° f et / o q repré-
sentent un élément non trivial de II ̂  (M , x) ainsi / ne peut pas être
homotope à l'application constante, la proposition 1.3 est ainsi
démontrée.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration
du:



LE RANG DE CERTAINES VARIETES CLOSES 11

LEMMR FONDAMENTAL. — Soit

i : R^'VKjc) = L^ ——>M

l'application induite par l'action localement libre <t> et

^ : n^(L^) ——>n^(M)

l'homomorphisme induit. Alors le noyau de i^ ne contient pas de
classe d'homotopie de type premier.

Démonstration. — Supposons que le noyau de 4 contienne une
classe d'homotopie de type premier, alors puisque L^ = T1 x R""1"1

cette classe contient un lacet a de type linéaire, c'est-à-dire que
a : I ——> L^ se relève à j3 : I ——> R""1 avec j3(r) = tu où
u = x\u^ + • • • + x} Uf avec les x1 des entiers premiers entre eux,
choisissons alors des nombres xf k = 2 ,. .. ,n — ! , /= l , . . . , / î — 1,
de telle sorte que le déterminant

x\ . . . . . . x,1 0 . . . . . . 0
y2x\ . . . • • • • . • . • . . . . . . >

JC"~1 >^i . . . . . . . . . . . . . . . . ^

^-i

:̂;

=^0

n-i
Les champs Yj^ = V x^X^ sont alors linéairement indépendants et

/ = i
commutent deux à deux. D'autre part l'orbite de Y^ est exactement
le lacet sans points multiples i o a qui d'après la proposition 1.3 ne
peut être homotope à l'application constante.

2. Les principaux résultats.

THEOREME 2.1. — Soit M une n-variété close connexe avec n> 3
telle qu'il existe une action localement libre différentiable

$ : R"~1 x M M.
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Alors si n^(M) est sans élément d'ordre fini, l'application

i : L ^ = Ry'-l/I(Jc) ——>M

induit un monomorphisme i^ : 11^ (L^) ——> IIi (M) pour tout x.

Démonstration. — Si L^ est simplement connexe, il n'y a rien à
prouver. Si L^ = T" x R»-1-'" avec w > 1 on a n^L^) = II^CT"),
soit alors aGIIi(L^) et supposons ^(a) = 0. D'après le lemme 3.4,
chap. I, on peut écrire a = x^d^ + • • • + x^a^ où les d^ , . . . , a^
forment la base de 1̂  (T"1) considérée au lemme 3.4, chap. I. a n'est
pas une classe de type premier en vertu du lemme fondamental, soit
alors p > 1 le plus grand commun diviseur des x^ , . . . ,;c^ on a
alors Xf = pYf ou y^ , . . . , y^ sont des entiers premier entre eux et
donc y^ o^ + • • • + y^a^ est une classe de type premier on a donc

a = p(y^ a\ + • • • + y^a^) donc
î*(<a) = ̂ (pO^o^ + • • • + y^a^))

= l^(^^+••-+^^)]p=0

donc puisqu'il n'y a pas d'élément de torsion

U^i + • • • + ̂ m) = 0

ce qui contredit le lemme fondamental.

THEOREME 2.2. - Soit M une variété différentiable close et con-
nexe de dimension n > 3 telle qu'il existe une action différentiable
localement libre $ : R""1 x M ——> M. Alors si le groupe II, (M)
admet une décomposition de la forme II ̂  (M) = X(M) ® Y (M) où
X(M) est un groupe sans élément d'ordre fini et Y (M) un groupe fini,
l'application i : Ly ——> M induit un monomorphisme

i^ : IIi(L^ ——>n^(M)
pour tout x

Démonstration. — Soit M le revêtement de M tel que

n^M)^X(M)

c'est un revêtement à un nombre fini de feuillets puisque Y (M) est fini.
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Soit ^ le relèvement de $ à M on a un diagramme commutatif
, «w \Sf ^

R"~1 x M ————>M
[ \ d x p \p

R"-' x M —$—>M

si ïe M et x € M sont tels que p(x) = x on a un diagramme commu-
tatif induit

R"-1 )<{;-} ^ > M

Idxp | |p
V A V

R"-^^} —•——>M

et puisque I(ï) C l(x) en passant au quotient on obtient

L; = Rn~l/l(S) —l——> St/ ! 1"v i v

L^= R'1-1/!^) —?——>M

comme nous l'avons remarqué après le corollaire 2.2, chap. I, / est un
revêtement, en passant aux groupes fondamentaux on obtient un dia-
gramme commutatif

11^)——*— n,(M)

^1 1 p*v ^
n^(L,) —r!— n,(M)

/» ®t P» so111 àes monomorphismes puisque/et p sont des revêtements
et î^ est un monomorphisme d'après le théorème 2.1. Maintenant
d'après le corollaire 2.2, chap. I, L^ et L^ sont de même type donc
I^(L^) et I^(L^) sont abéliens libres de même rang, donc/^(II^(L^))
est un sous-groupe abélien libre de IIi (L^) et de même rang, il existe
donc des bases u^ , . . . , u^ de f^(îl^(L^)) et v^ , . . .,1^, de n^(L^)
telles que M, = ^ v, i = 1 , . . . , m t^ entier positif.

Supposons que i^(v) = 1 pour v€II,(Ly).
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on a v =x,v, + - • • + x^v^ d'où

^•••^^•••^l^l + • • • -^•••^m^m

Si on pose fc, = ^ ... r^_i r,+i ... r^x, ; = 1 , . . . , m on aura

^ • • • ^ = ^ 1 ^ 1 + • • • ^m^m^l^l + • • - -^m^m

donc ^ .. . ̂  v ̂ (IIi (L^)) et on a ^ . .. ̂  v = /^(î^)
où 7eni(L^).

Alors i^ (v) = ^ (^ ... ̂  y) = (^ (i0/1 • • • 'w == 1

On en tire p^ i^(v) = 1 donc 7 = 0 et ^ ... t^v = 0

or tf ̂  0 pour tout i et comme II ̂ L^) est libre on a v = 0.

COROLLAIRE 2.3. - Soit M i^e iwtété différentiable close, con-
nexe de dimension n>3 telle que II ̂  (M) soit abélien, alors si
^ : R" ~1 x M ——> M est une action localement libre différentiable,
alors on a

i^ : IIi (L^) ——> IIi (M) est un monomorphisme pour tout x EM.

Démonstration. - Puisque M est compacte II^M) est de type
fini et comme il est abélien il admet une décomposition en somme
directe II^(M) = X(M) ® Y(M) où X(M) n'a pas d'éléments d'ordre
fini et Y(M) est fini, la conclusion s'en suit à l'aide du théorème
précédent.



CHAPITRE III

APPLICATIONS

1. Actions localement libres qui possèdent une feuille compacte.

LEMME 1.1. (Rosenberg [4]). — Soit ^ une action localement libre
de R""1 sur une variété close connexe M, et supposons que $ n'a pas
de feuille compacte. Alors il y a revêtement p : R""1 x S1 ———> M.
On en tire :

COROLLAIRE 1.2. - Si M n'admet pas R"~1 x S1 pour revêtement
alors toute action localement libre de R"~1 sur M possède une orbite
compacte. En particulier dans les cas suivants :

i) IIi(M) fini

n) n,(M) ̂  0 pour un i > 1.

THEOREME 1.3. — Soit M une n-variété différentiable close con-
nexe et n > 3 telle que II i (M) = X(M) ® Y (M) où X(M) est un groupe
sans torsion et Y (M) un groupe fini. Supposons de plus que II, (M)
ne contient pas de sous-groupe isomorphe à la somme directe de (n — 1)
copies du groupe des entiers Z. Alors si M n'admet pas R"~1 x S1 pour
revêtement le rang de M est moins que n — 1 (Notation : R(M) < n — 1).

Démonstration. — Supposons R(M) = n — 1, alors il y a une
action localement libre $ : R""1 x M ——> M qui admet une feuille
compacte T""1 d'après le corollaire 1.2, chap. III et d'après le théo-
rème 2.2, chap. II. î» : rliCT""1)———> II^(M) est un monomorphisme
ce qui contredit nos hypothèses.

COROLLAIRE 1.4. - Le théorème 1.3 reste valide dans les cas
suivants
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i) II, (M) sans élément d'ordre fini.

ii) IIi(M) abélien.

2. Calcul du rang de quelques variétés.

THEOREME 2.1. - Soit V" une variété close simplement connexe
de dimension n > 2 et ^m un tore de dimension m > \ alors le rang
de V" x T"" est plus petit que n + m - 1.

Démonstration. - Supposons R(V" x T^) > n + m - 1 alors il
y a une action localement libre de Rn+m•~l sur V x T"", qui n'a pas
de feuille compacte puisque n -\- m — 1 > m + 2 — \> m et donc
n^V" x T^") ne contient pas de sous-groupe isomorphe à la somme
directe de n 4- m — 1 copies du groupe des entiers, c'est donc que
R^^^x S1 est un revêtement de V" x T"" ; on en tire II/(V) = 0
pour i > 1 et par hypothèse n^(V) = 0 ce qui est impossible donc
R(V"x T"") <n + m - 1.

COROLLAIRE 2.2. — Avec les mêmes hypothèses que dans le théo-
rème précédent on a : si n^(V") est fini alors RCV" x T") est moins
que n + m — 1.

Démonstration. - Si RCV" x T'") > n + m - 1 et si V est le
revêtement universel de V on aura R(V x T^ > n + m - 1 ce qui
contredit le théorème précédent.

COROLLAIRE. - R(S'' x T""'') < n - 1 avec n > 3 et r > 1.

COROLLAIRE.

i) R(S2 x T"-2) = n - 2 (n > 3) (cf Novikov [3])

ii) R(S3 x T"-3) = n - 2 (n > 4)

iii) R(S3 x S1) = 2

Démonstration. - Nous démontrons ii) la démonstration de i)
est analogue et iii) provient de ii) avec n = 4.
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Par le théorème 2.1 on a R(S3 x T"~3) < n - 1 .

d'autre part R(S3 x T""3) > R(S3) + R(T"~3) = 1 + ^ - 3 = ^ 2 - 2

d'où le résultat.

Remarque. — Rosenberg [5] a démontré R(S2 x S1) = 1 qui ici
provient de i) avec n = 3.

3. Calcul de II^M) pour M de rang n — 1.

Comme application du théorème principal de ce travail nous
donnons une démonstration d'un cas particulier d'un résultat annoncé
par Novikov ([3], 1).

THEOREME 3.1. - Soit M une n-variété close et connexe (n > 3)
telle que îl^ (M) = X(M) ® Y(M) où X(M) est un groupe sans élément
d'ordre fini et aussi n^M) ̂  0 ; alors le rang de M est plus petit que
(n - 1) (R(M) < n - 1). (Y(M) étant un groupe fini).

Démonstration. — On sait que R(M) < n — 1. Supposons

R(M) = n - 1 ,

c'est-à-dire qu'il existe une action différentiable localement libre
<ï> : R""1 x M ——> M. On peut supposer M orientable car si elle
ne l'est pas on passe au revêtement à deux feuillets M qui est tel que
ri2(M)=Il2(M)^0.

Puisque II^M) =^= 0 il existe une immersion/ : S2 ——> M qui
représente un élément non nul de îl^ (M) ; soit g : S2 ——> M une
immersion qui soit une approximation de /, en position générale par
rapport au feuilletage F induit par $ sur M [8]. Posons S = g(S2) C M
et soit G le feuilletage induit par F sur S ; toute courbe fermée de G
est nulle homotope sur S donc dans M, mais une courbe fermée de G
est aussi contenue dans une feuille L de $ et en vertu du théorème 2.2,
chap. II, est nulle homotope dans L (en effet ̂  : 11̂  (L) ——> îl^ (M)
est monomorphisme). Rosenberg a alors démontré en [7] que si chaque
courbe close de G est nulle homotope dans la feuille de F qui la con-
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tient alors on peut déformer S en un point (cf. p. 144 [7]) ce qui
contredit le fait que / : S2 ———> M n'est pas homotope à constante.

COROLLAIRE 3.2. — Les conclusions du théorème 3.1 restent va-
lables dans les cas suivants :

i) Ri (M) abélien

ii) n^(M) sans élément de torsion.

COROLLAIRE 3,3. — Si M est une variété close et connexe de di-
mension n — 2 avec n > 3 telle que

IIi(M) = X(M)©Y(M)

X(M) sans élément d'ordre fini et Y (M) groupe fini alors

R(M x S2)<n - 1 .

Le théorème 3.1 peut être réénoncé de la façon suivante

COROLLAIRE 3.4. — Si M est une n-variété close et connexe de
rang n - 1, telle que n^M) = X(M) © Y(M) où X(M) est un groupe
sans élément d'ordre fini et Y(M) est un groupe fini alors 11̂  (M) = 0.
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