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NOYAU POTENTIEL
ASSOCIE A UNE FONCTION EXCESSIVE
D’UN PROCESSUS DE MARKOY,

par Jacques AZEMA (*).

1. Préliminaires.

1.1. Définitions et notations.

Soit E un espace localement compact & base dénombrable,
# sa tribu borélienne. On appellera dans la suite processus
standard la donnée d’un systéme

(Q, 9), (Fizor (Xdizoy (Poloer, & (B)iz0)

ou les étres figurant dans le crochet désignent respectivement
un espace mesurable (Q, ), une famille croissante (%,),5,
de sous-tribus de & wun processus stochastique (X,);>
adapté a cette famille, & valeurs dans E, une famille de
probabilités sur Q, la durée de vie du processus, une famille
d’applications de Q dans Q vérifiant la relation
X,.0, = X;4;. Nous supposerons que ce processus satisfait
aux axiomes des processus standards tels qu’ils sont énoncés
dans (9) et nous imposerons en outre la condition supplémen-
taire suivante : la limite quand ¢ tend vers & de X, existe
presque strement sur l’ensemble (§ < o). Nous noterons
cette limite X

Nous noterons comme de coutume si A est un borélien

(*) Equipe de Recherche n® 1 « Processus stochastiques et applications » dépen-
dant de la section n° 2 « Théories Physiques et Probabilités » associée au C.N.R.S.
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de E, Ty(0) =1nf {t > 0; X,(0)eA}; si f est une fonction
numérique borélienne sur E, P,f(z) = E f(X f f(X

Puf (@) = Buf(Xx,) = [ f(Xx,) dP.;
Vp > 0, Upf(a) = J,” e P f(z) dt

et on écrira U pour U,.

1.2. Hypothéses.

» Dans tout ce qui suit nous nous placerons sous ’hypothése
(L) de Meyer souvent appelée également hypothése d’absolue
continuité, qui s’énonce ainsi : il existe une mesure de Radon m
sur E telle que toute fonction excessive nulle m-presque
stirement soit nulle partout.

*+ Nous supposerons également le processus transient; plus
précisément, pour tout compact de E nous supposerons
vérifiées les deux propriétés suivantes :

a) La fonction Ulg = ‘ﬁw PAx dt est bornée.

b) Si l'on définit par récurrence les temps d’arrét T par
les relations Tk =14 Txo0, ... Tx = Tx* + Tk Oy,
alors on a quel quesoit # dans E, P, <m (Tx < oo)) = 0.

n

Il est & noter que si A est strictement positif, le semi-
groupe P} = ¢ P, définit un processus transient.

+ Nous appellerons &, I’ensemble des fonctions excessives
m-presque strement finies possédant la propriété suivante:
quels que soient les ouverts H et H’ relativement compacts,
de fermetures disjointes, lim (PgPn.)"s = 0 m-presque sire-

n>>oo
ment. Nous appellerons & I’ensemble des fonctions exces-
sives u, m-presque sirement finies qui sont soit localement
bornées, soit de la classe (D) de Meyer (cf. [7]).

Les hypothéses de régularité en & faites en 1.1., et de
transience faites dans 1.2. entrainent &, c§,. Pour qu’une
fonction excessive soit dans &, 1l suffit que sa réduite sur
tout ouvert relativement compact H soit localement bornée
sur HC; il en résulte que pour les processus « usuels » &, est
I’ensemble de toutes les fonctions excessives presque stirement
finies.
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1.3. Position du probléme.

On sait que dans la théorie des processus de Markov il
existe plusieurs notions de « potentiel». Meyer [7] a étudié les
« potentiels de la classe (D) », i.e. les fonctions excessives u
qui vérifient (1) hm P, u= 0 chaque fois que T, est une

suite de temps d’ arrets tendant vers I'infini; il a montré qu’a
tout potentiel fini u on pouvait faire correspondre une fonc-
tionnelle additive A admettant u pour potentiel;

Hunt [3] pour sa part étudie des potentiels plus généraux
puisqu’il n’exige la condition (1) que pour des temps d’arréts
particuliers qui sont les temps de sortie d’ouverts relativement
compacts, mais 1l se place dans un cadre plus restrictif; dans
cette théorie forte du potentiel on suppose en effet qu’il existe
deux processus de Hunt X, et X, & résolvantes fortement

Fellériennes U, et U, en dualité, et que 'on a une densité

potentiel g(z, y) telle que Uf(x) f gz, v)f (y)m (dy) et
rU(y) = f g(z, y)h(x)m (dz). Alors on a une representatlon
des potentiels sous forme de potentiel de mesure: A chaque
potentiel u presque siirement fini, on peut faire correspondre
une mesure de Radon A telle que u(z) = f g(z, y)A (dy).

Le point commun aux représentations de Meyer et Hunt

est qu'a chaque potentiel u on peut faire correspondre un
opérateur ¢, défini dans le premier cas par la formule

of = Uif=E [ f(X

et dans le second cas par

of = [ gz, Y (dy).

Ces opérateurs transforment les fonctions boréliennes posi-
tives en fonctions excessives.

Le but de la premiére partie de ce travail est d’associer a
chaque potentiel u (au sens de Hunt) de & un opérateur ¢,
et ceci sans hypothése de dualité. Cette construction est
effectuée au paragraphe 3), le paragraphe 2) étant consacré
a étudier 'ordre fort sur les noyaux excessifs.

On utilise ces noyaux & plusieurs sortes d’applications.
Dans le paragraphe 4) on a regroupé les résultats qui n’étaient

22
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connus que sous dualité (distribution terminale d’un u-pro-
cessus, interprétation probabiliste du noyau associé a la
fonction excessive x — P, [T¢ < o]). Dans le paragraphe 5)
on utilise ces noyaux pour tenter d’obtenir une représentation
des potentiels de Hunt sous forme de potentiel de mesure
sans hypothése de régularité sur les résolvantes. Enfin dans
la partie 6) on utilise ces noyaux pour étudier le retournement
du temps du processus sous des hypothéses plus faibles que ce
qui a été fait jusqu’ici. Les parties 5) et 6) établissent un lien
entre 'existence d’une densité potentiel permettant la repré-
sentation des potentiels sous forme de potentiels de mesure
et le fait que le processus retourné a un temps de retour soit
markovien. On pourrait conjecturer qu’il y a équivalence entre
le fait de pouvoir représenter les potentiels et I’existence d’un
processus de Hunt en dualité avec le processus initial. On a
malheureusement dii ici se contenter d’établir des résultats
partiels concernant ce probléme.

2. L’ordre fort sur les noyaux excessifs.

Le but de ce paragraphe est d’établir que le cone des noyaux
excessifs est réticulé pour son ordre propre. Les méthodes
employées sont en tout point analogues a celles que Meyer [7]
a introduites pour démontrer que le cone des fonctions exces-
sives est réticulé.

2.1. Définitions.

Nous appellerons noyau excessif une fonction ¢ de E X &
dans Ry, (z, [') > ¢(z, [') telle que:

1) la fonction z — ¢(z, E) soit m-presque stirement finie

1) quel que soit le borélien [' la fonction z — ¢(z, [') soit
excessive. On notera cette fonction ¢ip

i) quel que soit z dans E la fonction ['— ¢(z, I
soit une mesure (positive) sur E notée ¢,9.

Comme d’habitude on peut associer & ¢ un opérateur
transformant les fonctions boréliennes positives en fonctions

excessives en posant ¢f(z) = f ¢(z, dy)f(y) et un opérateur
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opérant sur les mesures positives en posant si { est une

mesure positive pg(l fy dz) ¢(z, [).
On désignera par % le cone des noyaux excessifs.
Soient ¢, et ¢, dans 7o nous dirons que ¢, est faible-
ment majoré par ¢, ce que nous noterons ¢; < @, sil’on a
¢1lr < @dp quel que soit [' dans %. Nous dirons que 9,
est fortement majoré par ¢, s’il existe un noyau ¢z de To
tel que ¢; + 93 = ¢,; on écrira ¢; <K @,.

2.2. Proposition. — Sotent ¢, et ¢, dans To. Il existe
une borne inférieure faible de ¢, et @, notée @;/\@,.

Démonstration. — Considérons la borne inférieure ¢,9; /\ ¢, @,
des mesures €,91 et €,9, et posons

Y(z, )= (€21 A euga)(L).
On a quel que soit p > 0:

pUd(z, T') < pUygi(, ') < @iz, ') (t=1. 2).

_ Drou pU(z, ') < Y(z, _[_') Posons alors Z};_= }}:}3 + pUd
¢ est un noyau excessif et ¢ < . De plus si ¢’ est dans Yo
et minore faiblement ¢, et ¢,, on a bien évidemment
{’ < ¢, soit en régularisant {’ < . On peut donc poser

$= 01\ Ps.

2.3. Prorosition. — Soit b une partie de Yo. b admet une
borne inférieure faible.

Démonstration. — Soit ¢, un noyau de Jb. On peut en
considérant la famille (¢/\@,).ery se ramener au cas ou Jo
est majorée par un noyau @, Soit alors m’ une mesure
équivalente a m intégrant g¢,1, posons v = m'g,. Compte
tenu de ’hypothése (L) rappelée au § 1.2. les mesures e,9
sont absolument continues par rapport & v, quel que soit =z
dans E et ¢ dans JA. On peut alors trouver une version

bimesurable %:E X E— R, de la densit¢é de Radon-

Nikodym de la mesure ¢, par rapport & v. Nous appellerons

‘ﬂf la borne inférieure d’une sous-famille dénombrable dg,

dv



500 JACQUES AZEMA

réalisant la borne inférieure essentielle de la famille <§2>
par rapport & m®v et poserons V/gsh

Y, 1) = [ 5 (o, y) ().

On a de la méme maniére que précédemment, pUP{ < ¢;
posons alors ¢ = lim 4 pUP < .

_ P> . .

Montrons que ¢ est un minorant de Jo; on a quel que soit

¢ dans J, % < % m ® v-presque sirement. Il en résulte que

quel que soit [' dans %, Y1pr < ¢lp m-presque siirement,
soit en régularisant J1p < ¢lp.

Il reste & montrer que ¢ est le plus grand minorant de Jb.
Soit ¢’ un minorant de Jb; on a quel que soit [' dans B,
quel que soit ¢ dans J,

Vio 1) = [ G (@ yy ) < [ F @y (@)

DOIIC
v v E d P_, ad z
?e‘;b, rekb, Iy (CE,.)S lv( ")

. . N ay’ _d
v-presque-siirement ce qui entraine évidemment —£ < —i

_ﬁ!’_ _ﬁl{ dv dv
m @ v-presque siirement. On a donc m Q@ v-presque

sirement, soit {'Ip < {ip m- presque surement, d’ou en

régularisant, {' < ¢ C.Q.F.D.

Remarque. — St (9;);c; est une famille de noyaux excessifs,
et si chaque @; majore fortement un noyau excessif ¢ alors

N 9. majore fortement ¢.
i€l

-Démonstration. — Le noyau ¢ introduit dans la démons-
tration précédente peut &tre donné par la relation
d(a, /\ £,9.(['). Pour chaque ¢ il existe un noyau ¢;

de o tel que ® + ¢ = ¢;. On aura donc
&9 = /"\ P = .
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Posons {'(z, I') = (/\ sxtpﬁ,) ([) et ¢ = },im pUJ’; il vient
n > 00

alors en régularisant ¢ + ¢’ = { ce qui montre que ¢ est
fortement majoré par {.

2.4. ProrosiTioN. — Soient ¢, et ¢, deuxr noyaux de Yo
il existe une borne supérieure forte de @, et ¢, notée ¢,V @,.

Démonstration. — Considérons ’ensemble J des noyaux
de T majorant fortement ¢, et ¢,. Nous appellerons ¢
la borne inférieure faible de J. Il résulte de la proposition
précédente et de la remarque qui suit que ¢ est le plus petit
élément de Jo (pour 'ordre faible). Il reste & montrer que si
¢ed alors ¢ > . Ce dernier point s’établit d’'une maniére
tout a fait analogue & la démonstration que Meyer ([7],
pp- 162-163) emploie pour construire la borne supérieure forte
de deux fonctions excessives.

3. Noyau potentiel associé a une fonction excessive.

3.1. Notations.

Les symboles relatifs & 'ordre fort des fonctions excessives
seront affectés de la lettre e. Ainsisi u et ¢ sont des fonc-
tions excessives on écrira u <9, u \v, uV o, dont les
significations sont claires. ¢ ¢ ¢

Enfin nous noterons § (resp. J6) l’ensemble des ouverts
(resp. des ouverts relativement compacts) et H 1’ensemble
des compacts de E.

Nous allons maintenant ériger deux trivialités au rang de
proposition, car on s’en servira constamment dans la suite.

ProrosiTion. — 1) Soient u une fonction excessive m-ps
finie, G un ouvert de E. St ¢ est une fonction excessive telle
que ¢ < Pgu alors Pgy = ¢.

€

1) Soient u et ¢ deux fonctions de &, H et H' deux
ouverts relativement compacts de fermetures disjointes alors
Pnu A PH!V - O.

e

Démonstration. — 1) Il existe une fonction excessive ¢
telle que ¢ + ¢ = Pgu. Appliquons 'opérateur Pg aux deux
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membres il vient Pgy + Pg¢’ = Pgu. Comme Pg¢’ < ¢’ ona
Pgy > ¢ sur lensemble [u < ], dou Pge=¢ sur
[u < ] qui est de m-mesure nulle. On a bien Pgy = ¢
puisque les deux membres sont des fonctions excessives.

1) Soit & une fonction excessive minorant fortement Pxu
et Pno. D’aprés la partie 1) on aura Pyw = Ppw = w.
D’ou (PgPn)'w = w. Comme w est dans &, w =0 m-
presque siirement et d’aprés ’hypothese (L), w = 0.

3.2. TutorimME. — Soit u une fonction excessive de §&,.
Posons si Ke® ¢,(., K) = A Pgu, et si [' est un borélien
G;K
Ge
de E o(.,[)= V ou., K). Alors ¢,(z, ') définit un noyau
xcr
Ke}

excessif que Uon appellera noyau potentiel associé d u.

Démonstration. — 1l résulte immédiatement de la définition
que si [' et [” sont deux boréliens de E tels que ['c [,
alors ¢,(., ') < ¢,(., ). La seule chose a vérifier est que

€

pour tout =z de E la fonction e,9, définie sur # par
&,P.(l") = 9u(@, ') est une mesure positive sur E.

a) Montrons tout d’abord que st K; et K,; sont deux
compacts disjoints on a quel que soit z dans E

(P(CI?, Kl _I_ Kz) = ‘Pu(x: KI) + (Pu(m, KZ)

Soit H; et H, deux ouverts relativement compacts de
fermetures disjointes contenant respectivement K; et K.

On a:
?u(., Ky) < Pru et ?u(-, Kp) < Py

Appliquant alors la proposition 3.1. i1), on a
?u(': Kl) /e\ ?u(" KZ) = Oa

ce qui s’écrit encore
?u('a Kl) y ?u(" Kz) = ?u(-) K]) _I— ?u(', Kz)-

Mais la remarque faite au début de cette démonstration prouve
que ¢,(., K; + K;) majore fortement ¢,(., K;) et 9,(., Ky);
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on a donc I'inégalité :
¢l -, Ky + Ky) > Pl > Ki) + @u-, Koy).
Montrons maintenant 1’inégalité inverse. On a par définition

?u(" Kl)—l_q)n(') K2= /e\ PG,u_I' /\ PG,u

G,OK, 6K,
G,e@ G,e(“}
= A (Peu+ Pgu)
G,OK, G,e
G,OK,, G,eg

Mais Tégalité Pgu + Pgu = Py, yr,u + Pgyeu prouve que
Peu + Pgu > Pgygu. On a donc:
e

e(., Ky) 4+ 9(., Kp) > AN Peueu=9(., Ky uK,).
¢ G‘UGQZGJK‘UKi
G,,G,eg
Remarquons que cette derniére inégalité ne suppose pas les
compacts disjoints.

b) Nous avons défini une application ¢,¢, de & dans R,
par la formule ¢,9,(K) = ¢,(z, K). Montrons que cette
application est continue & droite, quel que soit xz appartenant
a [u< ool

Remarquons tout d’abord que s1 K est un compact contenu
dans un ouvert G on a ¢(., K) < Pgu. Il en résulte que

?.(., G) < Pgu quel que soit 'ouvert G de E.
On a donc 9,(., K) < ¢,(., G) < Pgu chaque fois que K
est contenu dans G. Il en résulte que ¢,(., K) = A ¢.(., G).
e
GDK
Mais la famille (g,(., G))Geg étant filtrante décroissante pour
GDK

Pordre fort, il existe une suite décroissante (G,),»; de voisi-
nages de K telle que:

?a(., K) = reg [:g{ Pul -5 Gn)]

(le symbole inf étant relatif & I’ordre ordinaire sur les fonctions
numériques). Posons ¢, =1info,(., G,), ¢ est surmédiane,
n



504 JACQUES AZEMA

et soit h, la suite de fonctions excessives satisfaisant a la
relation ¢,(., G,;) = h, + @,(., G,41). On a alors la relation
?u(., Gi) = X h, + $,. Régularisant cette derniére relation,

n>

on voit alors cllue §, est égale & sa régularisée sur I’ensemble
[u < ], ce qui montre que ¢e,9, est continue a droite si
u(z) < oo.

c¢) Quel que soit = dans [u < ©] ¢,9, définit donc une
fonction de compact, sous additive, additive sur les compacts
disjoints, continue a droite et positive. Il est facile de montrer
qu’une telle fonction est fortement additive c’est-a-dire que,
quel que soit 2z dans [u < o0],

E:::CPu(Kl v K;) + Ex?u(Kl nK,) = %‘Pu(Kl) + 5@%(K2)-

I1 résulte alors de la théorie générale des capacités (cf. [8])
que la fonction d’ensemble ¢,9;(A) = inf ,9,(G) est une
GDA

GD
capacité de Choquet, additive sur les ensembles analytiques.
De plus tout borélien étant capacitable, &,@u([") = €,9,(T)
quel que soit [' borélien. Enfin la relation

q».,(:v, 2 F,.) = 2 qu, I.)

ayant lieu m presque partout chaque fois que [', est une
suite de boréliens disjoints deux & deux, est vrai en tout point z
puisque les deux membres sont des fonctions excessives.

On va maintenant donner une caractérisation plus maniable.
du noyau 9,

3.3. ProrosiTioNn. — Soit u une fonction de &,. Soit %o,
Uensemble des noyaux ¢ de Vo vérifiant la relation ¢lg < Pgu

pour tout ouvert G de G. Alors ¢, estle plus grand élément
(au sens de Vordre fort sur To) de %b,.

Démonstration. — On a vu au cours de la démonstration du
théoréme 3.2. en b) que 9,e%,; montrons qu’il en est le
plus grand élément. Soit donc ¢ € To,; on a 9lx < 9lg < Pgu

€ €
chaque fois que 'ouvert G contient le compact K; on en
tire ¢lx < A Psu = ¢,dx. On a alors pour tout [' de %
e

e
GDK
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¢lr = V 91k < V p.dx = ¢,1p. 1l existe donc une fonction
¢ KT

e
EKcrl K
KeX sk

excessive r telle que ¢ir + ¢r = ¢,Ar qui vérifient donc
Yer,= X Yr, sur [u < o] et par conséquent partout,
n

dés que [', est une suite de boréliens disjoints.

COROLLAIRES. — 1) Qg = @y

1) Pour qu’un noyau ¢ soit le noyau potentiel associé a
une fonction u de &, il est suffisant qu’il vérifie les deux condi-
lions suivantes :

a) 91 =u

b) quel que soit Ge§ ona Peole = ¢lg.

Démonstration. — 1) Nous avons vu que ¢, < Pgu,

quel que soit Ge§; on a donc (proposition 3.1.) ‘:’Ge(;,
Ps9,16 = 9,16. Appliquant 'opérateur Pg aux deux membres
de l'inégalité ¢,1c < @,1 il vient alors ¢,1c < Pgg,1 ce qui

montre que ¢, e Yb,,. La proposition 3.3. nous indique alors
qu’il existe un noyau ¢ de Yo tel que ¢, 4+ ¢ = @g,.
On a donc ¢,1 + 41 = ¢o41 < ¢,1 ¢1 est donc nulle et
Pu = Psa ’

i) la démonstration de 1) prouve que chaque fois qu’un
noyau de T vérifie la propriété VGe(, Peole = 9l6
alors 9 estle noyau associé a la fonction excessive ¢1, d’ou
le résultat.

3.4. Exemples de noyaux potentiels.

a) Soit A une fonctionnelle additive naturelle de potentiel
U,a. m-presque siirement fini. Soient H et H’ deux ouverts
relativement compacts de fermetures disjointes, on note
T, les temps de passages successifs en H et H’, on
aura Xrp,eH, X, eH presque stirement. On a donc
lim T, = o presque slirement et par conséquent

(P, Pu)"Us(z) = Eg[(A — Ar,)lr,<=)]

tend vers zéro en tout point z ou U,(z) est fini. U, est
donc dans &,. Considérons alors le noyau défini par la formule
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oz, ) = Uulp(z) = E, /" 1p(X Soit G un ouvert

de E, on a P(;,cpl(;—E S 1G dA En tout point =
ou Uy(z) est finiona:

#lo(2) — Pegla(z) = E, [ 16(X,) dA,
= E.[(Ar, — Arg) (Xr, = G) (T, < 0)].

Mais, puisque G est ouvert [Xr,eG]c[Xy, # Xrz]; la
fonctionnelle (A), naturelle, n’ayant pas de discontinuité
commune avec le processus, le second membre est nul, d’ou
9lc = Pgole. Apphquant alors les résultats du paragraphe
précédent on voit que ¢ est le noyau associé a

#1 = E. [ 1x(X,) dA, = E.[A].

Si, la fonctionnelle A charge pas &, et en particulier si elle
est continue U,lp(z) est donc le noyau assocé & U,.

b) Nous allons maintenant supposer qu’il existe une densité
potentiel réguliére. Nous appellerons (DPR) cette hypothese
supplémentaire que Pon formulera ainsi:

(DPR) 11 existe une fonction g de E X E dans R,,
bimesurable telle que :

1) Vye E, z — g(z, y) appartient & §&,.

i) Soit GeG, Pog(., y) () = glw, y) quel que soit y
dans G.

ii1) Quel que soit f borélienne positive

= [ glz, y)f(y)m (dy).

Il est & remarquer que les hypotheses KW de Kunita
Watanabé cf. [5], [10] entrainent (DPR). Il en est de méme,
on le verra plus loin s’1l y a deux processus en dualité.

On dira qu’une fonction excessive u de §, est un potentiel
de mesure s’1l existe une mesure positive o-finie A, telle que:

u(@) = [ gl@, yh (dy).
11 est alors facile de voir que le noyau ¢, est donné par la

formule ¢,(z, ') fl‘ (x, y)A, (dy), puisque les conditions

a) et b) du corollaire 1) de la proposition 3.3. se vérifient
trivialement.
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3.5. ProrositioN. — Sotent u et ¢ deux fonctions excessives

de 80 on a ?u+v == ?u + ?u'
Démonstration. — On a clairement (9, + ¢,)1¢ < Ps(u + ¢)

quel que soit G dans (, ce qui montre que @, + 9, < Py,
Montrons maintenant 'inégalité inverse.

On a o,.Ar <u + ¢ quel que soit [' dans %, et par
conséquent

?u-&-vil—‘ f ?u+u11—‘ A u + q)u+v11-‘ A v.

Or nous allons démontrer dans le lemme ci-dessous que les
deux termes de la somme figurant au second membre de cette
inégalité définissent deux noyaux excessifs ¢’ et ¢”. Comme
quel que soit G dans @, ona

?'1le < Qurulc cela entraine Pso'ls = 9'ls.
€
¢’ est donc le noyau associé a 9’1 qui est fortement
majoré par u, d’ou:

<9, et de méme ' < q,
et
Puro = ¢ + ¢ < ¢y + @,

Il ne reste plus qu’a montrer le lemme annoncé.
Lemme. — Soit u et ¢ deux fonctions excessives de &,.
Alors Y(z, I') = ((p,,ip A v) (x) définit un noyau excessif.
[

Soit K; et K, deux compacts disjoints de E;, H; et H,
deux ouverts relativement compacts respectivement K, et K,.
On a déja vu dans la démonstration de la proposition que

Pud(., H) = {(., H;). 1l en résulte que
Yo KA, Ko) <4, H)AY(, Hy) =0,
donc (., K;) 4+ ¢(., Ky) = (., \/\[a K,). Mais alors:
Yo K)o s Ka) = (aue A o)V (ot A )

<‘P 1K,V<Pu11c)/\"
( 1K+?uixg A‘)_‘l} K1+K2)7
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Soient maintenant [, et [, deux boréliens disjoints
de E, K} et Kj deux suites croissantes de compacts contenus
respectivement dans ['; et [, et tels que:

\! ?uix'.‘ =S ?ui[“, \e/?uil(;‘ = ?ull—‘g'

On a d’une part:
}‘1_)12 (?uiK'z Y ‘Pu1xé‘) f ¢dr, \e/ ¢.lr,
et d’autre partsi n’ > n:
?ler V @uley > gulir > fulxy.
Faisons tendre n’ vers I'infini, il vient:

Vr; lim (9l Veder) > 9ulxy
done

lim (otxr V eulxr) > 9l

de méme le membre de gauche majore fortement ¢,1p,
donc majore @,V ¢.dr,; on a ainsi montré Iégalité

elr, + ¢ulr, = ?uir.y eulr,

Il est alors facile de montrer, en faisant jouer a [, et [},
le role que K; et K, tenaient au début de la démonstration
de ce lemme, que Y(z, [} + T) = (=, ) + (=, [;). 1l ne
reste plus qu’a montrer, ce qui ne pose aucun probléme, que si
[, est une suite de boréliens de réunion [, (., [') =V {(., T,).

CoroLLAIRE. — Soit u une fonction excessive de &,, u, une
sutte de fonctions excessives de &,. Soit ¢, la suite de fonctions

excessives vérifiant u\ u, = ¢, + u A\ u,. Les mesures €:Pu,
€ €

tendent en norme vers €,9, en tout point x ou v,(z) tend vers 0
et ou u(z) < . En particulier si u, > u alors ¢,9, tend

e
en norme vers €,9, en tout point z ol u,(x) - u(z) < co.

Démonstration. — Placons-nous en un point 2z ou
u(z) < o, lim¢,(x) =0 on a alors lim u,(z) = u(z). A partir
n>ow

n>w
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I’on peut écrire quel que soit le borélien ['
?u{\un(x’ [) = ou(z, T) < gu (2, [) — gulz, T)
< q"u\c/un(m’ P) - ?u(x’ F)

d’un certain rang ¢,(z) et donc (u\/ u,,) (z) sont finis et

soit encore

I‘Pﬂn(“’? P) - ?u(w’ F)‘ < q’u\!uu(x’ F) - q)u/e\u,.(x’ P) = q)vn(x’ F)
On a done
”(ex?u,. - ex?u)" < ?vn<x7 E) < vn(x)’

d’ou le résultat.

3.6. TutoriME. — a) Sotent u une fonction excessive de &,
H un ouvert relativement compact de E. Quel que soit z de E

les mesures ¢,9p,, sont portées par H et Ppule = Pru.

b) Soit ¢ wun potentiel de &, et G un ouvert de E. Les
conclusions du a) subsistent: VxeE e,pp,, est portée par G
et 9p s = Pgv. En particulier 9,1 = v.

c) Soit h une fonction harmonique de §&,. Alors ¢, =0.

Démonstration. — Le a) résulte immédiatement de la défi-

nition; on a en effet ¢pd5 = A PwPuau = Puu; de plus
comme on a o
H'e
?Pnuiﬁ + ?Pnuiﬁc - ?Puu1 < Pl'lu7
on voit que ¢@p,, 15 = 0.
b) Soit H, une suite d’ouverts relativement compacts

de E telle que H,< H,,, U H, = E. Posons G,=H,nG.

On a vu au cours de la démonstration du théoréme 3.2.

que Pg ¢+ Ps_gy > Pge. Comme ¢ est un potentiel
e

Ps_5,v < Py tend m-presque stirement vers zéro quand n

tend vers 'infini. On a donc:

lim Pg,, ¢ = Pg¢ =lim [P, ¢ 4 Pc-Gv] m-presque sirement.
>0

n->w n

Appliquant alors le corollaire de la proposition 3.5., on peut
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affirmer que:

lim ¢p,,, (2, G) = ¢p,(z, G) m-presque stirement.
Mais d’aprés a) 9p,,,.(z, G) =Pg,,». On a donc ¢ = gp,15.
¢) Le résultat provient du fait que si h est dans &, on a
quel que soit Ge G, Hed tels que
G n ﬁ = ’Z‘, lim (P(;,Pﬂ)nh = 0.

na>w

Il en résulte que si u et ¢ sont dans &,Psu A\ Puy = 0.
e

Soit maintenant hk harmonique dans &, K un compact
de E, H un voisinage ouvert relativement compact de K,

H’' un voisinage ouvert relativement compact de H. On a
Ps<h = h puisque h est harmonique d’ou ¢,1x < h = Pgr<h

€

et d’autre part ¢,1x < Pgh d’apres la définition du noyau ¢,
on a donc ¢,x < Pach A\ Puh = 0. Cette relation étant

vraie quel que soit le compact K prouve que ¢, = 0.

Remarques. — a) Si u est une fonction de &, ¢, le noyau
associé & u, h la fonction excessive telle que u = ¢,1 -+ A,
il résulte de ce qui précéde que la formule qui vient d’étre
écrite est la décomposition de Riesz de u en sa partie potentiel
et sa partie harmonique. Ceci justifie le nom de noyau potentiel
donné a ¢,. Si u est seulement dans &, on ne peut rien
affirmer de tel. Si par exemple on travaille sous les hypothéses
de Kunita Watanabé cf. [5], [10] et si I’on considére un point y
tel que la fonction z — g(z, y) ne soit pas un potentiel (et
soit par conséquent harmonique), il résulte de ce que nous avons
vu en (3.4.) b) que le noyau associé a cette fonction n’est pas
nul; il est donné par expression g(z, y)1p(y). Les phénoménes
pathologlques cessent de se produire siI’on suppose par exemple
que les fonctions harmoniques sont localement bornées;
on retrouve la une condition donnée par Kunita et Watanabé
pour que les fonctions g(., y) solent toutes des potentiels.

b) Si F est fermé non compact, on n’a pas en général
¢.lr = A Peu; Pour le voir il suffit de prendre pour u une

e
Ge
GDOF
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fonction harmonique de &; et pour fermé F le complémentaire
d’un ouvert relativement compact H. Le membre de gauche
est nul, c’est ce que nous avons vu en 3.6. ¢); quant au membre
de droite il est égal & w. Mais il n’est pas difficile de voir que
cette formule est juste s1 uw est un potentiel. Mais la formule
$lr = A Pgu, est peut-étre un moyen de définir un «noyau
Ge
GDF
de Martin » permettant d’étendre aux fonctions harmoniques
la théorie faite ici pour les potentiels.

3.7. ProrositioN. — a) St u est un potentiel de la classe
(D) presque strement fini, alors quel que soit x dans E,
.9, ne charge pas les ensembles polaires.

b) St u est un potentiel régulier de la classe (D) alors les
mesures &,9, ne chargent pas les semi-polaires. Nous suppo-
serons dans cette proposition que X, est un processus de Hunt.

a) Soit P un ensemble polaire; il existe une suite G,
d’ouverts contenant P telle que Tg, — oo P,-presque
strement. On a alors ¢,1p < ¢, 16, < Pg,u. On en tire que

e €

¢, 1p est nulle m-presque sirement. D’aprés I’hypothése (L)
cela implique Vz ¢,9, = 0.

b) Montrons tout d’abord que dans ce cas P,9,1x = 9,14
quel que soit le borélien A, soit G, une suite décroissante
d’ouverts telle que Tg, 1 Ta P,-presque slirement pour
m-presque tout = de E. On aura alors

lim Pg ¢1s = PA91y = 914 m-presque siirement;

n>w
cela résulte du fait que une fonction excessive fortement
majorée par un potentiel régulier de la classe (D) est elle-
méme un potentiel régulier de la classe (D). On aura donc
P91y = ¢14. Supposons maintenant A totalement effilé
on aura ¢1, = (P,)Pels. Le temps TX du p-iéme passage
en A tend presque siirement vers I'infini quand p tend vers
Pinfini. On a donc ¢1, = 0, d’ou le méme résultat pour un

ensemble semi-polaire, qui est réunion dénombrable d’ensembles
totalement effilés. '
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4. Interprétations probabilistes.

4.1. Nous avons regroupé dans ce chapitre un certain
nombre d’applications probabilistes que permettent la consi-
dération de ce noyau, sans qu’il soit nécessaire de faire des
hypothéses supplémentaires. Nous allons commencer par
faire le rappel d’un certain nombre de notions qui vont étre
utilisées ici.

a) Suivant Kunita et Watanabé [5] nous définirons, s1 u
est une fonction excessive, un nouveau semi-groupe P},
en posant:

Pi(q, A) — (1)E[1A, wX)] si a«eE,
8(,

A)e st ze E,

oulonaposé E,= {0 < u < wo}: Kunita et Watanabé [4],
ont montré que P} était dans un semi-groupe standard,
dont la réalisation canonique sera appelée le u-processus.
(Pour plus de commodité nous raisonnerons aussi sur la réali-
sation canonique du semi-groupe P,). On appellera (P}),ex
la famille de probabilités construite al’aide du semi-groupe Pj.
Si T est un temps d’arrét de la famille % on asi Ae%;

et zeE, (cf. [5], [10])

PiA, T <{]= E Ju(X); A; T < (]

1
u()

En particulier si A est un ensemble presque analytique
de E, et sil’on note P} l'opérateur réduite associé au u-pro-
cessus, on aura:

VeeE, Pif(z) = —

u(a)

b) Temps de retour: Nous prendrons les définitions de
I’exposé de Cartier-Meyer-Weil [2].

Une variable aléatoire positive L est un temps de retour si:

1) L(w) < 00 = L(w) < {(»)

2) Yt =2 0, Lyb, = (L — ¢)*.

Le temps de mort {, le dernier instant ou I’on passe dans
un ensemble presque borélien A L,(w) =sup {t; X,eA}

(Pauf)(2).
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(en convenant de poser sup {g} = 0) sont des temps de
retour. Si L est un temps de retouret ¢ > 0 (L — t)* est un
temps de retour. Pour tout s > 0 on désigne par % la tribu
constituée par des ensembles A de F tels que Yu > 0
0;%(A)n{s +u<L}=An{s+ u<L} La famille de
tribu ¥, est croissante et continue & droite; si ¢ > 0 la
variable aléatoire Xy g+, est %, mesurable; si T est un
temps d’arrét de la famille %, (L — T)* est un temps de
retour.

4.2. Prorosition. — Sotent u un potentiel de &, G,
et G, deux ouverts de fermetures disjointes; on a:

lim (P Pg,)"u(z) = 0 en tout point = ou u est finie.
n>w

Démonstration. — Posons u, = lim |, (PgPg)"u, et appe-

n>o0

lons A lDensemble des trajectoires passant une infinité de
fois de G, a G,.

La fonction z — Pi[A] est u-excessive, en effet:
Pi[P*.(A)](x) = Ea[P%,(A)] = Ez[6:*(A)]
Mais 672(A) = An [t < (] ce qui montre a la fois que
P{[P*.(A)] < P*.(A) et que li;n A P[P .(A)] = P*.(A)
tyo

D’autre part, on a lim [PEP¢]* = P*.(A); on a donc

PiA) = yl:—k—(::)l quel que soit z dans E, ce que I'on peut
écrire  u,(z) = u(z)Pi(A) quel que soit z appartenant a
[u < ]. P*.(A) étant u-excessive, on peut écrire

PH(A) = lim -7 U, [uP". (A)](@)
— lim P @
= lim gf Ul

quel que soit z dans E, On a donc u, =lim pU,u, sur
P>

[u < ©] (en effet u, étant surmédiane, cette égalité est

triviale sur I'ensemble [u = 0]). Nous avons donc montré

que u, ne différe de sa régularisée excessive u, que sur
I’ensemble polaire [u = o]. On a alors PgPgu, = PsPsu..



514 JACQUES AZEMA

D’autre part PgPsu, = u, sur 'ensemble [u < o] d’apres
le théoreme de Lebesgue. D’ou finalement sur [u < o],
PsPou, = PgPou, = u, = u,. Les deux membres extrémes
étant des fonctions excessives, 1’égalité

PePou (2) = u,(z)

a lieu pour tout z et %, est un potentiel vérifiant les égalités
u, = Pgu, = Pgu,. 1l résulte alors du théoréeme 3.6. b)
que quel que soit ze,@;, doit &tre portée par G; et G,.
Cela entraine que ¢; =0 d’ou u, = 9; 1 =0.

4.3. PropositioN. — Soit u un potentiel de &,. Pour P}
presque tout ® la limite quand t tend en croissant vers {(w)
de X, existe; on notera cette limite X-.

Démonstration. — La proposition est triviale si = n’est pas
dans E, etl’on a dans ce cas Xy~ = x P,-presque stirement.
Supposons donc maintenant x dans E,, et soit G, une
base dénombrable d’ouverts de E. La proposition précédente

nous dit alors que, dés que G,n G, = ¢

lim u(z)(P% P2 )¥1(z) = u(x)P:[ﬂ [Ty < z]] =0

feco k>0
oul’on a posé

T1 == TG,.’ Tz - TG,. + TG,,. ° OTG,, . T2k—-] = T2k-—2 + TG,. ° eT,k_,,
T2k = T2k—1 + TG,,, ° eT,,,_.;

il en résulte que pour tous les w n’appartenant pas a un
ensemble N de P, -mesure nulle, les trajectoires t— X,(w)
ne passent qu'un nombre fini de fois de G, a G, des

que G,nG,=g. Donc pour tout weN° la trajectoire
t > X,(w) ne peut avoir qu'une seule valeur d’adhérence
dans E; (compactifié d’alexandrov de E) quand ¢ tend
vers l'infini; il reste & montrer que cette limite appartient
a E. Appelons ox le temps de sortie d’un compact K, on a

alorssit z estdans E,Pi[ox < {] = ﬁ(Pc‘u)(x). Comme u
est un potentiel on sait (cf. [5]) que P,u tend vers 0 sur
[u < o] quand K4 E. Donc lmPglox < {] =0, ce qu
montre que PiX,-eE]=1. ***



NOYAU POTENTIEL ASSOCIE A UNE FONCTION EXCESSIVE bH15

4.4. ProposiTioN. — Soit u un potentiel de §&,; on a
quel que soit A borélien de E ¢, (z, A) = u(z)Pi[X,- e A]

en tout point x ou u(x) est fini.

Démonstration. — L’égalité que nous voulons est triviale
en un point z ou u(z) = 0.

Remarquons tout d’abord que la fonction z — P3[X,-eA]
est u-excessive, en effet

E[P%,[Xy- € A] = Ex[Lxeen © 0]

— B[t < O(Xe < A)]
Considérons alors le noyau { défini de la maniére suivante

Y(z, A) = u(z)Pi[X¢-e A] si zeE,
s1 u(z) =0
el s1 u(z) =

Il

¢ est un noyau surmédian, en effet

a) s1 z est dans E,
lim 4 pUsP*. [X¢-e Al(z) = Pi[Xr-e A]
P>
on a donc

lim 4+ pU,uP®. [X¢-e A](z) = u(z)Pi[X-e A]

p>
c’est-a-dire lim 4 pU(., A)(z) = (=, A);
P>

b) si u(x) = 0, remarquons que la mesure ¢,U, est portée
par {u =0} etona:

PUA(, A)@) = [ ooy PUsle: dy)ily, A) =0
quel que soit p > 0;
¢) si u(z) = o on a trivialement
PUA(., A)a) < Yz, A) = o

Le noyau ¢ est surmédian et, d’apres a) et b) ne differe de
son noyau régularisé § que sur ’ensemble polaire [u = o].

Montrons maintenant que pour tout z tel que u(z) soit
fini on a la relation Pgllg(z) = {1s(x), quel que soit I'ouvert
G de E.

L’égalité est vraie la ou wu(z) =0 puisque ¢1g est sur-
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médiane. Soit donc z dans E,, ona:

Pedle(z) = Eo[(Te < {)u(Xr,)Pk, [Xi-< G]]
u(@)Ez[(Te < )Pk, [X¢-< G]]
u(z)P3[Xy- e G] = {(z, G).

Mais $1G et {1 ne différant que sur un ensemble polaire

N, P(@le et Pgllc ne différent que sur le polaire Gn N,
il en résulte que Pedls et {1; ne différent que sur un en-
semble polaire et sont donc égales. B

Si nous récapitulons les propriétés du noyau ¢ nous
voyons que :

a) 1 = u(z) sur [u < o] donc partout

b) PG$1G = $1G quel que soit 'ouvert G de E.

Il résulte du corollaire ii) de la proposition 3.3. que ¢ est
le noyau associé a u. C.Q.F.D.

I

A

4.5. ProrosiTioN. — Soit T un temps de retour et soit %,

la famille de tribus associée & <. Soit A un événement de %,.
La fonction = — P, [t > 0, A] est excessive de 1 et le noyau
associé est donné par la formule

oz, ) =P,[0 <7< 0; A; X; —eTl].

Démonstration. — Appelons u la fonction z — P, [t >0, A];
on a
Pu=P.[(xo0) >0, 672 (A)] =P.[r > t, 07(A)]
=P.[t >t A],

il en résulte clairement que u est excessive, et dans §&,
puisque elle est bornée.

Considérons maintenant la fonction z — P, [t = o, A] et
appelons-la ¢. Ona:

Py =P.[(x — t)*
=P.[(x — O)F
=P.[(x — &)t

w, 671 (A)]
o, (v > 8); 07 (A)]
w; (t>1t); A]=P.[t= o0; A].

La fonction ¢ est donc invariante bornée, il est alors facile
de voir qu’elle est harmonique, on a donc (Théoréme 3.6.)
¢, =0 et le noyau ¢ est égal au noyau ¢, associé a la
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fonction w:z — P[0 < © < o, A]. Pour montrer le résultat
annoncé il suffit de montrer les deux points suivants

1) ¢(., E)=w

1) Pgple = @le quel que soit Pouvert G de E.

Le point 1) est bien clair. Montrons maintenant le point ii).
Formons :

Peple = E.[(Te < {)Ex, (0 <7 < 0; X-eG; A)]
=E.[(Te < {)0<t00r, < 0; Xi-00r,eG; 067(A)]

Posons A’ =An[X.-eG], A'edy et:

Peple =E.[Te < {; 0 < 706, < 00; O73(A’)]
=E.[Te <{; Te <7 < o0; A']

Mais G étant ouvert
[X-eG]n[0 <7< 0] =[X-eG; Te <7< w0; Tg <]
On a donc Pgols = 9l;. C.Q.F.D.

CororLAIRES. — a) Soit A un borélien relativement compact.
Le noyau potentiel associé a la fonction excessive P,1 est donné
par la formule :

?PAl(m’ )= P [Ty < 05 Xi5€ P]

ol 1, désigne le temps de retour dernier temps de passage en A.

Cette formule est une application de la proposition précé-
dente, en remarquant que [0 < 7y, < ©] = (Ta < ) si A
est relativement compact compte tenu de I’hypothése de
transience faite sur le processus. S1 A n’est pas relativement
compact 1l faut alors faire intervenir la perte de masse due aux
trajectoires récurrant dans A.

Cette interprétation de noyau associé a la fonction P,1
permet de construire un contre exemple: il n’est pas vrai
que si A est borélien relativement compact le noyau ¢p,,
associé a la réduite. P,u d’une fonction excessive u de &,
sur A, soit portée par A.

] 1
T T

a b

Considérons le processus de Hunt que nous pouvons « dé-
crire » de la fagon suivante. C’est une translation a droite sur
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R, excepté si 'on part de a ou I'on attend en a un temps
exponentiel pour sauter en un point b.
Considérons la fonction excessive

xr —> PE[T“,; < oo} = 1]_“,'[,[
Le noyau associé, donné par la formule:

¢, [') =P, [Ty < 0; X el)

o}

est porté par a et non pas par b, si z est inférieur ou égal

a a.

b) St u est un potentiel de &, et A un borélien de E,
le noyau potentiel associé & Pru est donné par la formule :

eru(@, ) = u(@)Pi[X;, —el'; Ta < ©] si u(z) < ©

¢) Si Ae%, la fonction x—P,[x > t; A] est excessive
et a pour noyau associé

¢z, [) =Pt <7< 0; A; Xoeyp —e['].

Le ¢) résulte de la proposition 4.5. appliquée au temps de
retour (1t — t)*. ‘

4.6. ProrosiTioN. — Soit u une fonction purement excessive
de &; on a ¢pu(z, ') = u(@)Pi[Xyp — el'; {>1)] st
u(z) < oo.

Démonstration. — Montrons d’abord que le membre de droite
a un sens. Cela résulte du fait que s1 z appartient & E,,
on a:

P < 0] = lim [1 — pU] — lim “=PYs¥ _ 4.
P>0 pP>0 u

Si z n’est pas dans E, onaausst P[{ < o] = 1.

On montre alors le résultat en appliquant la méme méthode
que pour montrer la proposition 4.4.

CororLLAIRE. — Quel que sott [' borélien de E la fonction de
E x R, — R, définte par (t, z) = @pu(z, ') est bimesurable.
Soit tout d’abord f continue bornée. La fonction
Peaf () = w(@)ES[f (Xg-p —); { > t] est excessive en =z, et
continue a droite en t chaque fois que z est dans [u < oo].
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La fonction (¢, z) — ¢p,f(z) est donc une application
bimesurable de [u < ] X R, - R,.

L’ensemble des fonctions bornées ayant cette propriété est
d’autre part un espace vectoriel stable pour le passage a la
limite croissante; d’aprés un lemme classique 1l contient alors
toutes les fonctions boréliennes bornées. On vient donc de
montrer que quel que soit [' borélien (¢, ) — @pu(z, ') est
mesurable de [u < ©] X R, — R,. Posons alors

Y(t, ) = o s1 u(z) = o,

Y(t, ) = Ppy(z, T si u(z) < oo,
¢ est mesurable de E X R, — R,, et il en est de méme de

l;)rg P pUP(t, .)(2) = Ppa(z, ).

5. Représentation des potentiels
sous I’hypothése de dualité.

Dans tout ce paragraphe nous supposerons qu’il existe deux
processus standard X, et X, en dualité qui vérifient les
hypothéses du paragraphe 1. On notera gy (z, y) la densité
potentiel, m la mesure de base. Notre but est ici d’établir
un résultat analogue a celui de Hunt [3] selon lequel tout
potentiel admet une représentation sous forme d’un potentiel
de mesure, ceci en supprimant I’hypotheése, essentielle dans
les démonstrations de Hunt puis de Kunita et Watanabé [5],
que la co-résolvante U, applique les fonctions boréliennes
bornées dans les fonctions continues. Malheureusement nous
ne démontrons pas complétement ce résultat; nous montrons
simplement que si u est un potentiel purement excessif,
alors Pu est un potentiel de mesure quel que soit ¢ > 0.

5.1. ProrositioN. — Les fonctions x— g(z, y) [resp.

y— gz, y)] sont dans 8 (resp. dans &); de plus
Pegl., y)(z) = g(z, y) quel que soit y dans G, chaque fois que
Geg.

Démonstration. — On a quel que soit le compact K de E,
et quel que soit y de E, Gilx(y) = /Kg(x, y)m (dz) < oo.



520 JACQUES AZEMA

Il en résulte que quel que soit y les fonctions z — g(z, y)
sont presque sirement finies. Soient d’autre part H et H’
deux ouverts relativement compacts de fermetures disjointes,
ona:

]im (pﬂpnf)"éix = O,
d’ou ’on tire

vy lim (PaPr)"g(z, .)(y) =0 pour m-presque tout z,

soit encore d’aprés la formule de dualité,

Vy lim (PaPw)g(., y)(z) =0

pour m-presque tout z.

Quel que soit y la fonction g(.,y) est donc dans &),
d’ou le résultat. La derniére assertion résulte immédiatement
de la formule de dualité.

5.2. ProprosiTioNn. — Soit A une mesure positive o-finie
telle que son potentiel GA(z f gz, y sott presque-

strement fini. Alors G)\eb et ez, F ‘/;, (=, y)A (dy)
quel que soit [' borélien de E.

Soit N = {GA = o0}; pour tout z de N° on a d’aprés
les théorémes de Fubini et Lebesgue, si H et H’ sont deux
ouverts relativement compacts de fermetures disjointes

lim (PaPx)"GA(z) = lim [ (PuPw)"g(., y)(@)\ (dy)

n»w n>o0

= [ Yz, Y (dy)

en appelant ¢ la fonction définie par
$(z, y) = lim (PuPw)"g(., y)(2).
D’aprés la proposition précédente, on a alors :
S m (dz) ) lim (PaPx)"(G)(= = ['m (dv) jx dy z, v)
=fx@ >M,w=o

ce qui montre que GA est dans &, La formule nous donnant
le noyau potentiel associé & GA a été déja vue en 3.4. b).
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5.3. TatorimME. — Soit u un potentiel purement excessif

de &,. Pour chaque t positif il existe une mesure A, positive
c-finte, unique, telle Pu(z) = f gz, y)A, (dy).

Démonstration. — Effectuons tout d’abord une transforma-
tion sur le processus X. Il existe une fonction g borélienne
vérifiant les propriétés :

) 0<gs<1, i) 0<g0x<1,
iif) [ m (do)u(z)g(z) < 1.

Le processus X ayant été supposé transient, il existe
en effet une suite [, d’ensembles relativement compacts

de réunion E telle que 1p,U < Mp,. Nous poserons

g=2> 2"%“—, et g’ vérifie les propriétés 1) et 11); u étant
n>1 T

presque siirement finie nous pouvons choisir une fonction g”
vérifiant 1) et 11); g= g Ag"” répond alors a la question.
Nous considérerons le processus X’ = X¢C en dualité avec X
par rapport & la mesure m’ = m.gU, la densité potentiel

devenant g'(z, y) = &%’Ty)) Il résulte de la proposition 4.3.
8ly

A

que le processus X' vérifie encore les hypothéses du para-
graphe 1. Remarquons que la mesure v = mg satisfait a la
relation vU = m’. Montrons alors le principe d’unicité des
masses. 51 Pu s’écrit

Pu(z) = [ g, y)ki (dy)

on aura .
teau(@, T) = [ &', y)\i(dy),

d’ot1 'on tire en intégrant les deux membres par rapport a la
mesure v A; = Y@p,, ce qui prouve l'unicité de A;.

Montrons maintenant I’existence de A, ou ce qui revient
au méme de A;.. Posons A; = vpp, et montrons que:

Pu(a) = [ g(2, y\i (dy) = [ ¢ (d2) [ 9eals, dy)g'(@, y)

{Remarquons que d’aprés u1) A; est de masse inférieure ou
égale a 1).
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"~ Soit & une famille dénombrable d’ensemble engendrant la
c-algébre #. Il suffit de montrer que:

() V[V ed [ Pu@)m’ (dz) = [ v (d2)[erulr-U](z)

Intégrons les deux membres par rapport a la mesure e?dt,
il vient formellement :

(%) oo Upudm’ = [ v(da) [ puulz dy)(1r0)(y)

ce qui se vérifie sans difficultés: on connait en effet (3.4.) le
noyau associé & U,u = U(u — pU,u]: on a

?Upuf“—‘ Ul(u — pUu)f]

quelle que soit f borélienne positive. Il reste a légitimer le
passage de I’équation () & (x.x), tout revient & montrer que
quel que soit [' borélien

f e dt ?Pt"(x’ P) = ‘PU,,,,(IB, F)

On remarque tout d’abord que l'intégrale du premier
membre a un sens en vertu du corollaire de la proposition
4.6. Appelons alors { le noyau défini par la formule :

Y(@, T) = [ e dt goy(x, T).
Ona:

Y@, B) = [P dt gpu(z, E) = [ ePPu(z) dt = Uyu
puisque P est un potentiel, et d’autre part, si G est un
ouvert Pgllc = {1, ce qui suffit & montrer le résultat.
Terminons alors la démonstration du théoréme 5.3. Il existe

un ensemble N, de mesure de Lebesgue nulle tel que I'on ait,
quel que soit ¢t dans Ni et [ dans &

JoPardm’ = [ dv 92, (1r0).

I1 ne reste plus qu’a remarquer que si une fonction ¢ est un
potentiel de mesure A, la fonction Py est alors le potentiel

de la mesure AP, en vertu de la relation

Pg(., y)(z) = glz, .) Py).
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Remarques. — a) Nous verrons dans le paragraphe suivant
que le processus (X,) retourné a un temps de retour est
markovien. Suivant Kunita et Watanabé [6] si u est une
fonction excessive et ¢ une mesure, notons Pj la probabilité
sur () Puz'[(.t(d:v) u(z)P;, et P} la probabilité P{-?;
considérons alors Dégalité Pg(., y)(z) = gz, .)P,(y), et
1dentifions les noyaux potentiels correspondant aux fonctions
excessives des deux membres.

Le noyau correspondant au membre de gauche est, d’aprés
la proposition 4.6. :

g(., YPe[Xgyg — el 0 > ]

sur Pensemble [g(., y) < o]; et le noyau correspondant
au membre de droite est [g(z, .)1p(.)]P,(y). On a donc en

intégrant par rapport & la mesure v ne chargeant pas l’en-
semble polaire [g(., y) < o],

Pi[(L > s); Xg-g — <[] =Pr(y)

quel que soit [' borélien. Cette relation, démontrée par Kunita
et Watanabé sous des hypothéses plus fortes, permet de voir
les liens entre le processus dual et un processus retourné.
On peut de la méme maniére, en considérant un borélien A,
son temps d’atteinte T,, et le dernier temps de passage en
A 7, montrer la relation :

P;[X":A € [‘:] = pTAir(y)’

qui exprime l’égalité des noyaux potentiels des fonctions
figurant dans la formule de dualité

Pig(., y)(z) = glz, .)Paly).

b) Le probleme se pose de savoirsi u (et non plus seulement
Pu) est un potentiel de mesure. On peut remarquer que les
mesures A, forment une loi d’entrée pour le semi-groupe (P,).
Le probléeme posé est alors équivalant a celui-ci: appelant 2,
la limite (qui existe) des mesures A, & quelles conditions
a-t-on A, = A,P,> Ce probléme est posé a propos du retour-
nement du temps par Meyer dans [10].
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6. Le retournement du temps.

6.1. Nous supposerons dans ce paragraphe vérifiées les
hypothéses (DPR) énoncées en 3.4. b); en outre nous suppo-
serons que, quel que soit le compact K de E, la fonction

156G = [ g(z, .)m (dz)

est bornée, et enfin que si kh est strictement positive h.G
est strictement positive. On peut alors procéder de la méme
maniére qu'au théoréme 5.3. et I'on a le résultat suivant.

Prorosition. — Sott u un potentiel purement excessif de &,
il existe un ensemble N, de R, de mesure de Lebesgue nulle,
tel que, quel que soit t >0 nr’appartenant pas @ N,, Pu soit
le potentiel d’'une mesure A, positive, o-finie, unique sur E.

6.2. Soit 7 un temps de retour, et A un événement de la

c-algébre ¥, associée 4 1. Nous appellerons e} la fonction
excessive x —> P [s < 7 < o0; Al

ProrositioN. — On a la relation :

P [Xeot—p — €[ Ajt+ s <7 < 0]
= eMz)Pd Xy — e['; > 1]
quel que soit ¢t > 0, ['e &.

Démonstration. — Calculons Pe;; 1l vient:
Pe(z)=P,[s < 100 < 005072 (A)] =P,[s+t <7 < w0;A]

Il en résulte que e, est purement excessive. On a vu
(Proposition 4.5., corollaire ¢) qu’on avait alors :

?e,(x, F) = Pw{s <7< w; A'; X(T—s) - EF]

Le premier membre de I’égalité figurant dans ’énoncé de la
proposition n’est autre que 9, (2, ['); comme ey, = Pe,
une application de la proposition 4.6. donne alors le résultat.

6.3. Soit T un temps de retour; nous noterons 7, le temps
de retour défini par la relation 1, = (1 — s)*.
Pour tout s > 0, et quel que soit le compact K de E,
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on a:
PxeP.[0 <1, < 0] =P.[The <1, < ©] = P.[Tge < 7, < (]
il en résulte que la fonction P.[0 < 7, < 0] est un potentiel

quel que soit s > 0. Le théoréme qui suit est alors une sorte
de réciproque au théoréme 5.3.

TratorikME. — Supposons que pour chaque potentiel purement
excessif u et pour chaque t > 0, la fonction Pu soit le
potentiel d’une mesure A;; Définissons comme d’ habitude le

A
processus X, retourné au temps T par les formules
X,=X(,-,)— st t<t< o X, =08 st T= o0 ou 1<t
. . . . . . s
alors sv Uon a munu le processus X, de la lov initiale v, (X,)

est markovien, homogéne par rapport aux tribus %, et admet
comme probabilité de transition le noyau

Py, T) = [ v (da) gla, y)ELP[Xgoy — T L > 2],

Démonstration. — Montrons que P,-presque stirement, et
quels que soient 'e®B et s > 0, ona

P,[X. e []3,] = P(X,, I).

Soit donc A un événement de ¥, nous avons a montrer
que:

(*) PV[XH.SE P, A] == Ev[A; pt(j‘(x, [‘)]

Le membre de gauche de I’égalité (x) s’écrit, en vertu de la
proposition 6.2.

[ (da) eM@)PL Xy — e T (L > 1))

Transformons alors le second membre de (x). Appelons A}
la mesure A} = vps. Le second membre de (x) s’écrit alors:

S 24 (dy) By, T)

C.Q.F.D.
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Remarque. — Si1’on suppose que tout potentiel u (et non
pas seulement P,y pour ¢ > 0) est un potentiel de mesure
alors pour tout temps de retour 7 tel que X.- existe le

processus (X,);»o retourné au temps < est markovien
(et méme fortement markovien). C’est notamment le cas sous

les hypotheéses de Kunita et Watanabé [5], [10].
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