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EXTENSIONS MAXIMALES ET CLASSIFICATION
DES TORES LORENTZIENS
MUNIS D’'UN CHAMP DE KILLING

par Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

RESUME. — Nous introduisons une famille d’espaces modeles pour la géomé-
trie lorentzienne en dimension 2. Il s’agit de surfaces lorentziennes simplement
connexes, inextensibles et possédant un champ de Killing. Désignées par « exten-
sions universelles », elles sont construites par un procédé d’extension et caractéri-
sées par certaines conditions de symétrie et de complétude. Ces surfaces possedent
généralement une combinatoire tres riche, de nombreux quotients et de nombreux
ouverts divisibles. Comme application, nous obtenons ’existence d’une grande di-
versité, tant topologique que géométrique, de surfaces lorentziennes munies d’un
champ de Killing. Nous établissons aussi des résultats d’uniformisation pour le cas
compact et pour le cas analytique, ce qui nous permet notamment de classer les
tores lorentziens et les bouteilles de Klein possédant un champ de Killing.

ABSTRACT. — We define a family of model spaces for 2-dimensional Lorentzian
geometry, consisting of simply connected inextendable Lorentzian surfaces admit-
ting a Killing field. These spaces, called “universal extensions”, are constructed by
an extension process and characterized by symmetry and completeness conditions.
In general, these surfaces have a rich combinatorics and admit many quotient
spaces and many divisible open sets. As applications, we show the existence of
plenty (both topologically and geometrically) of Lorentzian surfaces with a Killing
field. We also prove uniformisation results for the compact case and for the ana-
lytic case, which in particular allows us to give a classification of Lorentzian tori
and Klein bottles with a Killing field.

1. Introduction

L’étude des variétés possédant beaucoup d’isométries est un theme clas-
sique en géométrie riemannienne et pseudo-riemannienne. Nous nous inté-
ressons ici a la géométrie globale des surfaces lorentziennes admettant un
champ de Killing complet, c’est-a-dire dont le groupe d’isométrie n’est pas

Mots-clés : Surfaces lorentziennes, champs de Killing.
Classification Mathématique (2020) : 53C50.



68 Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

discret. La question de la classification de ces surfaces est abordée en pri-
vilégiant le point de vue des structures géométriques, cadre dans lequel les
objets sont localement modelés par un pseudo-groupe de transformations
d’un espace modele. Parmi toutes les surfaces dont la géométrie locale est
donnée, en un sens qui sera précisé plus bas, nous exhibons un « objet uni-
versel », noté pour l'instant E%, jouant le role de modele et généralisant
les modeles classiques bien connus en courbure constante. Il s’agit d’'une
surface lorentzienne simplement connexe et maximale, c’est-a-dire inexten-
sible, que I'on peut caractériser par des propriétés de symétrie et de com-
plétude (voir Théoréme 1.1). Sa construction met en évidence un phéno-
mene qui contraste avec le cas riemannien : I’existence d’'une grande variété
(géométrique et topologique) d’exemples de surfaces munies d’un champ de
Killing, y compris parmi les quotients du modele lui-méme. Dés lors se pose
la question de trouver de « bonnes » classes de surfaces uniformisées par le
modele, c’est-a-dire dont le revétement universel est isométrique a un ou-
vert du modéle via une application développante. Notre surface universelle
E* conduit a des résultats d’uniformisation dans plusieurs contextes si-
gnificatifs : surfaces compactes, surfaces analytiques. Dans le cas compact
(tores et bouteilles de Klein), nous en déduisons une classification assez
précise des objets.

Parmi les résultats sur la géométrie des variétés ayant un « gros » groupe
d’isométrie, on peut citer comme prototype le théoréme de Ferrand [4] en
géométrie conforme riemannienne. Le terme « gros » est bien str a préci-
ser mais il signifie a minima « qui n’agit pas proprement sur la variété ».
Notre travail se rapproche notamment de [9], dans lequel 'auteur étudie
les surfaces lorentziennes globalement hyperboliques, et de [15] ou les au-
teurs étudient les variétés lorentziennes compactes munies d’un champ de
Killing (ayant une orbite de type temps) dont le groupe d’isométrie a une
infinité de composantes connexes. Notre cadre de travail est un mélange
des précédents : nous étudions les surfaces munies d’un champ de Killing
sans nous limiter aux surfaces compactes ou globalement hyperboliques.
Précisons qu’en dehors de cas élémentaires, ’action du flot d’isométries de
notre modele E* n’est pas propre.

Les surfaces modeles lorentziennes de courbure constante ont évidem-
ment un gros groupe d’isométrie, mais on peut vérifier qu’elles ne possedent
que peu de quotients. A linverse, pour une géométrie locale suffisamment
générale, notre surface modeéle F* admet de nombreux quotients et leur
topologie est tres variée. Nous verrons en effet que E* possede, en plus de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXTENSIONS MAXIMALES ET TORES LORENTZIENS 69

son flot d’isométries, une combinatoire discrete de type hyperbolique, c’est-
a~dire admet des sous-groupes discrets d’isométries dont la dynamique est
conjuguée a celle d’'un groupe fuchsien sur le plan.

Notre modeéle est obtenu par extension de la géométrie locale. La notion
d’extensibilité joue un réle fondamental en géométrie lorentzienne. Dans
un travail précédent [1], nous avons utilisé de fagon essentielle la possibilité
d’étendre le revétement universel du tore de Clifton—Pohl en une surface
lorentzienne dont toutes les géodésiques de type lumieére sont completes
(on dira L-complete). On notera aussi que la construction de l'extension de
Kruskal de la métrique de Schwarzschild se raméne a un probléme d’exten-
sion d’une surface munie d’un champ de Killing, [12]. Nous allons voir que
ces deux extensions peuvent étre obtenues par le méme procédé général.

Décrivons plus en détails le procédé évoqué ci-dessus, qui repose sur deux
observations clés(!) . Premiérement, la présence d’un champ de Killing en-
traine généralement l'existence d’isométries locales supplémentaires : les
réflexions par rapport aux géodésiques de type temps ou espace perpen-
diculaires au champ de Killing, que l'on appellera réflexions génériques.
Ces réflexions permutent les feuilletages de lumiére. Dés qu’elles ne sont
pas globalement définies, elle permettent d’étendre la surface en collant
deux copies de celle-ci. Ensuite, nous cherchons des extensions aussi com-
pletes que possible; en particulier toute extension L-compléte sera maxi-
male. Les orbites de lumiere du champ de Killing sont généralement incom-
plétes (géodésiquement) et le procédé d’extension par réflexion ne corrige
pas ce défaut. La deuxiéme observation clé est que 1’on peut, dans certaines
conditions, adjoindre des points selles, c’est-a-dire des zéros du champ de
Killing, afin de prolonger ses orbites de lumiére incomplétes en géodésiques
completes.

Soit X une surface lorentzienne munie d’'un champ de Killing K, que
nous supposerons toujours non trivial et complet. Localement, I'un des
feuilletages de lumiere est défini par un champ L tel que (K, L) = 1. La
métrique se met alors sous la forme

(1.0) 2dzdy + f(z)dy?,

avec L = 0, et K = 0, (voir Lemme 2.3). La coordonnée locale z, bien
définie modulo translation et changement de signe, sera appelée coordonnée
transverse. Ainsi, la fonction f exprime la norme du champ de Killing dans
la coordonnée transverse, laquelle norme étant évidemment un invariant de

(1) Ce mode de construction de surfaces munies d’un champ de Killing a été repris
dans [10], il permet de donner des familles de surfaces dont toutes les géodésiques de
type espace sont fermées.
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la géométrie locale du couple (X, K). Pour le tore de Clifton—Pohl, on aura
f(x) = sin(2z) et pour la métrique de Schwarzschild f(z) = 1 — 2Maz~?
(avec M > 0, coordonnées dites de Eddington-Finkelstein, voir [14]). La
courbure vaut f”(z)/2. Dans toute la suite de I'introduction, nous écartons
le cas de la courbure constante. Le champ de Killing est alors unique a
homothétie prés (voir la preuve du Lemme 2.1). Les changements de la
coordonnée transverse et du champ de Killing se traduisent par une action
(a droite) du groupe affine de la droite qui consiste & remplacer f(z) par
a=2f(azx +b) pour (a,b) € R* x R. La classe de f modulo cette action sera
notée [f], celle de action du sous-groupe donné par a? = 1 sera notée [f].
Les classes [f] et [f] sont des invariants de la géométrie locale de (X, K)
et de X respectivement.

Afin de définir une notion plus précise de « géométrie locale », nous sup-
posons dans un premier temps que X est simplement connexe. L’espace
Ex des orbites non triviales du champ K est alors une variété connexe de
dimension 1, généralement non séparée; de plus, toute coordonnée trans-
verse locale se globalise en une fonction lisse x € C*°(X,R) qui induit un
difféomorphisme local de Ex sur un intervalle I de R, Proposition 2.21 (2).
Soit f € C*°(I,R). Nous dirons que (X, K) est de classe [f], ou que X
est de classe [f] quand on veut oublier le champ de Killing, si I = z(X)
et (K, K) = f ox. Plus généralement, si X n’est pas simplement connexe,
(X, K) est dite de classe [f] si son revétement universel X Iest. Cette condi-
tion signifie que la géométrie locale de la surface est partout déterminée,
via la norme du champ, par une fonction définie sur un intervalle (optimal)
de la droite numérique; on dira que la géométrie locale est uniforme. La
condition est satisfaite dans deux cas importants : les surfaces compactes
(E5 est séparé) et les surfaces analytiques. Il faut noter qu’en général la
norme du champ, comme fonction sur l'espace des orbites, ne se factorise
pas de telle sorte.

On fixe maintenant une géométrie locale (au sens précédent) en se don-
nant une fonction f € C*>(I,R). La surface Ry = I x R munie de la
métrique (1.0) est la surface la plus simple de classe [f]. Un des résul-
tats principaux de cet article est I'existence d’une extension privilégiée de
Ry, notée EY. Cette surface est munie d'un champ de Killing, simplement
connexe, maximale si f est inextensible (en particulier L-compleéte si f est
définie sur R) et de classe [f]. Dans le cas particulier ou f ne s’annule pas
(on dira que f est élémentaire), on prend EY = Ry, qui est effectivement
maximale lorsque f est inextensible. Quand f s’annule, les réflexions gé-
nériques ne sont pas globalement définies. La surface EY% s’obtient alors a
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partir de Ry grace aux deux opérations évoquées plus haut : extension par
réflexion et adjonction de selles.

Un moyen de produire d’autres extensions de Ry consisterait a pertur-
ber E¥ en dehors de Ry, tout en conservant un champ de Killing. Une
telle surface ne serait évidemment plus de classe [f]. Il existe méme des ex-
tensions de Ry maximales, recouvertes (& l'exception des éventuels points
selles) par des ouverts isométriques & Ry, mais qui ne sont pas de classe [f],
Exemple 3.9. Pour une surface simplement connexe maximale, étre a géo-
métrie locale uniforme équivaut & une propriété de symétrie : la réflexivité.
Soit X simplement connexe munie d’un champ de Killing et soit ¥ un
ouvert de X isométrique & R, pour une certaine fonction g. La réflexi-
vité (Définition 3.7) stipule que les réflexions génériques de Y s’étendent
en des isométries locales définies au moins sur Y (ce qui fait défaut a
I’Exemple 3.9). On verra que les réflexions génériques de EY¥ sont méme
globalement définies, Lemme 3.10.

Supposons que f est inextensible et qu’elle s’annule, de sorte que EY est
une extension de classe [f], simplement connexe, maximale et propre de Ry.
On s’apercoit & nouveau qu’une telle extension n’est pas forcément unique.
En effet, le revétement universel de E'y privé d'un point selle (s'il en existe)
est une extension de Ry simplement connexe, maximale, de classe [f] et
non isométrique a E. Pour une fonction f suffisamment générique, on sait
méme construire, en répétant cette seule transformation, une infinité non
dénombrable d’extensions maximales de Ry deux a deux non isométriques
et toutes de classe [f], voir la fin du §3.3. Contrairement a E, ces surfaces
possedent par construction des géodésiques de lumiére incompletes portées
par des trajectoires du champ de Killing : on dira abusivement qu’elles
ont des selles a I'infini. Cette terminologie se justifie par 'incomplétude
géodésique des trajectoires du champ qui tendent vers un point selle. Par
exemple, dés que f admet des zéros simples, le bord de Ry dans E'y contient
des points selles. L’absence de selles & l'infini (Définition 3.2) apparait ainsi
comme une version affaiblie de la L-complétude. Nous pouvons maintenant
énoncer le résultat d’existence et d’unicité de nos surfaces modeles.

THEOREME 1.1 (Proposition 3.3 et Théoréme 3.21). — Pour toute fonc-
tion f € C>®(I,R) inextensible, il existe une unique (a isométrie prés)
surface lorentzienne lisse EY¥ munie d’un champ de Killing complet K* et
caractérisée par les propriétés suivantes : (E}}, K™") est simplement connexe,
de classe [f], maximale et sans selles & I'infini (L-compléte si I = R).

TOME 70 (2020), FASCICULE 1
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Ce résultat est valable y compris en courbure constante (f”/ = 0). De
plus, si I'on écarte ce cas, deux surfaces EYf et Ey (f,g € C*(I,R)) sont
isométriques si et seulement si [f] = [g]-

COROLLAIRE 1.2. — Toute surface lorentzienne analytique (X, K) (avec
K non trivial et complet), simplement connexe et L-compléte est isomé-
trique & une surface E"(f) pour une certaine fonction analytique f définie
sur R.

La surface EY% sera considérée comme espace modele pour la géométrie
locale de classe [f]. Nous appellerons également EY extension universelle
associée a f, car elle a vocation a se substituer au revétement universel dans
les questions de classification, ou encore (comme dans [1]) pour analyser la
géométrie globale. A ce stade, Pétude du groupe d’isométrie du modele EY
s’impose.

THEOREME 1.3 (voir Théoréme 4.4 et Proposition 4.3). — Le groupe
d’isométrie de EY (supposée a courbure non constante) est le produit semi-
direct du sous-groupe distingué engendré par le flot du champ et d’un
sous-groupe discret G, non unique.

Le groupe G se décompose lui-méme en produit semi-direct d’un sous-
groupe distingué « générique » Ggen, engendré par des réflexions génériques,
avec un sous-groupe (non unique) isomorphe au groupe de symétrie de f. La
structure algébrique de G (en particulier sa taille) dépend évidemment de
f. Plus précisément, si Z; désigne I’ensemble des zéros de f, le groupe Ggen
est un groupe de Coxeter dont les générateurs correspondent bijectivement
aux composantes connexes de I \. Z¢, Proposition 4.6. En particulier, si f
n’est pas périodique, le groupe G est virtuellement de Coxeter. Concernant
les aspects dynamiques, nous établissons, Proposition 4.9, que G agit pro-
prement sur E si et seulement si les composantes de . Zy ne s’accumulent
pas dans I (on dira que f est de type fini). Cela nous permet de construire,
Remarque 4.12, une surface dont le groupe d’isométrie n’agit pas propre-
ment bien qu’il soit de 2-torsion. A titre de comparaison, indiquons qu'il est
montré dans [9] quun groupe d’isométrie d’une surface lorentzienne globa-
lement hyperbolique Cauchy compacte n’agissant pas proprement est tou-
jours isomorphe & un sous-groupe d’un revétement fini de PSLo(R). Dans le
cas analytique (a courbure variable), nous montrons (Corollaire 4.10) que
le groupe d’isométrie de toute surface simplement connexe (X, K) est le
produit semi-direct de sa composante neutre par un sous-groupe agissant
proprement (comparer avec [15]).
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Lorsque f est de type fini, 'action de G sur EY est différentiablement
conjuguée & celle d’un groupe (virtuellement) fuchsien sur le demi-plan de
Poincaré ; nous décrivons précisément (en fonction de f) ce groupe dont le
sous-groupe générique est un groupe de réflexions hyperboliques, Propo-
sition 4.13. On peut donc considérer que la surface EY est alors un objet
dont la combinatoire est de nature hyperbolique. Nous montrons que G
posséde toujours des sous-groupes sans torsion d’indice au plus 4, corres-
pondant aux plus petits quotients lisses de . Nous explicitons le nombre
et la topologie de ces quotients, Proposition 4.28, ainsi que ’espace des
déformations de ceux-ci, Proposition 4.39. La quantité, tant d’un point de
vue topologique que géométrique, de surfaces obtenues n’a rien a voir avec
la situation analogue en géométrie riemannienne : toutes les surfaces non
compactes de type fini apparaissent et les espaces de déformation sont de
dimension arbitrairement grande (Table 4.2 et Proposition 4.39). Pour une
géométrie locale donnée, suffisamment générale, on peut méme réaliser tous
les types topologiques finis et orientables, Proposition 4.32.

Le role d’espace modele, ou d’extension universelle, joué par la surface
B} est précisé par le résultat suivant (voir les Théoremes 3.21 et 3.24).

THEOREME 1.4 (uniformisation). — Soit X une surface lorentzienne
connexe munie d’un champ de Killing K non trivial et complet.

(1) Soit f € C=(I,R). Si (X, K) est de classe [f], alors X est modelée
sur B¢, en particulier son revétement universel est étalé au-dessus
d’un ouvert de EY.

(2) La surface X est uniformisée par un ouvert d’une extension uni-
verselle (associée a une certaine fonction f) dans chacun des cas
suivants :

(a) (X, K) est a géométrie locale uniforme et sans selles a I'infini,
(b) le flot de K est périodique.

En particulier, les surfaces analytiques sans selles a 'infini et les surfaces
compactes sont uniformisées par un ouvert d’une surface E%.

Comme nous 'avons déja observé, les surfaces analytiques et les surfaces
compactes (tores et bouteilles de Klein) admettent une géométrie locale
uniforme, de type fini dans le cas analytique et périodique dans le cas
compact. Sur les surfaces compactes, les champs de Killing sont toujours
périodiques (a l’exception de certains champs dans le cas plat). Sans étre
incompatibles, les conditions (2a) et (2b) sont assez opposées ; ainsi pour un
tore, des que f possede un zéro simple, le flot du champ est périodique mais
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la surface admet des selles a I'infini. Les deux résultats d’uniformisation ci-
dessus sont donc complémentaires. Quand f est de type fini, par exemple
analytique, ’étude des surfaces maximales uniformisées par EY se ramene a
celle des ouverts maximaux de discontinuité, décrits par la Proposition 4.35.
L’exemple du revétement universel de EY privé de points selles montre que
I’on ne peut espérer un théoreme d’uniformisation général, méme dans le
cas analytique.

Revenons pour finir au cas compact. L’étude des espaces E% permet de
mieux comprendre les tores possédant un champ de Killing. En particulier,
on déduit des résultats précédents que le revétement universel d’'un tel tore
se plonge toujours dans une surface simplement connexe et L-complete.
Le phénomene d’extension constaté dans [1] sur le tore de Clifton—Pohl n’a
donc rien d’exceptionnel. Bien qu’il découle directement des Théorémes 1.1
et 1.4, le résultat suivant mérite un énoncé.

THEOREME 1.5 (extension universelle d'un tore). — Soit T' un tore Io-
rentzien lisse (resp. analytique) de dimension 2 muni d’un champ de Killing
non trivial. Alors le revétement universel de T posséde une extension lisse
(resp. analytique) munie d’un champ de Killing, simplement connexe, L-
compléte et réflexive. Une telle extension est unique a isométrie prés.

Dans le cas analytique, on a un résultat plus fort (Corollaire 3.26) : le
revétement universel d’un tore lorentzien analytique possédant un champ de
Killing non trivial admet, a isométrie prés, une unique extension analytique,
simplement connexe et L-compléte.

Quand T n’est pas L-complet, I’extension du revétement universel doit
évidemment étre propre. Le revétement universel est au contraire inexten-
sible si T' est L-complet, c’est-a-dire (voir Sanchez [16]) si le champ de
Killing ne change pas de type; T est alors complet. Bien que cette condi-
tion sur la géométrie locale [f] (qui ne change pas de signe) soit ouverte,
ce cas est assez particulier. Le Théoreme 1.5 établit donc que la complé-
tude est la seule obstruction a l'extensibilité du revétement universel, pour
les tores admettant un champ de Killing. On pourrait se demander plus
généralement s’il est possible de caractériser les tores lorentziens dont le
revétement universel est extensible.

Le Théoréme 1.4 nous conduit a une classification des tores lorentziens
admettant un champ de Killing. Contrairement & son analogue riemannien,
le revétement universel d'un tel tore n’est pas déterminé par la norme
du champ (sauf si celle-ci ne change pas de signe, auquel cas le tore est
complet), seule son extension universelle I’est. Ce probléme de classification
est lié & la description des ouverts divisibles des surfaces E%. 1l apparait que
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ces ouverts sont les relevés de certaines géodésiques de 'espace des feuilles
du champ de Killing de EY et qu’ils peuvent étre codés simplement par
une donnée finie, mais arbitrairement grande. Nous pouvons alors donner
la classification des tores et des bouteilles de Klein possédant un champ
de Killing, voir Corollaires 5.5, 5.10 et 5.13 (comparer avec Sanchez [16],
voir aussi Matveev [8, Theorem 4]). Cette étude nous permet également de
déterminer, pour chaque géométrie locale périodique [f], les composantes
connexes de ’espace des métriques lorentziennes contenant un tore ou une
bouteille de Klein localement modelé sur I'espace E¥, voir §5.3.
Finalement, nous retournons rapidement a I’étude des points conjugués.
Nous montrons que les surfaces EY associées a un tore (c’est-a-dire avec f
périodique) vérifient un théoréme « a la Hopf » : elles contiennent toujours
des points conjugués a moins qu’elles ne soient plates, Proposition 5.28.
Autrement dit, si I'extension universelle associée a (T, K) n’a pas de points
conjugués, alors T est plat. Nous établissons aussi que les tores non plats
ayant un champ de Killing et aucun point conjugué doivent ressembler
en un sens assez précis & un tore de Clifton—Pohl (qui rappelons-le n’en
posséde pas, [1]), Théoréme 5.29. En particulier, un tel tore n’est jamais
homotope a un tore plat, ce qui étend un résultat de Gutierrez, Palomo et
Romero [6] concernant les métriques globalement conformément plates.

2. Géométrie associée a un champ de Killing
2.1. Bandes. Extension par réflexion

Tous les objets (surfaces, métriques lorentziennes, champs de vecteurs)
sont supposés de classe C*. Dans la suite, on considére des couples (X, K)
ou X est une surface lorentzienne, éventuellement a bord, munie d’un
champ de Killing non trivial K. Une isométrie entre deux couples (X, K) et
(X', K') est une isométrie lorentzienne ® : X — X’ telle que ®,(K) = K.
On dira que (X, K) est saturée si K est complet ; les composantes du bord
(s’il est non vide) sont alors des orbites de K. On notera toujours K le
feuilletage de K et Kt le feuilletage orthogonal a K, feuilletages définis en
dehors des zéros de K.

On rappelle qu'une surface simplement connexe, compléte et a cour-
bure constante est isométrique au plan de Minkowski Minks, c’est-a-dire
(R%,2dxdy), ou & un multiple du revétement universel de dSs, la surface
de de Sitter, c’est-a-dire le projectifié de {(z,y,2) € R3; 2% + 9% — 22 = 1}
muni de la métrique induite par dz? + dy? — dz2. On appelle « demi-plan

TOME 70 (2020), FASCICULE 1



76 Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

de Minkowski » toute surface isométrique a un demi-plan ouvert de Mink,
dont le bord est une droite de type lumiere, c¢’est-a-dire toute surface iso-
métrique & R? muni de la métrique 2dzdy + xdy?. On appelle « domaine de
de Sitter » toute surface isométrique au complémentaire d’une géodésique
de lumiere dans dSs.

LEMME 2.1. — Soit X une surface lorentzienne connexe munie d’un
champ de Killing K non trivial et complet. Le groupe Is* (X, K) des iso-
métries de X qui préservent K au signe preés coincide avec Is(X), sauf si le
revétement universel de X est a courbure constante et contient un demi-
plan de Minkowski ou (quitte & multiplier la métrique par un scalaire) un
domaine de de Sitter.

Démonstration. — Supposons que 'algebre de Lie Rx des champs de
Killing sur X soit de dimension 1. Il existe alors A € R tel que ®,(K) = \K.
Si (K, K) n’est pas identiquement nulle, on a A?> = 1. Sinon K est de type
lumiere et donc le revétement universel de X est isométrique a un ouvert
de Minks dont le bord est constitué de géodésiques de lumiere invariantes
par ® et K. Il en contient donc au plus une et X contient un demi-plan de
Minkowski.

Supposons maintenant que Kx est de dimension au moins 2 (en fait égale
a2, le cas o dim Rx > 2 est bien connu, [18, p. 372]). Soient K; et K5 deux
champs de Killing et soit p € X. Si K;(p) et Ka(p) sont non colinéaires,
alors la courbure est constante prés de p. Sinon, il existe K3 € £x non
trivial s’annulant en p. Ce point est nécessairement une selle de K3 (voir la
preuve de la Proposition 2.35) : & nouveau la différentielle de la courbure
est nulle en p. Quitte a multiplier la métrique par un scalaire, la courbure
de X est égale a 0 ou 1 et donc X est localement modelé sur Minks ou
dSs. En comparant les algebres de Lie des champs de Killing locaux de
X et du modele, on voit que si Is(X) contient un sous-groupe abélien de
dimension 2, alors X est plate et les champs K; sont géodésiques et partout
linéairement indépendants. Par conséquent X est isométrique au plan de
Minkowski (et finalement dim &x = 3). Sinon, il contient un sous-groupe
localement isomorphe au groupe affine de la droite, noté Aff. Les orbites de
dimension 1 de l'action d’un tel groupe sur Minky ou dSs sont des droites
de lumiere isolées. Par conséquent, X contient une orbite ouverte U sim-
plement connexe car son bord (si U # X) est constitué de géodésiques de
lumieére proprement plongées. L’ouvert U est donc isométrique au groupe
Aff muni d’une métrique lorentzienne invariante & gauche. Une telle sur-
face est isométrique a un demi-plan de Minkowski ou & un domaine de
de Sitter. |
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DEFINITION 2.2 (rubans, bandes, carrés et dominos). — Soit X une

surface lorentzienne munie d’un champ de Killing K complet ne s’annulant
pas. On dit que (X, K) est

(1) un ruban (Figure 2.1) si X est simplement connexe et si I'un des
feuilletages de lumiére de X est partout transverse a K (y compris
au bord s’il est non vide),

(2) une bande (resp. un carré) si X est homéomorphe a [0, 1] xR (resp.
a[0,1]% \ {0,1}?) avec (K, K) nul au bord et non nul a intérieur
de X,

(3) un domino si X est simplement connexe sans bord et si son champ
K admet une unique orbite de lumiére.

FIGURE 2.1. Ruban (K vertical, champ de lumiére transverse horizon-
tal)

Seules les orbites de lumiére du champ de Killing sont représentées sur
la Figure 2.1. Leur réunion est un fermé dont la structure topologique
transverse peut étre arbitraire. Les adhérences des composantes du com-
plémentaire de ce fermé sont des bandes.

Un ruban (X, K') dans lequel on a choisi une orbite ¢y de K (par exemple
une orbite de lumiére s’il en existe) sera appelé ruban marqué et noté
(X, K,cp). Les dominos sont automatiquement des rubans, que ’'on mar-
quera toujours par 'unique orbite de lumiere de leur champ de Killing.

LEMME 2.3 (coordonnées adaptées). — Soit (X, K, ¢p) un ruban lorent-
zien marqué. Il existe un intervalle I de R comprenant 0 et des coordon-
nées globales (z,y) € I x R sur X dans lesquelles le champ et la métrique
s’écrivent respectivement 0y et

(2.1) 2dzdy + f(2)dy? (x,y) € I x R,

la feuille ¢y étant donnée par x = 0. Si le champ K admet une feuille de
Iumiere, alors ces coordonnées sont uniques a translation prés de la variable
y (en particulier I et f sont uniques).
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Démonstration. — 1l existe un champ L sur X (qui est orientable) véri-
fiant (L, L) = 0, (K, L) = 1 et invariant par K, c’est-a-dire [K, L] = 0. Pour
toute géodésique maximale y tangente & L, on note U, le saturé de v par
le flot ®* de K. Comme 7 est maximale, chaque U, est ouvert. Les ouverts
U, sont disjoints ou confondus, X est connexe, par conséquent X = U,.
Puisque X est simplement connexe, toute géodésique ~ coupe chaque or-
bite de K au plus une fois d’apres le théoréme de Poincaré—Bendixson. On
prend comme coordonnée x le temps du flot de L normalisé par x = 0 sur
co (ce paramétrage est géodésique sur chaque orbite de L) et pour y le
temps du flot de K normalisé par y = 0 sur une géodésique 7g. Si K admet
une feuille de lumiere, alors le champ L est unique. Le seul changement
possible de coordonnées est une translation, d’ou I'unicité. O

Remarque 2.4. — Si (X, K, ¢y) est un domino, lorbite de lumiére ¢y par-
tage X en deux demi-espaces ouverts, que I’on notera X+, donnés en co-
ordonnées adaptées par +x > 0.

Localement, au voisinage d’une orbite non triviale ¢y de K, il existe tou-
jours au moins un champ L comme dans la preuve ci-dessus ; en particulier
co est contenue dans un ruban ouvert. Un tel champ L est unique au voisi-
nage des orbites de lumiere de K, par exemple au voisinage du bord dans
le cas d’'une bande.

PROPOSITION 2.5 (réflexions locales génériques). — Soit (U, K) une sur-
face lorentzienne saturée homéomorphe au plan et telle que (K, K) ne s’an-
nule pas. Pour toute feuille v du feuilletage orthogonal a K, il existe une
isométrie indirecte o, : U — U fixant y point par point. Cette isométrie
0 sera appelée réflexion locale générique d’axe 7.

Démonstration. — D’apres le Lemme 2.3, la surface (U, K) admet une
carte adaptée de la forme (2.1). Si G est une primitive de —1/f sur I'in-
tervalle (ouvert) I, les feuilles du feuilletage orthogonal & K s’écrivent
y = G(z) + B (B € R). La réflexion définie par
(2.2) =z, Yy =2G@)+B)-y ((zy) €elxR)
est clairement une isométrie de U, qui inverse le champ K. O

Les rubans jouent un role central dans notre étude. Nous donnons main-
tenant une classification de ces objets et de leurs isométries. Certaines
d’entre elles proviennent de symétries additionnelles de la fonction norme
du champ K. Soit (X, K) un ruban et soit f € C*°(I,R) comme dans (2.1).
On pose

(2.3) Is(f) = {¢ € Is(I,dz?); f o o = [},
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ot Is(I,dz?) désigne le groupe des isométries euclidiennes de I'intervalle I.
Le groupe Is(f) est trivial sauf si f admet une symétrie, une période ou
les deux; quand f est non constante, il est alors isomorphe respectivement
a Z/2Z, Z ou Dy, (groupe diédral infini). Par ailleurs, on note Isgen (X) le
groupe formé par le flot de K et, si (K, K) ne s’annule pas, par les réflexions
génériques (voir Proposition 2.5). Les éléments de Isgen(X) seront appelés
isométries génériques du ruban (X, K).

PROPOSITION 2.6 (classification et isométries des rubans).

(1) Les classes d’isométrie de rubans (X, K) tels que (K, K) s’annule
(resp. ne s’annule pas) correspondent bijectivement aux fonctions
lisses qui s’annulent (resp. qui ne s’annulent pas), modulo transla-
tion (resp. translation et changement de signe) de la variable.

(2) Si (X, K) est un ruban a courbure non constante, alors le groupe
d’isométrie Is(X) est isomorphe & Isgen(X) X Is(f), produit semi-
direct du groupe des isométries génériques par le groupe de symétrie
d’une fonction f associée a (X, K); de plus toute géodésique de
lumiére interne (maximale) définit une section Is(f) — Is(X).

Démonstration. — La métrique et le champ d’un ruban (X, K) sont dé-
terminés par une carte adaptée de la forme (2.1). Dans cette carte, la fonc-
tion f représente la norme (K, K) exprimée dans la coordonnée transverse
z. Si (K, K) s’annule, le champ L est unique et f est bien définie modulo
translation de x. Sinon, il existe deux champs transverses L et L’ et deux
cartes adaptées de la forme 2dzdy + f(z)dy? et 2da’/dy’ + f(—2)dy’>. Le
changement de carte s’obtient en composant ' = —z, ¥’ = —y (qui inverse
le champ de Killing) avec une réflexion de l'une des cartes, voir (2.2).

Toute isométrie ® d’un ruban (X, K) qui n’est pas & courbure constante
envoie K sur +K (Lemme 2.1). Posons (u,v) = ®(z,y) ou (z,y) € I xR
sont des coordonnées adaptées. Si f s’annule, alors par unicité du champ
L le couple de champs (K, L) est envoyé par ® sur (K, L) (cas (a)) ou sur
(=K,—L) (cas (b)). Dans le cas (a) on a u = x + a,v = y + t; de plus
a = 0 sauf si f est périodique (et I = R). Le cas (b) n’est possible que si
f(b—z) = f(x) pour tout x € I, ce qui impose une symétrie a la fonction f.
Si f ne s’annule pas, il existe deux champs L = 0, et L' = =0, +2/f(x)0,
vérifiant (K, L) = (K,L') = 1. Aux possibilités (a) et (b) s’ajoutent les
suivantes : (K,L’) (cas (a’)) et (—K,—L’) (cas (b’)). D’aprés la Propo-
sition 2.5, il existe une isométrie globale ¢ (réflexion générique) vérifiant
(b'); si @ satisfait (a’) ou (b'), alors o o ® satisfait (b) et (a) respective-
ment. On est ramené aux cas précédents. Ensuite, le groupe Isgen (X) est

TOME 70 (2020), FASCICULE 1



80 Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

par définition distingué et 'assertion (2) se déduit facilement de la descrip-
tion des isométries. Noter que le stabilisateur d’une géodésique de lumiere
interne (maximale) est isomorphe & Is(f) et ne contient aucune isométrie
générique non triviale. g

PROPOSITION 2.7 (feuilletage de lumiére transverse). — Soit (X, K)
une surface lorentzienne connexe, sans bord et munie d’'un champ com-
plet K ne s’annulant pas. On suppose de plus que X admet un feuilletage
de lumiére L partout transverse a K. Dans ces conditions

(1) le flot de K est transitif sur les feuilles de L,
(2) X est homéomorphe au plan, au cylindre ou au tore ; métriquement,
(X, K) est un ruban ou le quotient d’un ruban.

Démonstration. — La propriété (1) de transitivité s’obtient comme dans
la preuve du Lemme 2.3. Notons (X, K) le revétement universel de (X, K),
qui est un ruban sans bord. Tout élément ¢ € Autx X doit étre isométrique
et respecter les champs KetL (en particulier ¢ préserve les feuilletages
de lumiére). En coordonnées adaptées, on trouve que ¢ est un élément du
flot composé éventuellement avec une translation de la variable x (ce qui
impose I = R et f périodique dans (2.1)). Le groupe Auty X est donc
abélien et composé d’isométries directes, d’ot 'assertion (2). O

LEMME 2.8 (types de bandes). — Toute bande lorentzienne (B, K) est
de I'un des trois types suivants.

e Type I (ou bande standard) : (B, K) est un ruban. Les feuilletages
K et K+ sont des suspensions. Le champ L est global, rentrant sur
un bord et sortant sur I'autre.

e Type II : (B, K) n’est pas un ruban, le feuilletage K est une sus-
pension et C* est une composante de Reeb. Le champ (local) L est
rentrant ou sortant au bord.

e Type III (ou type Reeb) : (B, K) n’est pas un ruban, le feuilletage
K est une composante de Reeb et K+ est une suspension. Le champ
L (local) est rentrant sur un bord et sortant sur I’autre.

Démonstration. — Les feuilletages K et K+ coincident au bord et sont
transverses a l'intérieur. Le champ local L (pres du bord) est partout trans-
verse & K et K. Par définition il n’existe aucune feuille de lumiére de K
a lintérieur de B. En conséquence, si I'un des feuilletages I ou K n’est
pas une suspension (n’admet pas de transversale globale), alors il se réduit
a une composante de Reeb. Considérons le fibré des directions au-dessus
d’un arc 7 qui joint les deux composantes du bord. Il s’agit d’un cylindre
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[0,1] x St séparé par les champs de lumiére en deux ouverts (directions po-
sitives ou négatives de la métrique au-dessus de 7). Deux cas se présentent.
Si le champ L est global, on voit que nécessairement les feuilletages K et
K+ sont des suspensions (type I). Sinon, I'un des feuilletages K ou K+
est une composante de Reeb. On peut alors choisir 7 transverse aux deux
feuilletages de lumiere et donc a 'autre feuilletage qui est forcément une
suspension : la bande est de type II ou III. Les trois types de bandes sont
illustrés plus bas (voir la Figure 2.2 et les commentaires attenants). ]

DEFINITION 2.9. — Soit (X, K) une surface lorentzienne connexe, sé-
parée et saturée par un champ de Killing K.
(1) Une surface saturée (X, K) est une extension de (X, K) si X est
connexe et séparée et s’il existe un plongement isométrique v : X —
X tel que K coincide avec ¢, (K) sur o(X).
(2) (X, K) est maximale (ou inextensible) si elle n’admet pas d’exten-
sion non triviale.

Exemple 2.10. — Toute surface saturée (X, K) a bord est extensible. En
effet, soit ¢ une composante de 9.X. Quitte a remplacer X par un revétement
cyclique, on peut supposer que c est une orbite plongée de K. L’existence de
coordonnées adaptées (2.1) dans un voisinage saturé de ¢ montre alors que
(X, K) s’étend au voisinage de ¢ (analytiquement si (X, K) est analytique).

Exemple 2.11. — Toute surface (X, K) dont les géodésiques de lumiére
sont complétes (on dira L-compléte) est inextensible, voir la fin de la preuve
de la Proposition 3.3.

L’hypotheése de séparation entraine que les surfaces compactes sont in-
extensibles au sens précédent. Il existe néanmoins des plongements isomé-
triques de surfaces compactes ou completes dans des surfaces connexes non
séparées. Dés qu'une surface connexe (X, K) admet un ouvert saturé U non
vide et propre (c’est le cas par exemple d’un tore plat muni d’un champ
périodique), le recollement de deux copies de (X, K) le long de U est une
« extension » connexe non séparée de (X, K). On trouvera des exemples
plus naturels dans la discussion qui suit la Proposition 4.38.

Remarque 2.12. — Nous montrerons plus loin (Proposition 3.1) que la
notion de maximalité introduite & la Définition 2.9 (surfaces munies d’'un
champ de Killing) équivaut & la maximalité au sens usuel qui n’impose pas
I’extension du champ de Killling.

Nous décrivons maintenant un ingrédient essentiel du processus d’exten-
sion, basé sur Pexistence de réflexions locales (voir Proposition 2.5).
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LEMME 2.13 (lemme d’extension). — Soit (X, K;) et (Xa, K2) deux
surfaces lorentziennes connexes, séparées et saturées (avec ou sans bord).
Soit Uy (resp. Uz) un ouvert saturé strict de X; (resp. de Xz) et soit
o: (U, K1) = (Uy, K2) une isométrie. On suppose que pour tout p € OU;y
la fonction o(q) n’admet aucune valeur d’adhérence quand g tend vers p
(x € Uy). Alors les surfaces (X1, K1) et (Xa, K2) sont extensibles.

Démonstration. — Soit X la surface définie en recollant (X7, K7) et
(X2, K3) via lisométrie o. Plus précisément X est le quotient de X; [ Xo
par lidentification de ¢ € U; C X; avec o(q) € Uy C Xo. Il s’agit d’une
surface lorentzienne connexe, munie d’un champ de Killing K et possédant
un ouvert strict isométrique a (Uy, K7). Il reste a vérifier que X est séparée.
Les éventuels points de branchement se situent nécessairement au bord de
Uy. Sip; € OU7 C X1, les points ps € 0Us C X5 non séparés de p; sont par
construction les valeurs d’adhérences de o(q) quand ¢ tend vers p;, d’oti le
résultat. O

COROLLAIRE 2.14 (extension par réflexion). — Toute bande lorentzien-
ne (B, K) de type I ou I (le champ K est une suspension) est extensible,
de fagon unique a isométrie prés, par un carré lorentzien (E, K ) (Défini-
tion 2.2(2)) avec B dense dans B.

Démonstration. — Soit o une réflexion générique définie sur 'intérieur U
de B (Proposition 2.5). Notons L1, Lo les deux champs de lumiere sur U
normalisés par (L;, K) =1 (i = 1,2). La réflexion o échange L; et —Lo.
En un point p € 9B, 'un des champs L; est défini, disons Lq, supposé
sortant, dont les orbites locales (au voisinage de p) s’accumulent au bord.
Pour les types I et II, les orbites de —Ls ne s’accumulent pas au bord (voir
Lemme 2.8). Par suite o(g) ne peut avoir de valeurs d’adhérences quand ¢
tend vers p (mais ce serait possible pour le type III). L’extension (E, K )
construite ci-dessus est clairement homéomorphe [0, 1]2 \ {0, 1}2. De plus
B~ [0,1] x ]0,1] est dense dans B. L'unicité d'une telle extension résulte
de la classification des carrés et des bandes (Propositions 2.15 et 2.17). O

L’espace des feuilles du champ K d’un carré est une variété riemannienne,
Proposition 2.21. Si J C R est un intervalle, nous noterons J” la variété
obtenue en identifiant (via I'identité) les intérieurs de deux exemplaires de
J (intervalle avec bord double).
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PROPOSITION 2.15 (description et classification des carrés). — Si (X, K)
est un carré lorentzien, alors

(1) (X, K) est recouvert par deux bandes de type I, échangées par des
isométries indirectes de X (réflexions) et dont U'intersection coincide
avec lintérieur de X,

(2) il existe un réel m > 0 (appelé « largeur » du carré) et une fonction
f € ¢>([0,m],R) telle que f~1(0) = {0,m} qui caractérisent le
couple (X, K) a isométrie pres.

De plus, I’'espace des feuilles de K est isométrique au segment a bord double
[0, m]"™.

Démonstration. — Dans U'intérieur U de X, les deux feuilletages de lu-
micre £ et £’ sont transverses & K. Soit p € X et soit £ la feuille de lumiere
maximale issue de p transversalement a d.X. D’apres la Proposition 2.7, le
saturé de £NU par le flot de K coincide avec U. Tout point intérieur ¢ € U
peut donc étre joint a chacune des composantes du bord par une (unique)
géodésique de lumiere. Comme X est simplement connexe, les feuilles de £
et £’ se coupent au plus une fois. Cela entraine que chaque feuille passant
par ¢ € U doit joindre deux cotés opposés de X. Ainsi X est réunion de
deux bandes B et B’ de types I telles que BN B’ = U. L’espace des feuilles
de K est donc isométrique a [0, m]"
et L' deux champs comme dans la preuve du Lemme 2.3, définissant des co-
ordonnées adaptées (z,y), (2’,y’) € [0,m] x R sur B et B’ respectivement.
Soit ¢ : U — U une réflexion par rapport a une géodésique orthogonale a
K. On doit avoir 0.(K) = —K et 0,.(L) = —L’. En coordonnées adaptées,
o est donc donnée par ' = m—uz, ¢y’ = f—y (8 € R). Cette transformation
s’étend aux bords des bandes (z,z’ € {0,a}). Par suite o s’étend en une
isométrie de X qui échange B et B’.

Etant donné un carré (X, K), on note m > 0 la masse des feuilles de K.
La norme de K (vue comme fonction sur [0,m]") induit une fonction
f = fx,x € C®([0,m],R) comme dans I’énoncé, invariante sur la classe
d’isométrie de (X, K). Enfin, si fx/ x» = fx, i, on construit (en utilisant
comme ci-dessus des coordonnées adaptées) une isométrie entre les carrés

(X, K) et (X, K'). O

pour un certain réel m > 0. Notons L

Remarque 2.16 (feuille du milieu d’un carré). — Si (X, K) est un carré
de largeur m, le point m/2 € [0, m]"
d’une feuille privilégiée du champ K, invariante par isométrie.

sera appelé feuille du milieu. Il s’agit
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PROPOSITION 2.17 (classification des bandes). — Les classes d’isomé-
tries de bandes lorentziennes (X, K) sont caractérisées par

(1) lIe type (I, II ou III),

(2) un élément m € |0,+o0] (largeur de la bande), m < 400 pour les
types I et I,

(3) une fonction f € C*(J,R) telle que f~1(0) = d.J, avec J = [0, m]
pour le type I, J = [0,m] ou [—-m, 0] pour le type II et J = [0, m|
pour le type III.

L’espace des feuilles de K est isométrique a J pour les types I et II et a J"
pour le type III

Démonstration. — On procede comme pour les carrés, en recouvrant la
bande par des cartes adaptées (une carte pour le type I, deux cartes pour
les types IT et III). La largeur m est finie pour les types I et IT d’aprés le
Lemme 2.14. Pour les bandes de type II, J = [0,m] (resp. J = [-m,0]) si
le champ L est rentrant (resp. sortant). O

Remarque 2.18. — Toute bande de type III (Reeb) admet des isométries
indirectes qui inversent le champ et échangent les deux composantes de
bord (on étend au bord les réflexions de l'intérieur comme dans la preuve
de la Proposition 2.15).

L’interaction entre les bandes et les carrés est illustrée a la Figure 2.2.
Les réflexions par rapport aux feuilles du feuilletage orthogonal K+ (axes
en pointillés sur la Figure 2.2) se prolongent au carré. Du point de vue
du champ, depuis l'intérieur du carré, les sommets (I'infini du carré) ap-
paraissent de deux types : « selle » ou source/puits. Un carré de largeur m
contient 2 bandes de type I (cotés opposés) et deux bandes de type II (cotés
adjacents a une source/puits) toutes de largeur m, ainsi que deux familles
de bandes de type III (cotés adjacents a une selle) de largeur m’ < m. Les
2 bandes de types I (resp. de type II) sont échangées par les réflexions,
tandis que les bandes de type III sont fixes d’aprés la Remarque 2.18. A
lintérieur du carré, le 4-tissu formé par KC, K1 et les deux feuilletages de
lumiére est invariant par les réflexions.

Remarque 2.19. — Soit C' un carré de largeur m et soit V un ouvert
connexe saturé de C' qui rencontre le bord dC. En fonction du nombre n
de composantes de VNOC, 'ouvert V est de la forme suivante : demi-bande
de largeur m’ € ]0,m] (n = 1), bande (n = 2, types I et II de largeur m,
ou III de largeur m’ € ]0, m]), quasi-carré (n = 3) ou carré (n = 4).
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FIGURE 2.2. Carré lorentzien

PROPOSITION 2.20. — Soit (X, K) une surface lorentzienne lisse ho-
méomorphe au plan R? et munie d’un champ de Killing K non trivial et
complet. On note X la réunion des orbites de lumiére du champ K et
Densemble de ses zéros. Soit U une composante connexe de X \ (XoUX).

(1) L’adhérence UV de U dans X \ ¥ est de I'un des types suivants
(voir Remarque 2.19) : carré, quasi-carré, bande (type I, II ou III),
demi-bande, () ou X.

(2) Side plus (X, K) est maximale (par exemple L-compléte), alors U"
est de I'un des types suivants :

(a) UV est un carré lorentzien,

(b) UV est une bande de type Reeb (de largeur infinie si X est
L-compléte),

(c) UY =0 ou X.

Démonstration. — Comme X est homéomorphe au plan, le cone isotrope
définit deux feuilletages de lumiere. Toute feuille de lumiere est une droite
proprement plongée (voir par exemple [7]); par suite les orbites de lumiére
de K sont des droites plongées. Soit p € ¥ un zéro de K et soit @, le flot
de K. La différentielle D, ®% définit un groupe & un parameétre d’isométries
du plan tangent en p, groupe conjugué a @, pres de p (par Uexponentielle
en p). Par suite, ou bien K est nul prés de p, ou bien p est un point selle
de K adhérent a 4 orbites de lumiére de K. Par connexité de X (vu que
K #0), Pensemble des zéros ¥ est nécessairement discret ; de plus Xg # ()
dés que X # ().

On peut écarter les cas évidents Xo = ) ou X (UY = X ou 0). Soit £ une
feuille de lumieére maximale qui coupe transversalement le bord U de U
dans X \X. On a U = Uer®% (¢NU) d’aprés la Proposition 2.7. De plus le
champ K n’a pas de feuilles fermées et £ est une droite proprement plongée,
donc U est homéomorphe au plan, et pour toute composante ¢ de dU, il
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existe une carte adaptée (2.1) qui recouvre U U ¢; en particulier tout point
q € U peut étre relié a ¢ par une unique géodésique de lumiere v : [0, o] —
UV telle que v(0) = q et y(a) € c. Le nombre n > 1 de composantes de OU
ne peut donc excéder le nombre de rayons de lumieére issus d’un point de
U, c’est-a-dire 4. En examinant les valeurs possibles de n, on conclut grace
aux cartes adaptées que UV est du type souhaité (voir Remarque 2.19).
La maximalité de (X, K) exclut les composantes vérifiant 'hypothése du
lemme d’extension 2.13, c’est-a-dire les quasi-carrés, les bandes de type I
ou II et les demi-bandes. g

2.2. Structures géométriques transverses

Nous introduisons ici des structures géométriques transverses pour les
feuilletages précédents : feuilletage K associé au champ de Killing K et
son feuilletage orthogonal K+ définis sur 'ouvert {K # 0}, feuilletages de
lumieére. Ces structures, adaptées a diverses situations géométriques sur la
surface, ont pour but de mesurer d’une part la « masse » des feuilles de K et
d’autre part le décalage du flot de K. Notamment, la structure projective
transverse a K (Proposition 2.27) permet d’estimer le décalage du flot
quand on tourne autour d’un point selle.

PROPOSITION 2.21 (structure riemannienne transverse au champ de
Killing). — Soit (X, K) une surface lorentzienne (avec ou sans bord) sa-
turée et connexe, avec K non trivial.

(1) Le feuilletage K associé au champ de Killing admet une métrique
riemannienne transverse invariante par l’action de Isi(X ,K).

(2) Si X est simplement connexe, alors I'espace & x i des feuilles de K
est une variété riemannienne connexe de dimension 1, avec ou sans
bord, généralement non séparée. De plus, il existe une application
lisse x € C*°(X,R) qui induit une isométrie locale de & x ) dans
R ; en particulier £ x k) est étalée au-dessus d’un intervalle de R.

Démonstration. — On choisit localement une forme volume lorentzienne
v. Alors la forme igv est fermée (formule de Cartan) et définit locale-
ment le feuilletage IC. L’intégration de ix v sur les transversales a JC définit
une structure transverse modelée sur (R,Is(R,dx?)); si X est orientable,
il s’agit d’une structure de translation puisque v est globale. La structure
riemannienne transverse a K est invariante par Ist (X, K) qui préserve igv
au signe pres.
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Si X est simplement connexe, la forme ixv est définie sur X et exacte.
Soit € C*°(X,R) une primitive de ixv et soit ¥ I’ensemble des zéros
de K ; rappelons que X est discret, preuve de la Proposition 2.20. L’appli-
cation x| x s est alors une submersion et ses sections locales définissent une
structure de variété sur l'espace des feuilles £ x ), et méme une structure
de translation. L’application de & x k) dans R induite par x est évidem-
ment une isométrie locale puisque la métrique riemannienne de & x k) est
donnée par (ixv)? = dz?. O

Remarque 2.22. — L’assertion (2) est valable plus généralement si X
est orientable (et connexe) avec ixv exacte. L’application z € C*(X,R)
est alors bien définie modulo translation (choix de la primitive) et change-
ment de signe (choix de v); nous lappellerons « coordonnée transverse »
au champ. A translation et signe pres, elle coincide avec la coordonnée z
de toute carte adaptée (2.1).

PROPOSITION 2.23 (structures riemanniennes transverses aux feuille-
tages de lumiere). — Soit (X, K) une surface lorentzienne saturée (avec
ou sans bord) dont le champ ne s’annule pas. Alors tout feuilletage de lu-
miére L transverse & K (s’il en existe) admet une métrique riemannienne
transverse invariante par le groupe Isi(X, K). Si ® désigne le flot de K,
cette métrique transverse est donnée par dt?.

Démonstration. — Localement, il existe un champ L tel que (L, L) = 0 et
(L, K) =1, et une forme volume lorentzienne v, normalisée par v(K, L) =
1. On voit que L est invariant par K, ¢’est-a-dire vérifie [K, L] = 0, puis que
la forme iy v est fermée. L'intégration de iy v sur les transversales a £ définit
une structure riemannienne transverse. Tout élément de Is* (X, K) préserve
L et v au signe pres, donc préserve la structure riemannienne transverse
a L. Dans une carte adaptée de la forme (2.1), on a v = —dz A dy et
iy = —dy, d’ou la derniere assertion. O

PROPOSITION 2.24 (structure affine transverse sur le feuilletage orthogo-
nal). — Soit (U, K) un domino lorentzien (voir Définition 2.2). On suppose
que 'unique feuille de lumiére de K est géodésiquement incompléte. Alors le
feuilletage orthogonal a K admet une structure affine transverse invariante
par Iaction du flot de K. Cette structure est unique.

Démonstration. — Le point important est 'invariance. Soit L "unique
champ de vecteurs sur U vérifiant (K, L) =1 et (L, L) = 0 (dans une carte
adaptée L = 0,,) et soit w la 1-forme sur U donnée par w = (K, - ). L'unique
feuille de lumiere de K, que l'on notera cy, n’étant pas géodésiquement
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compleéte, on a A = L - (K, K) # 0 sur ¢p. Cela provient de lexistence de
coordonnées adaptées et du lemme suivant, dont la preuve immédiate est
laissée au lecteur.

LEMME 2.25. — Soit I un intervalle ouvert comprenant 0 et soit f :
I — R une fonction lisse s’annulant en 0. Considérons la métrique 2dzdy +
f(x)dy? définie pour (x,y) € I x R. La droite {z = 0} est géodésiquement
compléte si et seulement si f'(0) = 0. Si f'(0) > 0 alors cette droite porte
une géodésique semi-compléte, le bout complet étant du coté y < 0.

Comme U est simplement connexe, toute structure affine transverse sur
le feuilletage orthogonal K+ est donnée par une submersion ¢ : U — R
(que l'on prend comme parametre transverse) vérifiant dé = Fw pour une
certaine fonction lisse F' : U — R ne s’annulant pas. On peut toujours
supposer que £ = 0 correspond a ¢g. L’invariance par le flot de K implique
alors Pexistence d’un réel p tel que K - £ = €. Par suite, vu que Lxw = 0,
ona K-F = uF et la condition d(Fw) = 0 s’écrit, en évaluant sur le couple
(K,L) :

(K,K)L-F+ (L-(K,K)—p)F =0.

Puisque F' ne s’annule pas, on a nécessairement p = A. En coordonnées
(z,y) € I x R adaptées, sachant que K = 9, et L = J,, on voit que la
fonction F' doit étre de la forme

(2.4) F =gp(x)exp(Ay) (z,y) € I xR,

ou ¢ est une solution non nulle sur I de I’équation différentielle
1
(2.5) ¢'(x) + 2 (f'(x) = Ne(x) =0 (z € ).
f(x)
La linéarité de cette équation assure l'existence de F' et la submersion &,
normalisée par £ = 0 sur ¢y, est finalement donnée par

F
(2.6) ¢ = (K K).
Elle est unique & homothétie pres. (|

Remarques 2.26.

(1) Dans chaque demi-espace U* (voir Remarque 2.4), toute orbite
de K est une transversale globale & K+ sur laquelle le paramétre
affine £ est proportionnel a exp(At), ou ¢ désigne le temps du flot
de K (voir les équations (2.4) et (2.6)).

(2) 11 en résulte que si I'on prend F > 0, alors & décrit |0, co[ sur U™
et |—o00,0[ sur U~.
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Soit (X, K) une surface lorentzienne saturée par un champ K sans zéros.
On dira que les feuilles de lumiere de K découpent des bandes si les com-
posantes connexes de leur complémentaire dans X sont toutes simplement
connexes et si ’adhérence dans X d’une telle composante connexe est une
bande au sens de la Définition 2.2. Dans une bande de type Reeb (type III
du Lemme 2.8), les deux feuilles du bord n’appartiennent pas au méme
feuilletage de lumiere. Il n’y a donc pas d’accumulation de bandes de type
Reeb dans la surface.

PROPOSITION 2.27 (structure projective transverse sur le feuilletage
orthogonal). — Soit X une surface lorentzienne munie d’'un champ de
Killing K complet et sans zéros. On suppose que les feuilles de lumiére
de K sont géodésiquement incomplétes et qu’elles découpent X en bandes
de type Reeb. Alors le feuilletage orthogonal au champ K admet une struc-
ture projective transverse invariante par Iaction du flot de K. Cette struc-
ture est unique.

Démonstration. — Comme les feuilles de lumiere de K sont géodésique-
ment incomplétes, il découle du Lemme 2.25 qu’elles sont toutes isolées.
Soit Ky I’ensemble de ces feuilles et soit Xy leur réunion. Pour chaque
feuille de lumieére ¢ € Kp, la réunion de ¢ et des deux composantes de
X ~ Xo adhérentes a c¢ définit un voisinage ouvert U, de ¢ qui est un
domino (au sens de la Définition 2.2) maximal. On note A la valeur de
L (K, K) sur ¢, réel non nul bien défini. Considérons deux ouverts U, et
Uqg (¢,d € Ky) contigus, munis de cartes adaptées. Avec les notations pré-
cédentes, on a U.NUg =US = U, “ (e = 1 ou —1) grace au type Reeb et a
la maximalité. De plus, les champs L induits sur U.N Uy par U, et U, sont
distincts : 0, et —0,+(2/f(x))0, (dans une carte adaptée). Le changement
6 : I xR — I;°x R de coordonnées adaptées doit échanger les champ
verticaux (qui correspondent a K) et les deux champs L précédents. On
trouve ainsi que —6 correspond nécessairement a 'une des réflexions de U,
c’est-a-dire

(2.7) —0(z,y) = <:c, flnf()\cgow) - y) (xz,y) € IS x R,

z)ip(
ou &) est le parametre de la géodésique fixe par la réflexion (voir (2.6)). En
particulier on doit avoir A +Ag =0 et I;“ = If.

Pour comparer les structures affines transverses induites par U, et Uy
sur le feuilletage orthogonal K, on prend une feuille arbitraire de K dans
U.N Uy, qui fournit une transversale globale au feuilletage I+ sur U, N Uj.
Sur une telle transversale, les parameétres affines &, et £; induits par U,
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et Uy sont proportionnels a exp(A.t) et exp(Agt) respectivement, ¢ étant
le temps du flot de K (voir Remarque 2.26). Le produit £.£, est constant
puisque A, + A¢ = 0. Les différentes structures affines s’assemblent donc
bien en une structure projective.

Considérons ¢ une autre structure projective transverse a K+ et inva-
riante par le flot ®* de K. Soit U un ouvert (maximal) de carte adaptée
et soit 7 une transversale globale & X+ dans U. On a une carte projective
7 a valeurs dans un ouvert connexe J de la droite projective. Pour ¢ # 0,
laction de ®¢ induit une bijection projective directe de J dans J ayant un
unique point fixe (la feuille de lumiére de K dans U). Quitte & composer
la carte projective, on peut ainsi supposer que J = R et que ®' induit
une homothétie de rapport # 1. La structure induite ¢|U contient donc la
structure affine (unique) de la Proposition 2.24. Mais la structure projec-
tive construite ci-dessus est engendrée par l'atlas des structures affines sur
les ouverts de cartes adaptées, d’ott 'unicité. O

Exemple 2.28 (cylindres). — Soit (U, K, ¢p) un domino lorentzien avec ¢
géodésiquement incompléte et soit o une réflexion de chaque demi-espace
ouvert U%. On considére deux copies de U avec des champs opposés :
(Ui, K;) avec U; = U et K; = (—1)'K (i = 0,1). Cela étant, soit C' la surface
obtenue en identifiant U™ et U;" (resp. Uy et Uy ) avec o (resp. avec 07).
Cette surface étend (U, K) et elle est clairement homéomorphe au cylindre
S x R, les fibres {z} x R (z € S!) correspondant au feuilletage orthogonal
K+ (dont deux feuilles sont de lumiere). Ainsi Pespace des feuilles de K+
sur C' est un cercle recouvert par deux cartes affines. Fixons un parameétre
affine £ pour K+ sur U, et notons ESE le parameétre de I'axe de la réflexion
o*. Dans U*, en prenant une orbite de K comme transversale, on voit que
I'action de 0% sur Kt est donnée par £& = (éh()i)2 (Remarque 2.26). Par
suite I’holonomie de la structure projective transverse a K est "homothétie
de rapport ( (J{ /&5 )? sur la droite projective. Les feuilles de lumiere de K
correspondent a 0 et co. Ce réel caractérise C' a isométrie pres.

2.3. Adjonction de selles

Nous nous intéressons maintenant a la L-complétude, et en premier lieu
a la complétude géodésique des feuilles de lumiere d’'un champ de Killling
K (complet). Une telle feuille ¢y est géodésiquement incompléte si et seule-
ment si Vg K # 0 sur ¢y (voir Lemme 2.25). Les feuilles de lumiere des
champs de Killing sont donc génériquement incompletes. Pour lever cette
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obstruction, nous allons montrer que nos extensions peuvent étre complé-
tées « par adjonction de selles » (voir Proposition 2.32).

PROPOSITION 2.29 (extension par selle symétrique). — Soit (U, K) un
domino lorentzien dont 'unique feuille de lumiére de K est géodésique-
ment incompléte. La surface (U, K) admet alors une extension simplement
connexe saturée (US, K ) dont le champ K posséde un unique zéro p € U
et dont la métrique est symétrique par rapport a p. Cette extension est
partagée en 4 quadrants ouverts séparés par deux géodésiques de lumiére
complétes passant par p; chaque demi-plan ouvert est isométrique a U.

Démonstration. — En coordonnées adaptées (x,y) € I x R, la métrique
est donnée par (2.1) avec A = f/(0) # 0. Soit ¢ une solution non nulle
et positive (sur I) de I’équation différentielle linéaire (2.5). La fonction f
s’écrit f(x) = Axg(z) (x € I) avec g € C*°(I,R) vérifiant g > 0 et g(0) = 1.
Considérons les changements de coordonnées réciproques

u = afp(z)g(x)]/? exp(2L) {x = uw
2.8 e
28) {v=[<p(w)g(w)}‘1/zexp( ) '

avec (z,y) € I x R et (uv,v) € I x]0,00[. Dans les coordonnées (u,v), la
métrique de U prend la forme

(2.9) % [UQh(UU)dUQ -2 <g(uv) + g(iv)) dudv + u?h(uv)dv?

(wv € I,v > 0),

avec h(z) = L(g(z) — ﬁ) (x € I) et le champ de Killing correspond
a %(uau — v0,). La métrique et le champ sont clairement définis pour
tout v € R et sont invariants par la symétrie centrée a l’origine, d’otu le
prolongement cherché. g

Nous appellerons selle (voir Définition 2.30) Pextension (Us, K) que nous
venons de construire. La Proposition 2.29 signifie que la surface (U, K) peut
toujours étre réalisée comme « moitié ouverte » d’une selle, que ’on peut
choisir symétrique. Une extension par selle symétrique dont une moitié
ouverte est isométrique a (U, K) sera dite minimale. Nous examinerons
I'unicité d’une telle extension au §2.4.

Observons maintenant que le revétement universel U, de U, {p} est iso-
métrique au revétement universel des cylindres C' de 'Exemple 2.28, lequel
admet un domaine fondamental ouvert isométrique a U. Par conséquent,
I’'un des quotients de ﬁu se compleéte en la selle US par I’adjonction d’un zéro
du champ. Dans ce qui suit, nous établissons un critére de complétion qui
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permet notamment de déterminer le cylindre C' dont le revétement double
se complete en une selle U; (Exemple 2.33).

DEFINITION 2.30. — Soit X une surface lorentzienne munie d’un champ
de Killing K complet. On dit que (X, K) est

(1) une selle si X est simplement connexe et si K admet un unique
zéro, appelé point selle,

(2) une pseudo-selle (Figure 2.3) X est homéomorphe au cylindre, et
si K ne s’annule pas et posséde exactement 4 feuilles de lumiére
découpant X en 4 bandes de type Reeb,

(3) une quasi-selle si X est une pseudo-selle et si les 4 feuilles de lumiére
du champ K sont géodésiquement incompletes.

FIGURE 2.3. Pseudo-selle

Remarque 2.31. — Comme les réflexions d’une bande de type Reeb
s’étendent au bord (Remarque 2.18), les 4 feuilles de lumiére du champ
d’une pseudo-selle sont de méme nature, géodésiquement complétes ou non.
Elles peuvent étre géodésiquement completes. Par exemple, la métrique
2dudv(u? 4 v?)73/2 sur R? \ {0}, invariante par le champ 43, — v>9,,, est
une pseudo-selle mais pas une quasi-selle.

D’apres la Proposition 2.27, le feuilletage orthogonal au champ d’une
quasi-selle admet une structure projective transverse invariante.

PROPOSITION 2.32 (complétion d’une quasi-selle). — Une quasi-selle se
compléte en une selle (par I'adjonction d’un zéro du champ) si et seulement
si ’holonomie de la structure projective transverse du feuilletage orthogonal
au champ vaut l’identité.
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Démonstration. — Soit X une quasi-selle et soit K+ le feuilletage ortho-
gonal au champ de Killing K. On peut recouvrir X par 4 ouverts maxi-
maux U; (¢ entier modulo 4) munis de cartes adaptées. On suppose que
UiNUit1 # O (i modulo 4). L’holonomie de la structure projective trans-
verse a K+ provient de 'ambiguité de la coordonnée verticale y des cartes
adaptées : quand on « développe » celles-ci autour de la singularité, les
feuilles de K restent fixes mais il se produit un décalage de la coordonnée
y, c’est-a-~dire du temps du flot de K. Soit & un parameétre affine définissant
K+ dans U; (i = 1,...4). Sur U; N U;;1, les changements de parametres
affines sont donnés par &;11& = &+1(7i)&i(V4), i étant une feuille (arbi-
traire) de K+
induit sur 'ouvert Us = U; d’un parametre affine £5 et I’holonomie s’écrit

§1(71)82(71)83(73)€a(3)
E1(7a)62(72)E3(v2)Ea ()

De plus, le décalage de la coordonnée verticale est donné par y' = y+ % Inn
(voir (2.4)). La formule (2.10) laisse clairement apparaitre 'indépendance
de T’holonomie par rapport aux choix des parametres affines. On peut
ainsi modifier &, &3 et & pour avoir &1& =1 (i = 1,2,3) et 71 =
§1(7a)€a(va) = &

Soit X une selle. Dans la carte exponentielle (2.12) de coordonnées (u, v)
centrée au point selle, la métrique est invariante par le champ ud, — v0,

U,U;4, (i modulo 4). Le développement des cartes adaptées

(2.10) £ =mnk1 avec 1=

et définie sur un voisinage saturé de l'origine. Le feuilletage X+ correspond
aux droites issues de l'origine, voir §2.4. La structure projective transverse
est donc la structure usuelle sur le cercle, vu comme revétement double de
la droite projective. Son holonomie est évidemment triviale.

Inversement, considérons une quasi-selle X dont I’holonomie est triviale.
Avec les notations ci-dessus, chaque ouvert U; admet une carte de la
forme (2.9) dont l'image est une « demi-selle ». D’aprés ce qui précede,
on peut choisir des parametres affines &; tels que &;11& = 1 pour tout 4
modulo 4. Cela permet d’assembler les 4 cartes en une carte globale de X
a valeurs dans le plan (u,v). Plus précisément, chaque U; admet des coor-
données adaptée (x;,y;) € I; X R, ot la feuille de lumiére de K correspond
a z; = 0. On choisit & tel que & /z1 < 0 sur Uy ; comme &;1&; > 0, on a
(—1)%;/x; > 0 pour tout i modulo 4. Si Pon pose comme dans (2.8)

la condition £i+1£i = 1 entraine (ui+1,vi+1) = (vi,—ui) sur U7 N Ui+1

(sur cet ouvert, on a z;,1 = —x; > 0). A partir de la relation &)y, =
(—1)"A&;, on voit également que le champ K s’écrit (—1)%3 (u;0y, — v;0y,)
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en coordonnées (u;,v;). On obtient ainsi une carte globale de X a valeurs
dans le plan (u,v) = (u1,v1). La métrique est définie sur un voisinage
de 0 de la forme ap < uv < by, excepté en 0, et elle est invariante par
le champ ud, — v0,. Une telle métrique se prolonge automatiquement a
lorigine, Proposition 2.34. En développant de cette fagon une quasi-selle
d’holonomie quelconque 7, on obtient sur Us = U; des coordonnées (us, vs)
et (uy,v1) telles que (us,vs) = (u1//1,/Nv1), et on retrouve le décalage
du flot (le champ K s'écrit —3 (u1 0y, — v10,,) dans Uy). O

Exemple 2.33 (cylindres, suite). — Le cylindre C' de 'Exemple 2.28, dé-
fini par deux réflexions d’axes f(jf, admet un revétement double qui est une
quasi-selle. Celle-ci se compléte en une selle (symétrique) si et seulement si

&0 1= 16 |-

2.4. Unicité des selles

PROPOSITION 2.34. — Soit Q* = {(u,v) € R? \ {0};uv € I}, ot I est
un intervalle ouvert de R comprenant 0. Toute métrique lorentzienne g lisse
(resp. analytique) sur 2* et invariante par le champ K = ud,, — v0, est de
la forme

(2.11) g = v?adu? + 2Bdudv + uydv?,

ol o, B et «y sont des fonctions lisses (resp. analytiques) sur Q* et constan-
tes le long du flot de K. De plus g se prolonge a l'origine en une métrique
lisse (resp. analytique). Dans le cas analytique, les fonctions a, et v ne
dépendent que du produit uv € I et la métrique est symétrique par rapport
a Dorigine.

Démonstration. — Posons g = a du?+2bdudv+cdv?. La relation Ly g =
0 se traduit par K -b =0, K -a = —2a et K - ¢ = 2c. Par suite b, v"2a
(v # 0) et u=2¢ (u # 0) sont invariantes par K. Sur chaque demi-plan
ouvert +u > 0, v > 0, toute fonction invariante par K est fonction lisse
(resp. analytique) du produit uv (par exemple sur v > 0, on pose & = uv,
y = —Inwv et le champ correspond & 9,). Il existe donc deux fonctions
ot € C°(R,R) telles que

a(u,v) = vt (ww) (v >0) et a(u,v)=v*0 (ww) (v<O0).

L’examen du développement de Taylor de a(ug,v) en v = 0 (ug # 0
fixé) montre que p* et v~ ont le méme jet d’ordre infini en 0. En po-
sant a(u,v) = ¢*(uww) pour £v > 0 et a(u,0) = ¢(0), on définit donc
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par recollement une fonction « invariante et lisse (resp. analytique) sur
0* U {0}, telle que a = v2a sur Q*. Dans le cas analytique on a T = ¢~ ;
la fonction « ne dépend que du produit uwv et elle est invariante par la
symétrie centrée a l'origine. On vérifierait de méme que les coefficients b
et ¢ sont de la forme voulue et se prolongent & l'origine. De plus ac — b2 est
constant sur uv = 0, donc non nul a l'origine. g

PROPOSITION 2.35 (carte exponentielle). — Soit X une surface lorent-
zienne lisse (resp. analytique) possédant un champ de Killing non trivial et
complet K s’annulant en un point p. Il existe p > 0 et une carte exponen-
tielle centrée en p, définie sur Q, = {|uv| < p}, dans laquelle la métrique
s’écrit

(2.12) g = 2dudv + a(udv — vdu)?®  (juv| < p),

ot o : 2, = R est une fonction lisse (resp. analytique) constante le long
du flot de ud, — vd,. La métrique est déterminée au voisinage du point p
par la fonction (K, K).

Démonstration. — L’application exponentielle en p est une semi-conju-
gaison entre le flot de K et celui de sa partie linéaire K. Cela entraine que p
est un point selle du champ. On peut choisir des coordonnées (u, v) du plan
tangent en p de sorte que la métrique a ’origine s’écrive gy = 2dudv. On
a alors Ko = C(ud, — v9,) (C # 0 constante). L’exponentielle est un
difféomorphisme local pres de 'origine, donc sur un voisinage saturé par
Ky, de la forme €2, ; I'injectivité sur €2, se déduit du lemme de Clairaut et
Noether : les rayons géodésiques issus de p étant orthogonaux a K, il ne
peuvent se recouper qu’en un zéro de K.

Comparons maintenant l'expression g de la métrique en coordonnées
(u,v) avec go. Comme la carte est exponentielle, le champ radial est or-
thogonal a Ky pour g et gg, et de méme norme pour ces deux métriques.
De plus ce champ engendre le noyau de la forme wy = udv — vdu. Par
conséquent, en dehors des axes uv = 0, le tenseur g — go est de rang au
plus 1 et proportionnel & w2 (en tant que forme quadratique). Puisque cette
condition est fermée, il existe par continuité une fonction o définie sur 2,
et vérifiant (2.12). En évaluant localement sur un champ de vecteurs qui
n’annule pas wp, on voit que « est lisse (resp. analytique). De plus « est
invariante par K, car toutes les autres quantités de (2.12) le sont. Enfin,
si N désigne l'expression de (K, K) dans notre carte, la fonction « est
déterminée par la relation

4C*u*v2a(u,v) = N(u,v) +2C%uv  (Juv| < p). O
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Remarque 2.36. — Dans chaque composante du complément du cone
isotrope en p on choisit arbitrairement un rayon géodésique r; issu de p
(i =1,...,4). L’étude des fonctions invariantes par ud, — vd, (preuve de
la Proposition 2.34) montre que la donnée de (K, K) comme fonction de
la longueur d’arc sur r; (i = 1,...,4) suffit & déterminer la métrique. Les
germes de selles lisses sont donc paramétrés par des quadruplets de germes
lisses f; : [0,0] = R (i = 1,...,4) ayant le méme jet infini en 0. Dans
le cas analytique, les germes de selles sont paramétrés par des germes de
fonctions analytiques en 0 € R.

PROPOSITION 2.37 (unicité de I'extension par selle symétrique). — Soit
(U, K) un domino lorentzien dont 'unique feuille de lumiére de K est géo-
désiquement incompléte. L’extension de (U, K) par une selle symétrique
minimale (Proposition 2.29) est unique & isométrie pres.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la Propo-
sition 2.35 car l'extension est symétrique (voir également la Remar-
que 2.36). O

On remarquera que dans le cas lisse, la surface (U, K) admet une infinité
d’extensions par des selles non symétriques, dont les germes au point selle
sont paramétrés par un couple de germes de fonctions [0, 5[ — R. Dans le
cas analytique, le germe au point selle de I’extension est unique a isométrie
prés. La surface (U, K) admet également une infinité d’extensions par des
quasi-selles symétriques, Exemple 2.33. Elles s’obtiennent a partir de la
selle symétrique (ﬁs,l? ) par découpage et recollement avec un décalage
non nul le long d’une feuille de lumiere de K. On sait qu’une telle métrique
n’est pas isométrique a (75 ~ {p} et ne se prolonge jamais en p, voir §2.3.
Ce phénomene est cohérent avec 'unicité de la Proposition 2.35.

PROPOSITION 2.38. — Soient (X1, K1) et (X9, Ks) deux selles symé-
triques de points selles py et py. Toute isométrie d’une demi-selle (ouverte)
de X dans une demi-selle de X5 s’étend de fagon unique en une isométrie
entre X, et Xs. Toute isométrie de Xy ~ {p1} dans X5 \ {p2} s’étend de
fagon unique en une isométrie entre X et Xs.

Démonstration. — Dans les deux cas, les selles X; et X5 sont isomé-
triques d’apres la Proposition 2.37. On peut donc supposer que X; = Xo.
De plus, il est bien connu que ’extension cherchée, si elle existe, est unique.
Soit (U, K) une demi-selle de X. Si U est a courbure constante non nulle
alors elle contient des géodésiques de lumiere maximale qui ne sont semi-
complétes ni dans un sens ni dans 'autre, ce qui entraine qu’elle ne contient
pas de domaine de de Sitter. Si U contient un demi-plan de Minkowski
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alors X est égal au plan de Minkowski et ’énoncé est vérifié. Ainsi, grace
au Lemme 2.1, on peut supposer que toute isométrie ¢ de U envoie K sur
+ K. Alors ® préserve I'unique feuille de lumiere de K sur U. Quitte a com-
poser par le flot de K on peut donc supposer que ® fixe un point sur cette
feuille. Sa différentielle en ce point ne peut étre que +1d. Si d® = —1Id
alors ® échange U™ et U™, ce qui est impossible vu que (K, K) change de
signe. Par conséquent d® = Id et donc & = Id.

Les réflexions génériques des bandes d’une selle symétrique s’étendent a
toute la selle. En coordonnées normales, il s’agit des applications o (u,v) =
+(v,u) et de leurs conjuguées par le flot de K. Si ¥ est une isométrie de
X ~ {p}, on peut donc supposer que ¥ préserve une demi-selle et refaire le
raisonnement ci-dessus. ]

3. Extensions maximales
3.1. Construction de surfaces maximales

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et soit f € C*(I,R) (resp.
f € C¥(I,R)). On appelle ruban associé a f, noté Ry = (R, k), la surface
R = I x R munie de la métrique et du champ définis par

(3.1) 2drdy + f(z)dy® et k=0, (v,y)ER=1IxR.

On dira que f est inextensible si elle ne se prolonge pas (avec la méme
régularité, lisse ou analytique) & un intervalle ouvert contenant strictement
I. Enfin, on note fV la fonction « miroir » de f, définie pour —x € I par
(@) = f(=a).

La notion de maximalité introduite a la Définition 2.9 est spécifique aux
surfaces munies d’un champ de Killing. Il convient de la comparer a la
notion usuelle. Les surfaces a bord n’étant jamais maximales au sens usuel
ni au sens de la Définition 2.9 (Exemple 2.10), nous supposerons dans cette
discussion que les surfaces sont sans bord.

PROPOSITION 3.1. — Une surface lorentzienne saturée (X, K) est maxi-
male (parmi les surfaces munies d’un champ de Killing complet) si et seule-
ment si la surface X est maximale au sens usuel.

Démonstration. — Soit X’ une surface lorentzienne (sans bord) et soit X
un ouvert propre de X’ muni d’'un champ de Killing complet K. Il faut
établir que (X, K) admet une extension propre saturée (X", K). Comme
deux points arbitraires de X’ sont toujours reliés par une géodésique de
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lumiére brisée, il existe une feuille de lumiere ¢/ de X’ qui rencontre X et
X'~ X. Supposons dans un premier temps que £ N X posséde une compo-
sante ¢ transverse a K. Grace a cette hypothese de transversalité, la feuille
¢ admet un paramétrage géodésique v : J — X', avec J intervalle ouvert
de R, tel que (K,~'(z)) =1 sur ¢ et cette composante ¢ est contenue dans
une carte adaptée U de la forme (3.1). La fonction courbure au point y(z),
x € J, vaut f”(x)/2 sur £. Par suite la fonction f s’étend en une fonction g
définie sur J. On définit une extension propre (X", K") de (X, K) en lui
recollant R, le long de U.

On peut désormais supposer que pour toute feuille de lumiére ¢/ de X’
rencontrant X et X’ \ X, les composantes de £’ N X sont des orbites de
lumiere du champ K, nécessairement semi-completes géodésiquement et
isolées (Lemme 2.25) ; par suite £’ N X admet au plus deux composantes et
toute feuille de lumiere de X’ voisine de £’ est entierement contenue dans X.
Fixons une telle feuille de lumiére £f. L’intersection F = £{ N (X' \ X)) est
un intervalle fermé non vide de ¢). L’existence d’un point ¢ intérieur & F'
dans £, est exclue par ce qui précéde (considérer la deuxiéme feuille de
lumiere de X’ passant par ¢). Finalement F' se réduit & un point p € X’
isolé dans 0X. Il reste & montrer que le champ K se prolonge au point p
en un champ de Killing.

Il existe une carte centrée en p de coordonnées (u,v) € R? dans laquelle
les feuilletages de lumiére de X’ au voisinage de p sont donnés par u = cte
et v = cte. Le flot local de K dans cette carte préserve les feuilletages de
lumiere. Son expression est donc de la forme (¢ (u), 1! (v)), ot ¢* et 1! sont
les flots locaux de champs de vecteurs lisses «(u)d,, et B(v)d, définis sur
R. En particulier, le champ «(u)d, + 8(v)d, est défini pour (u,v) = (0,0)
et permet de prolonger K au point p. Par continuité, ce prolongement est
un champ de Killing sur X U {p}. O

DEFINITION 3.2. — Soit (X, K) une surface lorentzienne saturée. On
dit que (X, K) n’a pas de selles a l'infini si (dans le revétement universel)
toute orbite de lumiére du champ est incluse dans une géodésique de lumiére
complete.

PROPOSITION 3.3. — Pour toute fonction lisse (resp. analytique) f :
I — R il existe une surface lorentzienne (E}L,K “) lisse (resp. analytique),
saturée, homéomorphe au plan R? et telle que

1) tout ruban maximal contenu dans (E%, K*) est isométrique a R
f f
oua Ryv,
(2) (B}, K") n’a pas de selles a I'infini.
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De plus, £y est maximale si et seulement si f est inextensible, et EY est
L-compléte si et seulement si f est définie sur R.

Démonstration. — Il convient d’observer que dés que f s’annule sans
étre constante, Ry ne satisfait pas la condition (1) : en effet R; contient
alors une bande ou une demi-bande, donc un ruban maximal R,v ou g
est une restriction non triviale de f. Si f = 0 ou si f ne s’annule pas, on
pose E} = Ry, dont les rubans maximaux sont Ry (unique si f = 0) ou
Ry et Ryv, et qui satisfait évidemment la condition (2). Dorénavant nous
supposons que la fonction f s’annule et n’est pas constante.

Soit Zyg C I le lieu des zéros de f (par hypotheése non vide et dis-
tinct de I), correspondant aux orbites de lumiére du champ k. D’aprés
le Lemme 2.25, celles qui sont géodésiquement completes sont paramétrées
par Zog = ZoN{f" = 0}. Les points de Zy\ Zyo seront appelés zéros simples
de f; ¢’il en existe, ils sont associés aux orbites de lumiere semi-completes
et sont isolés dans Zy. La réunion des orbites de lumiere Zy x R découpe
sur R = I x R des bandes standards de type I (adhérences dans R des
composantes de (I \ Zp) x R), en nombre au plus dénombrable.

Nous construisons une premiére extension (non simplement connexe) en
recollant des copies de (R, k) = Ry et de (R, —k) ~ Ryv. Soit A un groupe
abélien dénombrable, suffisamment gros pour que 'on puisse indexer les
composantes connexes de R \ Ry par une partie S C A, pour l'instant
arbitraire. Ces composantes seront appelées « carrés ouverts », méme si
potentiellement deux d’entre elles (aux extrémités du ruban) pourraient
étre des bandes de type III ouvertes. Notons (Cy)acs (resp. (CY)acs) les
carrés ouverts de (R, k) (resp. de (R, —k)) et, pour chaque a € S, fixons une
réflexion o, qui échange C,, et CY, champs de Killing compris. Considérons
maintenant deux familles de rubans indexées par le groupe A, définies par
H; = (Rk) (i € A) et V; = (R,—k) (j € A). Les copies respectives dans
H; et Vj des C, et CY (o € S) sont notées CfE, et CY,. Soit enfin (Y, ky)
la surface lorentzienne (sans bord, munie d’un champ de Killing ky ) dé-

finie comme quotient de la surface ([];c 4 H;) II (J],c 4 V) par la relation

jeA
d’équivalence R engendrée par

(3.2) pRgsip=gqou(pq) EC’fa X C’Xa, a=i+j€Setqg=osp).
Autrement dit, les surfaces lorentziennes X7 = [ica Hiet X V=TI jeaVi
sont recollées au moyen de lisométrie partielle (involutive) o définie

par (3.2) grace aux o,. En particulier, pour tout (i,5) € A2, le ruban
« horizontal » H; est recollé au ruban « vertical » V; le long d’au plus un
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carré C,, (si o = i+j € S) via la réflexion o,,. On vérifie que R est une rela-
tion ouverte. La surface (Y, ky) contient des images isométriques des deux
surfaces X et XV dont les rubans maximaux, encore notées H; (i € A)
et V; (j € A), forment un atlas dénombrable de Y ; noter que ¥ admet
également un atlas & deux cartes de domaines X et XV.

L’isométrie de recollement o est définie sur U¥ = IT;c 4 Uacs Cfa. Soit
(prn) une suite de points de UH qui converge vers p € OUH . Tl existe i € A et
une suite (ay,) € S tels que p, € CfL, et p € H;. La suite o(p,) € CY _,
ne peut avoir de valeurs d’adhérence que si () est stationnaire ; dans ce
cas, il existe o € S tel que p, € Cf, (n assez grand) et o(pn) = 0a(pn)
n’a pas de valeurs d’adhérence (voir la preuve du Corollaire 2.14). D’apres
le Lemme 2.13, la surface Y est séparée. Pour étudier la connexité de Y,
observons que deux rubans horizontaux (resp. verticaux) sont reliés par un
ruban vertical (resp. horizontal) si et seulement si la différence de leurs
indices appartient a S — .S. On suppose de plus que S — S engendre le
groupe A : la surface Y est donc connexe. Par construction, elle vérifie la
condition (1).

Les géodésiques de lumiere de Y se répartissent en deux types : internes
aux rubans, c.-a-d. transverses au champ ky (et complétes quand I = R),
ou associées aux zéros de f. Ces dernieres sont complétes ou semi-complétes
selon qu’elles correspondent & Zpg ou a Zg \ Zgg. Observons maintenant
que la surface Y se rétracte par déformation sur la réunion A des dmes
des rubans (H;)ica et (V})jea. Ce rétract A forme une « grille » dont les
sommets correspondent aux carrés (C{,—Ia)(i,a)e Axs- On s’intéresse au cycle
d’ordre 4 de A (ou de Y') défini par deux indices horizontaux i # i’ et deux
indices verticaux j # j’ tels que i + 7,5 +4',4’ + 5’ et j + i appartiennent
a S : ses sommets Cﬁa,Cfﬁ,Cﬁa, et Cﬁﬁ/ sont déterminés par 4,4, 5, j'
(o« =i+ 4,6 =1+ j, etc). On suppose désormais que le groupe A est
de 2-torsion (par exemple A C (Z/2Z)™)) et que la partie S comprend
0 et engendre A. Cette hypothése additionnelle assure la connexité de Y
(voir plus haut) et va permettre, quitte & modifier les réflexions (04 )aes,
de compléter Y par adjonction de selles.

Nous remplissons maintenant la condition (2) sur Y. Etant donnés i € A
et (a,3) € S? avec @ # B, en posant i/ = i+a—f =i+ — «,
j=a—ietj = B—1, on définit un cycle d’ordre 4 dont les sommets sont
Cfa,Cfﬁ,Cﬁa et C{?{ﬁ (cest-a-dire o/ = a et §/ = f3, voir Figure 3.1).
Toute orbite de lumiére semi-complete du champ doit border deux carrés
contigus, c.-a~d. séparés par un zéro simple de f, et 'argument précédent
montre que ces carrés font partie d’une quasi-selle symétrique (Figure 3.1
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FIGURE 3.1. Surface Y (groupe A de 2-torsion)

avec « et 8 contigus, les diagonales étant les axes des réflexions de o, et
de o). Nous définissons un graphe de contiguité G, = (S, €), associé a f,
ayant pour sommets les indices o € S et pour arétes les paires {a, 5} d’in-
dices contigus. Toutes les quasi-selles de Y associées a une telle paire sont
isométriques. Le graphe Gy est connexe (resp. de dimension 0) quand tous
les zéros de f sont simples (resp. non simples). Si « et 5 sont contigus,
on peut toujours modifier I'une des réflexions o, ou og de sorte que les
quasi-selles associées se completent en selles; on dira alors que o, et o
sont compatibles. Pour toute composante connexe C de Gy, on peut choisir
un sommet o € C et par récurrence (sur la distance combinatoire & «)
modifier les réflexions o3 (5 € C \ {a}) afin de rendre compatibles toutes
les paires de réflexions associées aux arétes de C. Apres cette opération, la
surface Y se compléte par adjonction de selles (si € # ) en une surface
notée (Y°, k3 ), connexe, paracompacte (en particulier séparée) et vérifiant
la condition (2). Si € = {), on pose simplement (Y*,k$) = (Y, ky). Soit
enfin (E}, K*) le revétement universel de (Y*,ky,). Il s’agit évidemment
d’une surface homéomorphe au plan R? et satisfaisant les conditions (1)
et (2), préservées par passage & un revétement.

Si EY n’est pas maximale, la surface (E]%, K™) admet une extension non
triviale saturée (E, K) (Proposition 3.1). Il existe une feuille de lumiere
maximale ¢ de E' qui rencontre EY et £\ E}. Par la condition (2), (N E
est transverse & K. Par suite £ est transverse & K et admet un paramétrage
géodésique v : J — E (J intervalle contenant I) tel que (K,~'(z)) = 1.
La fonction norme de K en ~y(x) étend f. Inversement, si f admet une
extension g, on obtient une extension de E% en étendant Ry, proprement
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plongé dans E, par Ry (voir aussi la Remarque 3.23). Enfin 1’assertion sur
la L-complétude est claire. O

Remarque 3.4. — Voici une variante (pour la construction de Y*) adap-
tée au cas ol les carrés (Cy)aecs ne s’accumulent pas dans R (par exemple
si f est analytique). On prend X' = (R,k) et X’V = (R, —k), que I'on
recolle avec les réflexions o, : C, — CY (a € S) en une surface X’ connexe
et séparée (voir Figure 3.2 : champ de Killing vertical et axes de réflexions
en pointillés dans X'). Si f n’a pas de zéros simples, on pose Y'* = X'. Si-
non, on considere un revétement double non trivial au voisinage des bouts
de X’ associés & €, que 'on peut compléter comme plus haut (par adjonc-
tion de selles) en une surface Y'°. Cette surface Y'* est en un certain sens
(voir §4.3) la plus petite extension de Ry par une surface sans bord et sans
selles & I’infini. Aux orbites de lumiére du champ pres, Y’* a la méme taille
que Ry si f n’a pas de zéros simples, deux fois la taille de Ry sinon. La
topologie de Y'* dépend de f et, si Y'® # X’, du choix du revétement
double de X', voir §4.3. Dans le cas ol les (Cy)acs s’accumulent, cette
construction fonctionne encore, mais elle produit des surfaces X’ et Y'*
non séparées.

ah [ W ;j ;j
A\ XY\ /}\/ //; \\ \\ \\(/ a8 g8
LT —
/\\\\\\ ,1///>// \)Kx\\ Iy <f ke
\ — 1
s VU N by Wy
LA
N N1
FIGURE 3.2. Surfaces Ry et X'
Exemples 3.5. — Si f est une fonction affine non constante alors la sur-

face EY% ci-dessus est le plan de Minkowski muni d'un champ de Killing
ayant un zéro. De méme, si f est une fonction polynomiale de degré 2 défi-
nie sur R, alors E est isométrique a un facteur pres au revétement universel
de l'espace de de Sitter. Le champ de Killing associé a la construction est
elliptique, parabolique ou hyperbolique selon que f ait 0, 1 ou 2 racines.
Les termes elliptique, parabolique ou hyperbolique font référence aux sous-
groupes de PSLy(R) qui leurs sont associés (voir [10] pour plus de détails).
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3.2. Géomeétrie locale uniforme

Soit I un intervalle ouvert de R et soit f € C°°(I,R). On rappelle (voir
Pintroduction) que lorbite de f définie sous l'action & droite du groupe
affine (resp. affine euclidien) est notée [[f] (resp. [f])-

DEFINITION 3.6. — Soit X une surface lorentzienne simplement con-
nexe et soit f € C*(I,R).

(1) Soit K un champ de Killing non trivial et complet sur E. On dit
que (X, K) est de classe [f] s’il existe une coordonnée transverse
x € C®(X,R) (voir Proposition 2.21(2)) telle que I = z(X) et
(K,K) = fou.

(2) On dit que X est de classe [[f] si elle posséde un champ de Killing
K’ tel que (X, K') est de classe [f].

Par extension, une surface (X, K) (resp. X ) non simplement connexe est
de classe [f] (resp. de classe [f]) si son revétement universel Iest.

Une surface (X, K) (resp. X) sera dite a géométrie locale uniforme si
elle est de classe [f] (resp. [f]) pour une certaine fonction f. Si on change
de coordonnée transverse, la classe [f] est inchangée. Si de plus K est
remplacé par AK (A € R*), la classe [f] est inchangée. Cette classe est
unique quand X est a courbure non constante. Par contre, en courbure
constante, une surface peut admettre plusieurs classes. Ainsi le plan de
Minkowski est de classe [0], [—1], [1] et [=].

Considérons une surface lorentzienne saturée (E, K), simplement con-
nexe. Toute feuille de lumiere ¢ de E ne portant pas d’orbite de K (donc
pas de zéro de K) doit étre partout transverse a K. Par suite £ est contenu
dans un ruban maximal ou la métrique s’exprime sous la forme (2.1). Les
rubans maximaux recouvrent E a ’exception des zéros du champ K. No-
tons FEjy la réunion des orbites de lumieére de K et supposons que K n’est
pas de lumiere. Toute composante connexe C' de E ~\ Ey (voir Proposi-
tion 2.20) est incluse dans deux rubans maximaux, dont la réunion sera
appelée croix associée a C'. De plus, on rappelle que C' admet des réflexions
locales génériques (Proposition 2.5). Certains carrés particuliers, dit symé-
triques, peuvent également admettre une réflexion exceptionnelle (ou non
générique) par rapport & une feuille du champ K. Les parties & courbure
constante de E possédent également des réflexions locales, non génériques.
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DEFINITION 3.7. — Soit (E, K) une surface lorentzienne saturée et sim-
plement connexe. On dit que (E, K) est

(1) réflexive si toute réflexion locale générique de (E, K) s’étend isomé-
triquement a la croix correspondante,

(2) R-homogene si le groupe Is(E) agit transitivement sur ’ensemble
des rubans maximaux de E.

Ces deux propriétés sont invariantes par isométrie usuelle. Dans le cas
trés particulier ot K est de lumiere, (E, K) est réduite a un ruban plat :
la surface (E, K) est alors réflexive car il n’y a aucune condition a satis-
faire ; elle est évidemment R-homogene. Les surfaces ( 7K %) du §3.1 sont
par construction de classe [f] et réflexives (voir Lemme 3.10). Celles de
I’Exemple 3.9 ne le sont pas. Nous verrons que le fait d’étre a géométrie
locale uniforme induit un comportement analytique pour les surfaces lisses.
Cette propriété et d’ailleurs automatique dans le cas analytique.

PROPOSITION 3.8. — Soit (X, K) une surface lorentzienne saturée et
connexe.

(1) Dans chacun des cas suivants, la surface (X, K) est a géométrie
locale uniforme :
(a) le flot de K est périodique,
(b) X est analytique.

(2) On suppose que X est simplement connexe et maximale. Alors la
surface (X, K) est a géométrie locale uniforme si et seulement si
elle est réflexive.

Démonstration. — Supposons d’abord que le flot de K est périodique.
En relevant les cylindres ou les rubans de Mobius feuilletés par K au revéte-
ment universel X , on voit que ’espace des orbites £ 5 est séparé. Cet espace
est alors un intervalle réel et la surface (X, K) est clairement a géométrie
locale uniforme, d’ou (1a).

Pour la suite de la preuve, on peut supposer que X est simplement
connexe. On se donne alors une coordonnée transverse x sur X. Soit o
une réflexion d’une composante C' de E \. Ey. Notons R et R’ les deux ru-
bans maximaux d’intersection C. Soient g € C*°(I,R) et ¢’ € C=(I',R) les
fonctions telles que g o x et ¢’ o x sont les restrictions de (K, K) & R et R’
respectivement. La réflexion o induit la relation ¢'(u) = g(u) pour tout
u € z(C). Si (X, K) est supposée analytique alors g et ¢’ le sont aussi et
cette relation est vraie pour tout u € INI’. Les fonctions g et ¢’ sont donc
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des restrictions d’une méme fonction analytique inextensible f. En raison-
nant de proche en proche, on voit qu’il en est de méme pour chaque ruban.
Quitte a restreindre f, on conclut que (X, K) est de classe [f], d’ou (1Db).

Si (X, K) est supposée maximale et de classe [f], alors g = flret ¢’ = f|r
sont inextensibles. Par suite I = I’ et o s’étend a la croix associée a C. En-
fin, comme les réflexions génériques préservent clairement les coordonnées
transverses sur une croix (voir Remarque 3.11), toute surface réflexive est
a géométrie locale uniforme. O

Nous montrerons plus bas que toute surface simplement connexe (E, K)
réflexive et sans selles a I'infini est R-homogeéne (voir Théoréme 3.21). Mais
il existe des surfaces réflexives non R-homogenes (par exemple le revétement
universel d’une surface EY privée d’'un point selle, avec f suffisamment
générale) et inversement des surfaces R-homogénes non réflexives.

Exemple 3.9 (surfaces R-homogénes non réflexives). — Soit Ry = (R, k)
le ruban (maximal) associé & une fonction f € C*°(R,R) qui ne s’annule
qu’en deux points, disons —1 et 1, et qui ne change pas de signe. Les deux
feuilles de lumiére du champ de Killing délimitent 3 composantes notées
simplement 1, 2 et 3, dans l'ordre défini par le champ de lumiere | tel que
(k,I) = 1. Les composantes de (R, —k) ~ Ryv sont dans lordre 3, 2, 1. On
suppose de plus que les composantes externes 1 et 3 ne sont pas isométriques
et que f est symétrique entre les zéros, c’est-a-dire f(z) = f(—x) pour

€ [—1,1], de sorte que la composante centrale 2 posséde une réflexion
exceptionnelle. Cela étant, on considére deux familles de rubans (H;);cz
(« horizontaux ») et (V;)jez (« verticaux »), avec Hap, = Vo, = (R, k) et
Hopr1 = Vapy1 = (R, —k), assemblés comme sur la Figure 3.3. Les com-
posantes impaires sont identifiées via une réflexion générique tandis que
les composantes paires sont identifiées via la réflexion exceptionnelle. La
surface Y ainsi définie est L-compléte et porte un champ de Killing (Fi-
gure 3.3, axes des réflexions exceptionnelles en pointillés). Les réflexions
génériques des composantes impaires s’étendent a Y, mais pas celles des
composantes paires (c’est la réflexion exceptionnelle qui s’étend). Le revé-
tement universel (F, K) est clairement R-homogéne mais pas réflexif.

Il est facile de construire des variantes possédant des ouverts divisibles.
On part avec un ruban périodique R dont la période de base comprend 4
composantes 1,...,4. On suppose que les composantes 2 et 4 admettent
une réflexion exceptionnelle, puis on considere deux familles (H;) et (V;)
(indexées par Z) de copies de R et RY comme ci-dessus. Ces familles sont
assemblées périodiquement selon la Figure 3.3, en collant les composantes
impaires par des réflexions génériques et les composantes paires par des
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FIGURE 3.3. Surfaces R-homogeénes non réflexives

réflexions exceptionnelles. Apres passage au revétement universel on trouve
comme plus haut une surface (E’, K’) R-homogeéne non réflexive. Chaque
copie de R revét un tore lorentzien T. L’extension E’ de T = R est R-
homogene puisque les translatés de T par le groupe Is(E’) recouvrent la
surface, mais ses réflexions génériques ne s’étendent pas toutes. Elle n’est
donc pas isométrique a I'extension E¥ de §3.1, voir Lemme 3.10.

Nous considérons maintenant la surface EY% comme espace modele pour
des structures géométriques. Rappelons qu’une surface est (localement)
modelée sur E%, ou admet une E%-structure, si elle possede un atlas a valeur
dans EY dont les changements de cartes sont des restrictions d’isométries
globales de E%.

LEMME 3.10. — Toute réflexion locale générique de la surface E définie
au §3.1 s’étend a E%. Le sous-groupe engendré par ces transformations (ap-
pelé sous-groupe générique) agit transitivement sur les rubans maximaux
de EY. En particulier EY est réflexive et R-homogeéne.

Démonstration. — On peut supposer que f s’annule sans étre constan-
te. Rappelons que EY est construite comme revétement universel d’une
surface Y*, elle-méme complétée d’une surface Y par adjonction de selles.
Comme toute isométrie de Y s’étend par continuité a Y*, Proposition 2.38,
il suffit de prouver la propriété d’extension pour Y. De plus, il suffit
d’étendre une réflexion particuliere pour chaque carré de Y, puis de
conjuguer par le flot de Y. On reprend les notations de la page 99. Si
(a,ig) € S x A, considérons la réflexion du carré CH, = CY ;. notée
Ta, induite par I'application identique de C,, sur CY. Les points de H; = R
(resp. de V;) sont notés simplement p;, avec p € R (resp. g;, avec ¢ € R).

Soit ¢, lisométrie involutive de la surface X = (J[;c0 Hi) I (I c4 V5)
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définie par I'application identique de H; sur V,_; et de V; sur H,_;, au-
trement dit

a(Pi) = DPa—i € Va—y si p; € H; (i € A),
(3.3) {w@)p si p (i€ A)

©a(Q) = Ga—j € Haj si q; €V; (j €A).

Cette application ¢, induit une isométrie o, qui prolonge 7, sur le quotient
Y = X/R, voir (3.2). En effet, supposons que p;Rg;, c.-a-d. f =i+j € Set
g=o0p(p); onaalors (¢ —j)+ (a—1i) = S (le groupe A étant de 2-torsion)
et p = o3(q) puisque oz est involutive, d’olt ¥ (g;)R¢a(ps)-

Les extrémités d'une chaine (R;)1<i<ny de rubans maximaux de EY
(vérifiant R; N Ry # 0, 1 < i < N — 1) sont toujours échangées par
un produit de réflexions génériques, d’ou la deuxiéme assertion. O

Remarque 3.11 (invariance des indices par transformation générique). —
Fixons un systéme de coordonnées adaptées (x,y) € I xR pour le ruban Ry,
donc pour les H; et les V;. Par construction de EY, voir notamment (3.2),
les coordonnées = des rubans se recollent en une fonction encore notée
T € COO(E}‘, R) ; les carrés des rubans sont ainsi indexés de fagon cohérente
par un ensemble fixé S. Si v est une forme volume lorentzienne sur E¥,
on a dz = igwrv", voir la Remarque 2.22. Une réflexion générique préserve
dz et fixe une feuille de K, elle préserve donc la fonction x ; en particulier
elle préserve les indices des carrés.

Remarque 3.12. — La composée 0,03 (a, 8 € S) de deux réflexions de
Y induites par (3.3) préserve l’ensemble des rubans horizontaux (resp.
verticaux) de Y*® en décalant leurs indices de o — . Comme A est de 2-
torsion, on a que 7, et og commutent (c.-a-d. 0,04 est d’ordre 2). Le groupe
d’isométrie de Y* contient donc un sous-groupe isomorphe a (Z/27)5).

Voici encore quelques propriétés préliminaires utiles pour 1’étude des sur-
faces réflexives. Soit (X, K) une surface lorentzienne saturée. Nous appel-
lerons cycle de rubans toute suite finie (R;)1<i<n+1 de rubans de (X, K)
avec N 22, RiNRi41 #0 (1 <i < N), Ryy1 = Ry et R; # Rj (comme
ouverts de X) si |¢ — j| = 1. Un cycle de rubans (R;)i1<i<n+1 sera dit
simple s’il existe une courbe polygonale fermée simple constituée de seg-
ments géodésiques de lumiere /1, ..., ¢y, transverses au flot avec ¢; C R;
(i=1,...,N).

LEMME 3.13. — Soit (E, K) une surface lorentzienne saturée et simple-
ment connexe. Alors tout cycle simple de rubans de (E, K) est constitué
de 4 rubans autour d’un point selle.
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Démonstration. — Soit (R;)1<i<n+1 un cycle simple de rubans et soit
{ =1/, ...¢N une courbe polygonale fermée simple comme ci-dessus. Par le
théoreme de Jordan, ¢ borde un disque D. Toute orbite de lumiere de K qui
coupe D s’accumule sur un point selle, intérieur a D. Si elle est non vide,
I'intersection de D avec I’adhérence d’une bande est donc homéomorphe
a un disque dont le bord est composé de quatre segments géodésiques de
lumiere : deux transverses a K et deux tangents & K s’intersectant en un
point selle. Par conséquent, D est contenu dans une selle. O

LEMME 3.14 (relévement des géodésiques de lumiére brisées). — Soient
X etY des surfaces lorentziennes connexes et soit D : X — Y une isométrie
locale.

(1) Si toute géodésique de lumiére brisée incluse dans D(X) se reléve
par D, alors D induit un revétement de X sur D(X).

(2) Si toute géodésique de Iumiére brisée de Y se reléve par D, alors
D(X) =Y et D est un revétement.

Démonstration. — Pour établir (1), il suffit de vérifier que tout chemin
¢ :[0,1] — D(X) se reléve par D. On peut approximer ¢ (au sens C°)
dans D(X) par une suite (v,), de géodésiques de lumiere brisées avec
Y (0) = ¢(0) et y,(1) = ¢(1). Comme D est un difféomorphisme local, les
relevés () des (v,,) convergent au sens CY vers un chemin ¢ qui reléve c.

Fixons pg € X. Par connexité, il existe pour tout ¢ € Y une géodésique
de lumiere brisée v : [0,1] — Y telle que 7(0) = D(py) et v(1) = ¢. Sous
Ihypothese de (2), on peut relever v en 4, en particulier ¢ = D(%(1)) ; par
suite D est surjective. Pour conclure, il suffit d’appliquer (1). a

LEMME 3.15. — Si (E, K) est une surface lorentzienne saturée, simple-
ment connexe et de classe [f], alors la surface E admet une EY-structure.

Démonstration. — On peut écarter le cas évident ou (F, K) est réduite
a un ruban. Soit R ’ensemble des rubans maximaux de (E, K). Pour tout
R € R, notons Ugr la réunion de R avec toutes les selles maximales qui
rencontrent R (et de méme dans toute surface); nous allons construire
des cartes définies sur les Ur & valeurs dans la surface E}‘ Fixons un ru-
ban maximal Ry de E} ainsi qu'une coordonnée transverse z (resp. z*)
sur (B, K) (resp. sur EY}) induisant f. Ce choix permet de définir, via
les coordonnées adaptées, un plongement isométrique pr de (R, K) dans
(Ro, K™), unique modulo action du flot de K" et vérifiant 2“ o pp = x
sur R. De plus, si R € R est tel que RN R # 0 et R # R’ alors ¢r
et pp different par une réflexion générique. Les selles de (F, K) ne sont
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pas forcément symétriques mais elles contiennent toujours une selle symé-
trique. C’est suffisant pour pouvoir déduire de la Proposition 2.38 que le
plongement g se prolonge de fagcon unique en un plongement isométrique
Yr de Ur dans Ug, C EY. D’apres la discussion ci-dessus, les changements
de cartes de latlas {(Ug,9¥r); R € R} sont des réflexions locales géné-
riques ou des éléments du flot. Toutes ces transformations s’étendent a EY
(Lemme 3.10). O

Remarque 3.16. — Soit Ist (E}?, K") le groupe des isométries de E* qui
conserve le champ K™ au signe prés (ce groupe coincide avec Is(E*) sauf
en courbure constante). L’atlas ci-dessus définit une structure modelée sur
(IsjE(E?7 K*"), EY). Quitte a composer par une réflexion du modele, on voit
que cette structure posséde toujours une développante (voir par exemple [5,
p. 176] pour cette notion) qui est une isométrie locale de (X, K) dans
(B}, K")).

LEMME 3.17. — Soit E'} la surface associée a une fonction f (voir §3.1).
Si Rg est un ruban maximal de E%, alors toute isométrie (au sens usuel)
de Ry est la restriction d’une isométrie de E}‘

Démonstration. — On utilise les notations et les arguments développés
dans la preuve du Lemme 3.15. Soit ¢ € Is(Ry) et soit Uy = Ug,. D’apres la
Proposition 2.38 toute isométrie entre demi-selles s’étend en une isométrie
entre selles symétriques, par conséquent ¢ s’étend en une isométrie ¢y de
Up. On choisit ensuite comme en 3.15 un atlas {(Ug,¥g); R € R} sur E =
E%, a valeurs dans Uy et avec ¢y, = Id|y,. La composition de chaque carte
par ¢o définit un nouvel atlas de Ef-structure sur £ = E}. En effet, les
changements de cartes ¥p/ o wgl sont des restrictions d’éléments du flot ou
des réflexions locales génériques ; méme si g n’est a priori que locale, leur
conjugués par ¢g sont de méme nature, donc se prolongent a EY. Comme
E = E} est L-complete, la développante de cette structure a partir de la
carte g : Uy — Up satisfait 'hypothese de assertion (2) du Lemme 3.14 :
c’est donc une isométrie de £y qui par construction prolonge ¢. O

LEMME 3.18 (extension des isométries locales, cas analytique). — Si f
est analytique et inextensible, alors toute isométrie locale de Ey s’étend en
une isométrie de E.

Démonstration. — Soit ® une isométrie locale de EY définie sur un ou-
vert U. On peut supposer que U est saturé et, quitte a restreindre ® et a
composer par une isométrie de £, que U et ®(U) sont contenus dans un
ruban R. Comme f est analytique et inextensible, toute symétrie locale de
f est globale. Par suite ® s’étend a R, puis a E% d’apres le Lemme 3.17. [
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PROPOSITION 3.19. — Si (X, K) est une surface lorentzienne connexe,
saturée et de classe [f], alors la surface X admet une E}-structure.

Démonstration. — Le revétement universel X de X possede une E%-
structure (Lemme 3.15) qui permet de le munir d’une isométrie locale
D: (X,K) — (B, K") (Remarque 3.16). On définit des cartes sur X
en composant des sections locales du revétement (X, K) — (X, K) avec D.
De plus, on suppose que les domaines de cartes sont deux a deux d’intersec-
tion connexe. L’analyse des changements de cartes revient alors a comparer
D et Do, ou 7y est un automorphisme du revétement universel. Il s’agit
de montrer que ces deux applications different par une isométrie globale
de EY.

En utilisant les coordonnées adaptées, on voit que D est injective sur
tout ruban maximal de X. Soit R un tel ruban et soit R’ = ~(R). Les
images D(R) et D(R’) sont incluses dans des rubans maximaux Ry et R
de E%. Fixons une coordonnée transverse z* sur E7. Alors x = 2% o D est
une coordonnée transverse sur X et il existe ¢ € Is(f) tel que pox =z oy
(action sur la coordonnée transverse, voir Proposition 4.1). Ainsi, on a
Dorypg = ® oD, oit ¢ est une isométrie de D(R) sur D(R') déterminée
par I'image d’une géodésique interne & D(R) et par 'action de ¢ sur la
coordonnée z*. Comme ¢ € Is(f), I'isométrie & s’étend en une isométrie
de Ry sur Ry ; sachant que E7% est R-homogene (Lemme 3.10), on conclut
grace au Lemme 3.17 que @ s’étend en une isométrie de E. O

3.3. Uniformisation

Nous dirons qu’une surface X modelée sur EY est uniformisée par un
ouvert de EY si son revétement universel est plongé dans le modele E
par une développante de la E%-structure. La représentation d’holonomie
associée réalise alors X comme quotient d’un ouvert de E% par l'action
d’un sous-groupe d’isométries de . Nous établissons ici I'uniformisation
de deux classes de surfaces : les surfaces (X, K) & géométrie locale uniforme
et sans selles a 'infini d’une part et les surfaces (X, K) compactes (et plus
généralement dont le flot de K est périodique) d’autre part.

LEMME 3.20 (injectivité de la développante). — Soit f une fonction
lisse et soit (X, K) une surface lorentzienne lisse connexe et saturée. Dans
chacun des cas suivants, toute isométrie locale D : (X, K) — (B}, K*") est
injective :

(1) (X, K) n’a pas de selles a I'infini,
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(2) le flot de K est périodique.

Démonstration. — 11 suffit d’¢tablir le résultat pour le revétement uni-
versel (X, K) de (X, K). Soit D : (X, K) — (£}, K*) une isométrie locale.

(1). — Gréce aux coordonnées adaptées, on sait que D est injective sur
tout ruban (maximal) R de X. Par conséquent si D n'est pas injective il
existe deux bandes distinctes de X dont I'image par D est contenue dans
un riléme ruban de E}i Il existe donc une suite finie (R;)1<i<n+1 de rubans
de X telle que Ry # Rn41 et telle que la suite (D(R;))1<ign+1 est un cycle
simple de rubans. D’apreés le Lemme 3.13, les D(R;) sont les 4 rubans qui
bordent un point selle. Ce point selle ne peut pas avoir d’antécédent : on
en déduit que X a une « selle & Iinfini ».

(2). — L’hypothese de périodicité entraine la séparation de l'espace des
orbites du champ K (voir la preuve de la Proposition 3.8), en particulier
deux orbites arbitraires peuvent étre reliées par une transversale lisse. Si D
n’était pas injective, il existerait une courbe fermée lisse transverse a K.
Sur une telle courbe, les coordonnées transverses de E* seraient strictement
monotones, ce qui est absurde. O

THEOREME 3.21 (uniformisation, surfaces sans selles a l'infini). — Soit
f une fonction lisse. Alors toute surface lorentzienne (X, K) lisse, connexe,
saturée, de classe [f] et sans selles & Pinfini est uniformisée par un ouvert
de E%. Si de plus X est simplement connexe et réflexive (par exemple
maximale), alors (X, K) est isométrique a (E'f, K*).

Démonstration. — On sait que X est modelée sur EY et que I'on peut
choisir une développante D qui respecte les champs (voir Remarque 3.16).
D’apres le Lemme 3.20, D est injective, d’ou la premiere assertion.

Si X est simplement connexe et réflexive, alors toute géodésique de lu-
miere brisée de EY se releve par D : X — E“. En effet, d'une part les
géodésiques de lumiere internes aux rubans se relevent car les rubans de
EY et ceux de X sont isométriques; d’autre part, tous les autres segments
de lumiere de X sont inclus dans une géodésique de lumiere complete car K
n’a pas de selles a l'infini. Par suite, Lemme 3.14(2), D est surjective, ce
qui prouve la deuxieme assertion. O

COROLLAIRE 3.22 (classification des extensions universelles). — Soient
f et g deux fonctions lisses et inextensibles définies sur des intervalles réels.

(1) Les surfaces (E'}, K}) et (Ey, K') sont isométriques si et seulement

si [f] = [g]-
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(2) Les surfaces E} et Ey sont isométriques (au sens usuel) si et seule-
ment si: ou bien EY et E sont & méme courbure constante (f" = g"

et f = ¢ = 0), ou bien [f] = [g]-

Démonstration. — Elle résulte du Théoreme 3.21 et de la Proposi-
tion 3.19. 0

Remarque 3.23. — Si (I, f) est un prolongement de (J, g), la preuve du
Lemme 3.15 montre que toute surface (E, K) simplement connexe et de
classe [g] admet une E%-structure (Phypotheése de simple connexité est ici
essentielle). On déduit du Lemme 3.20 que (Ey, K') se plonge isométri-
quement dans (E¥, K}).

THEOREME 3.24 (uniformisation, flot périodique). — Soit (X, K) une
surface lorentzienne connexe. Si le flot de K est périodique, alors X est
uniformisée par un ouvert d’une surface E pour une certaine fonction f.

Démonstration. — Le résultat découle des Propositions 3.8 (géométrie
locale uniforme), 3.19 (existence de Ef-structure) et du Lemme 3.20 (in-
jectivité de la développante). O

THEOREME 3.25. — Soit (T, K') un tore lorentzien muni d’un champ de
Killing K non trivial. Le revétement universel (T, K) de (T, K) admet une
extension (E, Kg) simplement connexe, L-compléte et réflexive. Une telle
extension est unique & isométrie (usuelle) prés.

Démonstration. — On peut supposer que T n’est pas plat (sinon le Théo-
reme 3.25 est classique). Observons que K ne s’annule pas d’apres le théo-
reme de Poincaré—Hopf, car les seuls zéros possibles sont des points selles.
De plus, puisque T n’est pas plat, le champ K admet une orbite fermée :
il existe p € X et tg # 0 tels que @t[g(p) = p. Cette relation implique
d®'%2(p) = Id, puis ®%2 =1d : le ﬂotNde~K est donc périodique. Par suite
(Théoreme 3.24 et Remarque 3.16), (T, K) se plonge isométriquement dans
(E}%,K“), ou [f] est la classe de (T, K). De plus, le champ K admet une
transversale lisse, fermée et simple. En relevant une telle courbe a T, on voit
que f est périodique. Ainsi EY est L-complete, d’ou 'existence de I'exten-
sion cherchée. Si (E, K) est une extension simplement connexe, L-compléte
et réflexive de (T, K) alors (E, K) est forcément de classe [f] (puisque f est
définie sur R), donc isométrique & (EY, K*) d’aprés le Théoreme 3.21. [

COROLLAIRE 3.26. — Soit T' un tore lorentzien analytique muni d’un
champ de Killing non trivial. A isométrie prés, le revétement universel de T
admet une unique extension analytique, simplement connexe et L-compléte.
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Démonstration. — Le seul point a vérifier est 'unicité. Soit £ une ex-
tension comme dans 1’énoncé. Par le théoreme d’extension des champs de
Killing de Nomizu (voir [11]), le relevé du champ de T au revétement uni-
versel se prolonge en un champ de Killing analytique K sur E. D’apres
la Proposition 3.8(2), la surface (E, Kg) est réflexive. On conclut grace au
Théoreme 3.25. g

Exemple 3.27. — Si (T, K) est un tore de Clifton—Pohl dont le champ
de Killing K est normalisé par max(K, K) = 1, la fonction f associée a
(T, K) est sin(2x). En effet, dans ce cas la courbure est égale & —2f (voir [1]
page 472) et donc f vérifie f” + 4f = 0. L’espace EY est isométrique au
revétement universel de la surface 3 apparaissant dans [1].

L’absence de « selles a I'infini » dans 1’énoncé du Théoreme 3.21 signifie
que la surface (E, K) contient « le maximum » de selles possible. A I'opposé,
on trouve la classe des surfaces (F, K) dont le champ K ne s’annule pas : on
dira que (F, K) est sans selles (toutes les selles potentielles sont & l'infini).
Parmi ces surfaces, le revétement universel de EY privé de ses points selles,
noté (F;f7 K}, joue un role particulier. Bien que n’étant généralement pas
L-complete, cette surface satisfait une caractérisation analogue a celle de
(B}, K*) et permet d’uniformiser les surfaces sans selles de classe [f].

THEOREME 3.28 (uniformisation, surfaces sans selles). — Soit f une
fonction lisse. Alors toute surface lorentzienne (X, K) lisse, connexe, satu-
rée, de classe [f] et sans selles est uniformisée par un ouvert de Fy. Si de
plus X est simplement connexe et réflexive (par exemple maximale), alors
(X, K) est isométrique a (F}, K}.).

Démonstration. — La preuve est analogue a celle du Théoreme 3.21.
L’existence d'une Fy-structure s’obtient par une adaptation immédiate
des arguments développés dans le cas des surfaces sans selles & l'infini.
L’injectivité de la développante découle du méme argument que dans le
Lemme 3.20, en concluant par le fait que F} ne contient pas de points
selles, donc pas de cycles de rubans. Lorsque X est simplement connexe
et réflexive, 'argument de relevement des géodésiques de lumieére brisées,
pour les arcs non internes aux rubans, est légerement différent. Comme les
surfaces sont sans selles, les orbites de lumiere des champs de Killing corres-
pondent simultanément, dans X et dans F', a des géodésiques de lumiere
complétes ou semi-complétes. On peut donc relever les arcs correspondants,
d’ou la surjectivité de la développante. O

Remarque 3.29. — Le Théoréme 3.28 s’applique notamment aux surfaces
compactes. Il donne alors une variante du Théoréme 3.25 : le revétement
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universel d’un tore lorentzien (T, K) admet une extension (F, Kr) simple-
ment connexe, maximale, réflexive et sans selles; une telle extension est
unique a isométrie (usuelle) prés.

Exemple 3.30. — On a EY = F} dans les cas suivants : f ne s’annule
pas (E}L est un ruban maximal), f n’admet que des zéros non simples. Si f
n’admet qu’un seul zéro, simple, alors E¥ est une selle maximale et Fy' le
revétement universel de cette selle épointée.

En dehors des cas particuliers de I'exemple précédent, il existe de nom-
breuses surfaces maximales simplement connexes et réflexives de classe fixée
[f]. Elles sont toutes étalées au-dessus d'un ouvert de £} via une dévelop-
pante, qui généralement n’est pas un revétement sur son image a cause
de la présence de selles a la fois dans la surface et a I'infini. Ces surfaces
sont « intermédiaires » entre £y et F'f', lesquelles apparaissent respective-
ment comme la plus petite et la plus grande surface simplement connexe
réflexive de classe [f]. Il peut exister une infinité non dénombrable d’ex-
tensions maximales intermédiaires. Supposons par exemple que f admette
une suite de zéros (z;) telle que f’(z;) # f'(x;) # 0 pour tout i # j. Soit R
un ruban de EY et soit p; € R le point selle correspondant & z;. Chacune
de ces selles (munie du champ) est caractérisée par le réel f’(x;). A toute
partie P de N on associe Ep le revétement universel de Ef \ {p;,i € P}.
Ces surfaces sont clairement maximales et Ep et Ep/ sont isométriques si
et seulement si P = P’'.

4. Isométries et quotients
4.1. Espace des feuilles. Groupe d’isométrie

Dans toute la suite, f € C°°(I,R) désigne une fonction inextensible.
Pour alléger les notations, la surface lorentzienne maximale E} associée
A f sera notée simplement E*. De plus, nous supposerons que f®) # 0 afin
d’écarter le cas ou E* est a courbure constante. Dans le cas particulier ou
f ne s’annule pas, nous dirons que E* (ou f) est élémentaire.

Rappelons que E* est munie d'un champ de Killing complet K*. L’es-
pace des orbites non triviales de K™ est une variété riemannienne de di-
mension 1, notée £%; elle n’est pas séparée sauf si E* est élémentaire. 11
existe une coordonnée transverse x € C>°(E", I) vérifiant (K*, K") = fox
et induisant une isométrie locale T € C*°(£%,I), Proposition 2.21(2). La
norme du champ comme fonction sur £ est donnée par f = f o Z. Les
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points de branchement de £" correspondent aux bords des composantes
de {f # 0}, c’est & dire aux orbites de lumiére de K* qui bordent les
carrés. Métriquement, £* se décompose en segments & bord double (asso-
ciés aux carrés, voir Proposition 2.15), en intervalles & bord double de la
forme [0, m[" (m € ]0, +0o0], associés aux bandes voisines de l'infini) et en
segments ordinaires (associés aux composantes de l'intérieur de {f = 0}),
raccordés en leurs extrémités. Les bandes de E* se projettent dans £* sur
des ouverts sans points de branchement, maximaux pour cette propriété.
De méme que toute variété riemannienne, £* posseéde des géodésiques (non
uniquement déterminées par leur vitesse initiale) ; au paramétrage pres, il
s’agit des courbes lisses injectives. Les segments (a bord simple ou double)
peuvent s’accumuler. Toutefois, sur une géodésique donnée, I’ensemble des
points de branchement est discret.

Al A2
(A).LJT)?J..QT&T o

FI1GURE 4.1. Raccordement de carrés dans l’espace des feuilles

L’espace des feuilles £" est orienté par dz et également transversale-
ment orienté par K*. Le raccordement de deux carrés adjacents (zéro isolé
de f) est indiqué sur la Figure 4.1 : (A1) si f change de signe, (A2) si-
non. Une géodésique orientée associée a un ruban est caractérisée par la
fagon dont elle traverse un carré : si elle entre rive droite, elle doit sortir
rive gauche et vice-versa (gauche et droite étant définis par une orienta-
tion transverse), voir Figure 4.1 (A). D’autres situations sont illustrées sur
cette figure : source/puits a Uinfini (zéros isolés avec changements de signe)
en (B), revétement infini cyclique d’une pseudo-selle en (C).

Aux selles pres (cycles de 4 points de branchement), 'espace £ est un
arbre réel (voir Figure 4.2, cas ou tous les zéros de f sont simples). Il est
localement quasi-compact si et seulement si les segments a bord double ne
s’accumulent pas.

Soit Is(E*) le groupe d’isométrie de E*. On note Is”(E*) la composante
neutre (paramétrée par le flot du champ K*), Is*(E¥) (resp. Is™ (E%)) le
sous-groupe constitué des isométries directes (resp. préservant le champ) et
on pose IsT 5 (E*) = Ist(E*) N Is% (E*). On rappelle que Is(f) désigne le
groupe de symétrie de f, voir (2.3). Grace au Lemme 3.10 et au Lemme 3.17,
on connait déja un certain nombre d’isométries de E*. Soit Isgen(E"™) le
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FIGURE 4.2. Espace des feuilles de K", cas générique

sous-groupe (distingué) de Is(E*) engendré par les réflexions génériques.
En considérant les réflexions génériques associées & un méme carré, on voit
que Tsgen (E") contient la composante neutre Is’(E™).

PROPOSITION 4.1 (action sur la coordonnée transverse). — L’action de
Is(EY) sur une coordonnée transverse de E* induisant f définit une suite
exacte scindée

(4.1) 1 —— Isgen(E") — Is(EY) Is(f) 1,

le groupe Is(f) étant trivial sauf si la fonction f posséde des symétries
additionnelles, auquel cas il est isomorphe & Z/27,7 ou D, Le groupe
Isgen (E") agit simplement et transitivement sur ’ensemble des géodésiques
de lumiére internes aux rubans maximaux ; les stabilisateurs de cette action
définissent des sections de (4.1). De plus, si R est un ruban maximal de
E", le groupe Isgen(E") est engendré par Is°(E") et par la donnée d’une
réflexion par carré de R.

Démonstration. — Soit v* la forme volume lorentzienne de E* vérifiant
dz = ig«v*. Toute isométrie v € Is(E") préserve v* et K* au signe pres
(on rappelle que la courbure n’est pas constante), donc induit un élément
5 € Is(I,d2?) tel que z oy =7 o x. Comme la norme de K* est invariante
par isométrie, on a f o7y = f; ainsi ¥ € Is(f) et 'action sur la coordon-
née transverse x définit un morphisme 6 : Is(E*) — Is(f). Le noyau de
6 contient Isgen(E™) car les réflexions génériques préservent da et fixent
une feuille de K*, donc préservent x. Soit R un ruban maximal et soit
¢ une géodésique de lumiere interne & R. Le groupe Isgen(E") agit tran-
sitivement sur les géodésiques de lumiére internes aux rubans maximaux
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(action des réflexions génériques sur les rubans, puis action de Is’(E%));
comme Isgen (E™) C Ker 6, cette action est libre. Le stabilisateur de ¢ dans
Is(R) est isomorphe & Is(f), Proposition 2.6. Puisque toute isométrie de
R g’%étend a E" (Lemme 3.17), le stabilisateur H = Is(E"), est isomorphe
a Is(f). Par conséquent on a une décomposition en produit semi-direct
Is(E") = Isgen(E™)H : la suite (4.1) est exacte et scindée par H.

Soient R; et Ry deux rubans maximaux s’intersectant en un carré et soit
oo une réflexion générique associée a ce carré. Il est clair que oy conjugue
les réflexions génériques dont I’axe coupe R; avec les réflexions génériques
dont l'axe coupe Rs. Par conséquent le groupe engendré par la donnée
d’une réflexion générique dans chaque carré de R contient au moins une
réflexion générique par carré de E™. O

L’action isométrique de Is(E™) sur lespace des feuilles £ définit un
morphisme 7 de Is(E") dans le groupe d’isométrie Is(£*). Notons II, Ilze,
et I X les projections par 7 des groupes Is(E%), Isgen (EY) et Is*’K(E“).
Soit H ~ Is(f) un sous-groupe de Is(E™) comme dans la preuve de la
Proposition 4.1. Le groupe II est alors engendré par le sous-groupe distingué
IIgen et par m(H) ~Is(f). On a donc une suite exacte scindée

(4.2) 1 yen I Is(f) 1.

Remarque 4.2. — Si E* n’est pas élémentaire, le groupe Is(E") est beau-
coup plus gros que II car il contient des éléments qui échangent les deux
branches associées & un couple arbitraire de points non séparés.

PROPOSITION 4.3. — Soit E* élémentaire a courbure non constante.

(1) On a Kerm = Isgen(E™) et II est isomorphe a Is(f).
(2) Le quotient Is(E*)/Is°(E*) est isomorphe & 7/27 x Is(f) et la
projection de Is(E*) sur Is(E")/1s°(E") est scindée.

Démonstration. — Ici E* est un ruban associé a une fonction f qui
ne s’annule pas. Les transformations génériques agissent trivialement sur
les feuilles de K", d’ou l'assertion (1). D’apres la Proposition 2.6(2), le
groupe Is(E") est isomorphe & un produit semi-direct Isgen (E™) x Is(f), ot
Isgen (E") est engendré par Is°(E*) et une réflexion générique o globale. Les
symétries éventuelles de f (relevées par une section de Is(E*) — Is(f)) com-
mutent avec o modulo Is’(E%), d’ou Is(E*)/Is"(E*) ~ Z/2Z x Is(f). En-
fin, Is”(E") agit simplement et transitivement sur les feuilles du feuilletage
orthogonal au champ K*. Par suite, le stabilisateur d’une de ces feuilles
définit une section de la projection modulo Is”(E). O
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THEOREME 4.4 (action sur lespace des feuilles). — Soit E* non élé-
mentaire et & courbure non constante. Alors on a Kerm = Is°(E") et la
suite exacte

(4.3) 0 ——Is"(EY) ——=TIs(E*) =1 ——>1

est scindée. De plus, IsT (E*) est isomorphe au produit direct Is®(E") x
moHx,

Démonstration. — Fixons un ruban maximal R de E*. On peut choisir
un ensemble de réflexions génériques ¥ = {o,; a € S}, bijectivement asso-
cié aux carrés de R, de sorte que deux réflexions contigués aient des axes
orthogonaux (procéder par récurrence dans chaque composante du graphe
de contiguité Gr). Notons Ggen le sous-groupe engendré par ¥ et montrons
que Ggen NIs°(EY) est trivial. Soit ¥ = 04, .. 0a, € Ggen NIs"(E¥) avec
5 7& Q41 (1 < ) < k — 1) et k minimal. Posons Ro = R, Rl = Oq; (R,‘_l)
(1 < i < k). Le cycle de rubans (R;)%_, est simple par minimalité de k.
D’apres le Lemme 3.13, on a k =4 et v = (0,05)% avec 0, et o contigués
(donc d’axes orthogonaux), d’ott v = 1. D’apreés la fin de la preuve de la
Proposition 4.1, tout carré de E™ est stabilisé par une réflexion apparte-
nant a Ggen, unique par ce qui précede. Ainsi 7 induit un isomorphisme de
Ggen sur Ilgen.

Soit H ~ Is(f) I'image d’une section de (4.1), H stabilisant le ruban R
(preuve de la Proposition 4.1). Notons G le sous-groupe de Is(E") engendré
par Ggen et H, de sorte que m(G) = II. La restriction 7 sera injective si
et seulement si H normalise Ggen, ce qui équivaut & dire que H stabilise
la réunion Ag des axes des réflexions (04)acs. On rappelle que deux axes
contigus se coupent orthogonalement en un point selle adhérent au ruban R.
Si H est trivial, alors G = Ggen définit une section de 7. Supposons que
H n’est pas trivial; nous allons modifier H et X afin que H(Ag) = Ag.
Suivant les cas, H est engendré par une involution, un élément d’ordre
infini, ou deux involutions, les involutions ayant un seul point fixe. Noter
qu’en composant indépendamment ces générateurs par des éléments de
Is°(E*), on obtient encore un relevé de Is(f) dans le stabilisateur de R.
Le groupe Is(f) agit sur 'ensemble m(Gy) des composantes connexes du
graphe de contiguité Gy. A toute composante T’ € mo(Gy) correspond une
composante Ar de Ag, formée par la réunion des axes des réflexions (o)
associées aux sommets de 7. On se donne une tranche 7 de Paction de
Is(f) sur mo(Gy), c.-a-d. une composante par orbite, puis on note Sy C S
l’ensemble des sommets des éléments de T et on pose g = {o4; @ € Sp}.
Si l'action est libre, il suffit de propager les éléments de ¥y a toutes les
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bandes de R en conjuguant par H. S’il existe un stabilisateur infini, le
graphe G est alors connexe ainsi que I’ensemble Ag, et H est isomorphe
a Z ou a Dy,. On modifie des générateurs de H comme indiqué plus haut
pour avoir H(Ag) = Ag. Reste le cas ou tous les stabilisateurs non triviaux
sont d’ordre 2. Ils se répartissent alors suivant une orbite (si H ~ Z/2Z)
ou deux orbites (si H ~ D), et les involutions fixant les éléments T € T
associés engendrent H. On modifie ces involutions par des éléments de
Is°(E*) pour quelles fixent Ap, puis on conclut comme dans le cas ol
I’action est libre en propageant X par les conjugaisons de H. Enfin, les
éléments de Is™¥ (E*) commutent avec Is®(E*) (ils préservent le champ),
d’otu la derniere assertion. ]

Remarque 4.5. — Les symétries centrales autour des points selles seront
appelées éléments elliptiques génériques. Le sous-groupe Isge (E*) qu’elles
engendrent est distingué dans Is(E™), inclus dans Isgen (E™) et trivial si E*
n’admet aucune selle; & l'inverse, si f n’a que des zéros simples, Isge (E*)
est d’indice 2 dans I'image de toute section au-dessus de Ilgep.

4.2. Sous-groupes discontinus

Nous supposons ici que E* n’est ni a courbure constante, ni élémentaire.
Nous poursuivons I’étude dynamique de Is(E*) en négligeant, dans un pre-
mier temps, 'action du flot de K*. Soit G I'image d’une section de (4.3),
fixée dans tout le §4.2. Pour tout sous-groupe J de G, on pose

Jgen = J NIsgen(BY), JT = JNIsT(BY),

4.4
44 JE = JnIs®(EY) et JHE = gt nJk,

L’objectif de cette partie est de mettre en évidence ’existence de quotients
lisses et séparés de E%, associés & certains sous-groupes de G¥. Soit R un
ruban maximal de E", fixé dans toute la suite. Soit Gy = (S, &) le graphe de
contiguité de f; rappelons que S est ’ensemble des composantes connexes
de {f # 0} et que € est I'ensemble des paires («, 3) € S? séparées par un
zéro simple de f, voir page 101. On note comme plus haut ¥ = {o,;a € S}
I’ensemble des réflexions de Ggen dont I’axe coupe R et on rappelle que X
engendre Ggen. Commencons par préciser la structure algébrique de Ggen.

PROPOSITION 4.6. — L’ensemble générateur ¥ = {o,;a € S} et les re-
lations 02 =1 (e € S), (6405)* =1 ({o, B} € €) forment une présentation
de Ggen. Autrement dit, (Ggen, X) est un systéme de Coxeter.
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Démonstration. — Si {a, 8} € €, la relation (c,05)* = 1 est évidem-
ment vérifiée puisque les axes de o, et og sont orthogonaux. Soit w une
relation réduite entre des éléments de . En utilisant des conjugués des
o2k (o € S,k € Z), on se rameéne au cas ol w = 010z...0N avec g; € %
(t =1,...,N) et ;41 # o0;. Considérons la suite R, = (Hf:1 0:)(R),
k=0,...,N.Ona Ry = Ry et comme Ry et Rj41 sont les images de R et
ok+1(R) par une méme isométrie, (Ry, ..., Ry) forme un cycle de rubans.
Il existe une courbe polygonale fermée ¢ = £y ...¢n_1 constituée de seg-
ments de lumiére ¢; C R; (i =0,..., N —1) transverses au flot. L’entier N
est nécessairement pair et supérieur a 4. Nous allons prouver par récurrence
sur N/2 > 2 que w est produit de conjugués de relations associées a €.

Rappelons que deux rubans R’ et R” qui se coupent sont échangés par
l'unique réflexion de Ggen associé au carré R’ N R”. De plus, tout cycle de
4 rubans est nécessairement de la forme

(4.5) (R,0(R),00'(R"),d'(R)) avec (c0')? =1,

pour une unique paire {o, ¢’} de réflexions de Ggen (Lemme 3.13). Posons
0; = 04, (a; € S). Si N = 4, la courbe polygonale ¢ est simple et le
cycle (R;)i=o,..,3 est de la forme (4.5); par suite o7 et o2 commutent,
o3 = 01 et w = (0102)? avec {a1,a2} € €. Si N > 6, la courbe ¢ n’est
plus simple (Lemme 3.13), mais elle reste immergée : on peut en extraire
une courbe simple ¢’ paramétrée par une restriction de c. Nécessairement
(Lemme 3.13, & nouveau), la courbe ¢ est associée & 4 rubans successifs
(Rg—2,...,Ri41) ducycle (R;), de la forme (4.5). En posant vy = 07 ... 02
et v = opq2...0n, on a R' = y(R), les réflexions 0,00’ et o’ étant les
conjuguées par v de o_1, Ok—10k €t Okx_10,0k+1 Trespectivement. D’olu
{ag—1, a1} € € opy1 = op—1 et enfin w = (yo;, ") (op—10%)(oxy ™’
avec w' = yo;, !9/, Le mot w’ est une relation de longueur N — 2, ce qui
acheve la récurrence. O

Remarque 4.7. — Il résulte de la Proposition 4.6 que la famille des degrés
modulo 2 par rapport aux générateurs (04 )acs est bien définie et induit
un isomorphisme de I’abélianisé Gggn sur Z/275).

DEFINITION 4.8. — Une partie S’ de l'ensemble S des composantes
connexes de {f # 0} est localement finie si les éléments de S’ ne s’ac-
cumulent pas dans R. On dira que la fonction f (ou que la surface E*) est
de type fini si S est localement fini.
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On rappelle que la suite exacte (4.1) se restreint en une suite exacte
scindée

(4.6) 1 Ggen G Is(f) 1,

isomorphe a (4.2). Comme E* n’est pas élémentaire, le stabilisateur de R
dans Ggen est trivial, Proposition 2.6. Par suite Ggen agit simplement et
transitivement sur les rubans maximaux de E“ et le stabilisateur H de R
dans G définit une section de (4.6), en particulier H est isomorphe & Is(f).
Soit S’ une partie de S invariante par Is(f). On pose &' = {o,;a € S’} et
on note G’ le sous-groupe de G engendré par ¥’ et H.

PROPOSITION 4.9. — Soit E* non élémentaire et soit S’ C S invariante

par Is(f).

(1) L’action de G’ sur E" est propre et discontinue® si et seulement
si 8" est localement finie.
(2) L’action de Gt sur E* est discontinue!® .

En particulier quand f est de type fini (par exemple analytique), l'action
de G sur E* est propre et discontinue.

Démonstration. — Quitte a raisonner sur un sous-groupe d’indice fini de
G’, on peut supposer que Is(f) est trivial ou isomorphe & Z. Si Paction de G’
n’est pas proprement discontinue, alors il existe une suite convergente (p,)
de points de E* et une suite injective (g, ) d’éléments de G’ telle que la suite
(gn(pn)) converge. Comme S’ est invariante par Is(f), on a hX'h=1 = ¥/
pour tout h € H. Pour tout n € N, il existe donc ~,, € G’gen = G' N Ggen
et h, € H tels que g, = Y hy. Puisque H définit une section de (4.6),

/

une telle écriture est unique dans G = GgenH ; par suite le groupe Gy,

est engendré par X'. Soit x une coordonnée transverse & K* comme dans
la Proposition 2.21. Pour tout g € Is(E™), on désigne par g ’élément de
Is(f) C Is(1,dx?) vérifiant 2 0 g = g o x. On désigne par z,, la coordonnée
transverse de p,. Pour tout n € N, il existe k, € Z tels que h,(z,) =
Go(xn) = xp + kT, ot T est soit nul, soit une période minimale de f.
Les suites (z,) et (g, (z,)) étant convergentes, on voit que la suite (h.,)
est forcément stationnaire. En posant ¢, = h,(p,), on obtient une suite
convergente (g,) dans E* telle que (7,(¢n)) converge. Comme les points
selles forment un ensemble discret et fermé et sont de stabilisateur fini, on
peut supposer que les suites (g,) et (7, (g,)) sont chacune contenues dans un
ruban. Ces rubans étant forcément distincts, il existe un élément w € Ggen

() Pour tout compact K de E*, ’ensemble {y € G v(K)NK # 0} est fini.
3) Tout point de E* admet un voisinage U tel que {v € GT;~v(U) NU # 0} soit fini.
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et des réflexions génériques o, avec o, € S tels que v, = WO 00, w .
Le degré modulo 2 de 7, en o,, est donc impair, voir Remarque 4.7, et
a, € 5'. Par conséquent S’ n’est pas localement finie. La réciproque est
évidente, ce qui prouve 'assertion (1).

Soit p un point de E*. On veut lui trouver un voisinage U tel que
{v € GT;9(U)NU # 0} soit fini. Si p est un point selle, on prend pour U
la selle maximale qui le contient. Sinon p possede un voisinage Uy contenu
dans un ruban Ry ; comme l'action de G* préserve les feuilletages de lu-
midre, tout v € G tel que v(Up) N Uy # () appartient au stabilisateur de
Ry. On trouve donc facilement un voisinage U convenable. O

COROLLAIRE 4.10. — Soit X une surface lorentzienne analytique, sim-
plement connexe et munie d’un champ de Killing non trivial et complet. Si
X n’est pas a courbure constante alors Is(X) s’écrit comme le produit semi-
direct de IsO(X ) ~ R et d’un sous-groupe discret G x agissant proprement
sur X.

Démonstration. — D’apres les Propositions 3.8, 3.19 et la Remar-
que 3.16, il existe une application analytique f et une développante D :
X — EY% préservant les champs de Killing. Soit R un ruban maximal de
X. Rappelons que D est injective sur les rubans de X. Pour toute isomé-
trie ® € Is(X), on a donc une isométrie locale D(R) — D o ®(R) définie
par Do ® o D~!. Comme f est analytique, cette isométrie se prolonge en
0(®) € Is(E}) (Lemme 3.18) et 0(®) est 'unique élément ¥ € Is(EY) vé-
rifiant D o ® = ¥ o D. Par unicité, on obtient un morphisme de groupe
0 : Is(X) — Is(E¥) qui envoie le flot ®* de X sur le flot W' de E¥. Si G
est image d’une section de (4.3), le sous-groupe Gx = 071(G) est clai-
rement transverse a Is’(X). De plus, si ® € Is(X), il existe t € R tel que
Ul o f(®) = 0(P' o P) € G. Par suite Gx scinde Is(X).

Comme l'action de G sur E} est propre et discontinue, il suffit pour
établir la derniére assertion de vérifier que ’action de I' = Ker 6 est propre
et discontinue. Si s1,89 : 2 — X sont deux sections locales de D définies
sur un ouvert connexe €, alors (D étant localement injective) on a s1 = s
ou s1(2) N s2(Q) = 0. En particulier, si U est un ouvert connexe avec
D)y injective, les ouverts ®(U) (¢ € I') sont mutuellement disjoints. Soit
(zn, ®p)n une suite de X x I telle que (zy,, . (x,))n converge vers un point
(r,y) € X2, et soit U, V des voisinages ouverts connexes de z,y avec Dy,
Dyy injectives et D(U) = D(V). Pour n grand, ®,(U) coupe V : on a
®,(U) =V d’apres ce qui précéde et la suite (P,,) est stationnaire. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXTENSIONS MAXIMALES ET TORES LORENTZIENS 123

Remarque 4.11. — 1l existe deux autres familles de sous-groupes de Ggen
agissant proprement discontintiment sur E* : le sous-groupe normal engen-
dré par 3’ et le sous-groupe dérivé de Ggen. Dans le premier cas la preuve
est similaire a celle ci-dessus. La deuxiéme affirmation s’obtient en remar-
quant que le groupe fondamental de la surface Y* construite dans la preuve
de la Proposition 3.3 contient un groupe égal & [Ggen, Ggen] modulo IO (E™).

Remarque 4.12. — 11 découle de la Proposition 4.9 que si f n’est pas de
type fini, alors le groupe d’isométrie de la surface Y* ci-dessus contient un
sous-groupe de 2-torsion, voir Remarque 3.12; qui agit non proprement. Il
est de plus facile de perturber la métrique afin que ce sous-groupe soit en
fait tout le groupe d’isométrie. On obtient alors une surface lorentzienne
dont le groupe d’isométrie est de torsion mais dont la dynamique n’est pas
triviale, au sens ou son action n’est pas propre.

Notons IT" et IT'gey les projections dans I =~ G des groupes G’ et Gy, Si
Gy = (S, €) désigne le graphe de contiguité de f, on pose & = €N S’ x 5’
et G’ = (5, @) (sous-graphe de contiguité associé a S’). Voici d’abord une
description de l'action du groupe G’ sur E*. Quand f est de type fini (par
exemple analytique), 1’énoncé suivant vaut pour S’ = S, c’est-a-dire pour
G et IL

PROPOSITION 4.13. — Soit E* non élémentaire et soit S’ une partie de
S invariante par Is(f) et localement finie. L’action de Gy, est différen-

tiablement conjuguée a celle d’'un groupe de réflexions du plan hyperbo-
lique, associé a un polygone Py dont les cotés sont en bijection avec S’.
En particulier, si (x4 )acs désignent les réflexions associées a Py, le groupe
Il gen =~ Gy, admet la présentation

(4.7) (o (a€8) |22 =1(a€S); (var5)? =1 ({a, B} € &)).

Quand Is(f) n’est pas trivial, le groupe G’ ~ II' est également différentia-
blement conjugué a un groupe discret d’isométries du plan hyperbolique,
engendré par les réflexions génériques (q)acs’ €t par les éléments non
génériques suivants, fixant Pqy :
(1) sils(f) ~2/2Z,
(la) un élément elliptique d’ordre 2 ou
(1b) une réflexion,
(2) si Is(f) ~ Z, un élément d’ordre infini, direct (hyperbolique ou
parabolique) ou indirect,
(3) siIs(f) =~ Doo,
(3a) deux elliptiques d’ordre 2, ou
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(3b) un elliptique d’ordre 2 et une réflexion, ou
(3¢) deux réflexions,

ot les elliptiques (resp. les réflexions) correspondent aux involutions de
Is(f) sans point fixe (resp. avec point fixe) sur S’.

Démonstration. — La propreté de l'action de G’ implique D'existence
d’une métrique riemannienne sur E* invariante par G’ ([13, Thm. 4.3.1]).
On munit E* de la structure de surface de Riemann définie par des coor-
données locales isothermes. Il existe alors un biholomorphisme de F* sur X,
X = C ou H (demi-plan de Poincaré), biholomorphisme qui conjugue G’ en
un groupe G’y de transformations holomorphes ou anti-holomorphes de X.
Supposons que X = C. Le groupe G’ doit alors préserver la métrique eu-
clidienne usuelle, sans quoi il admettrait des stabilisateurs infinis. De plus
X /G’ ne peut étre compact (voir le début de la preuve du Théoréme 3.25).
Par suite, ou bien G’y est fini et E* est une selle, ou bien X/G’y est revé-
tue par un cylindre; dans les deux cas, lorbifolde X/G’y admet aussi une
structure hyperbolique. On peut donc supposer que X = H dans tous les
cas. Par suite G’ est conjugué par un difféomorphisme ¢ & un sous-groupe
discret G'? d’isométries de H.

On a vu dans la preuve de la Proposition 4.9 que G’gen = G' N Ggen
est engendré par X'. De plus G'/Gy,, est isomorphe a H ~ Is(f). Soit €'
ensemble des réflexions v'0,y'~! pour o4 € X et v/ € Gy, et soit A la

réunion des axes des éléments de §'. L’ensemble A’ est stable par G’, ainsi
que son complémentaire dans E%, noté A’“. D’aprés la Remarque 4.7, deux
réflexions distinctes dont les axes coupent R ne peuvent pas étre conjuguées
dans Ggen ; les seuls éléments de Q' dont ’axe coupe R sont donc ceux de ¥'.
Par suite, les composantes de A’“ ne s’accumulent pas (S’ est localement
finie) et tout élément de A" est adhérent & l'une d’elle. Si Dy et Dy sont
des composantes de A’“, il existe un chemin ¢ joignant Dy et Dy, évitant
les points selles et tel que ¢([0,1]) N A’ soit fini. Le produit des réflexions
par rapport aux axes correspondants échange Dy et D; ; le groupe Gécn
agit donc transitivement sur les composantes de A’°. Soit ¥” I’ensemble
des réflexions dont les axes bordent Dy. Si o € X", les réflexions associées
au domaine voisin o(Dp) sont les conjuguées des éléments de X" par o ;
par suite, tout élément de ' est produit d’éléments de X" et finalement
G’gen est engendré par X" (ou par les réflexions associées & n’importe quelle
composante de A’€).

Notons Py adhérence de p(Dy) dans H. Il s’agit d’un polygone géodé-
sique, dont les sommets ont des angles droits et correspondent & des points
selles. Le conjugué ngenap_l coincide avec le groupe de réflexions associé
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a Py : la présentation cherchée résulte du théoreme de Poincaré, a l'in-

!
gen

composantes de A’“ est libre. D’apres ce qui précede, toute réflexion o € X"
est conjuguée dans Gy,
&(o). Pour tout a € S’, chaque composante de A’“ bordée par 'axe de o,

est congruente a Dy par un élément de Gy,,. L'application § : 3" — ' est

dexation des générateurs pres. De plus, on voit que 'action de G, sur les

a une unique réflexion o, € ¥/, que nous notons

donc surjective. Elle est également injective; en effet si vy;o;7; L—gpey
(Vi € Glgen» @ = 1,2), on peut supposer que v1(Do) = 72(Do), d'ott 71 = 72
et 01 = 02. De plus, si les axes de o, 7 € &” se coupent, les indices de £(o)
et de &(7) doivent étre contigus, et inversement. Ainsi, le graphe d’incidence
des cotés de Dy (ou de Py) est simplicialement isomorphe au graphe G’ et
on a bien la présentation annoncée (4.7) pour Gy, ~ I, .
Considérons le stabilisateur Hy de Dy dans G’. Comme 'action de G’gen
sur les composantes de A’ est libre et transitive, le stabilisateur Hy est
isomorphe a G’ /G,
engendré par h, alors h n’a pas de point fixe, c’est le cas (2) de I’énoncé.
Sinon, Is(f) est engendré par des involutions et on trouve les cas (1) et (3)
de Pénoncé. Toute involution de Is(f) se releve dans H (stabilisateur de
R dans G) en un elliptique non générique 7 centré dans R. En conjuguant
par Gy,
appartient & Dy si T ne fixe aucune composante s € S’ ou & 9Dy sinon. Dans
le premier cas 19 € Hp, dans le second c’est une réflexion non générique

Too (pour un o € X") qui fixe Dy. O

~ Is(f), supposé non trivial. Si Hy est infini cyclique

on obtient un elliptique non générique 7o € Is(E™) dont le centre

Remarque 4.14. — D’apres la Proposition 4.6, on sait que (G, X’) est
un systéme de Coxeter, [2, Théoréme 2, p. 20]. On remarquera que la présen-
tation de la Proposition 4.13 est analogue, mais avec un systeme générateur

différent.

Remarque 4.15. — Si f est de type fini, les domaines fondamentaux ex-
plicites donnés plus bas pour S’ = S fournissent, via le théoréme de Poin-
caré, une présentation du groupe II dans tous les cas.

4.3. Quotients minimaux

Nous nous intéressons maintenant aux quotients lisses de E*. Par ex-
emple, quand f est de type fini, les sous-groupes sans torsion I" de II (dont
on connait maintenant la structure algébrique) définissent des quotients
lisses wvia une section de (4.3). Ces surfaces portent automatiquement un
« feuilletage de Killing » (Lemme 2.1) et méme un champ de Killing quand
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le groupe T' est inclus dans IT¥. Nous chercherons I' d’indice aussi petit
que possible; dans cette étude, les morphismes p : I — py = {£1}
(caractéres) et w : IT — p2 vont jouer un role clé. On identifie comme dans
la présentation (4.7) le graphe G; avec le graphe d’incidence des c6tés de
Dy (ou de Py) ; les réflexions associées a ces cotés seront notées simplement
v (v € S) dans la suite. Si Ker p est sans torsion, la condition suivante est
évidemment vérifiée :

(4.8) plaf) = -1 ({a, B} € €).

De méme, si Kerw est sans torsion, les valeurs w(y) pour v € S et w(af)
pour {a,f} € € sont non triviales, et les valeurs de w sur «a, 5 et af
({o, B} € €) doivent étre mutuellement distinctes, c’est-a-dire

{wm#(m) (ves)
w(@) #w(B) ({a,B} € €).

L’apparition de morphismes w : IT — p dans notre probléme provient du
phénomene algébrique suivant.

(4.9)

LEMME 4.16. — Soit II" un groupe contenant un sous-groupe K" iso-
morphe a p3 et soit I'" un sous-groupe de I1"”. On suppose que

est d’indice 4 et n’a pas de 2-torsion,
1) T est d’indice 4 et n’ de 2-torsi
(2) T est engendré par des produits de la forme z6" avec x € K" et
5% =1.
Alors T est distingué dans I et le quotient 11" /T est isomorphe a u3. De

plus, si 1" est engendré par des involutions, alors (2) est une conséquence
de (1).

Démonstration. — Comme I n’a pas de 2-torsion, les classes «I"" (x €
K" sont mutuellement distinctes et on a II" = I, c g~ 2. Posons K" =
{1,a, B,aB}. Soit § € TI” tel que 62 = 1 et ad € I, 1l existe (z,7) €
K" x T" tel que B(ad)B = zy. L’éventualité x = § est exclue car 8 ¢ I ;
x = «a contredit (1); x = aff implique 8§ = (68)~! € I qui est absurde.
On a donc z = 1. De méme, on vérifie que (af)(ad)(af) € IT'”. De plus
a(ad)a = (ad)™t € T”. Finalement tous les conjugués ad appartiennent
a I'". Grace a la condition (2), il en résulte que I'” est normal. Enfin, le
quotient IT” /T est un groupe de 2-torsion d’ordre 4.

Supposons que I1” est engendré par des involutions et que T vérifie (1).
Tout élément v € I s’écrit v = 0102 ...0n, ol les d; sont des involutions
et N > 2. Par (1), il existe zy € K", any # 1, tel que znxdy € T7.
On a y(zydn) "t = an(end12N) ... (rnOn_12N). Par récurrence, on voit
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qu’il existe N involutions o1,...,ony € IV et z1,...,zn € K" tels que
y(zyon) ey 1on_1)" .. (z101) 7 €T N K", d’ot le résultat. O

Remarque 4.17. — Si un groupe I'” contient un sous-groupe K" iso-
morphe & 43, alors le début de la preuve précédente montre que tout sous-
groupe I'” sans 2-torsion est d’indice au moins 4.

Nous verrons plus bas que la topologie des quotients de E* par des sous-
groupes sans torsion maximaux (si f est de type fini) dépend du groupe
Is(f). Dans certains cas, il convient en outre de distinguer plusieurs types
de fonctions f. Pour tout s € S, on note (—1)* le signe de f sur la compo-
sante s.

DEFINITION 4.18. — On suppose que Is(f) est infini. Soit S’ une partie
de S localement finie, invariante par Is(f) et munie de I'ordre total induit
par R.

(1) (types pair et impair) On dit que la partie S est de type pair si
le nombre d’éléments de S’ par période minimale de f est pair, de
type impair sinon.

(2) (types pairs unilatére et bilatére) Lorsque la partie S’ est de type
pair, on dit que S’ est unilatére si (—1)%*(—1)*2 = —1 pour tout
couple de composantes successives (s1,s2) € S'2, bilatére sinon.

Quand f est de type fini, on dit que f est de type pair unilatére (resp. pair
bilatére, impair) si S est de type pair unilatére (resp. pair bilatére, impair).

On spécifiera le type quand il n’est pas déterminé par 'action de Is(f)
sur S’. Le cas (3a) est de type pair bilatere, le cas (3b) impair et le cas (3c)
de type pair unilatére ou bilatére, noté (3c**) ou (3¢*?). Le cas (2) peut
étre d’un type arbitraire : (2+%), (2+%) ou (27).

LEMME 4.19 (description géométrique des types). — On suppose que
Is(f) est infini. Soit G’ C Is(E™) associé a une partie S’ C S localement
finie et invariante par Is(f), et soit Dy C E™ un pavé fondamental pour
le groupe « de réflexions » G’gen. On note hy € G' un générateur du sous-
groupe cyclique d’indice minimal (c.-a-d. 1 ou 2) du stabilisateur de Dy
dans G'.

(1) Si S’ est de type pair, alors le champ de Killing K est partout
rentrant (ou partout sortant) sur 9D, si et seulement si S’ est uni-
latere.

(2) Si S’ est de type pair, alors hg € G5 Si S est de type impair,
alors hg est indirect et inverse le champ K.
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Démonstration. — On suppose S’ de type pair. Soit R; un ruban maxi-
mal de E* qui coupe A’. D’apres la preuve de la Proposition 4.13 (dont on
reprend les notations), A'NR; est 'image de A'NR par un élément de Gy,
ou R désigne le ruban « de base ». Ainsi le caractére unilatére ou bilatere
peut se lire dans un ruban arbitraire coupant A’. Appelons voisins deux
cotés de 9Dy inclus dans un méme ruban ; chaque cété de Dy admet deux
voisins. Ces cotés (et plus généralement les axes des réflexions génériques)
ont un signe : temps ou espace, égal au signe de —f. On constate que le
champ K est rentrant (ou sortant) sur deux cotés voisins si et seulement si
leurs signes sont opposés, d’ou 'assertion (1).

On peut toujours choisir Dy tel que Dy N R # @. Soit h € H tel que
hoh™' € G On rappelle que H et Hy (stabilisateurs H et Hy de R et

de Dy) déﬁiissent des sections de G' — G'/Gl.,. Si N désigne le nombre
d’axes d’éléments de X’ séparant DoN R et h(DyNR) dans R, on a h(Dy) =
o1...0n(Dg) avec 0, € &' (i = 1,...,N). De plus, la parité de N vaut
celle de S’. Par suite h = o7 . ..aNhgl. Comme h € G'J“K, on en déduit

lassertion (2). O

A partir d’ici nous supposons pour simplifier que f est de type fini et
nous prenons S’ = S. Cependant, on gardera & I'esprit que tous les énoncés
suivants valent pour toute partie S’ C S localement finie et invariante, voir
la Remarque 4.31.

Soit v (resp. vE)
(resp. et inclus dans I1%). D’aprés la Remarque 4.17, deux éventualités
se présentent, suivant que Is(E%) contient un sous-groupe isomorphe & p3

l’indice minimal dans I1 d’un sous-groupe sans torsion

ou non. Dans ce dernier cas, on dira que Is(E"), ou E¥, n’a pas de pro-
duits elliptiques. Géométriquement, cela revient a dire que les axes de deux
réflexions (génériques ou non) distinctes de E* sont toujours disjoints, ou
encore que E* n’admet pas de selles ni de réflexions non génériques : cas (0),
(1a), (2) et (3a) avec € = 0); nous commengons par régler ce cas particulier
plus simple.

PROPOSITION 4.20 (indice minimal sans produits elliptiques). — Soit
E™ non élémentaire, de type fini et sans produits elliptiques. Alors le groupe
II¥ est sans torsion et les indices minimaux valent v = v = 2. Si I'on note
Y\ F le type topologique de E*/GX | avec ¥ surface fermée et F sous-
ensemble discret non vide de ¥, on a de plus

(1) sils(f) =~ {1}, Z/2Z ou Dy, I'indice v est réalisé par IIX unique-
ment et la surface ¥ est respectivement la sphere, le plan projectif
ou la bouteille de Klein,
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(2) siIs(f) ~ Z, I'indice v est réalisé par deux sous-groupes 11X et T
Si f est de type pair unilatére (resp. pair bilatére ou impair) alors
la surface ¥ est une sphére (resp. un tore) et la surface associée a
I est un plan projectif (resp. une bouteille de Klein).

Démonstration. — On rappelle que II s’identifie & un groupe discret
d’isométries de H et que Ilze, est engendré par les réflexions (a)acg par
rapport aux cotés d’un polygone Py. A partir de Py, on construit facilement
un polygone fondamental Py pour II a l'aide des générateurs du stabili-
sateur de Py dans IT (Proposition 4.13) : des elliptiques non génériques s;
(i =1 pour (la), ¢« = 1,2 pour (3a)) et dans le cas (2) un élément d’ordre
infini hg, direct ou non (cas pair ou impair). Si ag € S, le sous-groupe I
est engendré par les aga, les ags; (a € S), hg et aphoap ou aphg et hoayg
dans le cas (2). De plus, en ’absence de produits elliptiques, tout élément de
torsion est conjugué a une réflexion ou a un elliptique non générique, donc
IIX est sans torsion. Tout sous-groupe sans torsion d’indice 2 doit contenir
les produits de deux involutions arbitraires, donc coincide avec IT¥ dans
les cas (0), (1a) et (3a). Dans le cas (2), on trouve deux possibilités pour
T selon que hg € T ou aphy € I'. D’apres le Lemme 4.19, ho € II¥ pour le
type pair, tandis que aphg € I pour le type impair (Figure 4.3). Enfin, il
suffit de doubler le polygone Py par rapport a un coté ag € S pour obtenir
un domaine fondamental Pr de I' dans tous les cas. Les cotés de Pr sont
recollés par des éléments de la forme apa (o € S), aps; (cas (1a) et (3a)),
ho et aghpag ou apghg et hoag (cas (2)), ce qui permet de déterminer faci-
lement la topologie de la surface ¥ (voir Figure 4.3). L’ensemble F', quand
H/T est de type topologique fini, sera précisé a la Proposition 4.26. g

Remarque 4.21. — Les paires de cotés du polygone fondamental Py sont
identifiées par des générateurs génériques (apa) ou non génériques (oyps;,
ho, etc.). Plusieurs cas se présentent, suivant qu’il existe ou non des identi-
fications génériques entrelacées avec les identifications non génériques. Cela
n’influence pas la topologie du quotient, & I'exception des cas (27%) et (21?).
Cette remarque vaut également quand E* admet des produits elliptiques,
voir plus bas.

Quand la surface E* admet des produits elliptiques, nous allons montrer
que v = v = 4 dans tous les cas (voir la Remarque 4.17) ; & Pexception du
cas (2), le groupe II est engendré par des involutions et les sous-groupes sans
torsion d’indice 4 seront tous distingués, Lemme 4.16. Soit P un polygone
fondamental pour 'action de II, et soit (ag, 8) un couple de réflexions d’axes
orthogonaux bordant Pry, avec ag générique et 8 générique ou non. Si I est
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FIGURE 4.3. E™ sans produits elliptiques, cas (27) et (3a)

un sous-groupe sans torsion d’indice 4 de IT, on a Il = T T oo IT BT 5.
Les polygones

(4.10) Prnx = Prn U Ozo(Pn) et Q=PnU 040(7)1-[) U /B('PH) U aoﬁ(Prﬂ

forment des domaines fondamentaux pour l’action de II¥ et de I, respec-
tivement (Figure 4.4). Noter que Q est indépendant de I'.

Pour commencer, nous étudions la torsion du groupe générique Ilge, (qui
coincide avec II si Is(f) est trivial). En remplagant IT par Ilge,, on définit
des indices vgen et ugfgn analogues a v et vg. Remarquer que ngn = ngn.
Soit my(G¢) I'ensemble des composantes connexes du graphe Gy = (S, €).
Quand Gy est fini, on pose lgen = |mo(Gf)| €t kgen = |€|. Le résultat suivant
donne en particulier 'indice minimal quand Is(f) est trivial.

PROPOSITION 4.22 (indice minimal générique). — Soit E* non élémen-
taire, de type fini et admettant des selles (€ # (). Alors on a Vgen = Ve, =
K

) sont exactement
N = H2) satis-
faisant (4.9) (resp. (4.8)); ces morphismes p correspondent bijectivement
a py avec X = mo(Gyr) \ {*}. Quand G; est fini, le groupe g, admet
2Fgen—=13¢sen =1 sous-groupes sans torsion d’indice 4, tous distingués, dont

2%sen =1 sont inclus dans 11, .

4. De plus, les sous-groupes réalisant Ve, (resp. Vgen

les noyaux des morphismes w : Ilgen — p3 (resp. p : 11

Démonstration. — On identifie comme plus haut Il & un groupe de ré-
flexions du plan hyperbolique H (Proposition 4.13), de polygone fondamen-
tal Py. En considérant l'action sur H, on voit que tout élément de torsion de
IIgen est conjugué & un générateur v (y € S) ou a un elliptique aff € ngn
avec {a, B} € €. Par suite, si un morphisme w : Ilye, — u3 satisfait (4.9),
alors Kerw est sans torsion et d’indice 4. Inversement, comme Ilge, est

engendré par des involutions, tout sous-groupe sans torsion d’indice 4 est
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de cette forme, Lemme 4.16. On construit aisément de tels morphismes w
(voir ci-dessous). Sachant que Vgen > 4 (Remarque 4.17), on conclut que
Vgen = 4. Enfin, la correspondance entre sous-groupes réalisant l/glgn et ca-
ractéres p : I}, — po vérifiant (4.8) est immédiate puisque (4.8) équivaut
ici a ’absence de torsion dans le noyau Ker p.

Il reste & donner une description de tous les morphismes w et p qui
satisfont respectivement (4.9) et (4.8). Fixons une paire {ag, So} € €. Les
noyaux Ker w correspondent aux morphismes w modulo composition par un
automorphisme du groupe p3. On normalise w en fixant les valeurs (mu-
tuellement distinctes) de w(ap), w(Bo) et w(aoo). Si IIZ,, désigne le sous-
groupe engendré par les carrés, les morphismes Ilze, — 13 sont en bijection
avec les morphismes de Tge, /12, =~ Z/275) sur p3. Soit Coy = (S, €y) €
70(Gf) la composante de ag. Pour tout C' = (S¢, €c) € mo(Gs) N {Co},
on fixe (arbitrairement) un sommet yo € S¢. Les morphismes w sont alors
déterminés, par composante, comme suit : d’abord w(vy¢) (3 choix), ensuite
w(y) pour v € S¢ par récurrence & partir de w(y¢) dans la composante C
(deux choix pour le sommet voisin, donc 2%¢ choix), et de méme pour
Cy avec seulement 2%0>1*} choix puisque w(ayg) et w(By) sont déja fixés.
Il reste & dénombrer les sous-groupes réalisant 'indice yégn. L’inclusion
Kerw c MK =1IF

gen gen €quivaut a la condition

w(7) € {w(ao),w(Bo)} (v €S9).

Dans ce cas la restriction de w a ng est a valeurs dans le sous-groupe

n
engendré par w(apfo) et définit un caractere p : I, — po, vérifiant (4.8)
si w vérifie (4.9). Par la condition additionnelle ci-dessus, les w(y) pour
v € Sc (C emp(Gy) ~ {Co}) sont entierement déterminés par w(yc) (avec
deux choix pour w(y¢)), et les w(y) sont déterminés pour tout v € Cy. La
description topologique des quotients par Kerw C chn sera donnée dans
la preuve de la Proposition 4.28. g

Dans la suite, nous supposerons que le groupe Is(f) n’est pas trivial.
Les quotients provenant de laction simpliciale de Is(f) sur le graphe de
contiguité Gy = (5, &) sont notés [Grls, Sy, [E]f, [m0(Gy)]s; quand [Gyls
est fini, on pose

(4.11) t=x(Grl5) et k=&l

qui désignent respectivement la caractéristique d’Euler du quotient [Gy| et
le nombre de selles comptées modulo Is(f). Par définition, on a la relation
k+ ¢ = |[S]¢| (nombre de composantes de {f # 0} modulo Is(f)). Topo-
logiquement, [G¢]s est une union disjointe de segments, ou un cercle si G¢
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est connexe avec Is(f) ~ Z. Hormis ce dernier cas particulier (ou £ = 0),
Pentier ¢ est aussi le nombre de composantes de Gy modulo Is(f).

On traite maintenant le cas ot Is(f) ~ Z/2Z. D’apres la Proposition 4.13,
le groupe II est engendré par Ilge, et un elliptique non générique s pour le
cas (1a) ou une réflexion non générique o pour le cas (1b). Cette involution
non générique fixe Py (polygone fondamental de Ilze,). De plus, dans le cas
(1b), Is(f) fixe un unique sommet de Gy noté ay.

PROPOSITION 4.23 (indice minimal, Is(f) ~ Z/2Z). — Soit E* non
élémentaire, de type fini et telle que Is(f) ~ Z/2Z. Dans le cas (la), on
suppose de plus que E* admet des selles. Alors on a v = v¥ = 4. Les sous-
groupes réalisant v (resp. v) sont les noyaux des morphismes w : I1 — 3
(resp. p : ITK — py) satisfaisant les conditions (4.9) (resp. (4.8)), auxquelles
il faut ajouter, suivant les cas :

(1a) w(s) € A= i3\ {1, 1)},

(Ib) w({ag,0,a00}) = A (resp. p(o) = —1).
Les morphismes p correspondent bijectivement a u3 avec X = [mo(Gy)]¢,
[m0(G7)]r ~{*} dans les cas (1a), (1b). Si G est fini, le groupe II comprend
2F=13% (resp. 2F3¢~1) sous-groupes sans torsion d’indice 4, tous distingués,
dont 2¢ (resp. 2¢71) sont inclus dans 1.

Démonstration. — Dans le cas (la), on choisit une géodésique (arbi-
traire) & passant par le centre de s et ne rencontrant pas le bord 9Py.
Dans le cas (1b), on note £ 'axe de 0. La géodésique £ partage Py en deux
moitiés isométriques formant un domaine fondamental pour II; on choisit
Pune d’elle, notée Pr. Pour (1a), on fixe une paire {ag, 5o} € € qui repré-
sente un sommet de 0Pr (comme graphe, 9P, est dual & Gy). Pour (1b),
on rappelle que ago est elliptique. Soit Q définit par (4.10) avec o = «p
et 8 = Py pour (la), 8 = o pour (1b). La fin de la preuve est une adap-
tation immeédiate de celle de la Proposition 4.22. Le polygone Q fournit
un domaine fondamental pour tout sous-groupe sans torsion d’indice 4 et
le Lemme 4.16 s’applique. Inversement, la torsion de II étant connue, les
noyaux des morphismes w et p qui satisfont aux conditions de ’énoncé dé-
finissent des sous-groupes sans torsion d’indice 4. Pour le dénombrement
des sous-groupes I, le bord 0P ne fait intervenir que les éléments de Gy
modulo l'action de Is(f); dans le cas (1la), il y a une composante de bord
additionnelle ¢ (sans sommet), et dans le cas (1b) la paire {ag, o} joue le
role de {ap,30}. Noter cependant que si I' est inclus dans 115, la surface
H/T" n’est pas orientable (si € # () car les éléments ags et agoy (y € S)
sont indirects (voir Proposition 4.28). |

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXTENSIONS MAXIMALES ET TORES LORENTZIENS 133

FIGURE 4.4. E“ avec produits elliptiques, cas (3b) et (3c™4)

Quand Is(f) est isomorphe & D, les générateurs non génériques de II
fixant Py seront notés respectivement s; (i = 0,1), so et o9, o3 (¢ = 0,1)
dans les cas (3a), (3b), (3¢). Chaque réflexion non générique o; fixe un
unique sommet «; de Gy.

PROPOSITION 4.24 (indice minimal, Is(f) ~ Dy, ). — Soit E* non élé-
mentaire, de type fini et telle que Is(f) ~ D,. Dans le cas (3a), on suppose
de plus que E* admet des selles. Alors on a v = v = 4. Les sous-groupes
réalisant v (resp. v) sont les noyaux des morphismes w : Il — p2 (resp.
p : X — y) satisfaisant les conditions (4.9) (resp. (4.8)), auxquelles il
faut ajouter, suivant les cas :

(3a) w(si) € A= p3\{(1,1)} pouri=0,1,

(3b) w(sg) € A et w({ag,00,a000}) = A (resp. p(og) = —1),

(3¢c) w({ay, 04, ;0:}) = A (resp. p(o;) = —1) pour i =0, 1.

L’ensemble [G¢ly est fini et, dans le cas (3a) (resp. (3b), (3c)), le groupe II
admet 28=13%+1 (resp. 2F3¢, 2F+13=1) sous-groupes sans torsion d’indice 4,
tous distingués, dont 2¢*1 (resp. 2¢, 2¢=1) sont inclus dans TI¥.

Démonstration. — On obtient un domaine fondamental Pp en décou-
pant Py par deux géodésiques &, & associées aux générateurs non géné-
riques (involutions elliptiques ou réflexions, suivant les cas, voir Figure 4.4).
Comme précédemment, les sous-groupes réalisant v et v* sont d’indice 4,
tous distingués (Lemme 4.16) et décrits par les morphismes w et p véri-
fiant les conditions de ’énoncé qui éliminent la torsion dans les noyaux.
La construction de ces morphismes et leur décompte quand [Gf|; est fini
s’effectuent comme plus haut (preuves de Propositions 4.22 et 4.23), en
explicitant des générateurs de II (pour w) et de I (pour p) grace au
théoréme de Poincaré. Soit S I’ensemble des o« € S dont les axes bordent
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Prr. Dans le cas (3a), on fixe une paire contigué {«g, 8o} avec ag, By € St ;
dans les cas (3b) et (3c), on remplace By par 8 = 0g. Le groupe ITI¥ est
engendré par les (apa)qes, et do, 01 avec (5o, 01) = (coso, @os1), (00, @0s1),
(00,01) pour (3a), (3b), (3¢). Si o, &' € Sy sont contigués, on doit avoir
plapa)p(apa’) = plaa’) = —1. Ainsi, p(aga) est imposé si « € S appar-
tient & la composante de «y, et p est déterminé par une valeur pour chacune
des autres composantes génériques de dPry. De plus p(«aps;) est arbitraire,
d’ou ’assertion sur les morphismes p. Pour compter les morphismes w (nor-
malisés sur {«o, 8, apf}, 8 = Bo ou oy suivant les cas), on proceéde comme
pour la preuve du cas générique (Proposition 4.22). Dans le cas (3c), noter
que IT est aussi un groupe de réflexions, les paires {«;, 0;} (i =0, 1) jouant
le réle de selles; il se comporte (pour w) comme un groupe générique avec
£ composantes et k + 2 selles, voir Proposition 4.22. O

PROPOSITION 4.25 (indice minimal, Is(f) ~ Z). — Soit E* non élémen-
taire, de type fini, telle que Is(f) ~ Z et admettant des selles. On a alors
v = v& = 4. Les sous-groupes réalisant v correspondent bijectivement
aux caractéres p : I — po vérifiant (4.8). Plus précisément, [Gy|; étant
fini,
(1) si Gy n’est pas connexe, il y a 241 sous-groupes Ker p, dont 2°

distingués dans II et 2¢ échangés par réflexion générique,
(2) si Gy est connexe, I'indice v est réalisé par 2 sous-groupes, distin-
gués dans II.

Démonstration. — Le groupe II est engendré par I, et un élément hg
d’ordre infini, direct ou non, qui laisse invariant le polygone fondamental P
de Ilzen (Proposition 4.13). Si D est un domaine fondamental de hy bordé
par deux géodésiques, alors Py = D N Py est un domaine pour II qui pave
Po. On choisit 0D disjoint de 0Py si Gy n’est pas connexe et orthogonal a
0Py sinon, de sorte que les composantes de DNIPy représentent [mo(Gr)]s.
Soit {ap, Bo} une paire de réflexions contigués dont les axes bordent Pr;. On
considere les polygones Prx et Q définis par (4.10) avec 8 = fy. Contrai-
rement aux cas précédents, le Lemme 4.16 ne s’applique pas car 4.16(2)
n’est pas a priori vérifiée : Q est un domaine fondamental pour tout sous-
groupe I sans torsion d’indice 4 et on trouve hg, aghg, Bohg, agBohg parmi
les générateurs potentiels de I'. Pour simplifier, nous cherchons seulement
les T' C II¥ = I via les caractéres p : I — py. D’aprés le théoréme
de Poincaré, IT¥ est engendré par les identifications des cotés de Prx, &
savoir les aga (a € S bordant Prr) ainsi que hg et aphoao dans le cas pair,
ou aghg et hgag dans le cas impair. Comme les éléments de torsion de IT
sont ceux de Ilgen, 'absence de torsion dans Kerp équivaut a (4.8). De
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plus p(aap) = p(apa), donc Ker p est distingué dans II si et seulement si
p(ho) = p(aphoag) pour le cas pair, p(aghg) = p(hoap) pour le cas impair.

La construction des caracteres p est analogue a celle du cas générique,
mais il convient de distinguer deux cas. Si G n’est pas connexe, les valeurs
de p(ho) et p(aghoag) (resp. p(aohg) et p(how)) pour le cas pair (resp.
impair) peuvent étre arbitraires, d’oll I'assertion (1). Si Gy est connexe,
alors £ = 0 et k est pair (les zéros de f sont isolés, en nombre pair dans
chaque période). Le cotés de Py sont alternativement de type espace et
temps : le nombre de sommets entre les axes de ag et de hoaohy Loest
pair. Par suite aphoaohy 1 est le produit d’un nombre pair d’elliptiques
génériques et on a p(hy) = p(aphoap). Le noyau I' = Kerp est distin-
gué dans II et on trouve deux possibilités, suivant que hy € I' ou que
aoﬂoho erl. O

Nous précisons maintenant le nombre et la topologie des quotients lisses
minimaux de E* portant un champ de Killing, dans le cas ol le graphe Gy
est fini modulo l'action de Is(f). Voici d’abord la description du quotient
H/II% comme surface « orbifolde ». Il s’agit d’une surface compacte %
éventuellement a bord, avec un ensemble Fll de points elliptiques d’ordre 2,
et privée d'un ensemble fini P de points, désignés par « pointes » ; on pose
Pint = |PN(X\0%)| et ps = |PNIXL| (pointes internes ou pointes au bord).
Géométriquement, les points elliptiques de E*/G* sont des « demi-selles ».
On rappelle que les entiers ¢ et k sont définis par (4.11).

PROPOSITION 4.26 (structure orbifolde de E“/GX). — Soit E* non
élémentaire. On suppose que G;/Is(f) est fini. La topologie orbifolde du
quotient E*/G¥ est donnée par la Table 4.1, ot les surfaces compactes S,
P, D, T, K, M et A désignent respectivement la sphére, le plan projectif, Ie
disque, le tore, la bouteille de Klein, le ruban de Mébius et ’anneau.

TABLE 4.1. Structure orbifolde de E*/G¥

cas X |ElU| pmt Dpo|cas Y |EU|l pimt  po
(0) ko ¢ @) T k ¢

(la) P k& ¢ (32) K k ¢

) D k 6-11[@3b) M k (-1 1

@) S k (+2 |G Dk (-1 2

2t T Kk ¢ (3ct?) A kK (-2 2
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Démonstration. — On procede au cas par cas a partir des domaines fon-
damentaux pour l'action de II* sur H décrits dans les preuves ci-dessus.
On remarquera que les cas (27°) et (27) ont ici le méme comportement. [J

Remarque 4.27. — La surface E*/ Gé{en, privée de ses points elliptiques,
est isométrique & la surface X' construite & la Remarque 3.4 (pour un choix
convenable des 0,,).

Passons a la description topologique des quotients lisses minimaux de
E*, c’est-a-dire des quotients par les sous-groupes sans torsion d’indice
minimal v% dans G¥, & isométrie pres. Il revient au méme de décrire les T
réalisant I'indice minimal %, & conjugaison prés dans le groupe I1. En effet,
comme Is® (E*) centralise Is’(E%), deux sous-groupes de G¥ conjugués
dans Is(E*) le sont aussi dans G¥. La topologie de la surface H/T sera
codée par la signature (g;p)* de T, ol g désigne le genre, p le nombre de
bouts (pointes) et avec &+ pour orientable ou non.

PROPOSITION 4.28 (topologie des petits quotients de E*). — Soit E“
non élémentaire. On suppose que G/ Is(f) est fini. Si v =2 (E* n’a pas
de produits elliptiques), la topologie de E*/G* est décrite a la Table 4.1,
cas (0), (1a), (2) et (3a) avec k = 0. Si v = 4, Ia topologie des sous-groupes
sans torsion d’indice 2 dans IT¥ est donnée par la Table 4.2 suivante. Leur
nombre, a conjugaison pres dans Il et a topologie fixée, est également dé-
Yo (jfi) ; le cas
(2?) est explicité & la proposition complémentaire 4.30.

terminé (colonne #). Pour le cas (2), on pose NJ =

TABLE 4.2. Topologie des petits quotients de E* (v¥ = 4)

Is(f) x(T) paramétre signature # total
trivial  (0) k>0 4—k—20 0<j<¢ (BH 1520 — 5 (f) P
k + j pair (x)
7/22  (la) k>0 2—-k—200<j<let(x) (k+4;20— )" z(f) 2t
(Ib) k+4+j=03—2¢ k=0etj=0 (0;2¢ —1)* 1
E4+j>03-20—k0<j<t—1 (k+j;20—j5—1)" (2;1) ot=1
Z,k>0 @2 ) =0 —k j=0,2 (B a5t 2 2
2>1 —k—20 0<j<e+2et(x) (B 152044 j)F N 3.2¢-1
(2t —k—20 0<j< et (%) (B p 1520 -t 4.30 3.2t-1
27) —k—20 0<j<let(sx) (4120t 3(§) 3.90-1
Do (3a) k>0 —k—20 0<j< et (%) (k+j+2;20— )~ 4 f) 2¢+1
(3b) 1-20-k0<j<L—1 (k+j+2;2lfj71)*2£;1)22
(3ct) 2—2—kO0<j<l—1 (k+35;20— )~ (‘;1) 21
(3ct?) 2-20—k0<j<L—2 (k+j+2;2z—j—2)*2(e;2)24*1
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Démonstration. — Les sous-groupes I' cherchés correspondent évidem-
ment aux revétements doubles orbifoldes Y de X = H/IT¥, dont la struc-
ture est explicitée a la Proposition 4.26. Le parameétre j représente le
nombre de pointes internes a X au-dessus desquelles Y — X est rami-
fié. Quand j croit, le genre de Y croit tandis que le nombre de pointes de Y’
décroit, la caractéristique d’Euler restant constante. Le lemme ci-dessous
permet de déterminer le nombre et la topologie des sous-groupes I' quand
j est fixé. On retrouve le nombre total de sous-groupes, déja connu grace
aux caracteres p : ITI% — o (Propositions 4.22-4.25). Dans le cas (2) avec
¢ > 1, les sous-groupes I' réalisant v* ne sont pas tous distingués. Pour
(2+4), B*/GX comprend 2 pointes spéciales associées & hg et aghoag, et T’
est distingué si et seulement si elles sont simultanément ramifiées ou non.
A topologie fixée, c’est-a-dire j fixé (0 < j < €42, k+j pair), le nombre de
sous-groupes I' a conjugaison pres est donc Nf = (f) + (jfl) + (jfz), avec
la convention (fl) = 0si m({—m) < 0; noter que la somme sur j de chacun
des trois termes de Nf vaut 2¢71. Dans le cas (2*?), la condition pour que
I soit distingué s’écrit p(hoag) = p(aoho). Soit X la surface de la Table 4.1.
Le couple (hoag, aghg) induit une base de 'homologie Hy(3,Z). On peut
fixer arbitrairement p(hocg) et p(apho) (4 choix), et indépendamment j
pointes ramifiées avec k4 j pair ((f) choix). La proportion de sous-groupes
I distingués, c’est-a-dire 1/2, est donc indépendante de j. O

LEMME 4.29 (revétements doubles orbifoldes). — Soit X une surface
orbifolde compacte, de type topologique fini, avec ou sans bord et possédant
N > 1 points elliptiques d’ordre 2. On note gx le genre de X et m > 0 le
nombre de composantes de 9X. Si m = 0, on suppose de plus que N est
pair. Soit ¢ = kgx + max(m — 1,0) avec k = 2 si X est orientable, k = 1
sinon. Alors il existe exactement 27 revétements doubles orbifoldes de X
par des surfaces lisses Y, fermées et connexes. De plus, les surfaces Y sont
toutes homéomorphes et

(1) Y est orientable, de genre 2gx + N/2—1, si X est orientable et sans
bord,
(2) Y est non orientable, de genre 2kgx + N + 2m — 2, sinon.

Démonstration. — Soient z1, ...,z les points elliptiques. A partir de la
présentation usuelle du groupe fondamental de X \{z1,...,zx}, on trouve
facilement les revétements doubles connexes Z de X ramifiés en tous les
points z;. Noter que Z est orientable si et seulement si X 1’est. Si 0X = 0,
on prend Y = Z. Sinon, on définit Y en identifiant les points de 9Z par
I'involution du revétement ; vu la nature de celle-ci, cette opération produit
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automatiquement une surface non orientable, méme si X est orientable.
Enfin, le genre de Y est déterminé par la caractéristique d’Euler orbifolde
de X. g

Nous nous concentrons maintenant sur le cas (2+%) (donc ¢ > 2). La sur-
face ¥ de la Proposition 4.26 est homéomorphe au tore. On rappelle que
si p: I — po est non trivial, le caractere distingué dans II de T' = Ker p
se lit sur une paire d’éléments de IT¥ (preuve de la Proposition 4.25), né-
cessairement hyperboliques. Plus précisément, pour (27?), il s’agit de hg et
aphoag, dont les géodésiques fermées associées découpent le tore 3 en deux
cylindres. Ainsi, les pointes et les points elliptiques de I'orbifolde H/TT¥ se
scindent en deux sous-ensembles de cardinaux respectifs £1 > 1, £5 > 1
pour les pointes (¢1 + o = £) et kq, ko (k1 + k2 = k) pour les elliptiques.
Ces entiers se déduisent de f. Par exemple, k1 et ks correspondent aux
selles sur le bord d’'un domaine fondamental P pour II, réparties suivant
que le champ est rentrant dans P ou sortant.

PROPOSITION 4.30 (complément & 4.28). — Soit E* non élémentaire,
de type fini et telle que Is(f) ~ Z. On suppose que E" est de type pair
bilatére et admet des selles. Soit j = 0,...,¢ tel que k + j soit pair. A
conjugaison prés dans II, le nombre n? de sous-groupes d’indice 2 de TI*
avec H/T' homéomorphe a (kQj +1;2¢ — j)T est donné par

Y4 Y4 -7
J Ji1/ \J —J1
ot la somme Y. est indexée par 0 < j; < £y avec ky + j; pair.

Démonstration. — Comme nous ’avons observé plus haut, les courbes
simples associées & hg et aghgag découpent le tore ¥ en deux cylindres C et
Cs. On peut choisir hf) € TT¥ tel que (hg, hj) forme une base de I’homologie
de X. Avec les notations précédentes, on peut choisir arbitrairement les
valeurs du caractere p sur hg et h( (4 choix). La topologie de H/T' ne dépend
que du nombre de pointes ramifiées j, que ’on répartit en j = j; + jo dans
C4 et Cs. La condition p(hg) = p(aohoag) équivaut a k1 + ji est pair, d’ot

5= () G5 2 GG

ot la somme Y. (resp. >.°) est indexée par 0 < j; < /1 avec ky +
j1 pair (resp. impair). On en déduit facilement l’expression donnée dans
I’énoncé. ]

Remarque 4.31. — Les Propositions 4.20, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 4.26, 4.28
et 4.30 sont valables, avec une preuve identique, pour toute partie S’ C S
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localement finie et invariante. Il suffit de remplacer v, v¥ par des indices
analogues relativement & G’, et k, £ par k’, ¢/ définis comme dans (4.11)
par l'action de Is(f) sur le graphe de contiguité G’ associé & S" (¢ = 0
n’est possible que si f est de type fini et avec S” = §). On dira que E*
n’a pas de produits elliptiques relativement a S’ si G’ ne contient pas de
sous-groupe isomorphe & p3. Enfin, les types (pair, impair, etc) sont déja
définis relativement a S’ (Définition 4.18). Ainsi on pourra construire de
nombreuses familles de quotients lisses, que f soit de type fini ou non;
on pourra prendre des parties strictes S’ localement finies, arbitrairement
grande si f n’est pas de type fini.

PROPOSITION 4.32 (types topologiques & géométrie locale fixée). —
Soit f une fonction C*°. On suppose que ’ensemble {f # 0} posséde au
moins 4 composantes connexes. Alors pour toute surface Y. non compacte,
orientable et de type topologique fini, la surface E* admet un quotient
difféomorphe a X.

Démonstration. — 11 suffit de réaliser les types topologiques (0,2)%,
(0,3)% et (1,1)". En effet, on obtient évidemment les types (0,d + 2)*
et (1,d)™ & partir de (0,3)" et (1,1)", grace a des revétements cycliques
de degré d > 1 de (0,2)* et (1,0)", respectivement. De plus, pour tout
(9,p) € N x N* avec g > 2, il existe un revétement du tore par la surface
fermée de genre g, de degré d = 2g + p — 2 > 1, ayant une unique fibre
ramifiée de cardinal p, voir [3, Proposition 3.3]; on obtient donc le type
(g,p)T comme revétement de (1,1)7.

Soit S’ C S un sous-ensemble formé de 4 composantes connexes. D’apres
la Proposition 4.13, ’action de G’gen C Ggen sur E" est conjuguée a celle
d’un groupe de réflexions associé a un quadrilatére hyperbolique (I’inva-
riance par Is(f) n’est pas nécessaire pour ce point). Ce groupe est engen-
dré par 4 réflexions x; (numérotées cycliquement), avec 5 possibilités pour
les ordres de x;z;y1, en fonction du nombre et de la position des selles :
(2,2,2,00), (2,2, 00,00), (2,00,2,00), (2,00,00,00) et (00,00, 00,00). Pour
réaliser (0,2)T, il suffit d’avoir deux axes de réflexions disjoints, ce qui évi-
demment toujours le cas. Ensuite, on pourra réaliser (1,1)" (resp. (0,3)™)
si Pon trouve un quadrilatére bordé par 4 axes disjoints (aucun ne sépa-
rant I’ensemble des 3 autres) uwvu'v’ (resp. uu'vv’) de sorte que les paires
{u,u'} et {v,v'} soient identifiées par des éléments directs sans points fixes

de Gy, On vérifie aisément l'existence de tels quadrilatéres dans chaque
cas (illustration pour (2, 00,2, 00) sur la Figure 4.5). O
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'

FIGURE 4.5. Réalisation de ( T et de ( * pour (2,00,2,00)

Remarque 4.33. — Soit f comme dans la Proposition 4.32. Si de plus f
possede une symétrie, alors on vérifie que E* admet un quotient de type
topologique (2,1)~ (bouteille de Klein épointé). On prend cette fois S’ inva-
riante par Is(f), dont le cardinal dépend du type de symétrie : Card S' = 4
pour (1a), 5 pour (1b). Toujours d’apres [3, Proposition 3.3], la surface E*
admet un quotient non orientable de type (g,p)~ pour tout g > 2 pair et
tout p > 1. C’est le cas par exemple pour la géométrie de Clifton—Pohl.

4.4. Ouverts de discontinuité

Soit T un sous-groupe de Is(E“). Un ouvert U de E* stable par T' est
un ouvert de discontinuité pour I' si I'action de I' sur U est propre et
discontinue. On dira que I' est transverse au flot si I' N Is”(E%) est trivial ;
il est clair que T" est alors un sous-groupe discret de Is(E*). Rappelons que
E" = EY est de type fini (Définition 4.8) si I'ensemble des composantes
connexes de {f # 0} est localement fini.

PROPOSITION 4.34 (actions propres et discontinues sur E*). — Soit E*
de type fini (par exemple analytique) a courbure non constante et soit I" un
sous-groupe de Is(E"). Si T est transverse au flot, alors T’ agit proprement
et discontiniment sur E“. De plus, I’action de I' est libre si et seulement
si I' est sans torsion.

Démonstration. — D’apres la preuve de la Proposition 4.9, lorsque l'ac-
tion d’un groupe transverse au flot n’est pas propre, alors les axes des
réflexions génériques de £ s’accumulent quelque part. La fonction f étant
supposée de type fini, un tel comportement n’est pas possible. De plus, tout
point a un stabilisateur fini, donc trivial si I' est sans torsion. O
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PROPOSITION 4.35 (ouverts maximaux de discontinuité). — Soit E* de
type fini, soit I' un sous-groupe de Is(E") et soit U un ouvert de disconti-
nuité pour I', connexe et maximal. Si E* n’est pas a courbure constante et
si U # 0, on a 'alternative suivante :

(1) ou bien T est transverse au flot et U = E",

(2) ou bien T N1s"(E") ~ Z et U/T est homéomorphe au cylindre, au
ruban de Mobius, au tore ou a la bouteille de Klein. De plus U est
simplement connexe (en particulier ' ~ w1 (U/T")) et 'espace de ses
feuilles est une géodésique maximale de £". En particulier, si E“
n’est pas élémentaire, alors U # E™.

Démonstration. — Le groupe T' N Is® est un groupe cyclique distingué
dans I', par conséquent s’il n’est pas trivial, alors les feuilles du champ K
(induit par K" sur U/T") sont toutes fermées. La surface U/T" admet donc
un revétement d’ordre au plus 2 qui est un fibré en cercle et ’espace des
feuilles de K est séparé. Or cet espace est revétu par 'espace des feuilles
de la restriction de K* a U et donc U est contenu dans la préimage d’une
géodésique de £, Si I' N Is” est trivial, alors T' est transverse au flot et
U = E" d’apres la Proposition 4.34. O

COROLLAIRE 4.36. — Soit (X, K) une surface lorentzienne connexe,
analytique, saturée, maximale et sans selles a l'infini. Si flot de K n’est
pas périodique alors X est un quotient d’une surface E" associée a une
certaine fonction analytique inextensible.

Démonstration. — Une surface (X, K) analytique sans selles & Dinfini
est uniformisée par un ouvert U d’une surface E* de type fini. Comme X
est maximale, U est un ouvert maximal de discontinuité pour ’action du
groupe d’holonomie. a

Quand E™ n’est pas de type fini, il peut exister des groupes d’isométries
transverses au flot ayant des ouverts de discontinuité connexes et maximaux

différents de E™.

Exemple 4.37. — Soit f € C*®(R,R). On suppose que les composantes
de {f # 0} NR™T s’accumulent uniquement sur 0, de sorte que g = f|j0, 10|
est de type fini. Si I" est I'image d"une section de Is(£}') — Is(£")/ ISO(E;‘),
alors d’apres la Proposition 4.9 (ou 4.34), I' agit proprement et disconti-
niiment sur Eg. Cependant, Eg s'identifie a un ouvert de EY et Is(Ey) =
Isgen(Ey) s’identifie & un sous-groupe de Is(E}), Lemme 3.10. Le groupe
I" contient alors des réflexions génériques dont les axes s’accumulent dans
E% ; il n’agit donc pas proprement sur E%. En fait, I" n’agit proprement en
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aucun point du bord de Ey dans EY : EJ est un ouvert de discontinuité
maximal de EY. On remarquera toutefois que la variété quotient est de
classe [g] et non de classe [f].

PROPOSITION 4.38. — Les tores localement modelés sur E" sont uni-
formisables par des ouverts saturés simplement connexes de E* dont la
projection sur " est une géodésique. Ils possédent un champ de Killing. 11
existe des tores localement modelés sur E" si et seulement si f est pério-
dique.

Démonstration. — Soit T un tore localement modelé sur E* et soit D
une développante associée. Si T' est plat le résultat est clair, on suppose
donc T non plat Le champ de Killing K* se reléeve par D en un champ
de Killing K. Le feuilletage a priori singulier associé a K est invariant
par isométrie, il induit donc un feuilletage K sur 7. Par le théoréme de
Poincaré—Hopf, on voit que ce feuilletage ne peut pas étre singulier puisque
ses seules singularités possibles sont des selles. D’apres la Proposition 2.21,
ce feuilletage est transversalement riemannien. Les niveaux de la courbure
étant saturés par ce feuilletage, on en déduit que toutes ses feuilles sont fer-
mées. Il est donc orientable et K passe donc au quotient. Par conséquent, f
est périodique, D est injective (Théoreme 3.25) et son image se projette sur
une géodésique de £¥, Proposition 4.35. Inversement, si f est périodique,
le ruban Ry revét un tore. (|

Nous verrons (§5.1) que la géodésique de E* associée & I'uniformisation
d’un tore 7" modelé sur E* contient un invariant de nature combinatoire :
la suite périodique des bandes de type II de T. Soit f périodique de type
fini et soit G l'image d’une section de la suite exacte (4.3). Le groupe
engendré par GEF et ®L agit discontinfiment et librement sur E* privé
de ses points selles. La variété quotient X, non séparée sauf si E" est
élémentaire, possede une propriété remarquable : pour toute suite finie de
bandes de type II extraite de Ry, il existe un tore T immergé dans X (via
Puniformisation) et admettant cette combinatoire prescrite.

Nous étudions enfin l'espace des déformations des surfaces obtenues
comme quotient d’un ouvert de discontinuité de E". Pour tout groupe
I, notons Hom(T", Is(E™)) I'ensemble des représentations de I' dans Is(E"),
muni de la topologie induite par Is(E*)". Comme Is(E*) est localement
connexe, le groupe quotient moIs(E*) = Is(E*)/Is°(E*) est discret. On
rappelle que mpIs(E™) est isomorphe & IT dans le cas non élémentaire et &
Z/27 x 1s(f) dans le cas élémentaire. Par ailleurs, la projection de Is(E")
sur Is(E*)/Is™ (E") ~ pg = {£1}, induit un caractére X : moIs(E") — pg.
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Soit p : Is(E*) — mols(E™). Pour tout p € Hom(T",Is(E")), on pose
p=pop € Hom([, mIs(E")) et x, =xcp€ Hom(T,pa).

Par continuité des projections de Hom(T', Is(E*)) C Is(E*)! sur les facteurs
Is(E"), les morphismes p et X, ne dépendent que de la composante connexe
C, de p dans Hom(I',Is(E™)). En particulier, le caractére x, définit une
structure de I'-module sur R associée a C,, que I'on notera simplement R,,.

PROPOSITION 4.39 (composantes et espaces de déformations). — Soit
E* a courbure non constante et soit I un groupe. Soit p € Hom(T', Is(E™))
et soit C), la composante connexe de p dans Hom(T', Is(E™)).

(1) La composition par la projection de Is(E™) sur mols(E™) induit
une bijection de I'ensemble des composantes de Hom(T', Is(E™)) sur
Hom(T', moIs(E™)).

(2) L’espace des dérivations Der(I',R,) agit simplement et transitive-
ment sur la composante C,,. Celle-ci est homéomorphe a Der(I',R,,).

(3) L’action des conjugaisons de Is’(E") sur C, (déformations triviales)
correspond a I'espace des dérivations principales DerO(F7 R,). L'es-
pace des déformations de p (modulo conjugaison par Is°(E")) est
donc homéomorphe au R-espace vectoriel H'(I',R,).

(4) On suppose que E" est de type fini (par exemple analytique). Si
p est fidéle, alors toute représentation p’ € C), est fidéle et I'action
de p'(T") sur E* est propre et discontinue; de plus si p(I') est sans
torsion, alors p/(T') agit librement sur E*.

Démonstration. — Nous avons vu que la composition par p induit une
application 6 de Dlensemble des composantes de Hom(T,Is(E“)) dans
Hom(T', moIs(E™)). Comme p est scindée (Théoréme 4.4 et Proposition 4.3),
lapplication @ est surjective. Notons ®* le flot du champ K*, qui identifie
Is°(E*) avec R. Soit p € Hom(I',Is(E*)) une représentation. Tout élé-
ment d € Der(I',R,), c’est-a-dire vérifiant d(yy') = d(7) + x,(v)d(y") pour
7,7 € T, définit une représentation p’ € C, par

(4.12) p(7) =2 p(y) (veT).

Inversement, si pop’ = pop, alors I'application d : I' — R donnée par (4.12)
est 'unique dérivation qui envoie p sur p’ (en particulier p’ € C, et 0 est
injective), d’our (1) et (2). Le choix de p € C, comme point base définit
un homéomorphisme entre C, et Der(I',R,). L’assertion (3) résulte de la
relation

B p(1) @ p(y) "L = B (s e R,y ).
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Supposons que p est fidele. Si p/ € Cp, on a p' = p : il est clair que p’
est fidele et que p'(T') est transverse au flot. Par suite (Proposition 4.34),
laction de p/(T) sur E* est propre et discontinue. Si p(I') = p/(T") est sans
torsion, alors p’(I") est également sans torsion, son action sur E* est donc
libre (Proposition 4.34). O

Exemple 4.40. — L’assertion (4) s’applique & tous les sous-groupes
propres et discontinus mis en évidence au §4.3. Notamment, comme sous-
produit de la Proposition 4.28, on obtient la classification des composantes
des sous-groupes I' C Is® (E™) transverses au flot, sans torsion et maximal
pour ces propriétés. Pour chaque composante, la détermination de ’espace
des déformations, c’est-a-dire ici H'(I',R), est immédiate puisque la topo-
logie de E* /T est connue par 4.28. De plus, celle-ci est fixée dans chaque
composante. On voit donc qu’il existe de nombreuses surfaces portant un
champ de Killing et revétues par E". Bien siir, pour décrire les classes d’iso-
métries, il faudrait encore prendre en compte l'action a droite du « groupe
modulaire » Aut(T).

Exemple 4.41. — Soit U un ouvert de discontinuité pour un sous-groupe
I de Is(E™) comme dans la Proposition 4.35(2). Si U/T" est un tore, alors
I'espace de déformations est H!(Z?,R) = R?; noter qu'il existe un uni-
potent de GLy(Z) = Aut(Z?) dont I'action stabilise cet espace. Contraire-
ment a 'Exemple 4.40, la topologie des quotients n’est pas fixe par défor-
mations (on trouve aussi des anneaux). Dans le cas ot U/T est une bouteille
de Klein, on a Der(T',R,) ~ R? et H*(T',R,) ~ R si ' ne préserve pas le
champ et Der(I',R,) = H'((I',R,) ~ R sinon; a nouveau, la topologie
n’est pas fixe par déformation.

5. Surfaces compactes : classifications, points conjugués
5.1. Tores possédant un champ de Killing

Soit (T, K) un tore lorentzien non plat muni d’un champ de Killing K
non trivial. On a vu dans la preuve du Théoréme 3.25 que le flot de K
est périodique, ce qui entraine (existence d’une transversale fermée) que
'espace des feuilles du champ K est isométrique & (R/mZ,dz?) pour un
certain m > 0, appelé masse de K. Afin d’identifier ’espace des feuilles a
R/mZ, on choisit un point ¢ et une orientation v de cet espace. Le triplet
(T, v, ) sera désigné simplement par « tore marqué » (il est sous-entendu
que T posséde un champ de Killing). La fonction (K, K) se factorise par
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I’espace des feuilles et le marquage définit des applications f : R — R et
f:R/mZ — R. On a vu aussi qu'il existe une développante D : T — EY
(la Proposition 4.38 donne la réciproque), que l'on peut construire grace
au marquage. Par abus de langage nous appellerons ruban ou bande les
parties de T' dont un relevé au revétement universel est un ruban ou une
bande.

Dans le cas riemannien, la mesure du parametre de twist (ou décalage)
repose sur l'existence de transversales globales lisses et naturelles : les géo-
désiques orthogonales au champ K. Ici, il n’existe pas en général de telles
transversales lisses. Notamment, si la fonction (K, K) s’annule, aucune géo-
désique perpendiculaire & K ne coupe toutes les feuilles de K ; de plus, si T
contient des bandes de type II, aucune feuille de lumiére maximale n’est
partout transverse a K. Pour pallier ce manque, nous commencons par
construire un feuilletage transverse K™ naturel (du point de vue géomé-
trique) dont les feuilles ne sont que lisses par morceaux dés que 7' contient
des bandes de type II.

Si (K, K) ne s’annule pas, on choisit pour feuilletage transverse K™ le
feuilletage orthogonal a K ; noter que les deux feuilletages de lumiere sont
transverses au champ, mais aucun n’est privilégié. Si (K, K') s’annule et si T’
ne contient que des bandes de type I, alors T est un ruban et on prend pour
feuilletage transverse K™ I'unique feuilletage de lumiére partout transverse

a K.
v \ \ \

TS~
) YN A

FIGURE 5.1. Exemple de feuilletage transverse ™

Supposons maintenant que 7" n’est pas un ruban. Le champ K possédant
une transversale fermée, on voit que T ne peut pas contenir de bande de
type III. Il contient donc forcément des bandes de type II qui ne peuvent
s’accumuler dans T car leurs bords appartiennent & des feuilletages de
lumiére différents. Elles sont donc en nombre fini, nécessairement pair. On
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note (;, ¢ modulo 2k, les feuilles du champ K situées au milieu des bandes
de type II (voir Remarque 2.16) et C; les cylindres fermés obtenus par
découpage de T suivant les (;. Chaque C; est un ruban a bord contenant
au moins un zéro de (K, K), donc admet un unique feuilletage de lumiére
transverse a K. Ces feuilletages se recollent en un feuilletage de T noté K™,
transverse a K et dont les feuilles sont des géodésiques de lumiere brisées
(Figure 5.1). Par construction, le lieu de bifurcation des feuilles de K™
est la réunion des (;, chaque feuille étant formée de segments appartenant
alternativement & I'un des deux feuilletages de lumieére de T

Si T n’est plat, le feuilletage transverse K™ est invariant par isométrie.
C’est immédiat si T' n’a pas de bandes de type II. Sinon, cela résulte de
I'invariance par isométrie de la décomposition en cylindres par les milieux
de ces bandes. Pour tout p € T, on note £,, 'unique feuille de K™ passant
par le point p. On parametre £, de facon lisse par morceaux, directe (c.-a-d.
compatible avec l'orientation v de lespace des feuilles de K) et de sorte
que £,(0) = p.

DEFINITION 5.1. — Soit K un champ de Killing de T' de période toq > 0.
On définit le twist de (T, v, () relativement & K comme étant 1’élément T
de R/toZ tel que ®%(p') = p, otl p est un point de ¢ et p’ est le point de
premier retour de ¢, sur ¢ (Figure 5.2). Ce nombre ne dépend pas du choix
de (, ni de celui de p € (.

FIGURE 5.2. Parametre de twist dans le revétement cyclique

Le paramétre de twist 7 est nul si et seulement si toute feuille de K™ est
fermée et coupe chaque feuille de K en un seul point. Plus généralement,
le rapport 7/t( est rationnel si et seulement si toutes les feuilles de K™ sont
fermées.

On dira qu’un tore muni d’'un champ de Killing est élémentaire s’il est
plat ou si son champ de Killing ne posséde pas de trajectoires de lumiere.
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Les tores élémentaires sont en tout point semblables & des tores rieman-
niens, par exemple dans le cas non plat ils sont déterminés par la fonc-
tion (K, K), la période du flot et un parameétre de twist. Dans la suite du
§5.1 nous n’étudierons que les tores non élémentaires. Sur tout tore marqué
(T, v,¢) non élémentaire il existe un unique champ de Killing K de masse 1
vérifiant (Ko(p),£,(0)) > 0 avec p € ¢ (si p correspond & un point singulier
de ¢,, alors ép(O) désigne la dérivée a droite). Ce champ sera appelé champ
de Killing privilégié de (T, v, (). Il dépend de la position de ¢ par rapport
aux feuilles ¢; (voir preuve du Lemme 5.4).

Soit f une fonction (lisse) de R/Z dans R. On appelle marquage pair
de f la donnée d'un sous-ensemble fini (éventuellement vide) de cardinal
pair de I'ensemble des milieux des intervalles de R/Z~ f~*(0). On note C{’
l’ensemble des fonctions lisses de R/Z dans R non constantes, s’annulant
et munies d’un marquage pair. Deux triplets (T, v, (), (T”,v,¢’) sont équi-
valents §'il existe une isométrie entre T et T” qui envoie (v, () sur (v, ().
On note [T,v,(] la classe d’équivalence (ou d’isométrie) du tore marqué

(T, v, Q).

FIGURE 5.3. Image de la développante dans E*, marquage vide (f =
4 sin)

La Figure 5.3 illustre I'extension E* pour la géométrie de Clifton—Pohl
(f = 4sin), dans un modele hyperbolique. Dans ce modele, chaque qua-
drilatére du pavage de type (2, 00,2, 00) représente un carré lorentzien, les
points selles correspondant aux sommets d’angle 7/2. Pour f = 4sin, la
métrique est en outre invariante par les réflexions (non génériques) qui
échangent les sommets d’angle 7/2 dans chaque quadrilatére. Elle est aussi
anti-invariante par les symétries d’axes les bords des carrés (f est impaire).
Les zones mises en évidence dans les Figures 5.3, 5.4 et 5.5(b) sont les sa-
turés de domaines fondamentaux des surfaces concernées.

PrROPOSITION 5.2. — Il existe une bijection © entre les classes d’isomé-
trie de tores marqués [T, v, (] non élémentaires et R, x R/Zx C}. Plus pré-
cisément, © est définie par O([T,v,(]) = (to,7/to, (f,{z1,...,22})) ot :
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e iy est la période (positive) du flot du champ de Killing privilégié
Ky,

e 7 est le parameétre de twist de (T, v, () relativement a Ky,

e f est la fonction induite par (K, Ky) sur R/Z via le marquage
(v,Q) et {x1,...,xar} est 'ensemble des coordonnées dans R/Z des
milieux des bandes de type II.

Démonstration. — L’application © est bien définie; en effet le triplet
(to,T/to, (f,{z1,...,221})) ne dépend que de la classe d’isométrie de
(T,v,p) (une isométrie entre triplets envoie transversale sur transversale).
On commence par montrer que O est surjective. On se donne donc
(to,7/to, (fi{z1,. .., 22k})) € RE x R/Z x C%. Soit f le relevé a R de
f et soit E* la surface associée. On oriente £%, I’espace des feuilles non
triviales du champ de Killing, et on le pointe en (* de coordonnée trans-
verse 0. On choisit ¢ € (% et un vecteur v de type lumiére en g se projetant
sur un vecteur unitaire de £ orienté positivement. Il existe alors un unique
champ de Killing K* induisant f sur £* et tel que (K", v) = 1.

Soit ¢ : [0,1] — E™ la géodésique de lumiére brisée issue de ¢ vérifiant
¢(0) = v, se projetant sur une géodésique unitaire et directe de E" et
bifurquant aux temps x1,...,z2;. On note ¢y le segment ¢([0, z1]), ¢; le
segment c([x;, x;i+1]) et cor le segment c([xay,1]). Soient oy,...,09; les
réflexions génériques vérifiant o;(c(x;)) = ¢(z;) pour tout 7 € {1,...,2k}.
On voit que ¢ = ¢g.01(c1).(62001)(¢2). ... .(09x 0 -0071)(cax) est contenu
dans un ruban R. Le chemin ¢ étant de longueur 1, il existe donc une
isométrie directe o qui vérifie pr(q) = ¢é(1). Par conséquent, il existe
d e IsTH(EY) tel que ®(q) = ¢(1). Cet élément est unique d’apres la
Proposition 2.6.

Soit v le chemin obtenu en mettant bout & bout les translatés de ¢
sous 'action du groupe engendré par ®. Ce chemin est un relevé d’une
géodésique maximale de £*. On note U le saturé de ~ sous l'action du
flot de K“. L’ouvert U est invariant sous l'action du groupe engendré
par le flot de K" et ®. On désigne par A, le groupe engendré par ®%2,
et &%, o ®. Le quotient de (U,v*,("*) par A, est bien un tore. Le che-
min 7 se projette sur une transversale ¢,, grace a quoi on vérifie que
6([((]7 7 Cu)/AT]) = (to, 7/to, (f, {xll' i 7x2k}))'

Il nous reste a voir que si (to, 7/to, (f, {z1,..., 22t })) = O[T, v, (]), alors
le tore construit ci-dessus est isométrique (7, v, (). Soit D : T — E¥ une
développante envoyant un relevé d’un point p € ¢ sur ¢, Ky sur K“ et
préservant les orientations respectives des espaces des feuilles. L’image par
D de Zp, le relevé au revétement universel de ¢, est forcément v et donc
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I'image de D est U. Le groupe d’holonomie de T est contenu dans Is(E*) x
G, il est engendré par @7}2 et un élément qui laisse U invariant et envoie ¢
sur 7. 0 y(1). Cet élément ne peut étre que ®%. o ®. Ce qui montre que
le tore (T, v, () est isométrique & (U, v*,(*)/A; et termine la preuve. O

FIGURE 5.4. Image de la développante dans E%, marquage plein (f =
4 sin)

Remarque 5.3. — On peut choisir n’importe quel réel positif m comme
masse du champ privilégié. La Proposition 5.2 s’adapte alors sans difficul-
tés.

Pour obtenir la classification des tores non élémentaires il suffit de voir
ce que deviennent les parametres associés a T lorsque v est changé en —v
et lorsque ( varie.

LEMME 5.4. — Soit (Ij, ¢,v) un tore marqué non élémentaire. Si on pose
O([T, ¢, v]) = (to,7/to, (f, {1, ..., z2x})), alors to ne dépend pas du choix
de (¢,v) et

(1) lorsque v est remplacé par —v, T devient —r, f devient fv et
{x1,..., 22} devient {1 — xop,...,1 — a1},

(2) lorsque (¢ est remplacé par ¢’ de coordonnée y pour le marquage
(¢,v), la fonction f devient f(-+y), {z1,..., 20} devient {z; —
Yy ..., Top — y} et T devient (—1)'r ot i € {1,...,2k} vérifie y €
[z, Tit1] (R/Z étant cycliquement orienté).

Démonstration. — Le seul point non évident est le comportement du
twist lorsque ( est déplacé. Il s’explique simplement par le fait que lorsque ¢
franchit un point de bifurcation de £ alors K est transformé en — K, ce
qui inverse le twist. O

COROLLAIRE 5.5. — Les classes d’isométrie de tores lisses possédant un
champ de Killing et non élémentaires sont en bijection avec le quotient de
R x R/Z x CP par la relation d’équivalence définie au Lemme 5.4.

TOME 70 (2020), FASCICULE 1



150 Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

Remarque 5.6. — On voit que contrairement au cas riemannien, le sens
du twist importe. Soit I'c (¢ = £1) le sous-groupe des isométries de R =
(R2, 2dzdy + cos(x)dy?) engendré par vo(z,y) = (z,y + 1) et v (z,y) =
(427, y+e€/4). Le lecteur pourra vérifier que I'y et I'_1 sont distingués dans
Is(R) (voir Proposition 2.6); les tores associés ne sont pas isométriques.

5.2. Bouteilles de Klein possédant un feuilletage de Killing

On s’intéresse maintenant aux bouteilles de Klein lorentziennes B non
plates dont le revétement universel posséde un champ de Killing inva-
riant K. Celui-ci est préservé ou retourné par isométrie. Par conséquent,
K ne passe pas forcément au quotient, mais il induit toujours un « feuille-
tage de Killing » . On est donc en présence de deux types de bouteilles :
celles n’admettant pas de champ de Killing mais seulement un feuilletage /C
(type 1) et celles admettant un champ de Killing (type 2, K orientable).
De plus, dans les deux cas, la fonction (IN( K ) passe au quotient et induit
une fonction constante le long des feuilles de K.

Le revétement d’orientation d’une bouteille B de type 1 ou 2 est un
tore lorentzien T' admettant un champ de Killing (voir preuve de la Pro-
position 4.38) et une isométrie indirecte involutive § telle que T'/(d) = B.
Ainsi toutes les feuilles de IC sont fermées. On reprend les conventions et
les notations du §5.1 concernant les tores marqués. On dira que B est non
élémentaire si T D'est.

PROPOSITION 5.7. — Soit (T, v,{) un tore marqué non plat, muni d’un
champ de Killing K (non trivial) de masse 2m et possédant une isomé-
trie involutive indirecte § sans points fixes. Alors le paramétre de twist de
(T,v,() est nul. De plus

(1) sid0,K = —K (type 1), alors 6 induit une rotation de longueur m de
DPespace des feuilles de K et, si T n’est pas élémentaire, le nombre
de bandes de type II de T est congru a 2 modulo 4,

(2) si 6, K = K (type 2), alors § induit une réflexion sur I'espace des
feuilles de K, dont les deux points fixes (y et (1 sont au milieu d’une
bande de type II dés que T est non élémentaire.

Autrement dit, pour le type 1, la fonction f définie par le marquage est
m-périodique ; si f s’annule, il existe h € N tel que les milieux des bandes de
type II ont pour coordonnées z1,...,Top+1,M+21,...,m+xo,41. Pour le
type 2, en choisissant ¢ = (g, ona f = fV, (o et ¢; ont pour coordonnées 0
et m, et si f s’annule, les milieux des bandes de type IT ont pour coordonnées

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXTENSIONS MAXIMALES ET TORES LORENTZIENS 151

0,29,...,Lp—1,m,2mMm — xp_1,...,2m — x5 (f est de type (3b) ou (3c) dans
la terminologie du §4.3).

Démonstration. — Observons d’abord que § doit permuter les feuille-
tages de lumiere de T tout en laissant invariant le feuilletage transverse
K™. Par suite, ou bien T est élémentaire, ou bien T admet des bandes de
type II. Dans ce dernier cas, on note Ky le champ privilégié de (T, v, ()
et K celui de (T, 6*v,d(()) ; comme 0*v = v si et seulement si 6, K = — K,
on a donc toujours Ko = —Kj.

Si §,K = —K, alors §*v = v et § induit une isométrie directe sur I'es-
pace des feuilles, c’est-a-dire une rotation. Comme §2 = Id, il s’agit d’une
rotation de longueur d = 0 ou m. Si d = 0, alors ¢ induit sur chaque feuille
de K une isométrie indirecte et donc fixe des points. D’autre part, il existe
p € ¢ tel que d(p) € £, (car p et d(p) varient en sens inverse par rapport
a K). On en déduit que ¢, est invariante par d, fermée et qu’elle ne coupe
qu'une fois ¢ : le twist est nul. La fonction f définie par le marquage est
m-périodique. Si f s’annule, les coordonnées des milieux des bandes de
type II s’écrivent 1, ..., 2y, m + 1,...,m+ xj. L’invariance de K™ par §
(ou Ky = (—1)¥K,) impose k impair.

Si 6. K = K, alors d ne préserve pas v et induit une isométrie indirecte sur
I’espace des feuilles, c’est-a-dire une réflexion laissant fixe deux feuilles (j et
(1 a distance m. Dans le cas non élémentaire, ces feuilles sont nécessairement
au milieu de bandes de types II car §(K™) = K™ (inversion des feuilletages
de lumiere par §). Le long de ¢y et (3, ¢ induit une rotation de longueur
to/2 et donc o = 2/ 26§ est une réflexion de T fixant point par point (j
et (1. Chaque feuille de K™ est donc fermée, constituée d’un arc de ¢y a ¢,
et de son image par o, ce qui force le twist a étre nul. O

Il est maintenant tres facile de décrire les bouteilles de Klein élémentaires.
On peut supposer que la masse de ’espace des feuilles est égale a 1. Leur
revétement universel est donc isométrique & (R?, £dz? + f(x)dy?) o f est
2-périodique et ne s’annule pas. On note 73 et v les générateurs usuels du
groupe fondamental. Si la bouteille est de type 1 alors f est 1-périodique
et il existe tg > 0 tel que y1(z,y) = (z+ 1, —y) et v2(z,y) = (x,y + o). Si
la bouteille et de type 2 alors on peut supposer que f est paire et il existe
to >0 tel que ’71(1'7:‘/) = (—m,y + t0/2) et ’72(‘%72/) = (:E + 27:‘/)'

Soit B une bouteille de type 1 non élémentaire et soit K son « feuille-
tage de Killing ». On déduit de la Proposition 5.7 que I’espace des feuilles
de K muni de la métrique riemannienne habituelle est isométrique R/mZ.
Pour réaliser cette identification, on munit cet espace d’une orientation et
d’une origine, notées encore v et (, et on étudie les bouteilles marquées
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(B,v,¢). On dira que le tore marqué (T,1/,¢’) est un revétement d’orien-
tation marqué de (B, v, () si T est un revétement & 2 feuillets de B et que
ce revétement envoie (v, (') sur (v, ().

o G N— /|

(b)

FicURE 5.5. Bouteille de Klein de type 1

La Figure 5.5 (a) représente de fagon schématique une bouteille de Klein
de type 1 pour la géométrie de Clifton—Pohl (f = 4sin) avec h = 0; les
identifications sont données par la translation d’une période de f composée
avec une réflexion générique et par un temps du flot. Son revétement des
orientations correspond au tore de la Figure 5.1 et son revétement universel
est illustré & la Figure 5.5 (b) dans un modéle hyperbolique.

Soit f une fonction lisse de R/Z dans R qui s’annule. On appelle mar-
quage impair de f la donnée d’un sous-ensemble fini de cardinal impair de
I’ensemble des milieux des intervalles de R/Z ~. f~1(0). On note C} 'en-
semble des fonctions lisses non constantes de R/Z dans R, s’annulant et
munies d’un marquage impair.

PRrROPOSITION 5.8. — Il existe une bijection Z; entre les classes d’isomé-
trie de bouteilles de Klein de type 1, non élémentaires et marquées (B, v, ()
et R} x ct.

Plus précisément =1 ([B,v,(]) = (to, (f,{z1,...,Z2n4+1})) ou

e leréel ty est la période du champ privilégié d’un revétement d’orien-
tation marqué de B,

e la fonction f est induite par (£ Ko, +Ky) sur R/Z via le marquage
et {x1,...,2op41} est Pensemble des coordonnées des milieux des
bandes de type II.
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Démonstration. — Si Z1[B,v,¢] = (to,(f,{x1,...,72n41})), alors
d’apres la Proposition 5.7 tout revétement d’orientation marqué de (B, v, ()
appartient & ©~1(tg, 0, (f, A)) ou f est la fonction sur R/27Z induite par f
et A={x1,...,x9p+1,1+x1,...,1 4+ z2p41} (on prend © définie & partir
des champs privilégiés de masse 2, voir Remarque 5.3). Pour montrer la
proposition, il suffit d’établir qu’un tel tore est le revétement d’une bou-
teille de Klein de type 1, unique a isométrie prés. On se place a nouveau
dans EY transversalement orienté et pointé en (* de coordonnées 0 dans
les rubans qui le contiennent et on choisit un champ de Killing K™.

Soit ¢ : [0,2] — E* une géodésique de lumiere brisée issue de g € (¥,
se projetant sur une géodésique unitaire directe de £* et bifurquant aux
temps x1,...,2ap+1, 1421, ..., 1+xop11. La fonction f étant 1-périodique,
on voit, par un raisonnement proche de celui utilisé pour montrer la Pro-
position 5.2, qu’il existe une unique isométrie ¥ ne préservant ni K", ni
Vorientation qui envoie ¢([0,1]) sur ¢([1,2]). Soit v le chemin obtenu en
mettant bout a bout les translatés de ¢ sous l'action du groupe engendré
par W2 et soit U le saturé de ~y sous I'action du flot de K*. Le quotient de
(U, v*, (%) par le groupe engendré par @’}gu et U2 est un tore appartenant a
0~ 1(to,0, (f, A)). L’application ¥ induit sur 7' une involution isométrique
indirecte § sans points fixes et ne préservant pas le champ.

Soient § et ¢’ deux isométries involutives indirectes sans points fixes de
(T,v', ") envoyant K sur —K. Il est clair que § = §’ si et seulement si elles
coincident en un point. Par conséquent il existe ¢ € R tel que §' = ®%. 06 et
donc § et §’ sont conjuguées par @%2. Ainsi (T, v, (') /(0) et (T, v/, ¢") /(")
sont isométriques. O

La classification est déduite de la Proposition 5.8 par le méme raisonne-
ment que pour les tores.

LEMME 5.9. — Soient (to, (f,{x1,...,%2n41})) les données associées &
la bouteille de type 1 transversalement orientée et pointée (B, v, ().

(1) Lorsque v est remplacé par —v alors f est remplacé par fV et
{z1,...,xop41} devient {1 — xopy1,...,1 —x1}. B

(2) Lorsque ¢ est remplacé par (' de coordonnée y, f est remplacé par
x> f(x+y) et {x1,...,zon+1} devient {x1 —y,...,xopt1 — Yy}

COROLLAIRE 5.10. — Les classes d’isométrie de bouteilles de type 1 non
élémentaires sont en bijection avec le quotient de R% x C! par I'action de
R/7Z % Z/2Z définie au Lemme 5.9.
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On regarde maintenant les bouteilles de type 2 non élémentaires. Par
la Proposition 5.7, 'espace des feuilles de K d’une telle bouteille est iso-
métrique & un intervalle [0, m]. Pour réaliser cette identification, il suffit de
choisir une des deux feuilles courtes de K que I’on note {y. On travaille donc
avec les paires (B, (p). Il existe & nouveau un champ de Killing privilégié
Ky tel que m =1 et dont les orbites au bord de la bande associée a (p sont
dirigées vers un sommet de type selle. On dira que (T, v, () est un revéte-
ment d’orientation marqué de (B, (p) si ¢’est un revétement a deux feuillets
envoyant ¢ sur (. Soit f une fonction (lisse) paire de R/2Z dans R s’annu-
lant. On appelle marquage symétrique de f la donnée d’un sous-ensemble
fini de I'ensemble des milieux des intervalles de R/2Z~ f~(0) qui est inva-
riant par la symétrie x — —x et qui contient 0 et 1. On note C@g I’ensemble
des fonctions lisses de R/2Z dans R qui sont paires, s’annulent, vérifient

f(0)£(1) # 0 et sont munies d'un marquage symétrique.

ProprosITION 5.11. — Il existe une bijection =, entre les classes d’iso-
métrie de bouteilles de Klein de type 2 marquées, non élémentaires et
R* x CF.

Plus précisément Z5(B, (o) = (to, (f,{0,z9,...,7;_1,1})) ot

e ty > 0 est la période du flot de K,

e f est la fonction (paire) induite par (Kg, Ko) sur le revétement
d’orientation de B et {0,x2,...,xj_1,1} sont les coordonnées des
milieux des bandes de type II de B.

Démonstration. — Si Zs[B, (] = (to,(f,{0,22,...,2j_1,1})), alors
d’apres la Proposition 5.7 tout revétement d’orientation marqué de (B, ()
appartient & ©~1(ty,0,(f, A)) avec A = {0,20,...,1,...,2 — z5}. Pour
montrer la proposition, il suffit de montrer qu'un tel tore est le revétement
d’orientation marqué d’une unique bouteille de Klein de type 2 marquée.
On se place dans l'espace E* transversalement pointé en (* de coordon-
nées 0 dans les rubans qui le contiennent (on rappelle que ¢ est au milieu
d’une bande).

On choisit ¢ € ¢* et un champ de Killing K*. On marque les deux cotés
du carré contenant (* qui contiennent le sommet de type source. Soit ¥
la réflexion non générique fixant ¢*. On remarque que ¥ permute les 2
cOtés marqués précédemment. Il existe une unique géodésique de lumiere
brisée ¢ : [-1,1] — E" se projetant sur une courbe unitaire directe de £,
vérifiant ¢(0) = ¢, intersectant les c6tés marqués et bifurquant aux temps
—Zj_1,...,0,...,2;_1. Elle est invariante par W. Soit ® I'unique élément
de Is™¥ (E") envoyant ¢(—1) sur ¢(1).
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FIGURE 5.6. Bouteille de Klein de type 2

La bouteille de Klein représentée a la Figure 5.6 correspond a la géométrie
de Clifton—Pohl. L’une des identifications est donnée par la symétrie par
rapport au centre de la figure (composée de deux réflexions non génériques),
l’autre par un temps du flot composé avec une réflexion non générique. Son
revétement universel est illustré a la Figure 5.4.

On note v le chemin obtenu en mettant bout a bout les translatés de ¢
sous D'action de @, il bifurque forcément en ¢(£1). Soit U le saturé de
par ®xu. Le quotient de U par le groupe engendré par @igu et ® est un
tore appartenant & ©~1(t,0, (f, A)). L’application @';%2 o ¥ induit sur ce
tore une isométrie involutive (son carré vaut @’}2“), indirecte, sans points
fixes et préservant K.

Soit (T,v/,¢’) un revétement d’orientation marqué d’une bouteille (B, {p)
de type 2 et soit ¢ telle que B = T'/(§). L’application 0 est 'unique isométrie
vérifiant §(¢') = ¢/, 6.K = K et induisant une symétrie sur l’espace des
feuilles de K. Par conséquent, (B, (p) est uniquement déterminée. O

La classification est déduite de la Proposition 5.11 comme précédemment.

LEMME 5.12. — Soient (to, (f,{0,...,1})) les données associées & la
bouteille de type 2 marquée (B, (p). Lorsque (o est remplacé par la feuille
(1 de coordonnée 1, f est remplacée par x +— f(1—x) et {0,x2,...,2;_1,1}
devient {0,1 —z;_1,...,1 —x9,1}.

COROLLAIRE 5.13. — Les classes d’isométrie de bouteilles de type 2 non

élémentaires sont en bijection avec le quotient de RY X C§ par 'action de
7,/27. définie & au Lemme 5.12.
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5.3. Composantes de 1’espace des métriques

On s’intéresse ici aux composantes connexes de ’espace des tores et des
bouteilles de Klein contenant des surfaces modelées sur un espace E}L, avec
f donnée. De facon générale, on sait que les composantes de 1'espace des
métriques lorentziennes sur une variété correspondent bijectivement, via
le choix d'un champ de droites de type temps par métrique, aux classes
d’homotopie de sections du fibré projectif tangent, [17, §40].

Pour les surfaces compactes (tores et bouteilles de Klein), les compo-
santes de l’espace des métriques sont caractérisées par le comportement
des cones (positifs ou négatifs) le long de certaines courbes. Il s’agira ici
de feuilles de K (feuilletage associé au champ de Killing) ou de feuilles du
feuilletage transverse K. Au-dessus d’une courbe d’'un type donné (temps,
espace ou lumiére, par exemple une feuille de K), le comportement des
cOnes est trivial puisqu’ils ne peuvent pas changer de c6té par rapport a
la courbe. Il n’en est pas de méme au-dessus d’une géodésique de lumiere
brisée £, par exemple une feuille de K™ en présence de bandes de type II.
On convient qu'une telle géodésique ¢ est toujours localement injective, ce
qui signifie qu’en chaque point de bifurcation p € ¢, le feuilletage de lumiere
local qui porte ¢ change (pour éviter les aller-retours). Cela permet d’at-
tribuer un signe a p : on dira que le point de bifurcation p € £ est positif
(resp. négatif) si ¢ traverse une direction positive (resp. négative) en p; les
directions de signe opposé ne sont pas traversées par £.

DEFINITION 5.14. — Soit o = ((—=1)%,...,(=1)*) une suite finie de
signes (s; = 0 ou 1). On appelle suite réduite associée & o la suite de signes
alternés obtenue en effacant le premier couple de signes successifs égaux,
puis en itérant cette opération.

LEMME 5.15 (enroulement des coénes au-dessus d’une courbe de lumiére
brisée). — Soit X une surface lorentzienne et soit v : [0,1] — X une géo-
désique de lumiére brisée, localement injective. On suppose que ([0, 1])
admet N > 1 points de bifurcation, appartenant a (]0,1[). Soient enfin
deux sections continues 1 et € du fibré trivial (orienté) v*(TX), res-
pectivement positive et négative pour la métrique. Alors, au signe pres, le
nombre d’enroulement (compté en tours) du repére (£7,£7) le long de
vaut
N
(-1 =+
, 4

J=1

(5.1)

> =
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ot (—1)%1 ..., (=1)*N est la suite des signes des points de bifurcation,
dans 'ordre du paramétrage, et M désigne la longueur de la suite réduite
associée.

6 7
2 3| T
T N Paf
pNZ BNV NP Y
X, 1 5 4 T
I o
= - + = + = + +
1 2 3 4 5 6 7 8

N T T T T TF

FIGURE 5.7. Enroulement des cones

Démonstration. — Notons p1,...,pn la suite ordonnée des points de
bifurcation le long de v. A chaque passage d’un point p;j, le cone du
signe opposé & p; change de c6té par rapport & la feuille (plus précisé-
ment la section du signe opposé & p; change de c6té et I'autre non), le
repére (£1,£7) fait donc un quart de tour. De plus, entre p; et pj 1, le
sens de ce quart de tour change si p; et p;11 sont de méme signe, et ne
change pas sinon. Ce comportement est illustré a la Figure 5.7 (céne né-
gatif en gris). Par une récurrence immédiate, on voit que le sens €; du
quart de tour au passage de p;, en orientant v*(7°X) pour que €; = 1, vaut
€j = (—1)*1+%T=1 Par suite, le nombre d’enroulement cherché est donné
par iZ;v:l e = 1(—1) ™! Z;V:l(—l)j“j. Enfin, I'expression de 1’enrou-
lement en fonction de M découle directement du comportement des cones
décrit ci-dessus. g

Sur le tore, tout champ de droite de type temps est homotope a chacun
des champs de lumiére. L’appartenance a une composante connexe est donc
déterminée par la classe d’homotopie des feuilletages de lumiere, c’est-a-
dire par le nombre et le sens de leurs composantes de Reeb ainsi que par la
classe d’homotopie de leurs feuilles compactes (voir par exemple [1] pour
plus de détails). Soit £ un feuilletage de lumiére d'un tore (T, K). Toute
orientation de la classe d’isotopie des feuilles compactes de £ induit une

TOME 70 (2020), FASCICULE 1



158 Christophe BAVARD & Pierre MOUNOUD

orientation de £ au voisinage de ces feuilles, ce qui permet de distinguer
les composantes de Reeb positives ou négatives suivant que leurs feuilles,
parcourues dans le sens direct donné par I'orientation locale, s’accumulent
au bord ou non. Ces composantes sont stables par le flot de K, donc bordées
par des orbites de celui-ci; s’il en existe, on convient d’orienter la classe des
feuilles compactes de £ dans le sens du champ K. Si r* (L) (resp. r~ (L))
désigne le nombre de composantes de Reeb positives (resp. négatives) de
L, Ventier naturel 7(T') = |r*(L£) — 7~ (L)| caractérise la composante de la
métrique modulo I'action des difféomorphismes.

A chaque composante de Reeb d'un feuilletage de lumitre de (T,K)
correspond un ruban maximal R de (T, K), nécessairement bordé par des
bandes de type II, mais la réciproque n’est pas vraie. Cela dépend de la
position relative de K et des bandes bordant R. Les termes ruban et bande
de (T, K) sont ici utilisés avec la méme convention qu’au §5.1. On rap-
pelle qu’une bande de type II est une composante de Reeb du feuilletage
orthogonal a K, voir Lemme 2.8.

DEFINITION 5.16. — On dira qu’une bande de type II munie d’un champ
K est positive si c¢’est une composante de Reeb positive du feuilletage or-
thogonal & K (au sens précédent, le bord étant orienté par K), et qu’elle
est négative sinon.

Les orbites du champ qui bordent une bande de type II positive (resp.
négative) sont dirigées vers un sommet de type « selle » (resp. de type
puits). Sur la Figure 5.8, les bandes S7, S2 et Sy sont positives tandis
que S3 est négative (représentation du revétement universel, feuilletage
orthogonal & K en pointillés).

LEMME 5.17. — Soit R un ruban maximal de (T, K) bordé par deux
bandes S, et Sy de type II, et soit R I’adhérence de R. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) R est une composante de Reeb de I'un des feuilletages de lumiére
de T,

(2) Sy et Sy ont le méme signe (qui est alors celui de R, avec les conven-
tions ci-dessus),

(3) la fonction (K, K) est de signe différent sur Sy et Ss.

Démonstration. — Les géodésiques de lumieére d'une bande de type II
d’un tore s’accumulent du cété de la selle, ou si 'on préfere une feuille de
lumiére bordant une bande de type II a une holonomie (en tant que feuille
d’un des feuilletages de lumiere) « contractante » lorsqu’elle est parcourue
en se dirigeant vers la selle. Par conséquent R est une composante de Reeb
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de I'un des feuilletages de lumiere de T si et seulement si S7 et Ss sont de
méme signe. Le signe de cette composante R (le bord étant orienté par K)
est alors celui des S;.

N _ \ 7
g AN VAN g.
51 XX X/
7 )\ / Y
b _—
<A ya
Ss AN S
N /
V ~ \=

FI1GURE 5.8. Composante de Reeb et de suspension de £

Comme les champs de lumiére sont homotopes aux champs de droites
négatives (ou positives), la condition (1) est vérifiée si et seulement si les
cones font un demi-tour en traversant R le long d’une feuille de X™. D’apres
le Lemme 5.15, cela revient a dire que les signes des 2 bifurcations, c’est-
a-dire les signes de (K, K) sur S7 et Sy, sont opposés. O

PROPOSITION 5.18. — Soit (T, K') un tore lorentzien muni d’un champ
de Killing. On note k™ (resp. k=) le nombre de bandes de type II po-
sitives (resp. négatives) au sens de la Définition 5.16. Par ailleurs, soit
((=1)%2,...,(=1)%2*) la suite cycliquement ordonnée des signes de (K, K)
sur les milieux des bandes de type II et soit L la longueur de la suite réduite
associée. L’entier r(T') € N caractérisant la composante de la métrique mo-
dulo laction des difféomorphismes est alors donné par

2k

L 1 ; 1
T)=+%=¢ =17 = S kT — k7.
1) =5 = 5 S (-1P7% | = Skt =
Jj=1
Démonstration. — L’entier r(T") est égal au nombre de demi-tours effec-

tués par les cones de la métrique le long d’une feuille de K™ qui fait un tour
dans l'espace des feuilles de K. Si (T, K') n’admet pas de bandes de type II,
les feuilles de K™ sont d’un type donné et r(T') = 0. Sinon, le nombre de
demi-tours est donné par le Lemme 5.15.

Notons Si,...,S2; les bandes de type II de T, dans l'ordre cyclique,
en supposant que k > 1. Les couples successifs (S1,52),. .., (S2rx—1, Sax)
bordent k£ rubans maximaux Ry, ..., Ry, feuilletés par I'un des feuilletages
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de lumiere L. Le complémentaire de ces rubans est constitué de com-
posantes de suspension de £ (en gris sur la Figure 5.8), éventuellement
réduites & une feuille fermée. D’apres le Lemme 5.17, le nombre r* (L)
de composantes de Reeb positives de L est égal au nombre de couples
(S2i—1, S2;) de signe (+,4+), et de méme pour r~(L£). Par suite, on a
|kt — k= =2lrT (L) — r— (L)). O

Remarque 5.19. — Soit Kt le feuilletage orthogonal & K. Par définition
du signe des bandes de type II, on a évidemment kT = r¥(K+) et k= =
r(K4).

ProproOSITION 5.20. — Soit f une fonction périodique. Si f change de
signe alors il existe des tores modelés sur Ey dans toutes les composantes
connexes de I'espace des métriques lorentziennes du tore. Sinon les tores
modelés sur E% appartiennent tous a la composante connexe des métriques
plates.

Démonstration. — On déduit du Lemme 5.17 que si f ne change pas de
signe, alors les feuilletages de lumiéres de T" n’ont pas de composantes de
Reeb et donc T appartient a la composante contenant les métriques plates.
D’apres [1, §2.3], pour terminer la preuve il suffit de montrer que lorsque f
s’annule il existe un tore modelé sur E" dont les feuilletages de lumiere ont
une seule composante de Reeb et qu’il existe un tore modelé sur E* dont
I'un des feuilletages de lumiére n’a aucune composante de Reeb.

La fonction f changeant de signe, il existe x1 < z2 milieux d’intervalles
de R~ f~1(0) appartenant & une méme période et tels que f(x1)f(z2) < 0.
Soit 7" le tore modelé sur B} associé aux invariants (1,0, (f,{Z1,72})). Ce
tore ne contient que deux rubans maximaux (un pour chaque feuilletage de
lumiére), bordés par des bandes de type II de méme signe (Lemme 5.17).
Chaque feuilletage de lumiére de T a donc une unique composante de Reeb.
Le quotient d’un ruban maximal de £y par une période de f et un élément
du flot, (tore associé aux invariants (1,0, (f,0))) fournit I'autre exemple. [

Pour la bouteille de Klein, les composantes de 1’espace des métriques
lorentziennes correspondent bijectivement a Z x Z/27Z. Rappelons rapide-
ment comment réaliser une telle bijection (voir [1] pour plus de détails). La
bouteille de Klein étant considérée comme une fibration en cercles, on se
donne un méridien S (c.-a-d. une fibre de la fibration) et une &me « (c.-a-d.
une section de la fibration). Soit £ un champ de droites de type temps, vu
comme section du fibré projectif tangent P. Les restrictions Pz et P, sont
des fibrations en cercles sur le cercle, respectivement tore et bouteille de
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Klein; & homotopie pres, cette derniere fibration n’admet que deux sec-
tions. Les classes d’homotopie de 3 et de |, sont donc déterminées par
un degré n € Z (n = 0 pour & tangent a () et un élément m € Z/27Z,
et on peut vérifier que le couple (n,m) caractérise la classe d’homotopie
de ¢ ([1, Appendice]). Plus précisément, on convient de prendre m = 0 si
&|o est homotope a la section tautologique (champ tangent a «), c.-a-d.
€|, orientable, et ™ = 1 dans l'autre cas, c’est-a-dire si |, est homotopi-
quement transverse a la section tautologique. Si n est impair, la métrique
n’est orientable ni en temps, ni en espace. Si n est pair avec m = 0 (resp.
m = 1), la métrique est orientable temporellement mais pas spatialement
(resp. spatialement mais pas temporellement).

Remarque 5.21. — Les méridiens sont tous isotopes : on peut a tout
moment choisir 8 sans modifier |n| et . Il existe exactement deux classes
d’isotopie d’ames ; on peut changer le représentant de « sans modifier n et
m, mais changer de classe d’isotopie transforme m en m + 7.

Modulo l'action des difféomorphismes, les composantes sont caractérisées
par naps = |n| pour n impair et par (naps, M) pour n pair; dans ce der-
nier cas, les difféomorphismes agissent trivialement sur 7. En particulier,
il existe deux composantes contenant les métriques plates, indexées avec
nos conventions par (0,0) et (0,1); elles sont fixes par I'action des difféo-
morphismes mais permutées par le changement de signe de la métrique.

Soit B une bouteille de Klein dont le revétement d’orientation B°" admet
un champ de Killing invariant K. On rappelle que K induit un feuilletage
K sur B ainsi qu'une fonction notée abusivement (K, K), constante sur
les feuilles de K. En particulier chaque feuille de K hérite du signe (—1, 0
ou 1) de (K, K). Vu que B n’admet pas de feuilletages de lumiere (mais
seulement un 2-tissu de lumiére, voir [1]), la fonction (K, K) ne peut étre
identiquement nulle. Par ailleurs, le feuilletage transverse de B°" induit un
feuilletage de B, notée K™, dont toutes les feuilles sont également fermées,
voir §5.2. On rappelle que dans le cas non élémentaire, les feuilles de K™
sont des géodésiques de lumiere, nécessairement brisées puisque B n’a pas
de feuilletage de lumiére lisse ; le lieu de bifurcation de K™ est une réunion
finie de feuilles de K (milieux des bandes de type II), de signe +1.

On distinguera comme plus haut deux types de bouteilles B. Quand B
est de type 1, le feuilletage IC est un feuilletage par méridiens (donc non
orientable) et ’espace de ses feuilles est un cercle; le feuilletage transverse
K™ est orientable, 'espace de ses feuilles est un segment dont les extrémités
sont les &mes de B. Pour le type 2, les roles de K et K™ sont inversés : K
est orientable, I'espace de ses feuilles est un segment dont les extrémités
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sont les Ames de B et K™ est un feuilletage par méridiens, non orientable,
dont 'espace des feuilles est un cercle.

PROPOSITION 5.22. — Toute bouteille de Klein (B, K) élémentaire ap-
partient a I'une des deux composantes connexes des métriques plates. De
plus, (B, K) est temporellement orientable si et seulement si K est du signe
de (—1)™*! pour la métrique (c.-a-d. (—1)"(K,K) <0), ot 7 € {1,2} dé-
signe le type de B.

Démonstration. — Le feuilletage K™ est ici lisse, formé des géodésiques
orthogonales & K. Soit & un champ de droites de type temps de B. On
choisit comme méridien S une feuille de K si 7 = 1 ou une feuille de
K" = Kt si 7 = 2 (voir la Remarque 5.21). Ce méridien est d'un type
donné (espace ou temps), donc £|g est de degré 0 et B appartient & une
composante contenant des métriques plates. Les signes de K et KM sont
évidemment opposés et B est temporellement orientable si et seulement si
K™ (resp. K) est négatif pour 7 = 1 (resp. pour 7 = 2). a

PROPOSITION 5.23. — Soit (B, K) une bouteille de Klein non élémen-
taire de type T € {1,2} et soit (; U...U(y le lieu de bifurcation de K™. Si
T = 2, on suppose que les (; sont indexées dans l'ordre croissant, I’espace
des feuilles de KC étant orienté (en particulier ¢; et ( sont les ames de B).

(1) SiT =1, alors B appartient a I'une des deux composantes connexes
des métriques plates. De plus, B est temporellement orientable si
et seulement si le nombre de (; négatives est pair.

(2) Si T =2, on note (—1)°*,...,(—1)% la suite des signes des ((;).
L’invariant entier n,ps(B) € N de la composante de B modulo les
difféomorphismes est donné par

R (B) = Ly si s1+ sk +k est pair,
db Ly g si s1+ sk + k est impair,

ot Lyy i (resp. Lj1 i) désigne la longueur de la suite réduite associée
a (=1%)1<j<k (resp. (—1%)1¢j<k). De plus, B est temporellement
(resp. spatialement) orientable si et seulement si n.ns(B) est pair
et si les ames (7 et ( sont négatives (resp. positives).

Démonstration. — Pour le type 1, la vérification de la premiére assertion
est identique a celle de la Proposition 5.22, & ceci prés que le méridien 3
peut ici étre de lumiere. Il reste a étudier I'orientabilité temporelle de B.
Deux des feuilles de K™ sont des ames de B. Soit o I'une d’entre elles et
soit £~ un champ négatif au-dessus d’un paramétrage de «, comme dans
le Lemme 5.15. D’apres la preuve de celui-ci, £~ ne change de c6té de «
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qu’au passage de chaque bifurcation positive, d’ot le résultat (on rappelle
que k est impair).

Supposons que 7 = 2. On prend comme méridien 3 une feuille de K£™.
L’entier n,ps(B) est le nombre (non orienté) de demi-tours que font les
cones au-dessus de 5. Quand on parcourt 3, on rencontre une fois les Ames
(1 et (i et deux fois les autres ({;), dans l'ordre inverse. Par le Lemme 5.15,
on a donc

1 j j S — 9745
an(B) = L T e e 3 e
1<j<k 1<j<k
1 S s il
= 3 [(71)k+ ko (71) 1] + Z (71),]4’ i,
1<j<k

d’ou l'on déduit aisément la formule cherchée. La derniére assertion est
claire. O

Remarque 5.24. — Les longueurs Ly x| et Ly x| ayant respectivement la
parité de k et k+ 1, on voit que n,ps(B) est congru & s; + s2 modulo 2. On
retrouve le fait que les Ames ont le méme signe quand n,ps(B) est pair.

COROLLAIRE 5.25. — Soit f une fonction périodique et soit €(f) C
Z x ZJ27 D'ensemble indexant les composantes des bouteilles de Klein de
type 1 modelées sur EY.

(1) Si f > 0 (resp. f < 0), alors €1(f) = {(0.0)} (resp. €1(f) =
{0.1)}). o
(2) Si f change de signe, alors €1(f) = {(0,0),(0,1)}.

Démonstration. — Si f > 0, alors le champ K (non orientable) est de
type espace ou lumiere : la métrique est nécessairement temporellement
orientable. A 'inverse, si f < 0 alors B est spatialement orientable. Si
f change de signe, on choisit ty > 0 et x; au milieu d’'une composante de
R~ f~1(0). D’apreés la Proposition 5.23, la bouteille associée a (to, (f, {Z1}))
est temporellement (resp. spatialement) orientable si f(z1) > 0 (resp.
f(z1) <0). a

COROLLAIRE 5.26. — Soit f une fonction paire, périodique de plus pe-
tite période 2m > 0 et vérifiant f(0)f(m) # 0, et soit €2(f) C Z x Z/2Z
Pensemble indexant les composantes des bouteilles de Klein de type 2 mo-
delées sur E.

(1) Si f=0 (resp. f < 0), alors €3(f) = {(0,1)} (resp. €a(f) =
{(0,0)}.
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(2) Sif change de signe et vérifie f(0)f(m) > 0, alors €2(f) = 2Z x {0}
si f(0) <0 et &(f) =2Z x {1} si f(0) > 0.

(3) Si f(0)f(m) < 0, alors €3(f) = Z x Z/27Z (toute composante de
Pespace des métriques contient des bouteilles de type 2 modelées
sur EY).

Démonstration. — Noter que les &mes des bouteilles de type 2 modelées
sur EY doivent correspondre a des points fixes des involutions de Is(f),
c’est-a-dire a des éléments de mZ. Par ailleurs, si I’on peut réaliser une
valeur de naps, on pourra toujours réaliser les valeurs n = £mn,ps (sans
changer ™) grace a Paction d’un difféomorphisme homotope & une symétrie
par rapport & un méridien, [1, p. 489].

Si f est de signe constant, alors la suite des signes des (¢;) est constante
et les suites réduites de (—1% )1« j<k (pour k pair) et de (—1%)1¢j<k (pour
k impair) sont vides. On a donc n,ps(B) = 0 et le signe des dmes est celui
de f, d’ott 'assertion (1).

Si f change de signe et vérifie f(0)f(m) > 0, les &mes ont & nouveau le
méme signe. Par conséquent naps(B) est pair (Remarque 5.24) et le champ
de cones du signe de f(0) est orientable. Soit ¢ty > 0 et soit 1 € |0, m[
tel que f(0)f(z1) < 0, situé au milieu d'un intervalle de R ~. f~1(0). La
bouteille associée & (to, (f,{0,m})) satisfait na,s = 0 et la bouteille B
associée & (to, (f, {0,471, m})) satisfait naps(B) = 2, Proposition 5.23(2).
Par suite, le revétement cyclique By de degré d € N* de B dans le sens du
méridien vérifie nps(Bq) = 2d. Toutes les composantes possibles sont donc
atteintes.

Si f(0)f(m) < 0, alors la bouteille B’ de paramétre (to, (f,{0,m}))
avec to > 0 vérifie naps(B’) = 1, Proposition 5.23(2). Pour un revéte-
ment cyclique B/, comme ci-dessus, on a nans(Bj) = d (d € N*). Soit ®
un difféomorphisme qui permute les Ames & isotopie prés. Si d est impair,
l'action de ® sur B/ modifie @ par changement de I’dme de référence,
[1, Remarque A.1]. On atteint ainsi toutes les composantes avec n,ps im-
pair. Considérons maintenant f comme une fonction 4m-périodique véri-
fiant f(0)f(2m) > 0. Quitte & remplacer f(x) par f(z+m), on peut choisir
le signe de f(0) : lassertion (2) montre donc que toutes les composantes
avec Naps pair sont atteintes. ]

5.4. Points conjugués
LEMME 5.27. — Soit I un intervalle ouvert de R et soit f € C*(I,R).

On suppose qu'il existe C > 0 et € = +1 tels que {ef < C?} disconnecte I
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(c’est le cas par exemple si f change de signe au moins deux fois). Alors
la métrique lorentzienne 2dxdy + f(x)dy? définie sur I x R a des points
conjugués. En particulier, tout ruban ouvert contenant deux demi-bandes
(voir Remarque 2.19) de méme signe, ou une bande et deux demi-bandes,
admet des points conjugués.

Démonstration. — Le champ de Killing 0, est un champ de Jacobi le
long de toute géodésique. Nous allons montrer ’existence d’une géodésique
tangente a 0, en deux points distincts et distincte d’une orbite de 0,.
On peut supposer que €C? est une valeur réguliere de f. Soit |a,b| une
composante connexe relativement compacte de {ef < C?}. On a forcément
f(a) = f(b) = €C? et f'(a)f'(b) # 0. Soit v la géodésique telle que v(0) =
(a,0) et v'(0) = €d,/C. L’écriture des deux intégrales premieéres (I'énergie
et Clairaut) donne :

f@)y +a"=C,
fl@)y? +22y =e.

On en déduit que z'° = C2 — ef (z) d’on ef (z) < C2. Comme f'(a) # 0, 2’
n’est pas identiquement nulle. Pour ¢ > 0 et tant que z(t) reste inférieur
ab,onaa'(t) >0 et donc y = %(C’ —/C? —¢f). On en déduit que v/’
reste borné (méme si f s’annule) tant que x ne prend pas la valeur b, puis
que z(t) tend vers b. Pour voir que la valeur b est atteinte, on consideére la
géodésique 1 = (z1,y1) vérifiant v, (0) = (b,0) et 71(0) = €9, /C. 1l existe
to > 0 et t; < 0 tels que z(tg) > z1(f1). Par conséquent il existe s € R tel
que y et @gy o 71 se croisent. Par suite les géodésiques ~ et v, coincident
au paramétrage pres et -y est bien deux fois tangente a 0. ]

PROPOSITION 5.28. — Soit (T, K') un tore lorentzien muni d’un champ
de Killing. Si T n’est pas plat, alors I'extension réflexive EY associée a
(T, K) a des points conjugués.

Démonstration. — L’extension EY contient des rubans isométriques a
(R%, 2dady + f(z)dy?) avec f périodique. Si f n’est pas constante (c.-a-d.
si T n’est pas plat), alors ou bien f change une infinité de fois de signe, ou
bien f ou —f admet un minimum positif ou nul, distinct de son maximum.
Dans les deux cas, le Lemme 5.27 permet de conclure que E" possede des
points conjugués. O

THEOREME 5.29. — Soit f € C®(R,R) une fonction périodique non
constante et soit T un tore modelé sur E. Si T est sans points conjugués
alors

(1) P’ensemble de composantes connexes de {f # 0} est localement fini,
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(2) toute composante définit une bande de type II de T,
(3) f est de signe différent sur deux composantes consécutives,
(4) f’ ne change de signe qu’une fois sur chaque composante.

En particulier, T' n’est pas homotope & un tore plat.

Démonstration. — D’apres le Lemme 5.27, la fonction f doit changer
de signe, sans quoi f ou —f admettrait un minimum positif ou nul (f
étant périodique). Rappelons que les composantes de {f # 0} (modulo
une certaine période de f) correspondent aux bandes de T. Soit R un
ruban maximal de T. Toujours grace au Lemme 5.27, on voit que R ne
peut contenir plus de deux demi-bandes, d’ott (1). En particulier R ne peut
contenir de bandes de type I, d’ou (2). Finalement, I’adhérence de tout
ruban maximal de T" doit étre formée de deux bandes de types II séparées
par une composante connexe de {f = 0} et vérifiant (3) et (4) (encore le
Lemme 5.27). Par conséquent, la suite des signes de f sur les bandes de
type II est forcément réduite (Définition 5.14) et T n’est pas homotope &
un tore plat. O

Remarque 5.30. — La fonction sinus est I'une des fonctions les plus na-
turelles satisfaisant les assertions (1), (3) et (4) du Théoréme 5.29. Les
tores modelés sur EY satisfaisant (2) sont (& homothétie pres) les tores
de Clifton—Pohl. Nous avons montré qu’un tore possédant un champ de
Killing, sans points conjugués et non plat doit ressembler & un tore de
Clifton—Pohl. Rappelons que ceux-ci n’ont pas de points conjugués [1].

PROPOSITION 5.31. — Soit T un tore lorentzien sans points conjugués
et ayant un champ de Killing non trivial. Alors il existe une suite de tores
lorentziens possédant des points conjugués et convergeant vers T pour la
topologie C'*°.

Démonstration. — Si T n’est pas plat et n’a pas de points conjugués,
alors, d’apres le Lemme 5.27, la fonction (K, K) change de signe a chaque
fois qu’elle s’annule. Si la fonction (K, K) s’annule sur un ouvert, alors
on peut la perturber de fagon a faire apparaitre un minimum local positif
et donc des points conjugués. Sinon tous les zéros sont isolés et, quitte a
perturber la fonction, on peut supposer qu’il existe une bande bordée par
deux orbites de K le long desquelles la dérivée de (K, K) ne s’annule pas.
Cette bande se complete alors en un carré ayant deux vrais points selles.
Toutes les géodésiques perpendiculaires a K de ce carré passent alors par
ces points selles. On obtient ainsi deux points conjugués sur le bord de
T. On répéte alors la preuve de la Proposition 2.3 de [1] qui consiste &
perturber la métrique de facon a rapprocher ces points conjugués.
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Enfin, si T est plat, il posséde un champ de Killing périodique K. On
construit par perturbation conforme une suite de tores non plats invariants
par le flot de K qui converge vers T'. Par le Théoreme 5.29, ces tores ont
des points conjugués. O
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