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SOMME DES CHIFFRES ET CHANGEMENT DE BASE

par Régis DE LA BRETECHE,
Thomas STOLL & Gérald TENENBAUM (¥)

RESUME. — Pour ¢ > 2, soit sq(n) la somme des chiffres d’'un entier n en
base q. Répondant, sous une forme étendue, & une question de Deshouillers, Hab-
sieger, Laishram, et Landreau, nous montrons que, des que a et b sont multipli-
cativement indépendants, tout nombre réel positif est valeur d’adhérence de la
suite {sp(n)/sq(n)}52 . Nous donnons également un encadrement des fonctions
de comptage des sous-suites associées.

ABSTRACT. — For g > 2, let sq(n) denote the sum of digits of an integer n in
the base ¢ expansion. Answering, in an extended form, a question of Deshouillers,
Habsieger, Laishram, and Landreau, we show that, provided a and b are multi-
plicatively independent, any positive real number is a limit point of the sequence

{sp(n)/sa(n)}>2,. We also provide upper and lower bounds for the counting func-

tions of the corresponding subsequences.

1. Introduction et énoncé des résultats

Répondant & une question de Steinhaus, Cassels [4] a construit en 1959
un ensemble de mesure de Hausdorff positive dont les éléments sont nor-
maux en toute base qui n’est pas une puissance de 3. Dans le méme esprit,
alors qu’il est généralement conjecturé que les développements des entiers
dans des bases multiplicativement indépendantes sur Z sont statistique-
ment indépendants, il est naturel d’attendre un phénomeéne de dépendance
pour une infinité d’entiers exceptionnels. Deshouillers et al. [7] ont ainsi

Mots-clés : somme des chiffres, indépendence multiplicative, exposant d’irrationalité, re-
centrage binomial.
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observé numériquement une coincidence des sommes des chiffres sa(n) et
s3(n) en bases 2 et 3 pour une proportion significative d’entiers n et établi
que |s3(n) — sa(n)| < dlogn pour une infinité d’entiers n avec 6 & 0, 14572.
Ils posent alors le probleme de l'existence d’une suite infinie d’entiers n
pour lesquels |so(n) —s3(n)| est « significativement petit ». Au vu du résul-
tat précédemment cité, il est naturel de se demander si 'on a sa(n) ~ s3(n)
pour une sous-suite convenable des entiers naturels. Nous nous proposons
ici de répondre positivement a cette question.

Notre approche fonctionne pour les sommes des chiffres s,(n) et s5(n) en
bases respectives a et b lorsque log a et log b sont linéairement indépendants
sur Z. La preuve nécessite seulement que ¥ := (loga)/logb posséde un
exposant d’irrationalité fini, ce qui est toujours le cas, d’aprés [2], si le
rapport est irrationnel : cela signifie qu’il existe v > 2 tel que

1
q
Améliorant un résultat de [8], Wu et Wang [10] ont montré que v = 5,117
est admissible pour ¢ := (log 2)/log 3.

Nous établissons en fait que, pour tout 7 > 0, il existe une infinité d’en-
tiers n tels que

(1.1) > (¢=1, (rq)=1).

9"
q

(1.2) sp(n) ~ 784(n).
Posons
__(b—=1)loga
(1.3) 70 = 70(a, b) == m-

Lorsque T = 7y la relation (1.2) a trivialement lieu sur une suite de densité

unité. En effet, pour presque tout entier n, nous avons
b—1 a—1

sp(n) ~ —— logn, Sa(n

) ~ 5oy Lo ()

Pour 7 > 0, définissons g1 = p1(7) := 7/(270), 02 = 02(7) := 70/(27),

1 1-— 1
clzcl(a,b;T):zljglblog( )—l— Qllog( ) si T < 279,

~ 1
2loga o8

E log b 1—01
co = co(a,b;1) = lotak)g (le) + 110_gi2 log (1 _192> siT > %To,
et
c1 siT< %’7’0,
co = co(a,b;7) := { max(cy,co) si %7‘0 < T < 2719,
Co siT > 271.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ainsi, lorsque 7 = 1, a = 2, b = 3, nous avons
70 = (log4)/log3 ~ 1,26186, 02 = (log2)/log3, c¢o = ca ~ 0,94996.

Nous obtenons le résultat suivant, dans lequel nous notons M :=
max(a,b) et

A 01(1 —01) sit <,
QQ(].—QQ) SiT>T0.

THEOREME 1.1. — Soient 7 > 0, a, b deux entiers > 2 multiplicati-
vement indépendants, et ¢ < co(a,b;T). Lorsque x tend vers linfini, il
existe > x¢ entiers positifs n n’excédant pas x tels que sp(n) ~ Ts4(n) et,
plus précisément, si v est un exposant d’irrationalité de ¥ := (loga)/logb,

(1.4) ss(n) = rso(m{ 1+ 0( G )

pour tout o €]0,A/(6M3log M)].
De plus, pour tout nombre réel T # 19(a, b), il existe un exposant

do(7) = dop(T;0,b) < 1

tel que, lorsque * — oo, la relation asymptotique (1.2) soit réalisée pour
au plus < x%(M+o(1) entiers positifs n n’excédant pas .

Nous explicitons au paragraphe 2.2 une valeur admissible de dy(7;a,b)
pour chaque 7 # 7. Ainsi, do(1;2,3) ~ 0,993702. A titre de comparaison,
mentionnons qu'une hypothese d’indépendance statistique des représenta-
tions en bases 2 et 3 fournit un cardinal z'+°() avec ¢ ~ 0,981513.

Nous n’avons pas cherché & optimiser la valeur de o dans 1’énoncé du
Théoreme 1.1.

Il est par ailleurs & noter que, dans le cas 7 = 1, le probleme de ’exis-
tence d’une suite infinie satisfaisant (1.2) est trivial lorsque loga et logb
sont linéairement dépendants, disons a” = b° avec r et s entiers positifs.
En effet, il suffit alors de considérer les entiers n dont le développement
dans la base a" ne comporte que des chiffres 0 ou 1, pour lesquels nous
avons Sq(n) = sp(n). Nous pouvons donc finalement énoncer que ’équiva-
lence asymptotique s, (n) ~ sp(n) a lieu pour tous a, b > 2 pour une suite
de fonction de comptage > x° oll ¢ = c(a,b) > 0.

Terminons cette introduction par une remarque méthodologique relative
aux liens de ce probleme avec la théorie des suites automatiques. Pour toute
base a, les ensembles de niveau E, (k) := {n > 1: s4(n) = k} sont en effet
a-automatiques [1], ou encore a-reconnaissables, au sens ot 'ensemble des
mots sur Palphabet {0,1,...,a— 1} représentant les éléments de F, (k) est,

TOME 69 (2019), FASCICULE 6



2510 Régis DE LA BRETECHE, Thomas STOLL & Gérald TENENBAUM

pour chaque k, une partie reconnaissable par automate du monoide libre
{0,1,...,a — 1}*.

Or, le théoréme de Cobham [5] fournit un critére pour qu'un ensemble
d’entiers F soit simultanément reconnaissable en bases a et b lorsque a et b
sont multiplicativement indépendants : il en est ainsi, si, et seulement si,
FE est représentable comme 1'union d’un ensemble fini et d’un nombre fini
de progressions arithmétiques. Ainsi, sous I’hypothese indiquée, E, (k) n’est
pas b-reconnaissable. Il s’ensuit que les résultats de répartition connus pour
les suites automatiques (e.g., relatifs a la densité logarithmique, cf. [6] etc.)
ne sont pas exploitables dans ’étude statistique de la relation (1.2).

2. Démonstration
2.1. Minoration

Soit k un entier assez grand. Posons Nj, := b¥ — 1 et désignons par M,
I’ensemble des entiers m n’excédant pas Nj et dont le développement en
base b ne contient que les chiffres 0 et b — 1. Etant donné un paramétre
0 €]0, 1], nous définissons une loi de probabilité sur My par la formule

P(m) = o (m) = g™/ (=1 (] _ gyk=s(m)/(b=1),

de sorte que

Pl =it -1) = (5) 1= 0
S P = 3 (j.)gj(l—g)k-j:l,

meMy, 0<y<k
E(sp) = o(b—1)k.

Par un résultat classique relatif a la loi binomiale, nous avons

Visy) = Y ri(m){ss(m) — o(b— 1)k}* = o(1 — 0)k(b— 1),

meMy

de sorte que, en vertu de I'inégalité de Bienaymé—Tchébychev,

(1) B(jsy— olb— 1)k > TVE) < W

Nous allons montrer que le développement a-adique des éléments de My,

(T > 1).

est simplement normal® sauf peut-étre pour ceux d’un sous-ensemble &y

(1) Autrement dit, chaque chiffre y apparait avec fréquence asymptotique 1/a.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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de probabilité tendant vers 0 lorsque k£ — oo. Cela impliquera

-1
2loga

Sq(m) ~ log Ny, (m € My \ &, k — o).
Lorsque 0 < 7 < 279, nous choisirons ¢ = g; et déduirons donc de (2.1) la
relation cherchée

(2.2) P(sp ~ 784) = 1+ 0(1) (k — o).

Lorsque 7 > %7’0, le résultat annoncé sera obtenu en intervertissant les roles
de a et b.

Notons traditionnellement e(u) := €2 (u € R). Pour étudier le déve-
loppement a-adique des entiers de My, nous introduisons les sommes de
Weyl

on(m,n) ::% Z e(h—m) (meMg,n>1,heZ)

a/l/
1<v<sn
et la quantité
(2.3) Ap(m) = b + Y lon(m, n)| (H e 7*).
H+1 h
1<h<H

Notant (z) la partie fractionnaire d’un nombre réel z, il résulte alors d’une
forme actuelle de la majoration classique d’Erdés—Turan pour la discré-
pance modulo 1 d’une suite réelle (cf., par exemple, [9, Thm. 1.6.15]) que,
pour tout intervalle I C [0, 1], nous avons

1
‘ > 1|1
n
1<vn
(m/a”)el

< Ay (m) (m e My, n>1).

Notons m = ZT>O er(m)a” le développement a-adique d’un entier m. Ainsi,
pourm=>1,0<j5j<a—1,

(m/a”) € [i/a,G+1)/al < ey1(m) = .
Pour le choix n := | (log Ni)/loga], nous avons donc

(a—1)
2loga

(2.4) sq(m) = 3(a—1)n+O(nA,(m)) = log Ni, + O(nA,(m)).

Pour compléter la démonstration, il reste donc & montrer que A,,(m) tend
vers 0 lorsque k — oo pour presque tous les éléments m de My. A cette

TOME 69 (2019), FASCICULE 6
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fin, nous considérons ’espérance

E(jon(-,n)PP) = Y re(m)lon(m,n)f?

meMy

5, K e n(d8)

1<, r<n meMy,

La somme intérieure vaut

Valwv) == ][] {1g+ge(h(b1)bf (;;ﬂ))}

0<j<k
La minoration |sin7u| > 2||ul| (v € R) fournit alors

Vit = 11 {1_49(1—Q)Sin2 (wh(b—l)bj (;_;D}W

0<j<k
—80(1—0)Sh (1,
< e 8e(1=0)Sn(nv)

ou l'on a posé

Sh(p,v) = Z

0<j<k

Il résulte de (2.3) que, pour tout entier H > 1,
1 1
. 7 < Tr 7 ’
(25) EA)< g+ O Elotn) <5+ 3 M)
1<h<H 1<h<H

ot Mp(n) > 0 est défini par

(2.6) My(n)? = % S e teli-o)Sin)
wrv<En

Désignons par M (n) la sous-somme de (2.6) correspondant & la condi-
tion supplémentaire v < min(n — \/n, ). Nous avons clairement

My, (n)? = 2Mj(n) + O (i) .

Posant
loga 1

Y= =——, J,=J=|vd|, L=|plogh|, 06=p—v,
ogb” £ Togd’ (Y] lplogh] p—v

et notant que k — J > vk¥ + O(1), nous pouvons donc écrire

Shp,v) = Z

0<j<k

2
> Sp(p,v)

ak—v

(b _ 1)bj—J+L+(<plogh)—(m9> (1 _ 1 )

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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avec
Siwr)i= > vl
L<t<k+L
o = a(h, p,v) = (b—1)pielosh)=¥?) (1- 1/a5),

ou k € Z est un parametre a notre disposition sous la contrainte x < 2 k1.

Dans un premier temps, supposons b > 3. Considérons alors le dévelop-
pement b-adique de «a, soit

a=3" )" ({em(a)}meze{O,l,...,b—l}Z).

Notons oy, () le nombre des indices ¢ de [L+ 1, s+ L] tels que g¢(a) = 1.
Si £ est compté dans o, (), nous avons

1 b—1 2
=1\ _ —
< O‘>_5+ Z bm e+1\ + Z pm—t+1 T

m>0+1 m>=24+1

S| =

et donc ||b~ || = 1/b des que b > 3. 1l s’ensuit que Sj;(p,v) = o, (a) /6%

Soit s € [0, x]. L’ensemble B des nombres réels 8 de [0, (b — 1)b] tels que
o1.+(B) < s est une réunion d’au plus b= +2 2 o0<j<s ( )(b—1)""7 intervalles
de longueurs < b~ *~L. Pour tout v € ]0, 1], nous avons

2 (;)“UNK > G)(bl)”v”(buv)%s.

0<y<s (VA

Pour le choix s = x/2b, v = (b —1)/(2b — 1), la majoration précédente
n’excéde pas b e /™ Comme bY < h, il s’ensuit que B est la réunion
d’au plus O(hb* e=*/™) intervalles.

Ainsi, nous avons

. K
Sh(ﬂv’/) = 23

sauf peut-étre lorsque b~ “?) appartient 4 un sous-ensemble de [0,1] de
mesure < e~/ et constitué d’une réunion d’au plus < hb" e~/
valles. Comme b~ %7 > 1 /b, Pensemble exceptionnel peut-étre également
caractérisé par une condition du type (v¥) € E ou E est un sous-ensemble
de ]0, 1] de mesure

inter-

|B| < e/

—n/?b)

et est constitué d’une réunion d’au plus O(hb"e intervalles. Le

nombre des indices v exceptionnels n’excédant pas n est donc

< e Ty 4 pht e/ nD,,

TOME 69 (2019), FASCICULE 6
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ou D,, désigne la discrépance de la suite {(v¥)}7_,. En sommant sur
et v, il suit

s 1
(2.7) My, (n)? < e~ 4e(1=0)/V’ - e T Lhpt e/ D,

Pour traiter le cas b = 2, nous supposons « pair et remplagons o, ,,(«)
par le nombre o7 , («) des indices j de U'intervalle A(L+1),5(L+r-1)
tels que e9(a) + €2;41(a) = 1. Pour de tels j, nous avons

(2770a) € [3.4],

de sorte que |22 ta|| > 1/4 et donc S (p,v) > o7 ,.(@)/16. L’ensemble B*
des nombres réels 3 de [0,2] tels que o7 , (a) < s := /8 est une réunion
d’au plus O(hZ) intervalles de longueurs < 1/(h2") avec

e ()

J<s
< 21/2 Z (“/2> (%)J’—N/EE — 8r/2373K/8 < 9llr/12.
0<j<K/2 J

En raisonnant comme précédemment, nous obtenons donc, pour b = 2,
(2.8) A@Anf<<ef00*@““6+%;+2ﬂﬁu4+h2“Hﬂ?Dw
Considérons la minoration (1.1). D’apres la formule (8) de [3], nous avons
Dn<<é+% (n}l, |19—r/q|<2/q2).

Or, d’apres le théoreme de Dirichlet, il existe, pour tout R € [1,n], des
entiers premiers entre eux r et ¢ tels que 1 < ¢ < n/R et

R
< —

r
‘19 .
qn

q

En choisissant R = n'/7 et n suffisamment grand, nous obtenons
q> (n/R)l/(v—l) > nl/7

et done D,, < n~/7.
Reportons dans (2.7) et (2.8) en choisissant s := 2| (logn)/(2vlogd)]. 11
vient finalement, dans tous les cas,

My, (n) < Vhn=371/% « k=312,

ou ( )
_ . dd—e
o1 =o01(a,b;0) == 6b7Tog b > 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOMME DES CHIFFRES ET CHANGEMENT DE BASE 2515

Lorsque 7 < 279, choisissons o = 01 = 7/(210) € ]0,1[ et H := |k7/7].
En insérant les évaluations précédentes dans (2.5), il vient E(A,,) < k=71/7,
et donc, par (2.4),

P(Jsa — (b= 1)k/2m0] > K'=7/7) < k==,

pour tout 0 < o < o1(a,b). Compte tenu de (2.1), il s’ensuit que la formule
asymptotique (2.2) a bien lieu avec un terme d’erreur < k—(o1=a)/v,

En intervertissant les roles de a et b, et en choisissant a présent ¢ = g3 =
70/(27), nous obtenons le méme résultat lorsque T > %TQ, quitte a changer
b en a dans la définition de oy. La loi de probabilité P étant concentrée
sur les entiers de My ayant ko chiffres b — 1 dans le développement en
base b, nous obtenons la valeur de ¢y(a, b; 7) indiquée dans ’énoncé via une
évaluation standard du coefficient binomial (kkg). Pour les entiers de My
considérés, nous avons en fait

min{s,(m), sp(m)} >k, |sq(m) — 7sp(m)| < k1777,
diot (1.4).

2.2. Majoration

Posons 7, := %(a — 1)/loga, de sorte que Ty := 75/7,. Nous cherchons

donc & majorer, lorsque  — 0o, la taille M (x) de ’ensemble
M:={n<x:sp(n) ~7sq(n)}.

Supposons par exemple 7 < 7y et introduisons un paramétre A € |1, 2].
Soit MT(z) := [{n € M : so(n) > Argloga}], et M~ (x) le cardinal
complémentaire. Nous avons, pour tout v > 0,

av _1\k
Mt < V(8q(n)—A7q log z) —VAT, (e ) kg(v)
(x) ;e L x | <e
avec k = (logz)/loga, g(v) := —iA(a — 1)v + log(e® —1) — log(e’ —1).

L’optimum est atteint pour

av v

ae e
ew —1 ev-—1

(2.9) Na—1) =

Le membre de droite est une fonction croissante de v, qui vaut (a — 1) en
v =0 et a — 1 a l'infini. Puisque 1 < A < 2, I"équation (2.9) possede donc
une solution v = vy. Il suit

M+($) < p9wa)/loga

TOME 69 (2019), FASCICULE 6
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Si n est compté dans M~ (x), nous avons sp(n) < {A77, + o(1)}log .
Posant g := A1 /79 et supposant u < 1, nous avons alors, pour tout w > 0,

M~ (z) < 2o Z e~ w(ss(n)—p7p log z)
n<a

ﬂ)j < 200 gih(w)

l1—ew

avec j = (logz)/logb, h(w) := wu(b— 1) +log(1 — e~ *?) —log(1 —e™®).

L’optimum est atteint pour

< xwyfrb+o(1) (

1 b
ew —1 ewb—1
Le membre de droite est une fonction décroissante de w > 0 dont 'image

est |0, 3(b—1)[. 11 existe donc toujours une solution w = wy, d’ou

M_({,C) < xh(uu)/logb—i—o(l)'

(2.10) Lu(b—1) =

Finalement, nous avons obtenu
M(.’E) & xd0(7)+0(1)

do(7) == inf max {g(v)\)/ log a, h(wy)/ log b}.

B 1<A<min(7o/7,2)

Comme dg(vy)/dX = —%(a—1)vy < 0 et dh(wy)/dX = 7(b—1)wy /10 > 0,
la valeur do(7) est atteinte lorsque g(vy)/loga = h(wy)/logb sous ré-
serve que cette équation posseéde une solution. Or, c’est toujours le cas
puisque v14 = 0, g(0)/loga = 1 et h(wi4)/logb < 1. Nous avons donc
bien do(7) < 1.

Considérons le cas a = 2, b = 3, 7 = 1. Nous avons alors 7o = 1/log4,
3 =1/log 3, 1o = (log4)/log3 ~ 1,26186. La solution de (2.9) est

1
= ().

et, notant A := 1+ 6u — 3u2, la solution de (2.10) est

\/E—Fu—l
wy =log | ——— |,

avec a présent = A/79 = A(log 3)/log 4.
Nous avons donc

_gly) A 1 1 2
h(A) = log2 1og410g<2//\—1 +log210g 2-\)’

h(wA) )\w)\ 1 _ _92
= 1 1— WX wx Y
log 3 log4+log3 og( ¢ te )

d2(/\) =

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le calcul numérique montre que di(A) = da(A) pour le choix
A= )Xo~ 1,0933694.
Nous avons alors do(1;2,3) = dy(Ao) = da2(No) = 0,993702.
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