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L’ESPACE ADÉLIQUE D’UN TORE SUR UN CORPS
DE FONCTIONS

par David HARARI & Diego IZQUIERDO

Résumé. — Soient k un corps de caractéristique 0 et K le corps des fonctions
d’une k-courbe projective lisse géométriquement intégre X. Soit T un K-tore. Dans
cet article, on cherche à étudier l’espace des points adéliques T (S, AK) de T hors
d’un ensemble fini S de points fermés de X. On commence par montrer que le
groupe T (K) des points rationnels de T est toujours fermé discret dans T (S, AK).
On décrit ensuite le quotient T (∅, AK)/T (K) dans chacun des trois cas suivants:
k corps algébriquement clos, k = C((t)) et k corps p-adique.

Abstract. — Let k be a field of characteristic 0 and let K be the function
field of a smooth projective geometrically integral k-curve X. Let T be a K-torus.
In this article, we aim at studying the space of adelic points T (S, AK) of T outside
a finite set S of closed points of X. We start by proving that the group T (K)
of rational points of T is always discrete (hence closed) in T (S, AK). We then
describe the quotient T (∅, AK)/T (K) in each of the following three cases: k is an
algebraically closed field, k is the field of Laurent series C((t)), and k is a p-adic
field.

1. Introduction

Soit k un corps de caractéristique 0. On considère le corps des fonctions
K d’une courbe projective et lisseX définie sur k, et les divers complétésKv

(d’anneau des entiers Ov) du corps K par rapport aux valuations induites
par les points fermés de X. Soit maintenant G un K-groupe algébrique
linéaire connexe pour lequel on choisit un modèle lisse G au-dessus d’un
ouvert de Zariski non vide U de X. L’espace adélique de G, noté G(AK), est
le produit restreint

∏′
v∈X(1) G(Kv) sur l’ensemble X(1) des points fermés de

X, par rapport aux G(Ov) (il est indépendant du modèle choisi). On peut

Mots-clés : Approximation forte, Groupe algébrique linéaire, Sous-groupe divisible maxi-
mal, Suite de Poitou–Tate.
Classification Mathématique (2010) : 11E72, 12G05, 14G05, 14G27.
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aussi enlever un nombre fini S de points fermés et considérer G(S,AK) :=∏′
v∈U(1) G(Kv) quand U = X − S est un ouvert de Zariski non vide de X.
Ces dernières années, plusieurs travaux se sont penchés sur des ques-

tions arithmétiques classiques liées aux groupes algébriques sur ces corps
de fonctions, comme le principe local-global pour leurs espaces principaux
homogènes ou encore l’approximation faible (c’est-à-dire la densité de l’en-
semble des points rationnels G(K) dans

∏
v∈X(1) G(Kv), ce dernier groupe

étant équipé de la topologie produit). Mentionnons par exemple [3], qui
établit l’approximation faible pour k algébriquement clos, les travaux [9]
et [8] qui traitent du cas où k est p-adique, l’article [4] qui concerne le cas
k = C((t)), et les diverses généralisations [12], [13] au cas où k est un corps
local supérieur.

L’origine de ce travail est l’article [2] de J.-L. Colliot-Thélène, lequel
s’intéresse quand k = C à la question de l’approximation forte pour G,
c’est-à-dire à la densité de G(K) dans un espace adélique G(S,AK), ce
dernier étant équipé de la topologie de produit restreint (et non plus comme
pour l’approximation faible de celle induite par la topologie produit sur∏
v∈U(1) G(Kv)). Les deux résultats principaux de [2] sont : d’une part, la

validité de l’approximation forte quand S 6= ∅ et G est semi-simple ; d’autre
part, des exemples où cette approximation forte ne vaut pas quand G est
un tore. Notre but ici est de préciser cet énoncé sur les tores dans plusieurs
directions.

Notre premier résultat (théorème 3.6) est le suivant : nous montrons que
pour tout corps k de caractéristique zéro, tout ensemble fini S de points
fermés de X, et tout K-tore T , l’image de T (K) dans T (S,AK) est un sous-
groupe discret (donc fermé) de T (S,AK). En particulier l’approximation
forte ne vaut jamais pour un tore de dimension > 0.

Ainsi, dans notre situation, le défaut d’approximation forte est simple-
ment le quotient A(S, T ) de l’espace adélique T (S,AK) par T (K) ; quand
T = Gm et S = ∅, ce quotient CK = (

∏′
v∈X(1) K∗v )/K∗ est juste le

groupe des classes d’idèles de K, notion qui est classique pour un corps
de nombres ou le corps des fonctions d’une courbe sur un corps fini. Par
analogie avec la théorie du corps de classes global, on aimerait maintenant
mieux comprendre la structure de T (S,AK) et notamment relier A(∅, T )
à une obstruction de réciprocité à l’approximation forte. Plus précisément,
on cherche à construire une flèche fonctorielle r : A(∅, T ) → P d’image
dense, où P est un groupe abélien profini (dual d’un groupe discret de
torsion défini via la cohomologie galoisienne du tore T ). Comme dans le
cas du groupe des classes d’idèles d’un corps de nombres (où P est juste
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le groupe de Galois abélien de K), on ne peut espérer que r soit injective
mais seulement que son noyau soit un groupe abélien divisible (le groupe
profini P n’ayant pas d’élément infiniment divisible non nul).

Pour tout groupe topologique abélien B, notons BD son dual, c’est-à-
dire le groupe Homc(B,Q/Z) des homomorphismes continus de B dans
Q/Z (quand la topologie sur B n’est pas précisée, on convient que B est
muni de la topologie discrète). Dans les trois situations considérées dans
les articles antérieurs, nous obtenons alors les résultats suivants :

(a) Pour k algébriquement clos (auquel cas K est de dimension coho-
mologique cd(K) = 1), le groupe A(S, T ) est divisible si S 6= ∅
(on a donc en quelque sorte � approximation forte modulo divi-
sible �). Ce résultat vaut encore si on remplace le tore T par un
groupe algébrique linéaire connexe quelconque (théorème 4.8). De
plus, le quotient A(∅, T ) de A(∅, T ) par son sous-groupe divisible
maximal est un groupe de type fini dont on peut calculer le rang
(théorème 4.5). Nous établissons aussi une suite de Poitou–Tate
pour T (c’est le cas � d = −1 � du théorème 3.20 de [12], qui
avait été fait pour les modules finis mais pas pour les tores), et en
déduisons une flèche r : A(∅, T )→ H0(K, T̂ ⊗Q/Z(−1))D d’image
dense et de noyau divisible (théorème 4.16), où T̂ est le module des
caractères de T .

(b) Pour k = C((t)) (auquel cas cd(K) = 2, comme pour un corps
de fonctions sur un corps fini), on a encore (théorème 5.3) une
application de réciprocité r : A(∅, T ) → H2(K, T̂ )D de noyau divi-
sible, mais contrairement au cas où k est fini (auquel cas lorsque
T = Gm, l’image I = Im r est même dense), l’adhérence Iadh
de I n’est pas d’indice fini dans H2(K, T̂ )D. Plus précisément, le
quotient H2(K, T̂ )D/Iadh est isomorphe au dual d’un groupe de
Tate–Shafarevich X2(K, T̂ ), qui est infini en général. Ce groupe
est défini par la formule habituelle X2(K, T̂ ) := ker[H2(K, T̂ ) →∏
v∈X(1) H2(Kv, T̂ )].

(c) Pour k corps p-adique (auquel cas cd(K) = 3), on a un résultat
analogue (corollaire 6.7) en remplaçant H2(K, T̂ ) par H2(K,T ′),
où T ′ est le tore dual de T ; mais ici, l’adhérence de Im r est à
nouveau d’indice fini dans H2(K,T ′)D, le quotient étant le groupe
fini X1(K,T ) := ker[H1(K,T )→

∏
v∈X(1) H1(Kv, T )].

On comparera les résultats (b) et (c) avec les calculs du défaut d’approxi-
mation faible pour un tore de [4] et [8]. Pour l’approximation forte, ce sont
les groupes H2(K, T̂ ) et H2(K,T ′) qui apparaissent respectivement, et non
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plus leur sous-groupe des éléments presque partout localement triviaux. En
ce sens, la situation est assez similaire à celle des corps de nombres (voir [7]).

Nous complétons notre étude par une description plus précise de la partie
de torsion du sous-groupe divisible maximal de A(∅, T ), que nous relions à
la cohomologie galoisienne de T̂ (corollaires 4.25, 5.6 et 6.9). La structure
de A(∅, T ) est ainsi complètement élucidée dans les trois cas considérés.

Par ailleurs, une difficulté (notamment dans le cas (c)) est qu’il n’est pas
a priori évident que le sous-groupe divisible maximal et le sous-groupe des
éléments infiniments divisibles cöıncident pour A(∅, T ) ; nous commençons
donc par quelques généralités sur ces deux notions.

Convention. — Tous les groupes de cohomologie qui apparâıtront dans ce
texte seront des groupes de cohomologie galoisienne ou, plus généralement,
de cohomologie étale.

2. Quelques lemmes sur les groupes abéliens

Soit B un groupe abélien. On note Bdiv le plus grand sous-groupe di-
visible de B, qui est la somme de tous les sous-groupes divisibles de B.
On rappelle que comme tout sous-groupe divisible, c’est un facteur direct
de B. On pose B = B/Bdiv. Par ailleurs, on note B∞−div =

⋂
n∈N∗ nB

le sous-groupe des éléments infiniment divisibles de B. On a clairement
Bdiv ⊂ B∞−div, mais l’inclusion peut être stricte si on ne fait pas d’hy-
pothèse supplémentaire sur B, autrement dit B∞−div peut ne pas être
un groupe divisible (cf. [5, exemple p. 150]). Si p est un nombre premier
et Bdivp désigne le plus grand sous-groupe p-divisible de B (c’est le plus
grand sous-groupe sur lequel la multiplication par p est surjective), on voit
immédiatement que Bdiv est l’intersection pour p premier des Bdivp . On
a x ∈ Bdivp si et seulement s’il existe une suite infinie (et pas seulement
une suite finie de longueur arbitrairement grande) (xn) d’éléments de B
avec x1 = x et xn = pxn+1 pour tout n ∈ N∗. On en déduit aisément que
x ∈ Bdiv si et seulement s’il existe une suite infinie (xn) d’éléments de B
avec x1 = x et xn = mxmn pour tous m,n ∈ N∗.

Si B est un groupe de torsion de type cofini (i.e. la n-torsion nB est finie
pour tout n ∈ N∗), il est classique que Bdiv = B∞−div car on sait alors
que B est somme directe sur tous les nombres premiers ` de groupes de la
forme F ⊕ (Q`/Z`)r, où F est un `-groupe abélien fini.

Dans cette section, on regroupe quelques résultats généraux ayant trait
notamment au comportement de Bdiv et B∞−div dans les suites exactes.
On note Btors =

⋃
n>0 nB le sous-groupe de torsion de B.
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Lemme 2.1. — Considérons une suite exacte de groupes abéliens :

(2.1) 0→ A
f−→ B

g−→ C → 0,

telle que Cdiv = 0. Alors la suite (2.1) induit une suite exacte :

(2.2) 0→ A
f−→ B

g−→ C → 0.

Démonstration. — Le seul point non trivial à vérifier est l’injectivité de
f . Donnons-nous x ∈ Ker(f). Soit x̃ ∈ A un relèvement de x. On sait
alors que ỹ := f(x̃) ∈ Bdiv. Comme Bdiv est divisible, il existe une famille
(ỹn)n>1 à valeurs dans Bdiv telle que ỹ = ỹ1 et ỹn = mỹmn pour tous
m,n > 1. De plus, comme Cdiv = 0, on a g(ỹn) = 0, et donc, d’après la
suite exacte (2.1), il existe x̃n ∈ A vérifiant f(x̃n) = ỹn. Par injectivité de
f on déduit que x̃ = x̃1 et x̃n = mx̃mn pour tous m,n > 1. Autrement dit,
x̃ ∈ Adiv et x = 0. �

Lemme 2.2. — Considérons une suite exacte de groupes abéliens :

0→ A
f−→ B

g−→ C → 0

où C est un groupe d’exposant fini e. Alors B∞−div = A∞−div.

Démonstration. — Soit x ∈ B∞−div. Pour n > 1, écrivons x = nxn avec
xn ∈ B. Pour n > 1, on a x = n · (exne). Le groupe C étant d’exposant e,
il existe y ∈ A ainsi que yn ∈ A tels que f(y) = x et f(yn) = exne. On a
alors y = nyn. Cela prouve que x ∈ A∞−div, comme on voulait. �

Lemme 2.3. — Considérons une suite exacte de groupes abéliens :

0→ A
f−→ B

g−→ C → 0.

Supposons que le groupe C s’insère dans une suite exacte :

0→ C ′
h−→ C

i−→ E → 0

où C ′ est un groupe sans torsion avec C ′∞−div = 0 et E est un groupe
d’exposant fini e. Alors B∞−div = A∞−div.

Démonstration. — Soit x ∈ B∞−div. Pour n > 1, écrivons x = nxn avec
xn ∈ B.

• Montrons d’abord que x est dans l’image de f . L’élément g(x) de
C est infiniment divisible. Donc d’après le lemme 2.2, il existe y ∈
C ′∞−div tel que h(y) = g(x). Par hypothèse, y = 0, et donc g(x) =
0 : autrement dit, il existe z ∈ A tel que f(z) = x.

TOME 69 (2019), FASCICULE 5
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• Soit n > 1. Remarquons que ng(exne) = g(x) = 0 et d’autre part
g(exne) ∈ Im(h) car E est d’exposant e. Comme C ′ est sans torsion,
on déduit que g(exne) = 0. Il existe alors zn ∈ A tel que f(zn) =
exne. On a z = nzn pour chaque n, donc z est infiniment divisible
dans A. �

Lemme 2.4. — Considérons une suite exacte de groupes abéliens :

0→ A
f−→ B

g−→ C
h−→ C ′ → 0.

Supposons que A et C ′ sont d’exposant fini et que le sous-groupe divisible
maximal Bdiv de B est uniquement divisible. Alors Cdiv est uniquement
divisible.

Démonstration. — Comme C ′ est d’exposant fini, Cdiv est contenu dans
l’image de g. De plus Bdiv ⊂ g−1(Cdiv), ce qui montre que B et g−1(Cdiv)
ont tous deux pour sous-groupe divisible maximal Bdiv. Quitte à remplacer
C par Cdiv et B par g−1(Cdiv), on peut donc supposer que C ′ = 0 et
que C est divisible. Donnons-nous x ∈ Ctors et considérons (xn) une suite
d’éléments de C telle que x1 = x et xn = mxmn pour tous m,n > 0. Pour
chaque n > 1, soit yn ∈ B tel que g(yn) = xn. Quels que soient les entiers
m et n, il existe zm,n ∈ A tel que yn = mymn + zm,n. Ainsi, si e désigne
l’exposant de A, on a eyn = meymn. En particulier, eye ∈ Bdiv car la suite
infinie (un) définie par un = eyen vérifie u1 = eye et mumn = meym(ne) =
eyen = un pour tous m,n ∈ N∗. Comme eye est de torsion (car g(eye)
l’est, ainsi que A), on en déduit que eye = 0, puis que y1 ∈ A (via l’égalité
y1 = eye + ze,1) et enfin x = 0. Cela achève la preuve. �

Lemme 2.5. — Considérons une suite exacte de groupes abéliens :

0→ A
f−→ B

g−→ C → 0.

Supposons que A est fini et que B∞−div = Bdiv. Alors C∞−div = Cdiv.

Démonstration. — Soit x ∈ C∞−div. Pour n > 0, on se donne xn ∈ C tel
que x = nxn. On considère ensuite y ∈ B (resp. yn ∈ B) tel que g(y) = x

(resp. g(yn) = xn). Pour chaque n > 0, il existe tn ∈ A tel que y = nyn+tn.
Soit t ∈ A tel que tn! = t pour une infinité de valeurs de n. Alors y − t est
infiniment divisible dans B. Par hypothèse, cela implique que y− t ∈ Bdiv,
et donc que x = g(y − t) ∈ Cdiv. �

Lemme 2.6. — Soit B un groupe abélien tel que Btors est de torsion de
type cofini. Alors B∞-div = Bdiv.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Démonstration. — Écrivons Btors = (
⊕

p Fp)⊕D où p décrit l’ensemble
des nombres premiers, Fp est un p-groupe abélien fini pour chaque p et D
est divisible. On a des suites exactes :

0→ D → B → B/D → 0,(2.3)

0→
⊕
p

Fp → B/D → B/Btors → 0.(2.4)

La suite (2.3) est scindée car D est divisible. Il suffit donc de démontrer que
(B/D)∞-div = (B/D)div. Soient x ∈ (B/D)∞-div et p un nombre premier.
Pour chaque n > 1, considérons xn ∈ B/D tel que x = pnxn. Notons y
(resp. yn) l’image de x (resp. xn) dans B/Btors. On a alors y = pnyn pour
n > 1, et donc pn(pyn+1 − yn) = 0. Comme B/Btors n’a pas de torsion, on
déduit que pyn+1 = yn. Par conséquent, pour n > 1, on a pxn+1 = xn + tn
pour un certain tn ∈

⊕
p Fp. En remarquant que pntn = 0, on obtient

que tn ∈ Fp. Soit s > 1 tel que psFp = 0. On a alors ps+1xn+1 = psxn
pour chaque n > 1. En posant zn = psxs+n−1, on obtient que z1 = x et
pzn+1 = zn pour tout n > 1. Cela pouvant être fait pour chaque premier
p, on déduit que x ∈ (B/D)div (car x est dans le sous-groupe p-divisible
maximal de B/D pour tout p premier), ce qui achève la preuve. �

Pour tout groupe abélien A, on pose A∧ := lim←−n>0(A/nA). Si tous les
A/nA sont finis, alors A∧ n’est autre que le complété profini A∧ de A. De
plus, on a A∧ = A si A est profini.

Lemme 2.7. — Soit C un groupe abélien profini. Soient A et B des
groupes abéliens.

(1) Soit f : B → C un morphisme tel que le morphisme induit B∧ → C

soit surjectif. Alors f(B) est dense dans C.
(2) Soit

A
i→ B → C

un complexe de groupes abéliens avec C profini. On suppose que le
complexe associé

A∧ → B∧ → C

est une suite exacte. Soit E le quotient de B par i(A). Alors le
noyau de l’application induite u : E → C est E∞−div.

Démonstration.
(1). — L’hypothèse implique que pour tout n > 0, l’applicationB/nB→

C/nC induite par f est surjective. Comme C est profini, tout sous-groupe
ouvert U de C est d’indice fini, donc contient nC pour un certain n > 0.
Ceci montre que si x ∈ C, alors l’ouvert x + U rencontre f(B) puisqu’on
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peut écrire x = f(y) + x′ avec x′ ∈ nC. Ceci montre que f(B) est dense
dans C.

(2). — Comme C est profini, il est limite projective des C/nC et on a
donc C∞−div = 0, ce qui montre que E∞−div ⊂ keru. En sens inverse, soit
x ∈ keru, qu’on relève en y ∈ B. Soit n > 0. Alors l’image de y dans B∧
provient de A∧, ce qui implique que l’image de y dans B/nB provient de
A/nA. Il existe donc a ∈ A tel que i(a) = y + nb avec b ∈ B. Ainsi l’image
x de y dans E = B/i(A) est divisible par n. Finalement x ∈ E∞−div. �

3. Cas général

Dans cette section, on considère le corps des fonctions K d’une courbe
projective lisse géométriquement intègre X sur un corps de base k de ca-
ractéristique 0. Nous allons montrer que sans aucune hypothèse sur k, le
groupe des points rationnels T (K) d’un K-tore est discret dans l’espace
adélique T (AK , S) =

∏′
v 6∈S T (Kv), et ce pour tout ensemble fini S de

points fermés de X. On commence par le cas du tore déployé T = Gm.
Soient U un ouvert non vide deX et S l’ensemble finiX−U . On note k[U ]

l’anneau des fonctions régulières sur U et k[U ]∗ = H0(U,Gm) le groupe
des fonctions inversibles sur U . Les valuations associées aux points fermés
de U induisent une application

val : Gm(A,S) =
∏′

v∈U(1)

K∗v →
⊕
v∈U(1)

Z.

On équipe
⊕

v∈U(1) Z de la topologie discrète et Gm(A,S) de la topolo-
gie de produit restreint associée aux topologies v-adiques. Considérons le
diagramme :

K∗
ι //

$$

∏′
v∈U(1) K∗v

val
��⊕

v∈U(1) Z.

Lemme 3.1. — Le morphisme ι(K∗) →
⊕

v∈U(1) Z est continu quand
on équipe ι(K∗) de la topologie induite par celle de Gm(A,S).

Démonstration. — Il suffit de vérifier que le morphisme
∏′
v∈U(1) K∗v →⊕

v∈U(1) Z induit par les valuations est continu. Cela découle immédia-
tement de la définition de la topologie produit restreint car le noyau∏
v∈U(1) O∗v de val est un sous-groupe ouvert de

∏′
v∈U(1) K∗v . �
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Lemme 3.2. — Soit v ∈ U (1). Soit ιv l’injection naturelle de k[U ]∗ dans
K∗v . Alors ιv(k[U ]∗) est fermé discret dans O∗v (et donc aussi dans K∗v ).

Démonstration. — Le groupe k[U ]∗/k∗ est de type fini car on a une suite
exacte

1→ k∗ → k[U ]∗ ⊕valw→
⊕
w∈S

Z.

Du coup, si on pose O1
v := {x ∈ Ov | v(x− 1) > 0} et si on note k(v) le

corps résiduel de Ov, alors dans le groupe K∗v ∼= Z× k(v)∗ ×O1
v, on a :

ιv(k[U ]∗) ⊂ k(v)∗ ×O1
v,

et il suffit de démontrer que ιv(k[U ]∗)∩O1
v est discret vu que k(v)∗ est dis-

cret. Comme ιv(k[U ]∗) ∩ O1
v s’injecte dans le groupe de type fini

ιv(k[U ]∗/k∗), il est lui même de type fini. Étant donné que O1
v
∼= k[[t]],

il suffit de démontrer le lemme qui suit :

Lemme 3.3. — Soit H un sous-groupe de type fini du groupe additif
k[[t]]. Alors H est fermé discret dans k[[t]].

Notons que c’est précisément ce résultat qui est clairement faux si on rem-
place k[[t]] par l’anneau des entiers d’un corps complet pour une valuation
discrète d’inégale caractéristique comme Qp : par exemple, le sous-groupe
de type fini Z n’est pas fermé dans Zp.

Démonstration du lemme. — Soit (z1, . . . , zm) une famille génératrice
de H (on peut même supposer que c’est une base puisque H est libre,
étant de type fini et sans torsion). Soit (xn)n une suite à valeurs dans H
qui converge vers un certain y ∈ k[[t]]. Écrivons :

xn = a
(n)
1 z1 + · · ·+ a(n)

m zm

avec a(n)
1 , . . . , a

(n)
m entiers. Écrivons aussi :

zj =
∑
i>0

z
(j)
i ti, y =

∑
i>0

yit
i.

On a donc

xn =
∑
i>0

(
m∑
r=1

a(n)
r z

(r)
i

)
ti.

Par définition de la topologie sur k[[t]], la convergence de la suite (xn) vers
y signifie que pour chaque i > 0, il existe ni > 1 tel que, pour tout n > ni,
on a :

yi = a
(n)
1 z

(1)
i + · · ·+ a(n)

m z
(m)
i .
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Notons :

Ms := {(b1, . . . , bm) ∈ Qm | ∀ i ∈ {0, 1, . . . , s}, yi = b1z
(1)
i + · · ·+ bmz

(m)
i },

de sorte que (a(n)
1 , . . . , a

(n)
m ) ∈Ms pour n > max{n0, . . . , ns}. On remarque

que les Ms forment une suite décroissante de sous-espaces affines non vides
de Qm. Par conséquent, si M∞ := {(b1, . . . , bm) ∈ Qm | y = b1z1 + · · · +
bmzm}, il existe s0 > 0 tel que :

Ms0 = Ms0+1 = · · · = M∞.

En notant N = max{n0, . . . , ns0}, on a donc (a(n)
1 , . . . , a

(n)
m ) ∈ M∞ pour

n > N . La suite (xn) est donc stationnaire, ce qui achève la preuve. �

Proposition 3.4. — L’image ι(K∗) de K∗ dans
∏′
v∈U(1) K∗v en est un

sous-groupe discret (donc fermé).

Démonstration. — D’après le lemme 3.1, le sous-groupe ι(k[U ]∗) est un
voisinage ouvert de {1} dans ι(K∗). Choisissons v ∈ X(1). D’après le
lemme 3.2, ιv(k[U ]∗) est discret dans K∗v , donc a fortiori ι(k[U ]∗) est un
sous-groupe discret de

∏′
v∈U(1) K∗v (la topologie induite par

∏′
v∈U(1) K∗v

est au moins aussi fine que celle induite par K∗v ). Comme ι(k[U ]∗) est un
voisinage ouvert de {1} dans ι(K∗), cela montre que {1} est ouvert dans
ι(K∗), autrement dit ι(K∗) est un groupe discret. �

On va maintenant traiter le cas d’un tore quelconque. Rappelons qu’un
K-tore T est quasi-trivial si T̂ est un module galoisien de permutation
(i.e. il existe une base de T̂ en tant que groupe abélien qui est stable par
l’action de Galois). De façon équivalente, cela signifie que T est isomorphe à
un produit de tores de la forme REi/KGm (où REi/K désigne la restriction
de Weil de Ei à K, Ei étant une extension finie de corps de K). Tout tore
se plonge dans un tore quasi-trivial, car tout module galoisien de type fini
est quotient d’un module de permutation.

Corollaire 3.5. — Soit R un K-tore quasi-trivial. L’image de l’injec-
tion diagonale :

R(K)→
∏′

v∈U(1)

R(Kv)

est fermée discrète dans
∏′
v∈U(1) R(Kv).

Démonstration. — Écrivons R = RE/K(Gm) avec E = E1 × · · · × Er
et E1, . . . , Er des extensions finies de K. Soient X1,. . .,Xr des courbes
projectives lisses sur K telles que K(Xi) = Ei pour chaque i. Les extensions
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Ei/K induisent bien sûr des morphismes πi : Xi → X. Notons Ui = π−1
i (U)

pour chaque i. L’injection naturelle :

R(K)→
∏′

v∈U(1)

R(Kv)

s’identifie alors, via le lemme de Shapiro, à l’injection naturelle :∏
i

E∗i →
∏
i

∏′

w∈U(1)
i

E∗i,w.

D’après la proposition 3.4, son image est bien fermée discrète. �

Théorème 3.6. — Soit T un K-tore. Considérons l’injection diagonale :

ιT : T (K)→
∏′

v∈U(1)

T (Kv).

Son image est fermée discrète dans
∏′
v∈U(1) T (Kv).

Démonstration. — Soit f : T → R un K-morphisme injectif vers un tore
quasi-trivial R. On a un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // T (K)

ιT

��

// R(K)

ιR

��
0 // ∏′

v∈U(1) T (Kv) // ∏′
v∈U(1) R(Kv)

L’image de ιR étant fermée discrète dans
∏′
v∈U(1) R(Kv) d’après le lem-

me 3.5, il en est de même de l’image de ιT dans
∏′
v∈U(1) T (Kv). �

4. Cas k algébriquement clos

Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective et lisse X sur un
corps k de caractéristique zéro. Fixons quelques notations, qui seront en
vigueur jusqu’à la fin de l’article :

Notation 4.1. — Lorsque T est un K-tore et S une partie finie de X(1),
on note :

A(S, T ) :=

 ∏′

v∈U(1)

T (Kv)

 /T (K)

où U = X \ S et on a identifié T (K) avec son image diagonale dans∏′
v∈U(1) T (Kv).
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Notation 4.2. — Soit T un K-tore. Soit T un tore sur un ouvert non vide
U de X étendant T .

On pose :
P0(T ) :=

∏′

v∈X(1)

T (Kv),

(le produit restreint étant relatif aux T (Ov)) et on munit P0(T ) de sa
topologie de produit restreint.

Pour tout module galoisien M sur K et tout i > 0, on pose :

Xi(K,M) := ker

Hi(K,M)→
∏

v∈X(1)

Hi(Kv,M)

 .
Dans cette section, le corps k est supposé algébriquement clos. Nous al-

lons voir que dans ce cas, on peut déterminer beaucoup plus précisément
A(S, T ) (qui est aussi le défaut d’approximation forte d’après le théo-
rème 3.6).

4.1. Structure de A(S, T )

Lemme 4.3. — Soit S une partie finie de X(1). Notons U = X \ S et
considérons le groupe :

A(S,Gm) :=

 ∏′

v∈U(1)

K∗v

 /K∗.

(1) Si S = ∅, le quotient A(S,Gm) de A(S,Gm) par son sous-groupe
divisible maximal est isomorphe à Z.

(2) Si S 6= ∅, le groupe A(S,Gm) est divisible.

Démonstration. — En considérant la valuation en chaque v ∈ U (1), on
définit une flèche surjective

∏′
v∈U(1) K∗v → DivU , induisant une flèche

surjective
∏′
v∈U(1) K∗v → PicU dont le noyau est le sous-groupe

K∗
∏
v∈U(1) O∗v . Comme par ailleurs on a K∗ ∩

∏
v∈U(1) O∗v = k[U ]∗, on

obtient une suite exacte :

(4.1) 0→

 ∏
v∈U(1)

O∗v

 /k[U ]∗ → A(S,Gm)→ Pic(U)→ 0.

Pour chaque v ∈ U (1), le groupe O∗v est divisible par le lemme de Hensel
car le corps résiduel de Ov est algébriquement clos de caractéristique zéro.
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Soit J la jacobienne de la courbe X. On a alors une suite exacte scindée
par le choix de tout point fermé de X (qui est un k-point puisque k est
algébriquement clos) :

0→ Pic0X ' J(k)→ PicX → Z→ 0,

et PicU est le quotient de PicX par l’image de
⊕

v∈S Z.v. Comme J(k)
est divisible (toujours parce que k est algébriquement clos), il en résulte
que Pic(U) est isomorphe à Z si S = ∅ et il est trivial sinon. On en déduit
la même propriété pour A(S,Gm) via la suite exacte (4.1), dont on a vu
que le groupe de gauche est divisible. �

Remarque 4.4. — Soit T un tore quasi-trivial sur K. Le lemme 4.3 im-
pose que A(S, T ) est divisible si S 6= ∅ et que :

A(∅, T ) ∼= ZrT

où rT = rgH0(K, T̂ ).

Théorème 4.5. — Supposons que k est algébriquement clos. Soit T un
K-tore.

(1) Le groupe A(∅, T ) est un groupe abélien de type fini de rang
rg(H0(K, T̂ )).

(2) Soit S une partie finie non vide de X(1). Alors le groupe A(S, T )
est divisible.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons notamment besoin du théorème
suivant, qui correspond au cas d = −1 de [12, Th. 2.7] :

Théorème 4.6 ([12, Th. 2.7]). — Soit F un module galoisien fini sur
K. Soit F ′ = Hom(F,Q/Z). On a une suite exacte à 6 termes :

0 // H0(K,F ) // ∏
v∈X(1) H0(Kv, F ) // H1(K,F ′)D

��
0 H0(K,F ′)Doo ⊕

v∈X(1) H1(Kv, F )oo H1(K,F ).oo

Démonstration du théorème 4.5. — Donnons-nous une partie finie S

(éventuellement vide) de X(1) et notons U = X \ S. D’après le lemme
d’Ono (cf. par exemple [18, lemme 1.7]), il existe un entier m > 0 et une
suite exacte :

0→ F → R0 → Tm ×R1 → 0
tels que F est un K-groupe abélien fini et R0 et R1 sont des tores quasi-
triviaux. Observons que comme F est fini, le groupe

∏′
v∈U(1) F (Kv) est
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simplement
∏
v∈U(1) F (Kv) ; d’autre part, le groupe

∏′
v∈U(1) H1(Kv, F ) est

en fait
⊕

v∈U(1) H1(Kv, F ) : en effet, on peut étendre F en un schéma en
groupes fini étale F au-dessus d’un ouvert de Zariski non vide U0 de X,
après quoi on a, pour tout v ∈ U

(1)
0 , l’égalité H1(Ov,F) = 0 puisque le

corps résiduel k de Ov est algébriquement clos.
On obtient alors un diagramme commutatif à colonnes exactes :

0

��

0

��
F (K)

��

// ∏
v∈U(1) F (Kv)

��
R0(K)

��

// ∏′
v∈U(1) R0(Kv)

��
T (K)m ×R1(K)

��

// ∏′
v∈U(1)(T (Kv)m ×R1(Kv))

��
H1(K,F ) //

��

⊕
v∈U(1) H1(Kv, F )

��
0 0

Une chasse au diagramme permet de montrer qu’on a alors (en notant
pour simplifier H1(K,F ) l’image de H1(K,F ) dans

⊕
v∈U(1) H1(Kv, F ))

une suite exacte :

(4.2) 0→ N → A(S,R0)→ A(S, T )m ×A(S,R1)

→

 ⊕
v∈U(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F )→ 0,

avec N un groupe abélien d’exposant fini. Comme A(S,R0) est un groupe
abélien sans torsion d’après la remarque 4.4, l’image de N dans A(S,R0)
est contenue dans A(S,R0)div. Comme A(S,R0) est isomorphe au produit
direct de A(S,R0) et de A(S,R0)div, on déduit de la suite (4.2) que l’on a
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aussi une suite exacte :

(4.3) 0→ A(S,R0)×D0 → A(S, T )m ×A(S,R1)

→

 ⊕
v∈U(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F )→ 0,

où D0 est un groupe divisible. Or la suite exacte de Poitou–Tate pour
un module galoisien fini sur K (théorème 4.6) implique, en posant F ′ :=
Hom(F,Q/Z), que : ⊕

v∈X(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F ) ∼= F ′(K)D,

et donc le groupe :

MU :=

 ⊕
v∈U(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F )

est fini ; de plus, ce groupe est nul si U 6= X, c’est-à-dire si S 6= ∅ ([2,
Prop. 3.2.iii]).

En appliquant le lemme 2.1, on obtient alors la suite exacte :

(4.4) 0→ A(S,R0)→ A(S, T )m ×A(S,R1)→MU → 0.

(1) Supposons d’abord que S = ∅. Dans ce cas, la remarque 4.4 montre
que A(∅, R0) ∼= Zr0 (resp. A(∅, R1) ∼= Zr1) pour r0 = rgH0(K, R̂0)
(resp. r1 = rgH0(K, R̂1)). On en déduit que A(∅, T ) est un groupe
abélien de type fini de rang :

r0 − r1

m
= rgH0(K, T̂m)

m
= rgH0(K, T̂ ).

(2) Supposons maintenant que S est non vide. Dans ce cas, la re-
marque 4.4 montre que A(S,R0) et A(S,R1) sont divisibles. Par
conséquent, A(S, T )m ∼= MU est nul et A(S, T ) est divisible. �

Corollaire 4.7. — Supposons que k est algébriquement clos. Soit T
un K-tore. Le groupe A(∅, T ) est fini si, et seulement si, T est anisotrope.

4.2. Une application aux groupes linéaires connexes

On suppose toujours que K est le corps des fonctions d’une courbe pro-
jective et lisse X sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro
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k. Soit S un ensemble fini de points fermés de X. Dans ce paragraphe,
on étend le théorème 4.5(2) à un K-groupe algébrique linéaire connexe G
quelconque. On note G(S,AK) le produit restreint des G(Kv) pour v 6∈ S
et G(K)adh l’adhérence de G(K) dans G(S,AK), puis A(S,G) l’ensemble
quotient G(S,AK)/G(K)adh, qui est donc le défaut d’approximation forte
en dehors de S.

Théorème 4.8. — Soit S un ensemble fini non vide de points fermés de
X. Soit G un K-groupe linéaire connexe. Alors G(K)adh est un sous-groupe
normal de G(S,AK) et le quotient A(S,G) est un groupe abélien divisible.

Démonstration. — On va déduire ce résultat du théorème 4.5(2) et du
théorème principal de [2], en suivant une méthode un peu similaire à celle
de [18, Th. 3.3].

On commence par observer que comme le corps K et les complétés
Kv sont C1, le théorème de Steinberg ([20, §III.2.2., Th. 1]) assure que
H1(K,L) = H1(Kv, L) = 1 pour tout groupe linéaire connexe L. Il en
résulte que toute suite exacte de K-groupes linéaires connexes

1→ L1 → L2 → L3 → 1

induit une suite exacte de groupes

1→ L1(K)→ L2(K)→ L3(K)→ 1,

et de même si on remplace K par Kv. On en déduit immédiatement par
dévissage que si L1 et L3 satisfont l’approximation forte en dehors de S,
il en va de même de L2. Or, le groupe additif Ga vérifie l’approximation
forte en dehors de S parce que S est non vide, d’après le théorème d’ap-
proximation forte pour les anneaux de Dedekind ([1, Th. 10.5.10]) appliqué
à l’anneau des fonctions régulières sur la courbe affine U := X−S. Comme
tout groupe connexe unipotent en caractéristique zéro s’obtient à partir
du groupe trivial via des extensions successives par Ga, on en déduit que
tout K-groupe unipotent connexe satisfait l’approximation forte en dehors
de S.

Si U désigne le radical unipotent deG, le quotientH := G/U est réductif ;
de plus, comme K est de caractéristique nulle, en tant que K-variété,
G est isomorphe au produit U ×K H par le théorème de Mostow ([11,
Th. VIII.4.3]). Il en résulte que G(K)adh est l’image réciproque de H(K)adh
par la surjection canonique G(S,AK) → H(S,AK). Pour démontrer le
théorème, on peut donc supposer que G est réductif.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On sait alors que G s’insère dans une suite exacte de K-groupes algé-
briques

1→ L→ G→ T → 1,
où L = [G,G] est semi-simple et T est un tore. Le théorème de Stein-
berg fournit encore un diagramme commutatif à lignes exactes de groupes
topologiques

1 // L(K) //

��

G(K)
ϕ //

��

T (K) //

θ

��

1

1 // ∏′
v 6∈S L(Kv) // ∏′

v 6∈S G(Kv)
u // ∏′

v 6∈S T (Kv) // 1

Soit I = u−1(Im θ). Comme T (K) est fermé dans
∏′
v 6∈S T (Kv) d’après

le théorème 3.6, le sous-groupe I est fermé dans
∏′
v 6∈S G(Kv), et il est

également normal car
∏′
v 6∈S T (Kv) est abélien. Ainsi I contient l’adhérence

G(K)adh. On obtient un diagramme commutatif à lignes exactes

1 // L(K) //

i

��

G(K)
ϕ //

��

T (K) //

θ

��

1

1 // ∏′
v 6∈S L(Kv) // I

u // Im θ // 1

où la flèche θ est maintenant surjective. Comme L(K) est dense dans∏′
v 6∈S L(Kv) d’après le théorème 3.4 de [2], une chasse au diagramme

immédiate donne alors que G(K)adh = I. Ainsi

A(S,G) =

∏′

v 6∈S

G(Kv)

 /I ∼=

∏′

v 6∈S

T (Kv)

 /T (K) = A(S, T )

est bien un groupe abélien divisible, ce qui achève la preuve. �

Remarque 4.9. — Dans le cas où S = ∅ et G = G0 ×k K (où G0 est
un k-groupe linéaire), on peut prendre G = G ×k X comme modèle de G
au-dessus de X. Alors, l’intersection

G(K) ∩
∏

v∈X(1)

G(Ov) = G(X) = Homk(X,G0)

est réduite à G0(k) car X est projective et G0 affine sur k. On en déduit
immédiatement que G(K) est discret dans G(∅,AK) (ceci pour k quel-
conque). Il ne semble pas y avoir de bonne description de l’ensemble quo-
tient G(∅,AK)/G(K) en général (même si G est semi-simple et simplement
connexe), tout comme dans le cas d’un corps de nombres ou d’un corps de
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fonctions sur un corps fini où il faut toujours enlever au moins une place
pour obtenir des énoncés d’approximation forte. Nous allons voir au para-
graphe suivant que la situation est meilleure si on se limite aux tores.

4.3. Suite de Poitou–Tate

Soit T un K-tore. Notre but ici est de traiter le cas � d = −1 � du
théorème 3.20 de [12], et d’en déduire une suite exacte analogue à celle du
corps de classes global reliant A(∅, T ) à un groupe de cohomologie galoi-
sienne sur K associé à T . Dans loc. cit., où le corps k est un corps d-local,
c’est le complexe motivique Z(d) qui apparâıt. Suivant une suggestion de
B. Kahn, que nous remercions pour son aide, c’est Q/Z(−1) qui va jouer
ce rôle dans notre cas d = −1. Plus précisément, on pose, en suivant [15],
définition 4.1 :

T̃ = T̂ ⊗Q/Z(−1).
Rappelons que Gm = Z(1)[1] dans la catégorie dérivée des modules ga-

loisiens sur K. On a alors ([15], section 5) dans cette catégorie un accou-
plement naturel :
(4.5) T ⊗L T̃ → Z(1)[1]⊗L Q/Z(−1)→ Z[2].
Pour v ∈ X(1), on obtient alors un accouplement naturel en cohomologie :
(4.6) H0(Kv, T )×H0(Kv, T̃ )→ H2(Kv,Z) ∼= Q/Z.

Notons que T̃ est de torsion, avec nT̃ = T̂ ⊗Z/nZ(−1) pour tout n > 0.
Rappelons que pour tout groupe abélien A, on note A∧ la limite pro-

jective lim←−n>0A/nA et A∧ le complété profini de A. Ces deux groupes
cöıncident dès que A/nA est fini pour tout n > 0.

Lemme 4.10. — Soit v ∈ X(1). L’accouplement (4.6) induit un accou-
plement parfait entre un groupe profini et un groupe discret de torsion :

H0(Kv, T )∧ ×H0(Kv, T̃ )→ Q/Z.

Démonstration. — Soit n > 0. On écrit la suite exacte de Kummer
0→ nT → T

.n→ T → 0.
On a H1(Kv, T ) = 0 (ce groupe est d’exposant fini par Hilbert 90 et
H1(Kv, T )/n s’injecte dans H2(Kv, nT ) via la suite de Kummer, avec
de plus Kv de dimension cohomologique 1 comme corps complet pour
une valuation discrète de corps résiduel algébriquement clos). Ainsi
H0(Kv, T )/n ∼= H1(Kv, nT ). Par [17, partie I, exemple 1.10], le groupe
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H1(Kv, nT ) est fini et il est dual de H0(Kv, T̂ ⊗ Z/nZ(−1)), ou encore de
H0(Kv, nT̃ ).

Finalement, pour chaque n > 0, on a un isomorphisme naturel :

H0(Kv, T )/n ∼= (nH0(Kv, T̃ ))D.

En passant à la limite projective sur n et en notant que T̃ est de torsion,
on obtient un isomorphisme :

H0(Kv, T )∧ ∼= H0(Kv, T̃ )D.

Notons que H0(Kv, T )∧ = H0(Kv, T )∧ est bien profini puisque chaque
H0(Kv, T )/n est fini. �

Soit T un tore sur un ouvert non vide U de X étendant T . Soit T̂ le
module des caractères de T : c’est un faisceau étale localement constant
sur U . Soit T̃ = T̂ ⊗Q/Z(−1).

Posons :

P0(T̃ ) :=
∏

v∈X(1)

T̃ (Kv),

P1(T̃ ) :=
⊕

v∈X(1)

H1(Kv, T̃ ).

Pour chaque n > 0, munissons nP0(T̃ ) :=
∏
v∈X(1) nT̃ (Kv) de la topologie

produit (obtenue à partir des topologies discrètes sur chaque groupe fini
nT̃ (Kv)), qui en fait un espace compact. Munissons ensuite P0(T̃ )tors =
lim−→n n

P0(T̃ ) de la topologie limite inductive. Noter que P1(T̃ ) est aussi le
produit restreint

∏′
v∈X(1) H1(Kv, T̃ ) : en effet on a H1(Ov, T̃ ) = 0 pour

v ∈ U (1) puisque le corps résiduel de Ov est algébriquement clos.

Remarque 4.11. — Contrairement au cas où K est un corps de nombres,
on n’a pas en général X1(K,Q/Z) = 0, faute d’avoir l’analogue du théo-
rème de Čebotarev. Plus précisément, X1(K,Q/Z) s’identifie au dual du
groupe fondamental étale de X (ou de son abélianisé), il est donc nul seule-
ment quand X est la droite projective, et est infini en général.

Lemme 4.12. — On a une suite exacte :

0→ H0(K, T̃ )→ P0(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)D →X1(K, T̃ )→ 0.
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Démonstration. — On a un diagramme commutatif :

0

��

0

��
lim−→n

H0(K, nT̃ )

��

∼= // H0(K, T̃ )

��
lim−→n

P0(nT̃ )

��

∼= // P0(T̃ )tors

��
lim−→n

(H1(K, nT )D)

��

∼= // (H0(K,T )∧)D

��
lim−→n

H1(K, nT̃ )

��

∼= // H1(K, T̃ )

��
lim−→n

P1(nT̃ )
∼= // P1(T̃ )

Montrons d’abord que tous les morphismes horizontaux sont des isomor-
phismes. Le premier est clair parce que T̃ est de torsion, et pour le deuxième
c’est immédiat. Le troisième vient des isomorphismes H0(K,T )/n ∼=
H1(K, nT ), lesquels résultent de la suite de Kummer et de ce que
H1(K,T ) = 0 puisque K est un corps C1 par le théorème de Tsen. Le
quatrième vient de ce que T̃ est de torsion. Enfin, pour le dernier, on uti-
lise la commutation de lim−→ avec ⊕ et avec la cohomologie galoisienne.

Maintenant, la première colonne est exacte en passant à la limite sur la
suite de Poitou–Tate pour les modules finis (théorème 4.6). Il en est donc
de même de la deuxième, d’où le lemme. �

Lemme 4.13. — La dualité locale induit un isomorphisme :

P0(T )∧ ∼= (P0(T̃ )tors)D.

Démonstration. — On observe que pour v 6∈ U (1), le groupe H0(Ov, T )
est divisible via le lemme de Hensel, puisque la réduction modulo v de
T est un tore sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.
Il en résulte que pour tout n > 0 le groupe P0(T )/n s’identifie à⊕

v∈X(1) H0(Kv, T )/n. En utilisant alors le lemme 4.10, on obtient :

P0(T )/n ∼= (nP0(T̃ ))D.
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Il suffit alors de passer à la limite projective sur n. �

Théorème 4.14. — On a une suite exacte (de type Poitou–Tate) :

0→X1(K, T̃ )D → H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → H0(K, T̃ )D → 0.
Démonstration. — D’après le lemme 4.12, on a une suite exacte :

0→ H0(K, T̃ )→ P0(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)D →X1(K, T̃ )→ 0
telle que :

• l’image du morphisme H0(K, T̃ ) → P0(T̃ )tors est discrète car
H0(K, T̃ ) est de torsion de type cofini ;

• le groupe X1(K, T̃ ) est discret ;
• le groupe localement compact P0(T̃ )tors est réunion dénombrable

d’espaces compacts. Le groupe H0(K,T )∧ est limite projective de
groupes discrets de torsion, donc le groupe (H0(K,T )∧)D est loca-
lement compact (limite inductive de groupes profinis) et son dual
est H0(K,T )∧ ;

• l’image du morphisme P0(T̃ )tors → (H0(K,T )∧)D est fermée : ce
morphisme est donc strict ([10, Th. 5.29]).

On en déduit (en utilisant [8, Lem. 2.4]) que la suite duale :

0→X1(K, T̃ )D → H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → H0(K, T̃ )D → 0
est exacte. �

Remarque 4.15. — La flèche P0(T )∧ → H0(K, T̃ )D est ici induite par une
flèche � de réciprocité � r : P0(T ) → H0(K, T̃ )D (dont le noyau contient
l’image de H0(K,T )), l’accouplement correspondant

(4.7) P0(T )×H0(K, T̃ )→ Q/Z

étant défini pour tout (tv) ∈ P0(T ) et tout t̃ ∈ H0(K, T̃ ) par la formule

((tv), t̃) =
∑

v∈X(1)

(tv, t̃v)v,

où ( · , · )v est l’accouplement local en v et t̃v est l’image de t̃ dansH0(Kv, T̃ ).
Théorème 4.16. — Soit ρ = rg(H0(K, T̂ )). Rappelons que A(∅, T )

désigne le groupe P0(T )/T (K).
(1) On a un isomorphisme naturel (A(∅, T ))tors ∼= H1(K, T̂ )D.
(2) On a une suite exacte :

0→ A(∅, T )→ H0(K, T̃ )D → (Ẑ/Z)ρ → 0,

telle que l’image I du morphisme r : A(∅, T ) → H0(K, T̃ )D soit
dense et vérifie I ⊗ Ẑ ∼= H0(K, T̃ )D.
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En particulier, ce théorème dit que le noyau de la flèche de réciprocité
est divisible modulo T (K), et il décrit son conoyau.

Démonstration.
• D’après le lemme 2.7(2), le noyau de r : A(∅, T )→ H0(K, T̃ )D est
A(∅, T )∞−div puisqu’on a la suite exacte :

H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → H0(K, T̃ )D.

Il cöıncide avec le sous-groupe divisible maximal de A(∅, T ) car
A(∅, T ) est de type fini. Cela montre l’injectivité de A(∅, T ) →
H0(K, T̃ )D. De plus, l’image de A(∅, T ) dans le groupe profini
H0(K, T̃ )D est dense d’après le lemme 2.7(1) et le théorème 4.14.

• Par ailleurs, on a une suite exacte scindée :

0→ H0(K, T̂ )⊗Q/Z→ H0(K, T̃ )→ H1(K, T̂ )→ 0

où H1(K, T̂ ) est fini et où H0(K, T̂ ) ∼= Zρ. On en déduit que
H0(K, T̃ )D est isomorphe à Ẑρ ⊕H1(K, T̂ )D avec H1(K, T̂ )D fini.
Toutes les assertions restantes du théorème découlent alors du lem-
me qui suit, puisque l’image de A(∅, T )→ H0(K, T̃ )D est un groupe
abélien de type fini de rang ρ qui est dense dans H0(K, T̃ )D.

Lemme 4.17. — Soit G un groupe topologique de la forme Ẑρ⊕F pour
un certain entier naturel ρ et un certain groupe abélien fini F . Soit H un
sous-groupe dense de G. Supposons que H est de type fini et de rang ρ.
Alors :

(i) le groupe H contient F ,
(ii) on a l’égalité H ⊗ Ẑ = G,

(iii) on a un isomorphisme G/H ∼= (Ẑ/Z)ρ.

On peut supposer que H est sans torsion, quitte à remplacer G et H
par leur quotient par Htors. Soit (e1, . . . , eρ) une Z-base de H. Soit p un
nombre premier. En notant F{p} le sous-groupe de torsion p-primaire de
F , l’image de H dans Zρp ⊕ F{p} doit être dense. Par conséquent, l’image
de (e1, . . . , eρ) doit être Zp-libre (sinon elle engendrerait un sous-groupe de
rang < ρ dans G), d’où on déduit que F{p} = 0. Ceci étant vrai pour tout
p, on obtient que F = 0, ce qui prouve (i). Alors, l’image de (e1, . . . , eρ)
dans Zρp doit être une Zp-base de Zρp quel que soit p, d’où on voit que
(e1, . . . , eρ) est une Ẑ-base de G = Ẑρ, ce qui prouve (ii) et (iii). �

Corollaire 4.18. — On a une suite exacte :

0→ H1(K, T̂ )D → A(∅, T )→ Zρ → 0,
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dans laquelle le groupe H1(K, T̂ ) est fini. En particulier, le groupe A(∅, T )
est divisible si, et seulement si, T est anisotrope et H1(K, T̂ ) = 0.

Remarque 4.19. — Le groupe H0(K, T̃ ) peut également être interprété
de la manière suivante. Posons T = T ×K K. Comme PicT = 0, le mo-
dule galoisien H1(T , µn) est isomorphe à K[T ]∗/K[T ]∗n ∼= T̂ /n, et le
module galoisien H1(T ,Z/n) ∼= T̂ ⊗ Z/n(−1) s’identifie alors à nT̃ . La
suite spectrale de Hochschild–Serre jointe au fait que K est de dimension
cohomologique 1 permet alors d’identifier H1(T,Z/n)/H1(K,Z/n) avec
H0(K,H1(T ,Z/n)) ∼= nH

0(K, T̃ ). On peut alors voir l’obstruction pour
un point adélique (Pv)v∈X(1) à provenir d’un point rationnel comme une
obstruction de réciprocité, analogue à la classique obstruction de Brauer–
Manin sur les corps de nombres (cf. [21, chapitre 6]) : le point (Pv) est dans
l’image de T (K) modulo divisible si et seulement si on a∑

v∈X(1)

α(Pv) = 0

pour tout α ∈ H1(T,Z/n), où α(Pv) ∈ H1(Kv,Z/n) ∼= Z/n.

4.4. Le sous-groupe de torsion de A(∅, T )

Le but de ce paragraphe est de décrire plus précisément la partie de
torsion de A(∅, T )div, ce qui déterminera complètement la structure de
A(∅, T ) à un sous-groupe uniquement divisible près.

Plus précisément, nous allons maintenant construire un accouplement
naturel :

(4.8) A(∅, T )tors × lim←−
n

H1(K, nT̃ )→ Q/Z.

Pour ce faire, nous commençons par introduire quelques notations et
rappels :

Notation 4.20. — Soit U0 un ouvert non vide strict de X tel que T

s’étende en un tore T sur U0. Pour chaque ouvert non vide U de U0, on note
jU : U ↪→ X l’immersion ouverte et on définit la cohomologie à support
compact de T par Hi

c(U, T ) := Hi(X, (jU )!T ). Si on note Kh
v l’hensélisé de

K par rapport à v pour chaque v ∈ X(1), on rappelle la suite exacte ([9,
Prop. 3.1]) :

(4.9) · · · → Hi
c(U, T )→ Hi(U, T )→

⊕
v∈X\U

Hi(Kh
v , T )→ . . .
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Lorsque V est un ouvert non vide de U , on a un diagramme commutatif
([4, Prop. 4.3]) :

(4.10)

⊕
v∈X\U H

i(Kh
v , T ) //

��

Hi+1
c (U, T )

⊕
v∈X\V H

i(Kh
v , T ) // Hi+1

c (V, T ),

OO

où la flèche verticale de gauche est donnée par (xv)v∈X\U 7→ ((xv), 0, . . . , 0).

Donnons-nous maintenant un ouvert U non vide de U0. Soient v ∈ X(1)

et V = U \ {v}. On peut alors définir un morphisme T (Kh
v ) → H1

c (U, T )
par composition :

fv : T (Kh
v )→ H1

c (V, T )→ H1
c (U, T ).

Ici, le morphisme T (Kh
v ) → H1

c (V, T ) vient de la suite (4.9) et donc de
l’identification :

T (Kh
v ) ∼= H1

v (Ohv , jV !T ) ∼= H1
v (X, jV !T )

et du morphisme naturel H1
v (X, jV !T )→ H1

c (V, T ).
Supposons maintenant que v ∈ U (1). Dans ce cas, on a H0(Ohv , jU !T ) =

T (Ohv ) et H0(Kh
v , jU !T ) = T (Kh

v ). De plus, on a H1
v (X, jU !T ) =

H1
v (Ohv , jU !T ) par excision. La suite de localisation pour l’immersion ou-

verte SpecKh
v ↪→ SpecOhv donne alors une suite exacte

T (Ohv )→ T (Kh
v )→ H1

v (X, jU !T ),

d’où on tire un diagramme commutatif :

T (Kh
v )

∼= //

��

H1
v (X, jV !T ) //

��

H1
c (V, T )

��
T (Kh

v )/T (Ohv ) �
� // H1

v (X, jU !T ) // H1
c (U, T ).

On en déduit que fv(T (Ohv )) = 0.
En sommant tous les fv, on définit donc un morphisme :∏′

v∈X(1)

T (Kh
v )→ H1

c (U, T ).

La commutativité du diagramme (4.10) permet alors de passer à la limite
projective sur U pour obtenir un morphisme :∏′

v∈X(1)

T (Kh
v )→ lim←−

U

H1
c (U, T ).
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L’ESPACE ADÉLIQUE D’UN TORE 1939

Remarquons que, si x est un élément de T (K) ⊆
∏′
v∈X(1) T (Kh

v ), il appar-
tient à T (U) pour un certain ouvert non vide U de U0. On déduit alors de
la suite (4.9) que son image dans H1

c (V, T ) est nulle pour chaque ouvert
non vide V de U . On obtient donc un morphisme :∏′

v∈X(1) T (Kh
v )

T (K) → lim←−
U

H1
c (U, T ),

d’où finalement un morphisme :(∏′
v∈X(1) T (Kh

v )
T (K)

)
tors

→ lim−→
n

lim←−
U

nH
1
c (U, T ) ∼= lim−→

n

lim←−
U

H1
c (U, nT )

via l’identification nH
1
c (U, T ) ∼= H1

c (U, nT ) (le groupe H0
c (U, T ) =

ker[T (U)→ ⊕v 6∈UT (Kv)] est nul car U 6= X).

Lemme 4.21. — On a l’égalité :(∏′
v∈X(1) T (Kh

v )
T (K)

)
tors

= A(∅, T )tors.

Démonstration. — On a une inclusion évidente(∏′
v∈X(1) T (Kh

v )
T (K)

)
tors

⊆ A(∅, T )tors.

Soit donc (xv)v∈X(1) ∈ A(∅, T )tors. Soit (x̃v) un relèvement de (xv) à P0(T ).
Soient n > 1 et x ∈ T (K) tels que nx̃v = x pour chaque v ∈ X(1). Comme
Kh
v est algébriquement clos dans Kv, on en déduit que x̃v ∈ T (Kh

v ) pour
chaque v. Autrement dit,

(xv) ∈
(∏′

v∈X(1) T (Kh
v )

T (K)

)
tors

. �

On obtient donc un morphisme :
A(∅, T )tors → lim−→

n

lim←−
U

nH
1
c (U, T ) ∼= lim−→

n

lim←−
U

H1
c (U, nT ).

Pour chaque n > 0, munissons nA(∅, T ) (resp. nP0(T )) de la topologie
induite par A(∅, T ) (resp. P0(T )) et H1(K, nT̃ ) de la topologie discrète.
Munissons ensuite le groupe A(∅, T )tors = lim−→n n

A(∅, T ) (resp. P0(T )tors =
lim−→n n

P0(T )) de la topologie limite inductive et lim←−nH
1(K, nT̃ ) de la to-

pologie limite projective. En exploitant la dualité de Poincaré, on a un
isomorphisme :(

lim−→
n

lim←−
U

H1
c (U, nT )

)D
∼= lim←−

n

lim−→
U

H1(U, nT̃ ) ∼= lim←−
n

H1(K, nT̃ )
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puisque nT̃ ∼= T̂ ⊗ Z/nZ(−1), d’où l’accouplement de groupes topolo-
giques (4.8).

Lemme 4.22. — On a une suite exacte :

0→ P0(T )tors

T (K)tors
→ A(∅, T )tors → lim−→

n

X1(K, nT )→ 0.

Démonstration. — Pour n > 1, soit :

hn : nA(∅, T )→ Ker

T (K)/n→
∏

v∈X(1)

T (Kv)/n


qui à une famille (xv) ∈ P0(T ) telle qu’il existe x ∈ T (K) vérifiant nxv = x

pour tout v associe x. Le morphisme hn est surjectif et son noyau est nP0(T )
nT (K) .

On obtient donc une suite exacte :

0→ nP0(T )
nT (K) → nA(∅, T )→ Ker

T (K)/n→
∏

v∈X(1)

T (Kv)/n

→ 0.

Via les identifications T (K)/n ∼= H1(K, nT ) et T (Kv)/n ∼= H1(Kv, nT )
obtenues grâce à la suite de Kummer 0 → nT → T → T → 0 et à l’annu-
lation de H1(K,T ) et de H1(Kv, T ) (qui viennent de ce que K et Kv sont
de dimension cohomologique 1), on a un isomorphisme

Ker

T (K)/n→
∏

v∈X(1)

T (Kv)/n

 ∼= X1(K, nT ),

d’où la suite exacte :

0→ nP0(T )
nT (K) → nA(∅, T )→X1(K, nT )→ 0.

En passant à la limite inductive sur n, on a la suite exacte :

0→ lim−→
n

nP0(T )
nT (K) → A(∅, T )tors → lim−→

n

X1(K, nT )→ 0.

Il suffit alors d’identifier les groupes lim−→n
nP0(T )
nT (K) et P0(T )tors

T (K)tors
, ce qui vient à

nouveau de l’exactitude de la limite inductive. �
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Lemme 4.23. — On a des accouplements parfaits de groupes topolo-
giques :

P0(T )tors

T (K)tors
×

lim←−nH
1(K, nT̃ )

lim←−nX
1(K, nT̃ )

→ Q/Z,(4.11)

lim−→
n

X1(K, nT )× lim←−
n

X1(K, nT̃ )→ Q/Z.(4.12)

Démonstration. — Pour chaque n > 1, on écrit la suite de Poitou–Tate
(théorème 4.6) associée au module galoisien fini nT̃ :

0→X1(K, nT̃ )→ H1(K, nT̃ )→
⊕

v∈X(1)

H1(Kv, nT̃ )→ nT (K)D → 0.

On déduit un isomorphisme :

H1(K, nT̃ )
X1(K, nT̃ )

∼= Ker

 ⊕
v∈X(1)

H1(Kv, nT̃ )→ nT (K)D
 .

Via l’identification

⊕
v∈X(1)

H1(Kv, nT̃ ) ∼=

 ∏
v∈X(1)

H0(Kv, nT )

D

∼= (nP0(T ))D,

on obtient un isomorphisme :

H1(K, nT̃ )
X1(K, nT̃ )

∼=
(
nP0(T )
nT (K)

)D
.

En passant à la limite projective, on a :

lim←−
n

H1(K, nT̃ )
X1(K, nT̃ )

∼=
(
P0(T )tors

T (K)tors

)D
.

Comme X1(K, nT̃ ) est fini pour tout n, on a un isomorphisme :

lim←−
n

H1(K, nT̃ )
X1(K, nT̃ )

∼=
lim←−nH

1(K, nT̃ )
lim←−nX

1(K, nT̃ )
.

On obtient donc un accouplement parfait :

P0(T )tors

T (K)tors
×

lim←−nH
1(K, nT̃ )

lim←−nX
1(K, nT̃ )

→ Q/Z.

Pour obtenir l’accouplement (4.12), il suffit de passer à la limite sur les
accouplements parfaits de groupes finis :

X1(K, nT )×X1(K, nT̃ )→ Q/Z.

TOME 69 (2019), FASCICULE 5



1942 David HARARI & Diego IZQUIERDO

�

Théorème 4.24. — L’accouplement (4.8) est un accouplement parfait
entre une limite inductive de groupes profinis et une limite projective de
groupes discrets de torsion.

Démonstration. — On a un diagramme commutatif à colonnes exactes :

0

��

0

��

P0(T )tors
T (K)tors

��

∼= //
(

lim←−nH
1(K,nT̃ )

lim←−nX1(K,nT̃ )

)D

��

A(∅, T )tors

��

//
(

lim←−nH
1(K, nT̃ )

)D
��

lim−→n
X1(K, nT )

��

∼= //
(

lim←−nX
1(K, nT̃ )

)D
��

0 0
Le lemme des cinq permet donc de conclure. �

Corollaire 4.25. — On a un accouplement naturel parfait entre une
limite inductive de groupes profinis et une limite projective de groupes
discrets de torsion :

A(∅, T )div,tors × lim←−
n

nH
2(K, T̂ )→ Q/Z.

Démonstration. — On a une suite exacte :

0→ lim←−
n

H0(K, T̃ )/n→ lim←−
n

H1(K, nT̃ )→ lim←−
n

nH
1(K, T̃ )→ 0.

Or H0(K, T̃ )/n s’identifie à H1(K, T̂ )/n et H1(K, T̂ ) est d’exposant fini.
On obtient donc une suite exacte :

0→ H1(K, T̂ )→ lim←−
n

H1(K, nT̃ )→ lim←−
n

nH
1(K, T̃ )→ 0,

où lim←−n nH
1(K, T̃ ) est sans torsion. On déduit alors le résultat du théo-

rème 4.24 et de l’isomorphisme H1(K, T̃ ) ∼= H2(K, T̂ ). �
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Remarque 4.26. — Dans le cas K = Gm, on obtient un accouplement
parfait :

A(∅,Gm)div, tors ×Homc(Gal(K/K), Ẑ)→ Q/Z.

Conclusion 4.27. — Le groupe A(∅, T ) est somme directe d’un groupe
uniquement divisible D et d’un groupe B(T ) tel que :

B(T )div ∼=
(

lim←−
n

nH
2(K, T̂ )

)D
,

B(T )tors
∼= H1(K, T̂ )D, B(T )/B(T )tors

∼= Zrg(H0(k,T̂ )).

5. Cas k = C((t))

Dans cette section, on suppose que K est le corps des fonctions d’une
courbe projective lisse X sur le corps k = C((t)). La théorie du corps
de classes pour K (cf. [17, section I, appendice A]) présente des simili-
tudes avec celle d’un corps de fonctions sur un corps fini, mais également
des différences (en particulier le théorème de Brauer–Hasse–Noether et le
théorème de Čebotarev ne valent en général pas). Ceci va se retrouver dans
la description de l’espace adélique d’un K-tore.

Proposition 5.1. — Soit CK := A(∅,Gm) =
(∏′

v∈C(1) K∗v
)
/K∗. Alors

il existe un sous-groupe divisible U0 de CK tel que (CK/U0)tors soit de
torsion de type cofini.

Démonstration. — Pour chaque v ∈ X(1), soit U0
v le sous-groupe de

O∗v constitué des éléments dont la réduction dans le corps résiduel k(v)
est de valuation nulle. Soit U0 l’image de

∏
v∈X(1) U0

v dans CK . Posons
C0
K = CK/U

0. Le groupe U0 est divisible. Montrons que (CK/U0)tors est
de torsion de type cofini.

Soit k(v) le corps résiduel de v et valk(v) sa valuation (ici k(v) est vu
comme un corps complet pour une valuation discrète, via le fait que c’est
une extension finie de C((t))).

Le groupe C0
K s’insère dans une suite exacte, qu’on obtient comme la

suite (4.1) :

(5.1) 0→
∏
v∈X(1) Z
Z.(ev)

→ C0
K → PicX → 0,

où l’élément (ev) ∈
⊕

v∈X(1) Z ⊂
∏
v∈X(1) Z est obtenu en posant ev =

valk(v)(t).
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En passant aux sous-groupes de torsion, on obtient une suite exacte :

(5.2) 0→ F → (C0
K)tors → (PicX)tors,

dans laquelle le groupe F est fini. De plus, (PicX)tors = J(k)tors, où J est
la jacobienne de X. Mais J(k̄)tors est déjà de type cofini car pour n > 0,
le sous-groupe de n-torsion d’une variété abélienne de dimension g sur un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro est isomorphe à (Z/nZ)2g.
Ainsi, (C0

K)tors est aussi de type cofini. �

Proposition 5.2. — Soit T unK-tore. AlorsA(∅, T )∞-div = A(∅, T )div.

Démonstration. — En utilisant le lemme d’Ono et en procédant comme
dans la preuve du théorème 4.5, on peut montrer l’existence d’une suite
exacte :

0→ N → A(∅, R0)→ A(∅, T )m ×A(∅, R1)

→

 ∏′

v∈X(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F )→ 0,

dans laquelle N est un groupe abélien d’exposant fini, R0 et R1 sont
des tores quasi-triviaux et F est un groupe abélien fini étale. D’après le
lemme 2.2, il suffit de démontrer que (A(∅, R0)/N)∞-div = (A(∅, R0)/N)div.

D’après la proposition 5.1, il existe un sous-groupe divisibleD deA(∅, R0)
tel que (A(∅, R0)/D)tors est de torsion de type cofini. Comme N est de tor-
sion, on déduit que ((A(∅, R0)/N)/(D/(D∩N)))tors est aussi de torsion de
type cofini. Comme D/(D ∩N) est divisible, en appliquant le lemme 2.6,
on en déduit que (A(∅, R0)/N)∞-div = (A(∅, R0)/N)div, ce qui achève la
preuve. �

Soit T un K-tore. Rappelons que pour tout v ∈ X(1), on a une dualité
locale entre H0(Kv, T )∧ et H2(Kv, T̂ ) ([4, Prop. 3.4]), d’où là encore une
flèche de réciprocité (induite par un accouplement défini de manière simi-
laire à (4.7)) r : P0(T )→ H2(K, T̂ )D. Le théorème suivant dit que le noyau
de r est divisible modulo T (K) et décrit l’adhérence de son image.

Théorème 5.3. — La flèche r induit un morphisme injectif A(∅, T )→
H2(K, T̂ )D, dont l’adhérence de l’image Iadh s’insère dans une suite exacte

0→ Iadh → H2(K, T̂ )D →X2(K, T̂ )D → 0.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons notamment besoin de l’énoncé
suivant, qui découle de [12, Th. 3.20] :
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Théorème 5.4 ([12, Th. 3.20]). — Pour tout K-tore Q de module de
caractères Q̂, on a une suite exacte à 5 termes :

(5.3) 0→X1(K, Q̂)D → H0(K,Q)∧ → P0(Q)∧ → H2(K, Q̂)D

→X2(K, Q̂)D → 0.

On remarquera que l’énoncé de [12, Th. 3.20] exige comme hypothèse
l’existence d’une extension finie L deK déployantQ telle que X2(L,Gm) =
0. Mais sa preuve montre que cette hypothèse n’est pas nécessaire pour
avoir l’exactitude de (5.3).

Démonstration du théorème 5.3. — D’après le théorème 5.4, on a une
suite exacte

(5.4) H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → C → 0,

où C est le groupe profini défini par C := ker[H2(K, T̂ )D →X2(K, T̂ )D].
Le résultat découle alors du lemme 2.7 joint à la proposition 5.2. �

Concernant le sous-groupe de torsion de A(∅, T ), on peut procéder de
manière similaire à la section 4.4. On obtient le théorème suivant :

Théorème 5.5. — Il existe un accouplement parfait entre une limite
inductive de groupes profinis et une limite projective de groupes discrets
de torsion :

(5.5) A(∅, T )tors ×
lim←−nH

2(K, T̂/n)

Im
(
X2(K, T̂ )

) → Q/Z,

dans lequel Im(X2(K, T̂ )) désigne l’image du morphisme X2(K, T̂ ) →
lim←−nH

2(K, T̂/n) induit par la composée naturelle

X2(K, T̂ ) ↪→ H2(K, T̂ )→ lim←−
n

H2(K, T̂/n).

Dans cet énoncé, le groupe X2(K, T̂ ) est fini (cf. [4, Th. 7.2]).
Démonstration. — La preuve suit les mêmes lignes que celle du théo-

rème 4.24. On commence par construire un accouplement naturel :

A(∅, T )tors × lim←−
n

H2(K, T̂/n)→ Q/Z

tout à fait analogue à l’accouplement (4.8), à condition de remplacer la
dualité de Poincaré entre H1

c (U, nT ) et H1(U, nT̃ ) par la dualité d’Artin–
Verdier ([4, Prop. 5.1]) entre H1

c (U, nT ) et H2(U, T̂ /n). Il faut ensuite
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remarquer que, dans la preuve du lemme 4.22, le groupe

Ker

T (K)/n→
∏

v∈X(1)

T (Kv)/n


ne s’identifie plus à X1(K, nT ), mais à Ker

(
X1(K, nT )→ nX1(K,T )

)
.

Ainsi, la suite exacte du lemme 4.22 doit être remplacée par une suite
exacte :

0→ P0(T )tors

T (K)tors
→ A(∅, T )tors → Ker

(
lim−→
n

X1(K, nT )→X1(K,T )
)
→ 0.

Par conséquent, les accouplements du lemme 4.23 doivent être remplacés
par des accouplements parfaits :

P0(T )tors

T (K)tors
×

lim←−nH
2(K, T̂/n)

lim←−nX
2(K, T̂/n)

→ Q/Z,

Ker
(

lim−→
n

X1(K, nT )→X1(K,T )
)
×

lim←−nX
2(K, T̂/n)

Im
(
X2(K, T̂ )

) → Q/Z.

On termine la preuve en utilisant le lemme des cinq comme dans la démon-
stration du théorème 4.24. �

Corollaire 5.6. — On a un accouplement parfait entre une limite
inductive de groupes profinis et une limite projective de groupes discrets
de torsion :

A(∅, T )div,tors × lim←−
n

nH
3(K, T̂ )→ Q/Z,

et le groupe A(∅, T )tors est d’exposant fini.

Démonstration. — On a une suite exacte :

0→ lim←−
n

H2(K, T̂ )/n→ lim←−
n

H2(K, T̂/n)→ lim←−
n

nH
3(K, T̂ )→ 0

(le passage à la limite projective ne pose pas de problèmes car les flèches
de transition dans le terme de gauche sont surjectives). Si L est une ex-
tension finie déployant T , le groupe de Galois Gal(L/L) n’a pas de torsion
d’après le théorème d’Artin–Schreier car L contient

√
−1. Par conséquent,

le groupe H2(L,Z) est divisible. Un argument de restriction-corestriction
implique donc que lim←−nH

2(K, T̂ )/n est d’exposant fini. De plus, le groupe
lim←−n nH

3(K, T̂ ) est sans torsion. Le corollaire découle donc immédiate-
ment du théorème 5.5 et du fait que l’image de H2(K, T̂ ) (donc a fortiori
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aussi celle de X2(K, T̂ )) dans lim←−nH
2(K, T̂/n) est contenue dans

lim←−nH
2(K, T̂ )/n. �

6. Cas k = Qp

Supposons que k soit un corps p-adique. On va démontrer l’existence
d’une suite exacte analogue à celles des théorèmes 4.16 et 5.3. La principale
difficulté est ici de montrer que le sous-groupe A(∅, T )div cöıncide avec
A(∅, T )∞−div, ce qui s’avère plus ardu que dans les cas traités précédem-
ment. On commence comme d’habitude par le cas T = Gm.

Lemme 6.1. — Soit DK = (CK)∞−div le sous-groupe des éléments di-
visibles de CK := A(∅,Gm) =

(∏′
v∈X(1) K∗v

)
/K∗. On a alors une suite

exacte :
0→ DK → CK → (Br K)D.

Démonstration. — Cela découle immédiatement de la suite exacte ([8,
Th. 2.9.] dans le cas T = Gm)

0→ (K∗)∧ →

 ∏′

v∈X(1)

K∗v


∧

→ (Br K)D

et du lemme 2.7(2). �

Théorème 6.2. — Pour v ∈ X(1), soient mv l’idéal maximal de Ov et
U1
v le groupe 1 + mv. On a alors une suite exacte :

0→
∏

v∈X(1)

U1
v → CK → (BrK)D,

avec DK =
∏
v∈X(1) U1

v uniquement divisible ; de plus DK est le sous-
groupe divisible maximal de CK .

Démonstration. — Nous avons des suites exactes :

0→
∏
v∈X(1) O∗v
k∗

→ CK → PicX → 0,

0→ C ′ → PicX → E → 0,
où C ′ ∼= Zmp ⊕ Z pour un certain m > 0 et E est fini : en effet, si J est la
jacobienne de X, on a Pic0X = J(k), qui est de la forme Zmp ⊕ E avec E
fini d’après [16].

Soit k(v) le corps résiduel de v ∈ X(1). D’après le lemme 2.3, le groupe
DK = (CK)∞−div cöıncide avec le sous-groupe DK des éléments divisibles
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de
∏

v∈X(1) O
∗
v

k∗ . En exploitant l’isomorphisme O∗v ∼= U1
v × k(v)∗, on obtient

un isomorphisme :∏
v∈X(1) O∗v
k∗

∼=
∏

v∈X(1)

U1
v ×

∏
v∈X(1) k(v)∗

k∗
.

Or le groupe
∏
v∈X(1) U1

v est uniquement divisible via [19, chapitre IV,
Prop. 6] (jointe au fait que le corps résiduel k(v) deKv est de caractéristique
zéro). En utilisant le lemme 6.1, il nous suffit donc pour conclure de montrer
la proposition suivante :

Proposition 6.3. — Posons B =
∏

v∈X(1) k(v)∗

k∗ . Alors B∞−div = 0.

Notons R (resp. Rv) l’anneau des entiers de k (resp. k(v)) et n (resp.
nv) l’idéal maximal de R (resp. Rv). On note aussi V 1 (resp. V 1

v ) le groupe
1 +n (resp. 1 +nv), puis F (resp. Fv) le corps résiduel de k (resp. k(v)). En
choisissant v0 ∈ X(1) et en notant ev0 l’indice de ramification de l’extension
k(v)/k, on a des suites exactes :

0→
∏
v∈X(1) R∗v
R∗

→
∏
v∈X(1) k(v)∗

k∗
→
∏
v∈X(1) Z
Z

→ 0,

0→
∏

v∈X(1)\{v0}

Z→
∏
v∈X(1) Z
Z

→ Z
ev0Z

→ 0.

En appliquant encore le lemme 2.3, on voit que le sous-groupe des éléments
divisibles de B =

∏
v∈X(1) k(v)∗

k∗ cöıncide avec celui de
∏

v∈X(1) R
∗
v

R∗ . On a de
plus une suite exacte :

(6.1) 0→
∏
v∈X(1) V 1

v

V1
→
∏
v∈X(1) R∗v
R∗

→
∏
v∈X(1) F∗v
F∗

→ 0,

qui est scindée par le relèvement de Teichmüller. En écrivant les suites
exactes :

0→
∏

v∈X(1)\{v0}

V 1
v →

∏
v∈X(1) V 1

v

V1
→

V 1
v0

V 1 → 0,

0→
∏

v∈X(1)\{v0}

F∗v →
∏
v∈X(1) F∗v
F∗

→
F∗v0

F∗
→ 0,

et en remarquant que
∏
v∈X(1)\{v0} V

1
v et

∏
v∈X(1)\{v0} F

∗
v n’ont pas d’élé-

ments infiniments divisibles non triviaux et que V 1
v0
V 1 est un Zp-module de

type fini, le lemme 2.2 montre que
∏

v∈X(1) V
1
v

V1
et
∏

v∈X(1) F∗v
F∗ n’ont pas

d’éléments divisibles non triviaux. Comme la suite exacte (6.1) est scindée,
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on en déduit qu’il en va de même de
∏

v∈X(1) R
∗
v

R∗ , et donc que B∞−div = 0
comme on voulait. �

Corollaire 6.4. — Si R est un K-tore quasi-trivial, alors

A(∅, R)∞−div = A(∅, R)div,

et ce groupe est uniquement divisible.

Soit maintenant T un K-tore quelconque. D’après le lemme d’Ono, il
existe un entier m > 0 et une suite exacte :

0→ F → R0 → Tm ×R1 → 0

tels que F est un K-groupe abélien fini, tandis que R0 et R1 sont des tores
quasi-triviaux. On fixe une telle suite jusqu’à la fin de cette section.

Proposition 6.5. — Le sous-groupe divisible maximal de A(∅, T ) est
uniquement divisible.

Démonstration. — On considère le diagramme commutatif à colonnes
exactes, et dont les trois premières flèches horizontales sont injectives :

(6.2)

0

��

0

��
F (K)

��

// ∏
v∈X(1) F (Kv)

��
R0(K)

��

// ∏′
v∈X(1) R0(Kv)

��
T (K)m ×R1(K)

��

// ∏′
v∈X(1)(T (Kv)m ×R1(Kv))

��
H1(K,F )

��

// ∏′
v∈X(1) H1(Kv, F )

��
0 0
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Une chasse au diagramme permet de montrer qu’on a alors une suite
exacte :

(6.3) 0→ N → A(∅, R0)→ A(∅, T )m ×A(∅, R1)

→

 ∏′

v∈X(1)

H1(Kv, F )

 /H1(K,F )→ 0.

avec N un groupe abélien d’exposant fini (tout comme le groupe de droite).
La proposition découle alors du lemme 2.4 et du corollaire 6.4. �

Théorème 6.6. — Soit T un K-tore. Alors A(∅, T )∞−div = A(∅, T )div.
Ce groupe est uniquement divisible.

Démonstration. — Elle va consister en plusieurs réductions successives.
Pour simplifier les notations, convenons qu’un groupe abélien A vérifie la
propriété (DD) si A∞−div = Adiv. Soit M l’image de

∏
v∈X(1) F (Kv) dans

A(∅, R0).
Étape 1. — On va montrer qu’il suffit d’avoir la propriété (DD) pour le

groupe A(∅, R0)/M .
On utilise la suite exacte (6.3), où le groupe de droite est d’exposant

fini. D’après le lemme 2.2 et le corollaire 6.4, il suffit de démontrer que
A(∅, R0)/N a la propriété (DD).

Remarquons maintenant que via le diagramme (6.2), le groupe N s’insère
dans une suite exacte :

0→M → N →X1(K,F )→ 0.

On a alors une suite exacte :

0→X1(K,F )→ A(∅, R0)/M → A(∅, R0)/N → 0.

D’après le lemme 2.5, comme le groupe X1(K,F ) est fini, il suffit bien de
démontrer que A(∅, R0)/M a la propriété (DD).

Écrivons R0 =
∏m
i=1RLi/K(Gm). Pour chaque i, on se donne une courbe

projective lisse géométriquement intègre Xi sur une extension finie ki de k,
telle que Li = ki(Xi). L’extension Li/K induit un morphisme πi : Xi → X.
Pour tout point fermé w de Xi, on note Oi,w le complété de l’anneau local
de Xi en w et ki(w) son corps résiduel. On note aussi mi,w l’idéal maximal
de Oi,w et U1

i,w le groupe 1+mi,w. On note ensuite Ri (resp. Ri,w) l’anneau
des entiers de ki (resp. ki(w)), et ni (resp. ni,w) l’idéal maximal deRi (resp.
Ri,w). Soient finalement V 1

i (resp. V 1
i,w) le groupe 1 + ni (resp. 1 + ni,w),

et Fi (resp. Fi,w) le corps résiduel de ki (resp. ki(w)).
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Étape 2. — Pour chaque v ∈ X(1), notons M̃v l’image de F (Kv) dans
R0(Kv). Pour chaque v ∈ X(1), on a un isomorphisme (non canonique) :

R0(Kv) ∼=
m∏
i=1

∏
w∈X(1)

i
∩π−1

i
(v)

L∗i,w
∼=

m∏
i=1

∏
w∈X(1)

i
∩π−1

i
(v)

(Z× U1
i,w × Z×R∗i,w).

En particulier, le conoyau de l’injection jv :
∏m
i=1
∏
w∈X(1)

i
∩π−1

i
(v)R

∗
i,w ↪→

R0(Kv) est sans torsion. Le groupe F (Kv) étant d’exposant fini, M̃v est
contenu dans l’image de jv. Des dévissages parfaitement analogues à ceux
du théorème 6.2 montrent alors qu’il suffit de prouver que le groupe :

Z :=

∏
v∈X(1)

∏m

i=1

∏
w∈X(1)

i
∩π−1
i

(v)
R∗i,w

M̃v

Im (
∏m
i=1R∗i )

a la propriété (DD).
Étape 3. — On a une suite exacte :

0→ T → Z → V → 0,

avec T :=

∏
v∈X(1)

∏m

i=1

∏
w∈X(1)

i
∩π−1
i

(v)
(R∗i,w)tors

M̃v

Im (
∏m
i=1(R∗i )tors)

,

V :=
m∏
i=1

∏
w∈X(1)

i

(V 1
i,w/V

1
i,w,tors)

(V 1
i /V

1
i,tors)

.

Comme chaque V 1
i,w et chaque V 1

i est un Zp-module de type fini, le lem-
me 2.3 montre qu’il suffit de vérifier que le groupe T vérifie la propriété
(DD). Or le groupe

∏m
i=1(R∗i )tors est fini et le groupe

∏
v∈X(1)

∏m
i=1
∏
w∈X(1)

i
∩π−1

i
(v)(R

∗
i,w)tors

M̃v

vérifie la propriété (DD) car c’est un produit de groupes finis. On conclut
en appliquant le lemme 2.5. �

Soit P0(T ) =
∏′
v∈X(1) T (Kv) l’espace adélique d’un K-tore T . La dua-

lité locale entre H0(Kv, T ) et H2(Kv, T
′) ([9, Prop 2.2]) induit un ac-

couplement P0(T ) × H2(K,T ′) → Q/Z, d’où une flèche de réciprocité
r : P0(T ) → H2(K,T ′)D. Cette flèche a encore un noyau divisible modulo
T (K), et ici l’adhérence de son image est d’indice fini dans H2(K,T ′)D :

Corollaire 6.7. — Soit T un K-tore. L’application r induit une flèche
injective A(∅, T )→ H2(K,T ′)D. De plus, l’adhérence Iadh de l’image I de
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r s’insère dans une suite exacte

0→ Iadh → H2(K,T ′)D →X1(T )→ 0.

Démonstration. — D’après [8, Th. 2.9], on a une suite exacte
0→ H0(K,T )∧ → P0(T )∧ → H2(K,T ′)D →X1(T )→ 0,

avec X1(T ) fini et dual de X2(T ′). Il suffit alors d’appliquer le lemme 2.7
et le théorème 6.6. �

Concernant le sous-groupe de torsion de A(∅, T ), on peut encore procéder
comme dans la section 4.4, en utilisant cette fois-ci la dualité d’Artin–
Verdier entre H1

c (U,n T ) et H3(U,n T ′) (cf. [9, preuve du Th. 1.3]). D’où le
théorème suivant :

Théorème 6.8. — Il existe un accouplement parfait entre une limite
inductive de groupes profinis et une limite projective de groupes discrets
de torsion :

(6.4) A(∅, T )tors ×
lim←−nH

3(K, nT ′)
Im(X2(K,T ′)) → Q/Z.

Dans cet énoncé, le groupe X2(K,T ′) est fini (cf. [9, Prop. 3.4]).

Corollaire 6.9. — Le groupe H3(K,T ′) est nul et on a un accouple-
ment parfait entre une limite inductive de groupes profinis et une limite
projective de groupes discrets de torsion :

A(∅, T )tors ×
H2(K,T ′)∧

Im(X2(K,T ′)) → Q/Z.

Démonstration. — On a une suite exacte :
0→ lim←−

n

H2(K,T ′)/n→ lim←−
n

H3(K, nT ′)→ lim←−
n

nH
3(K,T ′)→ 0.

Le groupe lim←−n nH
3(K,T ′) n’a pas de torsion et l’image de H2(K,T ′)

(donc aussi celle de X2(K,T ′)) dans lim←−nH
3(K, nT ′) est contenue dans

lim←−nH
2(K,T ′)/n. De plus, d’après le théorème 6.6, le groupe A(∅, T )tors,div

est nul. Donc lim←−n nH
3(K,T ′) = 0. En outre, par dimension cohomolo-

gique, le groupe H3(K,T ′) est divisible car H4(K, nT ′) = 0. On en déduit
que H3(K,T ′) = 0, puis que H2(K,T ′)∧ ∼= lim←−nH

3(K, nT ′), ce qui achève
la preuve. �

Remarque 6.10. — Un résultat d’U. Jannsen ([14, points 2) et 3) p. 128])
affirme que H3(K,Gm) = 0. Cela implique la nullité de H3(K,T ) pour
tout K-tore T via un argument de restriction-corestriction. Le corollaire
précédent permet de retrouver ce résultat. On peut aussi l’obtenir plus
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facilement via la suite exacte de Faddeev (cf. [6, p. 241]) quand X = P1,
argument qui s’étend sans trop de difficultés à une courbe quelconque en
exploitant la nullité de H2(k,Pic0X) (laquelle découle de [17, Cor. I.3.4]).

Remarque 6.11. — Dans le cas T = Gm, on obtient un accouplement
parfait :

A(∅,Gm)tors × (BrK)∧ → Q/Z.
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mann, 1968, 245 pages.
[20] ——— , Cohomologie galoisienne, Lecture Notes in Mathematics, vol. 5, Springer,

1994, x+181 pages.
[21] A. Skorobogatov, Torsors and rational points, Cambridge Tracts in Mathematics,

vol. 144, Cambridge University Press, 2001, viii+187 pages.
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