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OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS ANALYTIQUES
ET PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES

par Louis BOUTET de MONVEL (%)

Récemment, M. 1. Visik et G. I. Eskin ont étudié les pro-
blémes aux limites elliptiques ou interviennent des opérateurs
pseudo-différentiels (voir [16], [17]): 1l s’agit de résoudre le
systéme d’équations intégrales singuliéres :

(I [ k@, 2 —y) f(y) dy = gl) dans Q
(1), [ kfa's & — y) fi(y) dy' = g() dans oQ

ou () est une variété a bord, 3Q son bord, f une fonction
inconnue, f; les restrictions au bord de certaines dérivées
de f, et les intégrales représentent (par abus de notation)
des opérateurs pseudo-différentiels (ou intégraux singuliers).

On trouvera dans le séminaire de L. Hormander [8] une
étude fort intéressante de la régularité au bord des solutions.

Nous nous intéressons ici & l'analyticité des solutions.
Pour que le probléeme se pose raisonnablement, il faut tout
d’abord que les opérateurs conservent localement I’analyticité.
Ce genre d’opérateur a été étudié dans [3] et [10].

Il faut en outre que les opérateurs vérifient une condition
convenable sur le bord (voir [1, 2, 8 et 16] condition (1.4),
ainsi que le chapitre I, § 2 du présent article).

Notre méthode consiste a introduire toute une famille d’opé-
rateurs, qui conservent localement I’analyticité, et permettent

(Y) Part of this work was sponsered by U.S. Army, DA 31 124 ARO D 462.
8



170 LOUIS BOUTET DE MONVEL

de construire une parametrix au probléme (I), (II);. Nous
appelons ces opérateurs respectivement opérateur de Poisson,
opérateur trace, et opérateur de Green singulier analythues.
Les premiers servent en gros a décrire les solutions de I’équation
homogéne associée a (I), et sont étudiés au § 3 du Chap. I.
Les seconds (Chap. I, § 4) généralisent les opérateurs qui
figurent dans les équations (II);. Les troisiémes (Chap. I,
§ 5) interviennent par exemple quand on change les conditions
limites (II); et servent alors a décrirela variation de la solution.

Ces opérateurs se prétent en outre a un calcul symbolique
(Chap. I, § 6), analogue a celui des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels qui est décrit dans [7 et 9], quoique un peu plus com-
pliqué car il fait intervenir une intégrale.

Dans la deuxiéme partie de cet article, nous donnons quel-
ques applications. En particulier nous généralisons aux
opérateurs pseudo-différentiels les résultats de C. Morrey
et L. Nirenberg [11] sur l'analyticité au bord des solutions.
Nous y généralisons aussi les constructions de R. T. Seeley [14].

Bon nombre des démonstrations de cet article sont tres
analogues a celles de [1, 2, 3 ou 10]; aussi les avons-nous
souvent abrégées en renvoyant a ces articles. En outre nous
nous sommes limités exclusivement aux opérateurs qui conser-
vent localement I’analyticité. Ceci donne lieu & une légére
simplification dans la définition des opérateurs, et dans le
calcul symbolique. Les modifications a apporter dans le cas
ou les symboles sont seulement C” sont décrites trés briéve-
ment (et sans preuves) au chap. 1, § 8.

Une partie de ce travail a été exposée en décembre 1966,
au séminaire d’analyse du Courant Institute, New York
University. Une autre partie a été mise au point lors d’un
séjour au Mathematics Research center, University of Wis-
consin. Que ces deux universités trouvent ici mes remercie-
ments pour leur accueil. Je voudrais aussiremercier M. L. Hor-
mander pour plusieurs conversations stimulantes sur ce sujet,
ainsi que M. L. Schwartz, qui m’a suggéré en premier lieu
I’étude faite ici et dans [1, 2].

Je tiens & remercier encore M. J. L. Lions pour plusieurs
conversations fructueuses, et M. H. Cartan, qui a accepté
de présider le Jury de cette thése.



CHAPITRE 1

LES OPERATEURS ET LE CALCUL SYMBOLIQUE

0. Notations.

1. Notations particuliéres ¢ R

Afin de ne pas alourdir le langage, nous employons systé-
matiquement le mot « distribution » & la place de « courant
d’ordre O ».

Si f est une fonction (ou une distribution) sur R", nous
notons f sa transformée de Fourier:

{6 = [ exp izt f(2) da.

Nous nous servirons en outre constamment des définitions
suivantes :

(0.1) On appelle distribution pseudo-homogéne de degré d
une distribution T sur R", qui est homogéne de degré d
si d n’est pas entier > 0, ou qui, dans ce dernier cas, se
met sous la forme

T = f+ P(x) Log|al

ou f est une distribution homogéne de degré d, P un poly-
néme homogene de degré d.

La transformée de Fourier T de T est homogéne de
degré -n-d en dehors de l'origine (mais n’est pas toujours
globalement homogéne si d est entier positif).
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Et T et sa transformée de Fourier T sont simultanément
C”, (resp. analytiques) en dehors de I’origine.

Par ailleurs, soit f(t) une fonction analytique sur la droite
réelle, méromorphe a I'infim. On notera:

(0.2) e(f) (¢t) la partie entiére de f:
c’est le polyndme de ¢ tel que f— e(f) soit holomorphe,
nulle a l'infini.

(0.3) h*(f) la partie holomorphe dans le demi-plan 1m ¢ < 0,
nulle 4 I'infini, de f:
Si f est holomorphe au voisinage de la « couronne » com-

plexe |t —iR| > R —¢,|t4+iR| > R —¢, ona
WH(f) (3) = — 1/2im [ f(0))(e — =) dt

ou [' estle cercle |t — iR| = R — ¢, orienté positivement.
Enfin on notera

(0.4) H+(f) hH(f) +  e(f)
h=(f) ]Ij — H¥(f)

H~(f) — h*(f) = h=(f) + e(f)-

Si maintenant f et g sont toutes deux holomorphes au
voisinage de la « couronne » ci-dessus, on pose :

(0.5) [T roew @ = [ feg) d

Le résultat ne dépend que de A*(f) s1 g est holomorphe
dans le demi-plan supérieur, et ne dépend que de H—(g)
si f est holomorphe dans le demi-plan inférieur.

I II I

. . +
Si f et g sont toutes deux nulles & I'infini, f fg est

simplement l'intégrale ordinaire du produit fg sur la droite
réelle.

L’intégrale (0.5) se prolonge par continuité a d’autres
espaces de fonctions. Par exemple, elle est encore bien définie
si f est comme ci-dessus, et g est seulement holomorphe
dans le demi-plan im¢ > 0 (c’est le cas si g est la transfor-
mée de Fourier d’une hyper distribution & support dans la
demi droite négative, qui ne croit pas trop vite a 'infini).
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Elle est aussi bien définie si f et g admettent toutes deux
un développement asymptotique suivant les puissances en-
tiéres de ¢:

f~ 3 at, g~ Y bt pour t— =+ o

nzny nz>ny

et sont localement intégrables a distance finie.
On notera encore le résultat du prolongement par continuité

(quand il existe) [~ f(0)g(0) db.

2. Dans ce chapitre, { désigne une variété & bord ana-
lytique réelle, de bord ?(), plongée dans une variété analytique
réelle ambiante V (de méme dimension). Nous désignons
'intérieur par . Tout au long de I’article,  est supposée
connexe, de bord non vide; les énoncés restent bien siir valables,
avec quelques modifications évidentes, dans le cas général (3).

Il sera commode de choisir une fois pour toutes une mesure

dz (resp. dz') sur V (resp. dQ), et un champ de vecteurs b%

défini au voisinage de d(), analytique, transverse a (), et
. « e . . T 0

pointant vers l'intérieur de (). Quitte a multiplier an Par

une fonction analytique au voisinage de (), on supposera

. . 0 . 0
en outre dz 1nvariante par - <1e. - (dz) = O>, et
0 N , - . o .
dz' = - (Ao dx) (ou Ao désigne la fonction caractéristique

de Q cest-a-dire 1 dans Q et 0 dans V—Q). On

notera z, I'unique fonction nulle sur 2Q, telle que bin z, = 1.

On a donc dzx = da’ dz, (ie. dans l'isomorphisme local
de V et 2Q X R défini par gb’? dx correspond au produit
de dz’' et de la mesure de Haar de R).

Enfin on notera ¢&3g le courant d’ordre 0: 5%(7(9).

Une fois choisies les mesures dz, dz’, on identifie comme
toujours les distributions (mesures généralisées) et les courants

(%) Bien entendu, toutes ces variétés sont supposées paracompactes.
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d’ordre 0 (fonctions généralisées) sur V ou 2Q. Par exemple
daq est identifiée & dz’.

Aux paragraphes 3, 4 et 5, et pour toutes les questions
locales, { est supposée plongée dans le demi-espace R™
(z, = 0) de R", de fagon que le bord 2Q soit plongé dans
le bord R™! de R:. V sera alors un voisinage de Q dans

.. P) 0
R*. Et on choisit b—n=_; dx et dz’ sont les mesures

Ly
de Haar habituelles.

Nous noterons z = (2', z,) (ou y = (y, y,) le point
courant de R", ou 2'eR"' est la variable tangentielle,
et z, la derniére coordonnée (scalaire). £ = (¢, &,) désignera
la variable duale.

Nous adoptons les notations classiques (cf. (5), (12)) pour
les espaces de fonctions et de distributions. En outre, nous
notons D(Q) (resp. &Q)) l'espace des fonctions a support
compact dans ( (resp. sans condition de support) indéfini-
ment dérivables jusqu’au bord : une telle fonction se prolonge
en une fonction C» sur V. Si fe8(Q), nous notons f son
prolongement par 0 dans V — Q (f n’est pas en général
une fonction C”). Ceci permet d’identifier D(Q) (resp. §(Q))
a un espace de distributions sur V, & support dans {.

Nous dirons qu’une fonction f sur () est analytique
jusqu’au bord au voisinage d’un point z de Q= QuaQ
si elle admet un développement en série de Mac-Laurin
convergente au voisinage de ce point: une telle fonction est
donc la restriction & Q d’une fonction analytique dans un
voisinage de z dans V. L’ensemble des fonctions qui sont
partout analytiques jusqu’au bord est noté #6(Q); son dual
#'(Q) est lespace des fonctionnelles analytiques & support
compact dans (Q; et comme ci-dessus, on I'identifie & espace
des hyper-fonctions a support compact dans Q. (Pour la
définition et les proprletes de celles-ci, nous renvoyons a (20). )

Enfin nous reprenons 4 L. Hormander [8] la notation sui-
vante.

(0.6) St m est entier positif, &,(Q) désigne le sous-espace
des fonctions nulles a Uordre m sur 2Q de &(Q).
Si m est entier négatif, &,(Q) désigne Uespace des distri-
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butions portées par (), qui se représentent par une somme:

—m—1

f="f+ ? 8 S8%

k
ot f,=8(Q), fy désigne son prolongement par 0, 3§ = <:>
Sogs €t 8 est C* au voisinage de Q. "

Dans tous les cas, on considérera &,(Q) comme un espace
de distributions portées par Q.

On définit de méme 9,(Q) (sous-espace des distributions
a support compact de &,(Q)), et #,(Q) (on impose aux fonc-
tions qui interviennent dans la définition ci-dessus d’étre
analytiques).

ous ces espaces sont munis de topologies, de fagon évi-

dente.

Si m < m', l'espace quotient & Q)/6,.(Q) s’identifie a
[6 (2Q)]™—™, de facon canonique une f01s qu on a choisi
<—b—>: Pisomorphisme inverse associe a la suite f

on
m —1

< k < m' la distribution Efk g + 2 fk

—m

1. Les opérateurs négligeables analytiques.

Nous commencons par décrire une classe d’opérateurs qui
apparaissent comme restes, ou opérateurs de symbole nul,
dans la théorie.

Dérinition 1.1. — Un opérateur R: D(Q) — §(Q) est
appelé négligeable, analytique, de classe < p s’il s’écrit sous
la forme:

Rf@) = [ rlo f)dy+ 3 [ riwy) (2 ) dy
Q [ 20

on

ou r etles r; sont analytiques jusqu’au bord par rapport d
Pensemble des deux variables.

On dira que R est pur, de classe < p, si dans Uexpression
ci-dessus interpiennent seulement des intégrales sur le bord.
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Ceci ne dépend évidemment pas du champ 2 et des
mesures dy, dy’ choisis.

On défimit de fagon analogue les opérateurs négligeables
analytiques de Q A 2Q, de 32 & Q, et sur dQ ce sont
les opérateurs qui se mettent respectivement sous la forme

Ritw) = [ s i) dy + 3 [ i ) () 1)
Rf(z) = jg r(z, v)f(y) dy
Rf(a) = f rles Yy dy

ou r etles r; sont analytiques, jusqu’au bord s’il y a lieu.

Dans le premier cas, nous dirons encore que R est de
classe < p.

Remarquons que si R est de classe O, 1l se prolonge
continiment aux hyperdistributions (fonctionnelles analytiques
réelles) & support compact dans Q (ou dQ pour les opéra-
teurs qui vont de ?Q a Q ou Q). Un opérateur de classe

p # 0 se prolonge seulement aux fonctions de classe p au
voisinage du bord.

Exemple 1. — On suppose Q compacte.

Soit E c #(Q) un sous-espace de dimension finie. Si R e 4(#6)
annule E-Ll, alors R est négligeable analytique de classe 0,
car son noyau-distribution est égal a

XRf(x)f(y) dy

si f; est une base orthogonale de E (pour la mesure dy).
En particulier le projecteur orthogonal sur E; le projecteur

sur E’ parallelementa E (si E et E’ ont méme dimension,

et EnE = {0}) sont négligeables analytiques de classe 0.

Remarque. — Si Q est connexe, de bord non vide, il existe
aussl des projecteurs sur E qui sont purs, de classe p pour
p assez grand (parce que si E est de dimension finie, pour p
assez grand, une fonction feE qui s’annule & P'ordre p
sur ?2Q) est nulle).
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Si Q est compacte, et si R est un opérateur négligeable
analytique, c’est un opérateur compact pratiquement sur
tous les espaces ou il opére. Son image se compose de fonctions
analytiques jusqu’au bord.

Si R et R’ sont négligeables analytiques, il en est de
méme de R+ R’ et RoR’. En outre, Ro R’ est de
classe p en méme temps que R’.

Le noyau de (1 — R) est de dimension finie, et les fonctions
qu’il contient sont analytiques jusqu’au bord. L’image de
(1 — R) est fermée, de codimension finie égale a la dimension
du noyau, et posséde un supplémentaire topologique composé
de fonctions analytiques jusqu’au bord.

Ezemple 2. — On suppose toujours Q compacte. Si R est
négligeable analytique, de classe p, il existe R’, négligeable
analytique, de classe p, tel que (1 4+ R’) (1 — R) soit un
projecteur sur I'image de (1 — R)* (dés que n est assez
grand pour que cette image ne contienne pas le noyau de
(1 — R)) (resp. ou (1 — R) (1 + R’) soit un projecteur sur
I'image de (1 — R)).

Preuve. — Posons

E = 3 (Q) ® %6 (2Q)?
E = #'(Q) o % (2Q)

on
de la k-itme dérivée normale de f, posons

f:(f, fO, fb fp_1)EE

(dans les quelques lignes qui suivent, f ne désignera pas le
prolongement de f par O hors de () comme dans le reste
de Particle).

On identifie E a un sous-espace de E’ grice aux mesures
dx, da’. L’application f->f est un isomorphisme sur un
sous-espace #6 de E, partout dense dans E’.

Associons & R Dlopérateur ReL(E)nL(E’) défini par

si fe#(Q), et si fk=<—b—>kf/bQ désigne la trace sur Q)

R(‘P’ Po> -5 Pp1) = &
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Ol‘l e ’ ’ ’
g= [ rlw o) dy+ 3 [ riwy)ey) dy
Q 0 J2Q

(r etles r; sont ceux de la définition 1.1).

R est donc le prolongement de R & E’ par continuité
si on identifie #6(Q) a .

Remarquons qu’un opérateur A e L(E’) provient par ce
procédé d’un opérateur A, négligeable analytique de classe

< p si et seulement si A(E')c (car le noyau distribution
de A est alors nécessairement une matrice de fonctions

analytiques jusqu’au bord, et la restriction de A a # pro-
vient donc d’un opérateur négligeable analytique de classe p).

Le noyau de (1 — R) dans E’ est un sous-espace de
dimension finie de .

Premier cas. — Supposons ce noyau nul. (1 — R) a alors
un inverse (1 4+ R’), qui opére contintiment dans E, E’

et 3 (puisque ces trois espaces sont stables par (1 — R),
et que le théoréme du graphe fermé y est vrai). En outre, on a

R — R(l + R)

donc I'image de R’ est contenue dans #, ce qui prouve que
R’ est bien associé & un opérateur négligeable analytique de

classe p sur Q.

Cas général. — Posons
I,=nim (1 — R)*
N, = u ker (1 — R)*

On a N, =ker (1 — R)* pour k assez grand, donc N,
est un sous-espace de dimension finie de .

De méme I, =1im (1 — R)* pour k assez grand, et
c’est un supplémentaire topologique de N, dans E’.

De sorte que si on définit R, par

R,=0 sur I; 1—R—R) =1 sur N

R, est bien associé & un opérateur négligeable analytique
de classe p.

o
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Le premier cas nous montre alors que (1 — R — R;) a un
inverse (1 4+ R’), ou R’ est négligeable analytique de
classe p.

Il suffit alors de modifier R’ convenablement sur N
pour avoir le résultat annoncé (I’opérateur qui sert & modifier
est nul sur I_, et prend ses valeurs dans N,, donc provient
lui aussi d’un opérateur négligeable analytique de classe p).

2. Les opérateurs pseudo-différentiels analytiques
de type p (d’aprés L. Hormander).

1. Les notations sont les mémes qu’au début du chapitre.
Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique, de degré
d, sur la variété V (voisinage de {2). Nous renvoyons a [3]
et [10] pour une étude plus détaillée de ces opérateurs, et nous
nous contentons ici d’en rappeler la définition (3): P est un
opérateur pseudo-différentiel au sens de [6] ou [9], dont le
noyau-distribution (au sens de (13)) P(z, y) vérifie les condi-
tions suivantes :

a) P(z, y) est analytique hors de la diagonale z =1y de
V X V.

b) Pour tout z,eV, il existe un systéme de coordonnées
analytique au voisinage de z, (*) dans lequel P(z, y) se met
sous la forme :

(2.1) P(z, y) = XPy(z, © — y) + R(z, y)

ou R(z, y) est analytique en z et y, P, (z, z) est une

distribution pseudo-homogéne de degré — n —d 4+ k de z,

analytique pour z # 0, et qui dépend analytiquement de =z.
Dans (2.1) la série converge au sens suivant:

(2.2) 11 existe un voisinage complexe V, de z,. et un
nombre ¢ > 0, tels que les termes de la série (2.1) soient
tous holomorphes dans le domaine complexe :

zeV,, [im z| < ¢|re 7], lz] < ¢
(imz et rez désignent comme d’habitude la partie imagi-

(®) Nous suivons ici d’assez prés la présentation de W. Margulies [10].
(%) Les conditions décrites ne dépendent pas du systéme de coordonnées choisi.
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naire et la partie réelle du vecteur complexe z); et la série
converge uniformément dans ce domaine.

Les distributions P,(z, z) sont bien déterminées par I’opé-
rateur P, modulo un polynéme homogeéne de degré
—n—d+4+k, & coeflicients analytiques en z, si
— n — d + k est entier positif.

Nous appelons alors symbole complet de P la classe du
noyau distribution de P modulo les fonctions analytiques
sur V X V.

Si V est plongée dans l’espace vectoriel R® (ou au
voisinage d’un point, une fois choisi un systéme de coordonnées
analytiques), on représente le symbole complet par la série
formelle :

(23) o(P) = Zpy(z, §)

ou p(z, &) est la restriction & Pouvert £ # 0 de la transfor-
mée de Fourier par rapport & z de la distribution P,(z, z):
c’est une fonction analytique, homogéne de degré d — k
en £.

Les p.(z, £) ont en outre la propriété suivante : pour tout
2o €V, 1l existe un voisinage complexe V, de =z, et des
constantes positives ¢, ¢, A tels que les p,(z, &) soient
toutes holomorphes dans le méme domaine complexe :

x e Vg, [im &] < ¢|re |
et y vérifient les inégalités
(2.4) |pi(z, &) < cA*k![E["*.

Le premier terme de la série (2.3), po(z, ), est appelé
symbole principal, ou symbole. Il doit s’interpréter comme une
fonction sur le fibré cotangent de V. (Le symbole complet
peut aussi se représenter comme section de certains fibrés
de jets.)

Remarquons ici que les symboles complets d’opérateurs
pseudo-différentiels analytiques sur les ouverts d’une variété
analythue réelle V forment un faisceau sur V. Autrement dit,
si V; est un recouvrement ouvert de V; si pour tout i
on se donne un opérateur pseudo-différentiel P; sur V,,
de fagon que les restrictions & V;nV; de P; et P; aient
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méme symbole pour tous i, j, alors il existe un opérateur
pseudo-différentiel analytique P sur V, qui a méme symbole
complet que P; dans V; pour tout :.

Preuve. — On va construire le noyau distribution f(z, y)
de P. Posons Qy=V X V—diagV, Q;=V; XV, de
sorte que les (); forment un recouvrement ouvert de V X V.

Posons fy(z, y) =0; et pour i # 0, soit fiz, y) le
noyau-distribution de P;: c’est une distribution sur €,
analytique dans (); — diag V..

Puisque P; et P; ont méme symbole dans V;n 'V,

fo=FilQinQ; — fi/Qin Q;

est une fonction analytique dans Q;nQ; (Aussi quand ¢
ou j est nul, puisque de toute fagon f; est analytique hors
de la diagonale de V.)

La famille (f;) est une cochaine alternée associée au
recouvrement ();, & valeurs dans le faisceau des fonctions
analytiques sur V X V. (C’est méme un cocycle (ie.
fi+fu+rfi=0 dans Q;nQ;nQ,) car une fonction
analytique est nulle si elle est nulle en tant que distribution.

Or le faisceau des fonctions analytiques réelles est cohomo-
logiquement trivial (°).

En particulier le deuxiéme groupe de cohomologie
H?(V X V, #) est nul. En outre, comme V est paracom-
pacte, le deuxiéme groupe de cohomologie est égal au deuxiéme
groupe de cohomologie de Cech (voir R. Godement, Théorie
des faisceaux, Hermann, Paris).

Donc il existe un recouvrement (), plus fin que Q; (c’est-
a-dire Q, <, pour une application « — i(a) convenable),
et des fonctions 8a € #6(Q,) telles que

fiwy — fip = 8« — 83 dans Q. n Qg

Cette derniére relation signifie exactement que les distri-
butions fim — g.€D'(QL) se recollent.

(8) Voir H. Cartan, Variétés analytiques réelles et variétés analytiques complexes,
Bull. Soc. Math. France, 85 (1957), 77-99; H. Grauert, On Levi’s problem and the
embedding of real analytic manifolds, Ann. Math. (2), 68 (1958), 460-472; L. Hor-
mander, An introduction to complex analyisis in several variables, chap. vir (Van
Nostrand).
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Soit maintenant f(z, y) la distribution définie par

f(x7 y) = ﬁ(a) — 8a dans Q..

Il est clair que f(z, y) est analytique hors de la diagonale
de V, et différe de fi,, par une fonction analytique au
voisinage de tout point (z, z) € Q,: f(z, y) est le noyau distri-
bution de I'opérateur cherché.

Notons aussi en passant le résultat suivant :

(2.6) Soit po(z, &) une fonction analytique sur T*V — {0}
(le fibré cotangent privé de la section nulle), homogéne de degré d
en &. Il existe un opérateur pseudo-différentiel analytique P
sur 'V, de symbole principal p,.

La construction est facile quand V est un ouvert de R":
on peut prendre par exemple ’opérateur de noyau distribution
P(z, z — y)dy, ou P(z, z) est la transformée de Fourier
inverse par rapport & z de la distribution pfpy(z, &) sur
V X R* (la pseudo-fonction ou partie finie pf est définie
comme dans (12)). Dans le cas général, on ne peut malheureu-
sement pas recoller le résultat précédent au moyen d’une
partition de I'unité. Voici cependant une autre construction :

soit F un isomorphisme analytique d’un voisinage de la
diagonale diag V dans V X V sur un voisinage de la section

nulle dans TV, telle que
a) F(z, y) est un vecteur tangent en z, et F(z, z) = 0;

b) y - F(z, y) a pour application linéaire tangente au
point (z, z) I'identité de TxV (il existe des fonctions ayant
ces propriétés; par exemple 'inverse de ’application « expo-
nentielle » associée & une connexion sur V).

Soit Py(z, z) dz la distribution sur TV transformée de
Fourier inverse par rapport a z de la distribution (courant
d’ordre 0) pfpo(z, §) sur T*V; soit P,(z, y) dy 'image de
Po(z, z)°dz par l'inverse de F (au voisinage de diag V).
Soit enfin P(z, y) dy une distribution sur V X V, analy-
tique hors de diag V, et telle que P — P, soit analytique
au voisinage de diag V (il en existe, cf. ci-dessus).

Alors l'opérateur P de noyau distribution P(z, y)dy
est un opérateur pseudo-différentiel analytique de symbole
principal po(z, &).
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Preupe. — Comme de toute fagon P(z, y) dy est analytique
hors de diagV, il suffit de vérifier que pour tout z,eV,
P,(z, y) dy coincide au voisinage de (z,, %,) avec le noyau
distribution d’un opérateur pseudo-différentiel analytique de
symbole principal po(z, §) défini au voisinage de z,. Pour
cela, on peut supposer V< R" On supposera aussi pour sim-
plifier que P est de degré d < — n, de sorte que Py(z, z)
est continue.

La deuxiéme coordonnée de F est une fonction u(z, y),
analytique, égale &  — y + O(|z — y|?) prés de la diagonale :

We y) =2 —y+ % af)e—yf=2—y+r@y
ou r est donc de 'ordre de |z — y|? au voisinage de = =y.
Pour ¢ assez petit, les @, sont holomorphes dans la boule
complexe |z — z,| < ¢, et la série converge dans le domaine
complexe: |z — x| < ¢, |z — y| < e
On a alors, avec z = u(z, y)

Py(z, y) dy = Po(x, z) dz = Po(z, 2 — y + r)lu| dy

|uy| désigne le déterminant jacobien de la transformation
y — u(z, y) : 1l admet un développement en série convergente
dans le domaine ci-dessus :

lul =1+ 3 bya)(= — y)

P21

Développons maintenant P, en série de Taylor:

Po(z, z —y+ 1) =Py(z, z — y) + m}io P@(z, z — y)r'/q!
(P® désigne ici la dérivée partielle d’ordre ¢ par rapport
a la deuxiéme variable). La série converge uniformément
dans le domaine complexe |z — 1z <€ |z—y| <k,
[lmz —y| < e|lrex — y|, |r] < e|z — y| pour e assez petit.

Or avec la notation ci-dessus, on a r(z, y) = O(|lz — y|?)
donc |r(z, y)| < ¢l — y| pour |z — y| assez petit.

S1 on développe enfin r? en série entiére, on obtient pour P,
un développement en série de la forme :

Pi(®, y) = Po(z, 2 — y) + X ci(@)P(, & — y)(z — y)»
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Dans la série, chaque terme est pseudo-homogéne de degré
deg Py — |¢:| + |pi| < deg Py, parce que luyl =1+ Oz — y),
riz, y)=0(z—y|?) impliquent qu'on a |p]|> 2{ql|, ou
|pil =1 quand ¢; = 0. En outre le nombre de termes d’un
degré donné (ou inférieur & un nombre donné) est fini, et le
lecteur vérifiera sans peine que la série uniformément vers
P,(z, y) dans un domaine complexe de la forme

|z — x| < &, lz — y| < ¢ [iIm 2z — y| < e|re z — y|.

Par définition, la somme de la série est le noyau distribution
d’un opérateur pseudo-différentiel analytique de degré d — 1,
défini au voisinage de z,. De sorte

P(z, y) dy = Py(z, 2 — y) dy + ---

est bien le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel analytique,
de degré d, de symbole principal po(z, §) au voisinage de
(-7’0’ xo)~

(Dans le cas ou le degré d est plus grand que — n, ily a
une petite difficulté due aux singularités du noyau distribution
sur la diagonale. Le lecteur vérifiera que dans ce cas aussi
la série ci-dessus converge au sens des distributions vers le
noyau distribution de P au voisinage de (x, z,).)

Finalement rappelons que d’aprés (3), 2, n® 4, si P est un
opérateur pseudo-différentiel analytique, il admet localement
une représentation par intégrale de Fourier (la formule ci-
dessous suppose que V est un voisinage d’un point de R?
par exemple Porigine, et vaut pour les fonctions a support
assez voisin de ce point):

(2.6) P(f) = [ R y)f(y) dy + @m)™ [ e=*p(, OF () dE

ou R(z, y) est une fonction analytique de (z, y), et p(z, &)
est une fonction C* de =z, sur V X R* analytique par
rapport & z, et se prolonge en une fonction holomorphe dans
le domaine complexe :

zeV,, |im & < e|ref]

ou V, est un voisinage complexe de z,, ¢ > 0 une constante
convenable.
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De plus p(z, §) vérifie dans ce domaine les inégalités

N-—1

(2.7) |p(z, &) — 3 pula, &) < ATNI[E[*T

0

ou ¢, A sont des constantes convenables, et les p, sont les
termes du symbole complet de P.

Réciproquement, si I'opérateur P admet la représentation
(2.6), ou p(z, &) et les py(z, &) vérifient les inégalités (2.4),
(2.7), c’est un opérateur pseudo-différentiel analytique, de
symbole Xp,(z, §).

2. Nous en arrivons au but de ce paragraphe :

DériniTioN 2.1. — Nous dirons (avec L. Hormander, cf (8))
que P estdetype . st son symbole complet vérifieles conditions

(2.8) pu(z, — &) = e@*2witp (z, E) pour tout k.

La formule (2.8) suppose choisi un systéme de coordonnées
analytique, de fagcon & pouvoir représenter le symbole par
une série formelle Xp,(z, §) au voisinage de z. Mais la
condition ne dépend pas du systéme choisi (cf. (6) pour les
formules de changement de coordonnées). Elle signifie que
d — 2p. est entier, et que p,(z, §) de la formule (2.1) a méme
parité que ’entier d — k — 2p. parrapporta £ (Lacondition
de L. Hoérmander dans (8) impose seulement que I’égalité
ait lieu sur la variété zedQ, & =0, &, > 0, c’est-a-dire sur
le fibré cotangent normal intérieur, pour p, et toutes ses
dérivées; mais ici les fonctions p,(z, §) sont analytiques.)

Notons aussi que le symbole Xp,(z, §) est le symbole d’un
opérateur pseudo-différentiel analytique de type @ si et
seulement si Xp,(z, &) |§|2* est le symbole d’un opérateur
pseudo-différentiel de type 0. Dans le cas g =0, on voit
en développant p, en série entiere de & au voisinage du
point & =0, § =1 que p, admet un développement en

. : 1,
série convergente dans le domaine complexe &, > TIE |
(pour & assez petit):

(29) pk(:p, E) — E%Pka)(x, EI’ 1)Ela2g—k—-|¢l
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(la condition de symétrie implique que les coefficients sont les
mémes pour £, positif ou négatif). En particulier on voit
que pour z et & fixé, p(z,&',&,) estune fonction analytique
de &, surla droite réelle (sauf au point &, = 0 quand & = 0),
méromorphe a l'infini, avec un péle d’ordre au plus d — k
a linfini.

Ezemple. — Nous allons déterminer les opérateurs pseudo-
différentiels analytiques de type 0 & une variable.

Prorosition 2.2. — St P est un opérateur pseudo-différentiel
analytique de type 0, d une variable, il est somme d’un opérateur
différentiel & coefficients analytiques et d’un opérateur de degré
— 1 (et de type 0).

St P est de degré — 1, son noyau distribution est une
fonction P(z, y) qui coincide pour z >y (resp. z < y)
avec une fonction fi(z, y) (resp. fi(=z, y)) analytique au voisi-
nage de U'ensemble fermé z > y (resp. z < y).

Preuve. — De toute fagon, le noyau distribution P(z, y)
est analytique hors de la diagonale z = y. Et au voisinage
de la diagonale, il admet la représentation en série convergente
(2.1):

P(z, y) = R(z, y) + ZPy(z, z — y).

Or la condition de symétrie de la définition 2.1 signifie que
p(z, §) (dans la notation de la formule (2.3)) est proportion-
nelle & la puissance entiére de &,: £¢~*. Elle a la conséquence
suivante :

Pour d — k > 0, P,(x, z) est proportionnelle & une dérivée
de la masse de Dirac (de z):

P(z, z) = ay(z) 3“~(z)

ou a, est une fonction analytique de z (il n’y a jamais de
terme de la forme pfz*=71). D’ou la premiére assertion.
Et pour d — k < 0, P,(z, z) est de la forme:

Py(@, 7) = a(2)(z)541 + by(a)(z7)~

ou zt (resp. z~) désigne la partie positive (resp. négative)
de z, et les fonctions a, et b, sont analytiques en z.
(I n’y a jamais de terme en 2z~ Log|z|.)
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Comme la série XP,(z, z) converge au sens des distributions
au voisinage de z =0 (et méme quand z parcourt un voisi-
nage complexe convenable de l'intervalle de définition de
Popérateur), les deux séries entiéres

S a(r)FFr et Y by(x)z1
kZa+1 kZ>a+1

convergent toutes deux vers des fonctions analytiques de =z
et z au voisinage de z = 0. D’ou la deuxiéme assertion.

Dans [8], L. Hérmander prouve le résultat suivant: soit
fe9D(Q) une fonction & support compact dans Q, C* jusqu’au
bord. Désignons comme au début du chapitre par z, une
fonction positive, analytique, nulle 4 1’ordre 1 exactement
sur le bord (la derniére fonction coordonnée si Q est plongée
dansle demi-espace R%). Soit g la distribution g = pf(z;})*f
(zF désigne la partie positive de z,, c’est-a-dire z, dans Q
et 0 danslerestede V; la partie finie, ou pseudo-fonction pf.
est définie comme dans [12]): g est donc une distribution
sur V, a support compact dans Q.

Ou si @ est entier négatif, soit g une distribution sur V
de la forme:

e=f+ 3 ( )(ﬁ( 2)%0)

J<—t

ot feDQ), f;eD(Q) et <$>J désigne la dérivée d’ordre j
n
de la distribution f;8,q par rapport au champ 5%
Alors la restriction & Q de P(g) est une fonction C~
jusqu’au bord.
Ici, nous allons prouver en outre :

TratoriMmE 2.3. — Si P est analytique, de type ., et si les
densités f (resp. et f;) qui servent a définir la distribution g
ci-dessus sont analytiques jusqu’au bord au voisinage d’un point
%y, la restriction a Q de P(g) est analytique jusqu’au bord au
voisinage de .

Preuve. — Nous commengons par faire plusieurs réductions :
remarquons d’abord que le théoréme est purement local,
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parce que P conserve localement I’analyticité (cf. [3]) et en
particulier P(g) est analytique en dehors du support de g.
On supposera donc que V est un ouvert de R" et
Q= VnR% On supposera aussi que 2, = 0 est un point
du bord, le cas ou il est intérieur résultant immédiatement
de [3].

Remarquons ensuite que le composé d’un opérateur pseudo-
différentiel de type p et d’un opérateur différentiel a coef-
ficients analytiques est encore un opérateur pseudo-différentiel
de type w (le fait que le composé est encore analytique est
prouvé dans [3]; et la condition (2.8) est immédiate & vérifier).
Quitte alors & diminuer le support de g, ou a la modifier
hors d’un voisinage de z,, et & la remplacer par une somme
de distributions-dérivées d’ordre assez élevé, on pourra
supposer @ > 1 et g de la forme

g = folay)1 o=

ou q:e@(Q) égale 1 au voisinage de z,, et [ est analytique
au V01smage du support de .

Puis quitte & diminuer V, on peut supposer f analythue
dans V tout entier, et méme [ =1, puisque le composé P,f
est encore un opérateur pseudo-diﬁ'érentiel analytique de
type p.

Nous utilisons alors la représentation intégrale (2.6): le
théoréme est évident pour le terme résiduel

f R(z, y)g(y) dy

qui transforme toute distribution en une fonction analytique.
11 suffit donc de le prouver pour I'intégrale de Fourier.
On peut enfin dans ce cas supposer que le « noyau » p(z, &)
ne dépend pas de z: on passe de la au cas général par une
technique de fonctions holomorphes évidente: (2.7) signifie
que 'application qui & y fait correspondre la fonction p(y, )
est holomorphe d’un voisinage de z, dans I’espace des
fonctions de & qui vérifient les inégalités (2.7); si on note P,
Popérateur pseudo-différentiel analytique défini par

P,f(z) = 2m)~ [ ¢=ply, DF (8) db
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et si le résultat annoncé est vrai pour les opérateurs de convo-
lution, la fonction des deux variables = et y: P,f(z) est
analytique jusqu’au bord dans V X {J; en particulier
Pf(z) = P,f(x) est analytique jusqu’au bord dans Q.

En résumé, il suffit de prouver le théoréme dans le cas ou P
admet la représentation

P(g) = (2m)~" [ e=p(2)8(5) d

ou p (et les fonctions p, qui lul sont associées) vérifie les
conditions (2.4), (2.7), et ou g est la fonction

g = gz )+t e~

Nous faisons enfin une derniére réduction fondée sur la
remarque suivante: p(§) est une fonction holomorphe, &
croissance lente & l'infini, dans le cdéne complexe ouvert:
|imé&| < e|re &, et C* dans la fermeture de ce cone. C’est
donc un multiplicateur, et P est la restriction & V d’un opé-
rateur de convolution continu: ¥'(R") — $’(R"), que nous
noterons encore P. Exactement, P est Popérateur de
convolution par la distribution P(z), transformée de Fourier
inverse de p(§). Il résulte des conditions vérifiées par p
que dans le complémentaire de l'origine, P(z) se prolonge
en une fonction holomorphe, & décroissance rapide & l'infini
dans le cone ouvert |imz| < ¢’ |rez| pour &' assez petit
(¢" < inf (g, 1), cf. [3]).

Il est immédiat alors de vérifier que si T est une distribu-
tion tempérée, P(T) = P(z) x T est analytique en dehors du
support de T. En particulier P((1 — ¢)(z;)*!) est ana-
lytique au voisinage de .

Nous pouvons donc supposer. ¢ = 1. La fonction g a
alors pour transformée de Fourier par rapport a =z,:

8(&) = T(w)(1 + &)™
Définissons maintenant la fonction p’(§,) par
p(0, &) = (1 4 &)*p’ (%)

Comme P est un opérateur de convolution, I'image de g
par P: G = P(g) dépend elle aussi de =, seul, et a pour
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transformée de Fourier par rapport & z,:
G(&,) = D(w)(1 — i&)*p'(E.)-

Dans cette expression, le premier facteur ['(n)(1 — i&,)*
est la transformée de Fourier de la distribution

f = D@T(— 1 — w)pflar) = o=

(ousi p est entier positif, f est proportionnelle & une dérivée
de la mesure de Dirac 8): f est donc tempérée (en fait a
décroissance rapide), et portée par la demi-droite négative
z, < 0.

On a donc pour z, > 0

(2.10) Glz) = [ f(— OP(@, + 9 de

(I'intégrale est prise au sens des distributions, P’(z) désigne
la transformée de Fourier inverse de p’(£)).

Or la réciproque de (2.6), et la définition 2.1 impliquent
que lopérateur de convolution par P’ est un opérateur
pseudo-différentiel analytique de type 0, & une variable.
P’(z,) coincide donc dans la demi-droite z, > 0 avec une
fonction analytique dans une demi-droite z, > — ¢ (propo-
position 2.2).

Comme en outre P’(z,) est holomorphe, & décroissance
rapide dans tout un cdéne complexe: |imz,| < e|rex,|, la
formule (2.10) implique que G(z,) est analytique jusqu’au
bord pour z, > 0, et le théoréme est démontré.

3. Opérateurs de Poisson analytiques.

Ce paragraphe combine les méthodes et les constructions
de [2] et de [3]: 1l s’agit de construire une classe d’opérateurs
de Poisson qui conserve localement l’analyticité.

Nous commengons par décrire les distributions « homogénes »
qui serviront de noyaux a nos opérateurs.

1. Un exemple fondamental.

Soit ¢ un nombre complexe de partie réelle positive.

Soit fe D(R™?) une fonction sur le bord du demi-espace
R:.
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La solution bornée F du probléme de Dirichlet :

2
(tzAz, -+ bb—ﬁ>F =0 pour =z, >0

F =f sur le bord R*?
ou A, = Ll + ... o désigne le Laplacien sur R*1
"7 da? o2 _, & P
est donnée par la formule
F= ). K@ —y, z)f(y)dy

ou K(z) = K(z', z,) est le noyau

n

31)  Kz) = F<—'2z—>1t_%tx,,(x'” 4 ) E,

K a pour transformée de Fourier partielle par rapport a 2’
la fonction

(3.2) K(¥, x,) = exp — t|¥'|x, pour z, > 0.

Enfin le prolongement de K par 0 dans le demi-espace
z, < 0 a pour transformée de Fourier globale

(3.3) k(E) = (&' + &)

2. Noyauzx de Poisson analytiques élémentaires.

Soit K(z) = K(', z,) une distribution sur R" On note
(¢, z,) la transformée de Fourier partielle par rapport & 2/,

et k() la transformée de Fourier globale. Nous nous intéres-
sons aux propriétés suivantes de K:

(3.4) K est nulle pour =z, < 0. C’est une distribution
homogéne de degré — n -+ 1 — d, localement intégrable dans
DPouvert = # 0 [Resp. si —n-+1—d est entier positif,
K est une fonction, nulle pour z, < 0, et qui coincide dans le
demi-espace x, > 0 avec une fonction pseudo-homogéne de
degré —n-+1—d]. Et

a) K est analytique jusqu’'au bord pour z, > 0, z+#0 (5).

b) K est analytique jusqu'au bord pour =z, > 0, & # 0,

() Autrement dit K coincide dans le demi-espace z, > 0 avec une fonction
analytique au voisinage de I'ensemble x, > 0, 2 # 0.
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localement intégrable dans Uouvert & # 0 (il n'y a pas de
couches sur le bord).

Dérinition 3.1. — On appelle noyau de Poisson élémentaire
de degré d une distribution K qui vérifie la condition (3.4)

(3.5) k(E) est analytique, homogéne de degré d — 1, dans
Pouvert &' # 0. Et pour & # 0 fizé, elle se prolonge en une
fonction holomorphe nulle & Uinfini de &, dans le domaine

& — iR[Z]] > (R — )&
ou R, ¢ sont des constantes positives convenables.

Lemme 3.2. — 1) Pour une distribution K, la propriété (3.4)
umplique la propriété (3.5).

2) Réciproquement, si k(E) est une fonction définie pour
£ # 0, et qui vérifie (3.5), il existe une distribution K qui
vérifie (3.4), et dont la transformée de Fourier coincide avec k
pour ¢ # 0. Cette distribution est unique, modulo un « poly-
néme » de la forme

S agle(s)h—e
Jal<—n+1—d
St d estentieret d < —n -+ 1.
(@ désigne la partie positive de z,).

Remarque a propos de (3.4) et de la définition 3.1:
Si la dimension n est paire, la fonction

__(Log|z|] pour =z, >0
Ky(2) = 0 pour z, < 0

est un noyau de Poisson élémentaire de degré — n 4 1.
Par suite si d est entier, d < — n -+ 1, tout noyau de
Poisson élémentaire de degré d s’écrit, d’une seule fagon

K(z) = Ko(z) + Q(z)Ky(x)
ou K, est un noyau de Poisson élémentaire homogéne,
et Q un polynéme homogeéne.

Le résultat n’est pas vrai en dimension impaire: alors la
fonction qui vaut Log|z| pour z, > 0, et 0 pour z, < 0
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ne vérifie pas (3.4) b (ou sa transformée de Fourier n’est pas
une fonction holomorphe & l'infini de &, pour & # 0 fixé).
‘On peut dans ce cas remplacer cette fonction par la suivante
(notée a nouveau K,)

K,(z) = (])-‘Og (@ + |2|) pour x, >0

pour =z, <0

et on a bien alors la décomposition ci-dessus.
Dans les deux cas (n pair ou impair) la transformée de
Fourier de K; est de la forme

W(E) = 3, afF1=E] + &)

pour & # 0.
Preuve de la premiére partie du lemme 3.2.

On va d’abord étudier K(¥', z,) pour z, = 1.

Du fait que K(z', 1) est holomorphe dans un domaine
complexe de la forme |im 2’| < ¢(1 + |re 2'|), et vérifie dans
ce domaine une inégalité

(3.6) | K@, 1] < (1 4 [2])*

résulte immédiatement que K(¥, 1) se prolonge en une
fonction holomorphe dans un cone complexe [im &'| < &'|re &'],
ou elle vérifie I'inégalité

(3.7) IK(E, 1)] < c|E|P exp (— alE])

(ou a, b, ¢’ sont des constantes convenables).
Remarquons maintenant que K(z) admet un développe-
ment en série convergente pour 0 < z, < el2|:

(3.8) K(z) = 3 aa)z;

p=0

ou a,(z') est homogeéne de degré — n 4+ 1 —d — p (sauf si
— n+4 1 —d — p est entier positif, auquel cas «, comporte
éventuellement un terme de la forme P(z') Log|z'| ou P est
un polynéme homogéne).
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En outre les «, sont holomorphes dans un céne
|im 2’| < ¢|re 2’|, ety vérifient

(3.9) (02 < Rea{a/|-siaicr

pour p> —n-+1—d, si ¢ est assez petit et R assez
grand.

Enfin le reste du développement vérifie une inégalité ana-
logue, dans un domaine complexe analogue :

N—1

(310) |K(@', 1) — 3 a,(z)] < RPH|o/|-m1—0s

pour p > —n-+1—d.

Soit maintenant a,(§') la transformée de Fourier de la
distribution pfa,(z’) (ou la partie finie pf est définie comme
dans [12]).

Il résulte de (3) § 2, n°® 2 que les a,(&') vérifient dans un
cdne complexe analogue au cdne ci-dessus les inégalités

, R/p11
(3.41) o€ < =7

HEZ

De sorte que la série Xa,(¢’) converge dans ce cone complexe.

En outre, toujours d’aprés (3) § 2 n° 2, la fonction
(&) = K(&, 1) — Za,(f') est analytique dans tout le plan,
et ses dérivées a P'origine vérifient les inégalités

R/r
(3.12) P0) < =5

arce que p®(0) est la valeur a l'origine de la transformée
P q P g o

de Fourier du reste: z'*pf <K(x', 1H—3 %(E')) pourvu
quonait || —n+1—d—N< —n+ 1)

De sorte que le reste r(§’) est une fonction entiére, de
type exponentiel.

Distinguons maintenant deux cas : supposons d’abord que d
n’est pas entier. Alors, les a,(&’) sont toutes homogénes,
et on a

(3.13) K(xz', %) — MR, ).
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En particulier
(3.14) K(¥, z,) = a7 K(E'z,, 1) = %‘, a,(&8)xh + z7r(z,t)

Pour que K(¥, z,) soit analytique jusqu’au bord, il est
alors nécessaire que toutes les dérivées de r s’annullent a
Porigine. Donc r = 0.

Finalement, pour £’ fixé, on voit que K(&, z,) est la
restriction a la demi droite z, > 0 d’une fonctlon entiére
de type exponentiel, & décroissance exponentielle sur la
demi-droite =z, > 0.

Et par suite la transformée de Fourier globale k() (qui
est la transformée de Fourier de K(/, z,) par rapport 3 )
est, pour & # 0 fixé, holomorphe dans un demi-plan complexe
im E,, < ¢, et aussi holomorphe & l'infini, ou elle admet le
développement en série convergente :

(3.15) k(E’7 g,) = Zp! ap(E')(iEn)_p_l'
Supposons maintenant que d est entier. Alors on a encore
K<7\E', '?X") = MK(¥, x,). Mais les a,(!") ne sont plus néces-

sairement homogénes. Cependant on a
(3.16) a,(8') = by(&') + Qu(&") Log [¥']

ou b, est homogeéne (de degré d + p), Q, est un polyndéme
homogeéne, et les b, Q, vérifient des inégalités analogues
aux inégalités (3.11) vérifiées par les a,. De sorte qu'on a

(3.47) K, z,) = o7 K(z,F, 1) =

+ Log (#l8]) 3 QuE)ar + a7 ir(z,).

Cette fois, pour que K(&, x,) soit analytique jusqu’au
bord, il est nécessaire que les Q, soient tous nuls, et que
r(¢') soit nul a I'ordre d & l’origine.

On termine alors la démonstration comme dans le cas ou d
est non entier.
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On a bien siir retrouvé en passant les conditions (2.4.1)

de [1].

Preuve de la deuzxiéme partie du lemme 3.2.

L’assertion d’unicité est immédiate: si la transformée de
Fourier k de K est nulle pour & # 0, K est nécessairement
de la forme

K = Xa'*q,(x,)

si de plus K vérifie (3.4), ¢4(x,) est nécessairement propor-
tionnel a (z;7)™"f—%2l et l'exposant —n+4+1—d —|q|
est positif.

Nous supposons maintenant que k est une fonction définie
pour & # 0, qui vérifie (3.5). De la formule de Cauchy,
on déduit que k admet une représentation intégrale :

(3.18) k(E) = f}r a(¥, O(tE] + iE) dt

ou on a posé a(f’,t) = — (2um)YE'|k(E', it|E]) et ou y estun
cercle convenable dans le demi-plan ret > 0
Soit maintenant K'(E', z,) la transformée de Fourier

inverse par rapport 4 £, de k (elle est définie pour & # 0)
on a donc (cf. (3.1), (3.2), (3.3))

1 rvr E’, . . ’ . .
(3.19) K'(¥, z,) = g/; a(&', t) exp (— tz,|&']) dt s1. x, > 0
?0 si z,<0

et K’ est une fonction localement intégrable en dehors de
£ =0 (i n’y a pas de couche sur le bord =z, =0). Ceci
prouve déja que si K est une distribution sur R", dont la
transformée de Fourier égale k& dans louvert & # 0, K
vérifie (3.4) b. K’ est définie pour & # 0. Pour tout ,
fixé, elle admet quand & — 0 un développement asympto-
tique en fonctions homogeénes de degré > d de &'

Soit alors K(&, x,) = pfK'(¢’, #,) la distribution partie
finie (ou pseudo fonction) associée a K (cf [12]). Et soit
K(z) = K(', #,) la distribution dont K est la transformée
de Fourier partielle par rapport a z'.
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(3.20) Nous noterons pftk la transformée de Fourier de la
distribution K construite ci-dessus (c’est une distribution
sur R" qui coincide avec k pour ¥ # 0, et dépend linéaire-
ment de k).

Nous allons montrer que la distribution K convient
(autrement dit vérifie (3.4)). Grice a la représentation inté-
grale (3.6), il suffira de le faire quand % est de la forme

k(€) = a(&) (8] + &)

ou a(&’) est analytique, homogéne de degré d, pour & # 0.
On a alors

(3.21) K(E', z,) = (pfla(&’) exp (— #|&'|x,)] pour z, > 0
0 pour z, < 0
a \ B
La dérivée —ba, 2 V'K a alors pour transformée de Fourier
or P
partielle n

(3.22) pf[(E&)* (— t¥])Pa(¥’) exp (— t|¥'|2,)] pour =z, >0

(la dérivation b—;— commute a la partie finie pf -ci-dessus,
n

dans laquelle z, figure en fait comme parametre).
Prouvons que K est analytique jusqu’au bord (pour

z # 0): 1l suffit d’examiner les dérivées d’ordre assez élevé

de K; aussi peut-on supposer d > — n 4 1. Alors, s1 on

désigne par A(z') la transformée de Fourier inverse de a(t’),

et par B(z') celle de |&'|a(t’), on a

@%)K@=n%WEXﬂmw+mex—w@'

(en fait I'intégrale converge si d > — n).
En outre K vérifie les relations suivantes (c’est la solution
d’un probléme de Dirichlet) :

(FES T om0
(K@, 0) = A(z)
/immm = — (B(z').

\ 0z,
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Or (cf. [3], § 1, n° 2) A(z') et B(z') sont analytiques et
homogénes pour z’ # 0, de sorte qu’on déduit immédiate-
ment de ces relations les inégalités

s o

< cAleHF Y B(|a| + B) ! |o|Hi—etap

(3.24)

ou ¢, A sont des constantes qui dépendent de a(E’).

(3.23) prouve que K(z) est analytique dans le demi-espace
z, > 0; (3.24) prouve qu’il est analytique jusqu’au bord
(pour z # 0). Et il n’y a aucune difficulté pour intégrer ces
résultats le long du cercle .

Pour terminer, remarquons que K est bien localement
intégrable dans Pouvert = # 0 (il résulte de (3.19) ou (3.21)
qu’il ne peut pas contenir de couche sur le bord R*1). Enfin
si d>—n-4+1, oust d n’est pas entier, K est une distri-
bution homogeéne; si d est entier < — n + 1, les dérivées
d’ordre assez élevé de K sont homogénes dans le demi-espace
z, > 0, de sorte que K est bien dans ce demi-espace somme
d’une fonction homogéne et du produit de Log|z| par un
polyndéme homogéne.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.2.

Remarque 3.3. — Les conditions (3.4) et (3.5) sont inva-
riantes par les changements de coordonnées linéaires qui
laissent le bord R* invariant.

Remarque 3.4. — S1 K est un noyau de Poisson élémentaire
(vérifie 3.4), il en est de méme du produit de K par un
polynéme homogeéne.

. 0 , erpr . \ .
Et s1 P<S—> est un opérateur différentiel & coeflicients
x
constants, il existe un noyau de Poisson élémentaire et un seul
. . 0 .
qui coincide avec P<S;;> K dans le demi-espace z, > 0.
Preuve. — Seule la derniére assertion n’est pas évidente:
L’existence de K; résulte immédiatement de la formule (3.22).
Pour l'unicité, remarquons que plus généralement un noyau

de Poisson élémentaire qui est nul pour =z, > 0 est nul
(parce qu’il est nécessairement porté par I’origine, et sa trans-
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formée de Fourier partielle est nécessairement portée par la
demi-droite &' = 0).

La transformée de Fourier globale de K, est donnée, en
dehors de la droite &' = 0, par la formule

(3.25) ky(8) = RE,[P(E)k(E)]

ou ht estopérateur défini au §0, (0.3), 'indice §, signifiant
que P(iE)k(E) est considéré comme fonction de &, seul:

K, [P(E)R(E)] = — (2im)™? fY PGE, in)k(E, £)(t — E) dt.

3. Noyaux de Poisson analytiques.

Soit K,(z) une suite de noyaux de Poisson élémentaires,
de degrés respectifs d — p. Nous nous intéressons a la
propriété suivante de la suite K,.

(3.26) Il existe un nombre e > 0 tel que les K, (plus
exactement leurs restrictions au demi espace z, > 0) se pro-
longent toutes en des fonctions holomorphes dans le domaine
complexe

re z, > — ¢g|z, [im 2| < ¢|re 2.

Et la série

% K,(z)

converge uniformément pour |z| < ¢ dans ce domaine.

Soit maintenant k,(§) une suite de fonctions vérifiant la
condition (3.5), de degré d — 1 — p. Nous nous intéressons
a la propriété suivante de la suite k,:

(3.27) Il existe quatre constantes positives ¢, R, ¢, A telles
que les k(&) se prolongent toutes en des fonctwns holomorphes
dans le domaine complexe

lim&| < e|re&], |& —iR[E]] > (R —¢)[¥]
et vérifient dans ce domaine les inégalités
|kp(€)] < eAPp I [E1*72(]8] + [&])

Compte tenu de la démonstration du lemme 3.2, on prouve
exactement comme dans [3], § 1, n° 2.
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Lemme 3.5. — 1) St la suite K, (z) vérifie (3.26), la suite des
transformées de Fourier k,(§) vérifie (3.27).

2) Si la suite k,(§) vérifie (3.27), et su K, () a pour trans-
formée de Fourier la distribution Pftk,E) (définie ci-dessus
formule (3.20) ), la suite K,(z) vérifie (3.26).

Nous allons maintenant définir les noyaux distribution

de nos opérateurs. Soit Q une sous-variété a bord de R:,
de bord Q< R™*. Soit K,(2', y) une suite de distributions
sur 3Q X R* dépendant analytiquement de z’e€dQ, et qui
pour z' fixé, sont des noyaux de Poisson (analytiques)
élémentaires de degrés respectifs dp.

On suppose en outre que pour tout compact de 0, il
existe un voisinage V' complexe de ce compact, et un nombre
e > 0, tels queles K, (2, y) (plus exactement leur restriction
au demi-espace y, > 0) se prolongent toutes en des fonctions
holomorphes dans le domaine

a’eV, rey,> —elyl, [|imy| < elreyl

et la série XK, (2, y) converge uniformément dans ce domaine
pour |y| < .

Nous noterons encore K, (2, y) = K (2, y’, y,) en séparant
la variable tangentielle de la variable normale, ce qui est
indispensable dans la définition qui suit.

DériniTion 3.6. — On appelle noyau de Poisson analytique
de degré d sur Q une distribution K(z, y') sur Q X 2Q
qui jouit des propriétés suivantes.

1) C’est une fonction analytique jusqu’au bord en dehors de
la diagonale de 2Q dans Q X 3Q (et il n’y a pas de couches
sur le bord).

2) Au voisinage de la diagonale de ¥Q, K(z, y') différe par
une fonction analytique jusqu’au bord de la somme de la série
de distributions

}0] K, (z', 2 — v, =,).

On appelle opérateur de Poisson analytique sur Q un opéra-

teur continu D(Q) — 9'(Q) dont le noyau-distribution est un
noyau de Poisson analytique.
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Remarque. — Un opérateur de Poisson K est défini a
priori comme opérateur continu D(dQ) — D’'(Q). On constate
qu’en fait il est déja continu D(dQ) — &(Q), et c’est en tant
qu’opérateur sur ces espaces que nous I'utiliserons au chap. 1.
Par ailleurs un opérateur de Poisson se prolonge par continuité
4 un grand nombre d’espaces : ces prolongements sont étudiés
au n° 5.

On a alors les résultats suivants:

Prorosition 3.7. — La définition 3.6 ci-dessus est invariante
par changement de coordonnées analytiques.

Prorosition 3.8. — Si K est un opérateur de Poisson
analytique, il en est de méme du composé, & gauche ou a droite,
de K et dun opérateur différentiel a coefficients analytiques
(sur Q ou ?Q).

Pour la seconde de ces propositions, la démonstration
s’appuie sur la remarque 3.4 : pour le composé, & gauche ou a
droite, de K et d’un opérateur différentiel a coeflicients
constants, le résultat est évident. Reste a étudier les composés
foK et Kof, ou f désigne brievement l'opérateur de
multiplication par une fonction f, analytique jusqu’au bord
sur Q (resp. analytique sur ().

Le premier de ces opérateurs a pour noyau distribution :

f(@)K(z, y)

si K(z,y') estle Jnoyau distribution de K: c’est une fonction
analythue jusqu’au bord hors de la diagonale de 3Q; et au
voisinage de celle-ci, elle différe par une fonction analythue
de la distribution

3 £, & — ¥, @)

(f = Zf,(«')2% désigne le développement en série de Taylor de
[ au voisinage de z, = 0) : la série ci-dessus vérifie les condi-
tions de la définition 3.5.

Le second opérateur a pour noyau distribution K(z', y)f(y),
qui est aussi analytique jusqu’au bord hors de la diagonale
de 2Q; et au voisinage de celle-ci, c’est une distribution qui

9
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difféere par une fonction analytique jusqu’au bord de la somme
de la série:

3 K@, & =y, a)fOly’ — )y — )fa!

et cette derniére série vérifie elle aussi les conditions de la
définition 3.6 (f® désigne la dérivée d’ordre o de f).

La premiére proposition se prouve de fagon analogue,
4 partir de la remarque 3.3, en faisant un développement en
série de Taylor du noyau distribution par rapport a la variation
de 2’ —y’ etde z,, dansle nouveau systéme de coordonnées,
et en remarquant aussi que le déterminant jacobien d’une
transformation analytique est une fonction analytique: la
nouvelle série qu'on obtient vérifie encore les conditions de
la définition 3.5. Nous laissons au lecteur les détails de la
démonstration (qui est en tous points analogue a celle de
Passertion (2.5) ci-dessus).

Ceci permet de généraliser aux variétés & bord analytiques
réelles la définition des opérateurs de Poisson analytiques:
si Q est une telle variété, un opérateur de Poisson analytique
sur Q est un opérateur linéaire continu; 9D(2Q) — §(Q),
dont le noyau distribution est une fonction analytique jusqu’au
bord hors de la diagonale de dQ dans Q X ?(, et vérifie les
conditions de la définition 3.5 au voisinage de tout point de
cette diagonale, pour n’importe quel systéme de coordonnées

analytiques choisi sur Q au voisinage de ce point.

4. Symbole et représentation par intégrale de Fourier.

Si K est un opérateur de Poisson analytique sur , nous
appelons symbole complet de K la classe de noyau distribu-
tion de K modulo les fonctions analytiques au voisinage de
la diagonale de Q. Comme pour les opérateurs pseudo-
différentiels analytiques, les symboles complets des opérateurs
de Poisson analytiques sur les sous-variétés & bord ouvertes de

Q forment un faisceau (de support Q).

Si Q est plongée dans le demi-espace R%, ou sion a choisi
un systéme de coordonnées analytiques, on représente le
symbole complet par la série formelle :

o(K) = Xk,(«', §).
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(Ceci est une modification des notations de (2), ot nous n’avions
introduit que les transformées de Fourier partielles
K, (2, &, x,)). Les fonctions k,(z’, §) qui y interviennent
vérifient les conditions des lemmes 3.2 et 3.5. (Nous dirons
alors qu’il s’agit d’un symbole analytique.) Nous ne donnons
pas ici de représentation intrinséque du symbole complet.

Le premier terme du symbole, appelé symbole principal
(ou symbole si cela ne préte pas a confusion) doit s’interpréter
comme densité d’une forme différentielle en &,, sur la res-
triction & ?(Q du fibré cotangent (privé du fibré cotangent

normal & Q). Aussi le noterons-nous :
oo(K) = ko(', &) dE,.

Le degré de K est le degré d’homogénéité de ky(z’, %) dE,
en tant que forme différentielle, c’est-a-dire d si k, est une
fonction homogéne de degré d — 1 en &.

(Nous laissons au lecteur le soin de justifier notre inter-
prétation du symbole principal, en faisant des changements de
coordonnées linéaires.)

On trouve, par le méme raisonnement qu’au § 2:

Prorosition 3.9. — Pour tout symbole principal ky(z', &) d&,
donné sur la restriction a dQ du fibré cotangent (privé du fibré
cotangent normal) (dont la densité ky(z', &) vérifie la condition
(i1) du lemme 3.1), il existe un opérateur de Poisson analytique K
admettant ky(z, &) d§, pour symbole principal.

Nous nous proposons maintenant de décrire nos opérateurs
au moyen d’une intégrale de Fourier (analogue a celle qui
sert pour la représentation par intégrale de Fourier des opéra-
teurs pseudo-différentiels analytiques rappelée au § 2).

Soit donc Q< R%, et soit k,(z', §) le symbole complet
d’un opérateur de Poisson analytique. Soit Kk(z’, &) wune
fonction sur dQ X R% ayant les propriétés suivantes :

1) k(z', ) est C®, analytique pour & # 0, et se prolonge
en une fonction holomorphe, nulle & I'infini, de £,, pour
m &, < 0, & fixé.

2) Pour tout compact de (), il existe un voisinage com-
plexe V' de ce compact, et des constantes positives ¢, R, ¢, A
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telles qu’on ait pour tout N P'inégalité

(3.28) |k(z', &) — Nil (2, E)| < cANN !|&|*N¢| 2

0

dans le domaine complexe z'e V', &, — iR|¥|| > (R — €)|&],
|im §'| < ere|&| (on peut affaiblir ces conditions en omettant
d’exiger que k(z', £) soit analytique par rapport a §').

Prorosition 3.10. — L’opérateur K: D(2Q) — D'(Q) défini
par

(329) K(f) = @m)* [ ([ e=ihie, DIE) i) &

est un opérateur de Poisson analytique sur Q, de symbole
Yk, (', €).

En effet le noyau distribution de K est la fonction
K, 2 — v, =), ou K(, z) = K(«, 7, z,) est la transfor-
mée de Fourier inverse de k(z', §) par rapport & & En tenant
compte de la démonstration du lemme 3.1, on vérifie exacte-
ment comme dans (3), § 2, n® 2, que cette fonction différe de
2K, (', 2 —y', ) par une fonction analytique jusqu’au
bord au voisinage de la diagonale de ?() (ou comme au début
du paragraphe, K,(z', z) est la distribution pseudo-homogéne
dont ky(z', &) est transformée de Fourier).

Enfin, comme pour les opérateurs pseudo-différentiels
analytiques, on a le résultat suivant :

Prorosition 3.11. — Pour tout symbole analytique Xk, (z', &)
(c’est-a-dire pour toute suite de fonctions sur Q X R* qui
vérifient la condition (i) du lemme 3.5), il existe une fonction
k(z', &) qui vérifie les conditions d’analyticité et les inégalités
(3.5) ci-dessus.

Par suite, modulo un opérateur négligeable analytique, tout
opérateur de Poisson analytique admet localement une représen-
tation intégrale du type décrit dans la proposition 3.9.

Preuve. — Les conditions du lemme 3.4 sont les suivantes :
si D est un compact de dQ, il existe un voisinage complexe
V'’ de D et des constantes ¢, R, ¢, A telles que les k, soient
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toutes holomorphes dans le domaine

' eV, lim &'| < e|re &|, 1&/IE] —tR] > R — ¢
et y vérifient les inégalités

(3.30)  Iky(a’, E) < cAfp ! |E'|*P|E,/[E] — tR|7.

Quitte a diminuer ¢ et augmenter A, nous supposerons
dans les lignes qui suivent que |&'| désigne la fonction holo-
1
n—1

2
morphe <§‘, E§> (et non la norme hermitienne de &’).
1

Dans (3), on montre que le théoréme des moments de
Carleson (Math. Scand., 9 (1961) 197-206) a la conséquence
suivante : 1l existe un opérateur linéaire U qui & toute suite
s = (s,) vérifiant |s| =sup|s,|/p! AP < o fait corres-
pondre une fonction f(t) = U(s), qui a les propriétés suivantes :

a) f est holomorphe dans P'angle |imt| < ¢’ ret

b) pour ¢ <1 (et [im¢ < ¢'ret) ona
f(®) < cls| exp (— €'ft)
c)pour t>1 (et |imi¢ < €'|ret) on a les inégalités
N—1

ft)y — X Sptd—p_ll < c|s|]AN! N1 ou ¢, ¢, A’ sont
0

des constantes qui dépendent de d et A
Il suffit alors de prendre

(3.31)  k(a, &) = Ulky(a’, E'[IE], &/IET)) (IED-

En effet cette fonction est bien holomorphe dans un domaine
de la forme z'e V', |im &'| < ¢”|re &', |&/|E] —iR|] < R—¢
pour ¢” assez petit. Et b —, ¢ —, et (3.7) impliquent qu’on
a dans ce domaine les inégalités :

|k(a, €)l < cc” exp (— €| [&']) |&/IE"] — iR|™
pour |&'] <1

k(o' &) — z k@, B8, en/|z'|>|z'|d-f>-l|

< e AN B8 — iR
pour |§'| > 1
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(en particulier la fonction k(z’, £) ainsi construite est globale-
ment C”, et méme dans la classe de Gevrey G?, avec un
zéro d’ordre infini pour & = 0).

5. Propriétés de continuité.

Remarquons d’abord que si K est un opérateur de Poisson
analytique, il admet une représentation intégrale (3.29)
(proposition 3.11); aussi c’est un opérateur de Poisson au sens
de [2].

En particulier, il est continu D(dQ) — §(Q).

En outre, s’1l est de degré d, il se prolonge en un opérateur
continu

Hg™ (o) — HE,_1 (D)

(ot comme dans [2], Hg™ et Hy° désignent l'espace des
distributions qui sont localement dans Hs, a support compact
(resp. sans condition de support), avec la topologie évidente).

Par ailleurs le noyau de K est analytique dans Q X 2Q
(bord exclu). K se prolonge donc en un opérateur linéaire
continu

¥, (2Q2) — F6(Q)

(ot comme au § 0, #6,(d0Q) désigne 'espace des fonctionnelles
analytiques réelles & support compact sur 20, et 6(Q)
désigne I’espace des fonctions analytiques & P'intérieur de Q).

En outre, parce que le noyau distribution de K est ana-
lytique jusqu’au bord hors de la diagonale de 2Q dans
Q x 2Q, si T est une distribution (ou une hyper-distribution)
a support compact sur 30, K(T) est analytique jusqu’'au
bord en dehors du support de T.

Finalement, nous allons prouver.

TutoriMme 3.12. — Soit K un opérateur de Poisson ana-
lytique sur Q. Si T est une distribution (ou une fonctionnelle
analytique réelle) & support compact sur 0, analytique au
votsinage d’'un point z,, K(T) est analytique jusqu’au bord au
voisinage de .

Preuve. — Nous suivons exactement la preuve du théo-
réme 2.3. L’assertion est purement locale, puisque de toute
facon K(T) est analytique en dehors du support de T.
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Aussi, quitte éventuellement 3 diminuer Q et & modifier T

en dehors d’un voisinage de ,, nous pouvons supposer que £
est contenu dans le demi-espace R%, dQ contenu dans R™,
et nous pouvons supposer que T est de la forme f. ¢ ou f
est analytique sur ?Q, et ¢e9PD(dQ) égale 1 au voisinage
de z,.

Comme le composé de K et de la multiplication par f
est encore un opérateur de Poisson analytique, nous pouvons
méme supposer f= 1. Comme le théoréme 3.12 est évident
si K est un opérateur négligeable, nous supposerons en outre
que K admet la représentation intégrale (3.29), oula fonction
k(z', ) est construite au voisinage de 2, comme dans la preuve
de la proposition 3.11 (formule (3.31)).

Enfin nous supposerons que k(z’, §) ne dépend pas de z’
(le cas général se déduit de ce cas particulier exactement
comme au § 2).

Nous allons maintenant exploiter la formule (3.31) et la
formule de représentation intégrale (3.18) : remarquons d’abord
que les k,(§) admettent une représentation intégrale :

k€)= [ @€, 0¥ + i) &

ou y est le méme cercle pour tous les entiers p.
Si on note Uy(s,)) la valeur de U((s,)) en ¢, la formule
(3.31) s’écrit

(332) kE) = [ Upla(¥17€, O)EI0E] + &) de
= J al®, 0¥ + i&) de
o alE, )= [E|UkIgEIE, ) et C

holomorphe a croissance lente dans un céne |im &'| < ¢|re &'|,
(et ceci uniformément pour tevy), et a un zéro d’ordre infini
pour & = 0.

Supposons maintenant

k(&) = a(&)(dE| + &)™

ou a(f’) est comme ci-dessus.
La fonction K(¢) a pour transformée de Fourier partielle
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par rapport a z’

a(§)3() exp (— t[¥|z,) (cf. (3.2)).

1 s’ensuit que K(g@) vérifie les relations

n—1 02
< + > pour z, > 0

bxl

Kgi(@, +0) = A »g
S K(g)(e, +0)=—iBxg

ou A désigne la transformée de Fourier inverse de a(f'),
B celle de |E'|a(E’), et * désigne le produit de convolution.
Or a(%') est holomorphe dans un coéne |im§&'| < e|re |,
croissance lente a l'infini, et toutes ses dérivées tendent
vers O a l'origine. Il s’ensuit (cf [3] §2,n°2) que A et B
sont analytiques en dehors de P'origine; et A % ¢,B % ¢ sont
analytiques au voisinage de x,. On en déduit pour les dérivées
de K(¢) en =z, des inégalités analogues a (3.24).

Si k est donné par l'intégrale (3.22), il n’y a plus qu’a
intégrer ces inégalités le long de vy, ce qui se fait sans diffi-
culté.

Remarque. — On a aussi des inégalités analogues a (3.24)
pour le noyau K lui-méme. Quand on en fait la somme,
en tenant compte du fait que A et B sont & décroissance
rapide dans tout un cone, on voit que K lui-méme se prolonge
en une fonction holomorphe, & décroissance rapide, dans un
cone

re z, > — g|z|, |[im 2| < € |re zf.

Remarque. — On démontre de facon tout a fait analogue
que le transposé d’un opérateur de Poisson K conserve
lui aussi localement I’analyticité (ce résultat sera utilisé au § 4,
mais la démonstration est laissée au lecteur). Cela veut dire
que: si f est une distribution & support compact, portée par Q,
et si au voisinage d’un point 2, du bord Q2 f coincide avec
une fonction analytique au voisinage de z, (ou plus exacte-
ment, avec la restriction de cette fonction & Q, puisque de
toute facon f est nulle de l'autre c6té du bord), alors
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*K(f) € D'(2Q) est une fonction analytique au voisinage de .

Il s’ensuit que si K est un opérateur de Poisson analytique,
et f une hyperdistribution sur (), & support compact,
K(f) est bien défini en tant qu’hyperdistribution portée

par Q. Elle est analytique jusqu’au bord en dehors du support
de f. Et le théoréme 3.12 est encore valable dans ce cas.

Exemple. — Q désigne comme ci-dessus une variété a bord

analytique réelle, V une variété ouverte dans laquelle
est plongée. Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique
de type O (définition 2.1) sur V.

L’opérateur K qui & fe®D(dQ) fait correspondre la res-
triction & Q de la distribution P(f(8),q) est un noyau de
Poisson analytique. (On a repris les notations du début du
chapitre.)

On le vérifie immédiatement en choisissant (localement)
une représentation par intégrale de Fourier de P):

P(f) = (2m) [ e=ip(a, E)f(5) dE.

Il suffit alors de remplacer p(z, §) par sa partie holomorphe
nulle & I'infini pour im &, < 0, A}, p(z, &) : les conditions de la
définition 2.1 entrainent que h%p(z, §) vérifie celles de la
proposition 3.10.

Le fait qu’ici la fonction qui intervient dans I'intégrale de
Fourier dépend de z = (2, z,) et pas seulement de 2z’ ne
géne pas. Un peu plus généralement, si K: D(Q) — §(Q)
est défini par la formule intégrale :

K(f) = 25~ [ e=Fh(a, HFE) &

ou k(z, &) vérifie les conditions de la proposition 3.9 et en
outre dépend analytiquement de z = (2', z,), on voit en
faisant un développement de Taylor de son noyau-distribution
K, z,, 2 — y', ;) (ou K est la transformée de Fourier
de k) et en appliquant la définition 3.6, que c’est un noyau
de Poisson analytique de symbole complet :

(333) oK)= 3 - <i>q <i>" k(' 0, E).

pr g1 \ox, ) \0%,
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En particulier le symbole complet de 'opérateur K ci-dessus
est donc

(3.34) o(K) = zqq Kt [(sﬁ;)q <b—2~>q P, 0, 8]

(h* est Popération définie par (0.3), I'indice &, signifiant

h r q q . r 14
qu'on le fait opérer sur <—b—> <—-> pi considéré comme
fonction de &, seul). 32,/ \oE,

6. Noyaux de Poisson généralisés.

Il sera commode pour le chapitre 11 d’introduire la géné-
ralisation suivante :

DeriniTion 3.13. — On appelle opérateur d’extension pur,
analytique, de degré d, sur 0, un opérateur linéaire continu:

D(Q) — D'(Q), de la forme
YE; 0 Q;

ou Q, est un opérateur pseudo-différentiel analytique de degré
d—7j]—1 sur 3Q, et E; estdéfini par

— 1.5,

On appelle opérateur de Poisson analytique généralisé de
degré d un opérateur linéaire continu D(dQ) — D'(Q), somme
d’un opérateur de Poisson analytique de degré d et d’un opérateur
d’extension pur analytique de degré d.

Dans la définition ci-dessus, on a posé (conformément aux
notations du § 0)

o (Y _ [V
0 = <bn> Sog = (bn) (xa)

Et la notation de produit: f.8§3 est relative & I'isomor-

phisme de Q et 2Q X R+ défini par bb—n au voisinage de
Q.

Si O est plongée dans le demi-espace R%, (on suppose

alors <——b—> = <—b—>>, on représente le symbole de E;o Q;

on 0T,
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par la série formelle

(3.35)  o(E; 0 Q) = (i&)a(Q) = Egj(a’, &)(EY.

Le symbole de ’opérateur de Poisson généralisé K 4+ XE; Q;
est la somme des symboles de chaque terme. Le symbole
principal s’interpréte toujours comme une forme différentielle
et on le note

(3.36) ao(K + 2Q, - E)) .
= ko(a', &, &) db, + Zgi(a’, &)(i&) di.

Sa densité vérifie une condition analogue & (3.5), sauf qu’elle
admet un podle quand £, — oo, les autres variables étant
fixées.

Naturellement si E est un opérateur d’extension pur,
son 1mage se compose de distributions portées par Q.

Un opérateur de Poisson généralisé se prolonge continii-
ment &'(dQ) > 9'(Q). En fait, il est déja continu

(bQ)—»S_m(Q) () pour m assez grand; et si f est analy-
tique au voisinage d’un point z, de 3, son image est dans

#.,(Q) au voisinage de z, (plus exactementsi V est un voisi-
nage assez petit de z,, considéré comme sous-variété a bord
de Q, la restriction est dans #,(V)).

4. Opérateurs Trace analytiques.

Nous regroupons sous ce nom d’une part les opérateurs
annoncés dans l'introduction: sommes d’opérateurs de la
forme

(4.1) f = T(f) = Q(Tr,f)
ou Tr;f désigne la restriction & dQ de la j-itme dérivée de f
par rapport a 6671’ et Q un opérateur pseudo-différentiel

analytique sur le bord 2Q;
d’autre part les opérateurs qui sont formellement adjoints

(*) Définition (0.6).
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d’un opérateur de Poisson: un tel opérateur a pour noyau-
distribution une distribution de la forme :

(4.2) T(a', y) =T, ¥, yu)

ou T(z', ¥, z,) est un noyau de Poisson analytique.

DeriniTioN 4.1. — Nous appelons opérateur trace analytique
pur de classe < p une somme d’opérateurs du premier type
décrit ci-dessus, ou les dérivées normales qui interviennent sont
d’ordre p — 1 (j < p — 1). Nous appelons opérateur de classe 0
un opérateur du deuxiéme type; et enfin opérateur de classe < p
la somme des deuz.

p—1
Soit T=T,+ X Q;o Tr; un opérateur trace analytique
]

de classe < p. Nous dirons que T est de degré d s1 Q;
est de degré d — et si 'adjoint de T, est un noyau de
Poisson de degré d 4 1.

Le symbole d’un opérateur trace analytique est la classe
de son noyau-distribution modulo les noyaux d’opérateurs
négligeables analytiques (§ 1). Comme aux § 2 et § 3, les
symboles d’opérateurs trace analytiques sur les ouverts de Q
forment un faisceau porté par le bord Q.

Si Q est plongé dans le demi-espace R%, on représente
le symbole par la série formelle :

(4.3) o(T) = 2t (2, &)
ou t, est défini ainsi: soit d’une part
o(Q) = Zg;.u(@’; &)

le symbole de Q;, ou g¢;, est de degré s —j —k en E'.
D’autre part le noyau-distribution Ty(2', y) de T, admet
modulo une fonction analytique jusqu’au bord un dévelop-
pement en série :

To(xla y) = Z:‘To,k(m,’ x' — y,7 yn)
ou T, , est homogéne de degré — n — d 4 k (8), vérifie les

(8) Sauf si d est entier, ou elle se décompose comme dans la formule (3.4).
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conditions des lemmes 3.1 et 3.4, et a pour transformée de
Fourier par rapport aux deux derniéres variables la fonction

to,k(xly E)
On pose alors

tk(x,) §) = Z(iEn)qu.k(w', E’) + to,k(x': g, — &)

t.(z', £) est donc une fonction analytique pour & s 0, holo-
morphe pour im&, > 0, méromorphe avec un pole d’ordre
< p—1 pour §, = (£ # 0 fixé).

En outre elles vérifient la condition suivante :

Pour tout compact de ?Q, il existe un voisinage complexe
V. de ce compact, et des constantes ¢, R, ¢, A, tels que les
t.(z', £) solent toutes holomorphes (méromorphes a I'infini)
en &, dans le domaine complexe :

eV, |m¥| <elrel], |& # iR|E|| > (R =)
et qu’on ait dans ce domaine les inégalités :
(4.4) [t < cAFk &4 —rHE P L,

Le premier terme du symbole complet prend nom de symbole
principal, ou symbole s’il n’y a pas de confusion. On voit en
faisant des changements de coordonnées analytiques (ou
simplement linéaires) laissant le bord invariant, qu’il faut
I'interpréter comme une fonction sur la restriction au bord
du fibré cotangent a (plus exactement, du complémentaire
de la section nulle).

Comme aux § 2 et § 3, pour tout symbole principal t,(z, &)
donné, il existe un opérateur trace analytique admettant ¢,
pour symbole.

Les propositions suivantes se démontrent exactement comme

au § 3:

Prorosition 4.2. — Si T est un opérateur trace analytique

de degré s, de classe < p, il se prolonge en un opérateur
continu

Hy(Q) - Hiz, 1 (o0)
pour o - % > p.
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Il se prolonge aussi en un operateur continu: D(Q) — §(>Q).
Et si [ est analytz.que jusqu’au bord au voisinage de xz,, T(f)
est analytique au voisinage de ,.

En outre, si T est de classe 0 (i.e. ne comporte pas de
restriction au bord), il se prolonge contintiment:

7' (K) — %'(2Q) n %6(Q — K).

(Ien #6'(K) désigne I'espace des hyper-distributions & support
dans un compact KcQ, et #'(dQ) n#(dQ — K) désigne
Pespace des hyper-distributions sur 2 qui sont analytiques
hors de K n?dQ, avec la topologie définie dans (3), § 0.3.)

Ces propositions sont évidentes pour les opérateurs trace
qui sont strictement de classe < p. Pour les opérateurs de
classe 0, 1l est commode de se servir d’une représentation
par intégrale de Fourier:

ProrosiTion 4.3. — St T est un opérateur trace analytique
de classe 0, T admet localement, et modulo un opérateur négli-
geable analytique de classe 0, la représentation :

(45) T(f) = @n~ [ e [, ¥, 8

ou f est la transformée de Fourier de la fonction qui vaut f
pour z, > 0 et O pour z, <0 et o iz, &) =i, ¥, &)
est une fonction C* de z', analytique pour £ # 0, se pro-
longe en une fonction holomorphe de z', &, dans le domaine
compleze o' <V, [Im | < efre & [, +RE| > (R — €)IE'I,
ou V, estun voisinage complexe d’un compact donné de 3, ¢,
des constantes convenables (dépendant du compact) et venﬁe
dans ce domaine, pour tout N, linégalité:

N—-1

(4.6) [tz &) — 3 t(a’, B)| < cATNIE T HE

ou ¢, A, dépendent elles aussi du compact choisi, mais pas
de N

Il existe aussi une représentation par intégrale de Fourier
analogue pour les opérateurs de classe < p (avec p > 1).
Dans celle-ci, il faut remplacer I'intégrale par une partie
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+ . .
finie f . C’est cette représentation (ainsi que les formules

du § 6) qui justifie la définition de la représentation du symbole
ci-dessus.

Remarque. — Les conditions d’holomorphie par rapporta &,
— ou aussi bien les conditions de régularité au bord du noyau
T(z', y) par rapport & y, — sont plus fortes qu’il n’est
nécessaire; elles suffisent cependant pour I’étude des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de type 0; nous indiquons
brievement au § 7 les généralisations qu’il faut faire pour

Pétude des opérateurs a coeflicients C* seulement.

Exemple. — Soit Q une variété a bord analytique réelle
comme ci-dessus, et soit P un opérateur pseudo-différentiel
analytique de type 0 défini au voisinage de (. Alors I'opé-
rateur T qui & fePQ) fait correspondre la restriction
a 3Q de Pg(f) est un opérateur trace analytique (si V est
un voisinage ouvert analytique de Q, Pg(f) est la restriction
a Q de la distribution (sur V); P(f), f étant elle-méme consi-
dérée comme distribution sur V).

Comme au § 3, n° 6, on le voit en regardant le noyau-distri-
bution de T. On trouve que le symbole complet de T est
(dans le cas o Q est plongée dans le demi-espace RZ):

(47) ofT)= 3 ;;;' Hf, [< 2 >" (%)" P, 0, 3]

k.9 bxn S
ou H— est 'opérateur défini par (0.4), I'indice &, signifiant

h r q q h r r
qu’'on le fait opérer sur <i> <~b—> P, considéré comme
fonction de &, seul. 0z, \3,

5. Noyaux de Green singuliers analytiques.

Les opérateurs que nous définissons ici sont une généralisa-
tion des opérateurs du type Ko T, ot K est un opérateur
de Poisson analytique, et T un opérateur trace analytique.
Leur intérét apparaitra de fagon évidente au § 6 : ils apparais-
sent dés qu'on essaie de composer des opérateurs pseudo-
différentiels.
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1. Comme au § 3, nous commengons par décrire les distri-
butions qui interviennent comme noyaux.

a) Noyauz élémentaires.

Soit G(z', z,, y,) une distribution sur R*! X R X R.
Comme au § 3, nous noterons G(E’, Z,, Y,) la transformée de
Fourier partielle par rapport & z' de G, et g(&, &, n.)
sa transformée de Fourier.

Nous nous intéressons aux propriétés suivantes de G:

(5.1) a) G est homogéne de degré — n —d (°).

G est nulle en dehors du quadrant z, > 0, y, < 0.

G est analytique jusqu’au bord en dehors de Uorigine dans ce
quadrant (°); et c’est une fonction localement intégrable en
dehors de Uorigine (pas de couches portées par le bord).

b) G est analytique jusqu’au bord dans le quadrant z, > 0,
Yo < 0, en dehors du plan z' = 0; et c’est une fonction locale-
ment intégrable hors du plan z' =0 (pas de couches portées

par le bord).

(5.2) g est analytique, homogéne de degré d — 1, dans
Pouvert & # 0 et pour & # 0 fixé, elle se prolonge en une
fonction holomorphe, nulle & Uinfini, de &,, v,, dans le domaine

& — iR > (R—e)IE], [+ RIE > (R—¢)E]

o R, e, sont des constantes positives convenables.
On appelle noyau de Green singulier élémentaire (analytique)
de degré d, de classe 0, une distribution qui vérifie (5.1).
’
?

La condition (5.2) implique que pour &' # 0 fixé, g(&',%,,".)

est une fonction holomorphe de -— -—1—; y compris sur les

& T

« droites » complexes i=0 ou —L==0. g admet alors

& Nn

(®) Sauf si —n-—d est entier positif, ol on suppose seulement que G se
décompose en une somme: G = G, + P(z) — G; ou G, est une fonction homo-
géne de degré n—d, P(r) est un polynéme homogeéne de degré —n—d, et
G, est la fonction nulle pour 2, < 0 ou y, > 0, et égale a Log(|X’|? + X2 + y2)
pour z, =0, y, > 0.

(19) Ceci signifie que dans 'ouvert z, > 0,y, < 0, G coincide avec une fonction
analytique au voisinage de l'ensemble localement fermé: z, >0, y, <0, (',
z,, y,) # 0. La condition sur G est analogue.
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une représentation intégrale analogue a (3.18):
(5.3)
8E B ) = [ alE, &, )(UE] + EJIIE] — in de ds
<Y

ou v estun cercle assez grand du demi plan ret > 0 (re s > 0)

et ou on a posé a(t', t,s) = — (4n?)"YE&'|2g(%, it|&|, — ts|E]).
Exemple. — En particulier, la fonction :
(5.4) g = (t&'] + &) (sI&'] — ina)™?

provient du noyau élémentaire

=) (= ) = s+ 12197

si 2,20,y,<0
0 ailleurs.

(5.5) G =

Dans ce cas, la transformée de Fourier partielle vaut

(5.6) G = gexP [(— tz, + sy,)|%'|] pour =z, >0,y,<0

0 ailleurs.

Remarque. — Si — n — d est entier positif, la décomposi-
tion indiquée en note ci-dessus est mal adaptée, parce que la
fonction qui est nulle pour z, <0 ou y, > 0, et égale
Log (|2'|* + 2% 4+ y2) dans le quadrant =z, > 0, y, < 0, ne
vérifie pas (5.1). Comme au § 3, on peut la remplacer par la
fonction
LOg (,x,lz + (xn - yn)z) pour z, > 07 Ya < 0
0 ailleurs
sl n est pair

Gl(x,7 Ly, yn) ==

1
2

Log (@0 — y) + (@0 — g +[219)?)
Gy(z', &, y,) = (Pour z, > 0, y. <0

0 ailleurs

sl n est impair.

Toujours dans le cas ot — n — d est entier positif, deux
noyaux élémentaires qui ont méme transformée de Fourier
pour & # 0 différent par une fonction qui coincide dans le
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quadrant 2z, > 0, y, <0 avec un polynéme homogéne
(en effet la différence est alors une somme finie Xz'%q,(z,, y,).
Si elle vérifie (5.1) (note), les ¢, sont nécessairement somme
d’une fonction homogéne et d’un terme logarithmique;
si de plus les @, sont analytiques jusqu’au bord, ce sont des
polyndmes).

b) Comme au § 3 (et nous laissons la démonstration au
lecteur) on a le résultat suivant :

S1 G vérifie (5.1), sa transformée de Fourier vérifie (5.2).

Réciproquement, si g est une fonction définie pour & # 0,
qui vérifie (5.2), alors g admet un prolongement pftg dont
la transformée de Fourier inverse vérifie (5.1).

Et comme au § 3, pftg est définie comme suit: si G’ est
la transformée de Fourler inverse de g par rapport a &, 7,
(G’ est définie seulement pour &’ # 0), pftg a pour trans-
formée de Fourier inverse par rapport a &y, la distribution
pfG', ou la partie finie pf est définie comme dans [12]
(dans ce cas, c’est une partie finie par rapport 4 &', les deux
autres variables z,y, jouant le role de parameétres).

¢) Soit maintenant G, (2', z,, y,) une suite de noyaux
élémentaires de degrés respectifs d — k.

Comme au § 3, on a le résultat suivant (et ici encore nous
laissons la démonstration au lecteur) :

(5.7) On suppose que les G, (ou plus exactement leurs
restrictions au quadrant z, > 0, y, < 0) se prolongent toutes
en des fonctions holomorphes dans le domaine complexe

rex, > — e(|2| + [z] +yal),  reyn < (|2’ + |ml + [yal)
|im 2’| 4 |im z,| + [im y,| < &(|re 2’| + |re z,| + |re y.|)

et que la série XG,(2', =, y,) converge uniformément dans
Uintersection de ce domaine et de la boule || + |z,| + |y.| < e.

Alors

(5.8) Les g (&', &, M.) se prolongent toutes en des fonctions
holomorphes dans le domaine complexe

m&] < ¢|re |,  [& — RIF] > (R — €&,
Ina. + RIEY| > (R — ¢)IE|
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et vérifient dans ce domaine les inégalités

|8, & M)l < ARG H(E] + |&DTET + [nal)™

ot ¢, R, ¢, A sont des constantes convenables.

Réciproquement, si g,(&', &, n,) (k=0, 1, ...) est une
suite de fonctions définies pour &' s 0, vérifiant la condition
(5.2) (les degrés respectifs étant d — 1 — k), et vérifiant
(5.8); et st G, est la transformée de Fourier et inverse de la
distribution pftg,, alors la suite G, vérifie la condition

(5.8).
a) Soit maintenant () une variété 4 bord plongée dans
R%, de bord Q< R*. Soit G,(«', 7, 2,, y,) une suite de

distributions sur 2Q X R*?* X R X R, qui a les propriétés
suivantes :

pour z' fixé, G, est un noyau de Green singulier élémen-
taire (analytique) de degré d — k des variables z', z,, y,.

G, dépend analytiquement de 2’ €dQ. Et pour tout com-
pact K de 02Q, il existe un voisinage complexe V' de ce
compact et une constante ¢ > 0 tels que les G, (ou plus
exactement leur restrictions ou quadrant z, > 0, y, < 0)
se prolongent toutes en des fonctions holomorphes dans le
domaine complexe

x' eV’ rez,> —e(|Z|H|zl +yal),  re yu<e(|Z| |zl +1yal)
|im 2’| + |im z,| 4 |im y,| < ¢(|re 2’| 4 |re z,| + |re y,|)

-]
Et la série Y G, (2, 7/, z, vy, converge uniformément
1)

dans ce domaine pour |z| + |z, + |y.| < e.

DeériniTion b5.1. — On appelle noyau de Green singulier
analytique de degré d, de classe 0, sur Q, une distribution

G(z, y) sur Q X Q qui a la propriété suivante :
a) G est analytique jusqu’au bord en dehors de la diagonale

de ¥Q dans Q X Q (et il n’y a pas de couches portées par
le bord).

b) Au voisinage de la diagonale de 2Q dans Q x Q, G
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différe de la somme de la série de distributions :
sz((I}', z' — y’y Tny — yn)

par une fonction analytique jusqu’au bord.

On appelle opérateur de Green singulier analytique de degré d,
de classe 0, un opérateur linéaire continu: D(Q)— D'(Q)
dont le noyau-distribution est un noyau de Green singulier ana-
lytique de degré d, de classe O.

On compléte immédiatement cette définition, comme au
§ 4: on appelle opérateur de Green singulier analytique pur,
de classe p, de degré d, un opérateur G de la forme

p—1
G: 2 Kjo TI'J

ou K; est un opérateur de Poisson de degré d — j Tr; désigne

s 0 \/
Popérateur f— <bxn> floQ.

Enfin un opérateur de degré d, de classe p, est par défini-
tion la somme d’un opérateur de degré d, de classe 0 et
d’un opérateur pur de classe p, de degré d.

Le noyau-distribution d’un tel opérateur admet au voisinage
de la diagonale de ?Q une décomposition

(59) G(.’L’, y) = EG,,,(:I)', x — y,’ Tpy — yn) + R(x7 y)

ou R(z, y) est le noyau-distribution d’un opérateur négli-
geable analytique de classe p, et

(5'10) Gm(wl’ z'y Zny yn) = G?,,(zv', z'y 2, yn)
p—1
+ ¥ Ki(a@', 7, z) 6X(y,)

ou GY% est un noyau de Green élémentaire de degré d — m
et KJ un noyau de Poisson élémentaire de degré d — m — j.
(Les GY, K/ sont entiérement déterminés par G modulo
un polyndme homogeéne si d est entier.)
La transformée de Fourier de G, est alors (avec les nota-
tions déja utilisées).
—1

8al@s B, B ) = B, Ey B m) + 3 KA, B, E(in).
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Elle a des propriétés analogues a celle de la formule (5.2).
Sauf qu’elle admet un pole d’ordre p —1 quand v, —>
(les autres variables étant fixées). Et les g, sont toutes
holomorphes dans un méme domaine du type décrit dans
(5.8), et y vérifient les inégalités avec des constantes ¢, A
convenables :

(5.11) | gn(a’, &, &y ma)l
< cAmm &R 4 18D THIE Il )P

Comme aux paragraphes 3 et 4, cette définition est inva-
riante par changement de coordonnées analytiques. Aussi,
comme aux § 3 et § 4, on définit un noyau de Green singulier
analytique sur une variété & bord analytique réelle comme
suit : ¢’est un opérateur G dont le noyau-distribution G(z, y)
est hors de la diagonale de 2Q le noyau-distribution d’un
opérateur négligeable analytique, c’est-a-dire de la forme

p—1

G(z, y) = Go(z, y) + X K=, ¢) ()54

ou (0)§} est la dérivée d’ordre j par rapport a <50—> de la
n
mesure superficielle (3),g (cf. § 1), et G, et les K; sont
analytiques jusqu’au bord et tel que, au voisinage de tout
point (z,, z,) de la diagonale de (), et pour tout systéme
de coordonnées analytiques choisi au voisinage de ce point,

G(z, y) vérifie les conditions décrites dans la définition 5.1.

2. Comme aux paragraphes précédents, le symbole complet
de G est la classe du noyau-distribution de G modulo les
noyaux d’opérateurs négligeables analytiques. Les symboles
complets de noyaux de Green singuliers analytiques sur les
ouverts de Q forment un faisceau de support Q.

Si Q est plongé dans le demi-espace R“, on représente
le symbole complet par la série formelle :

(5.12) o(G) = Xgu(, &, &, M)

ou g, est la transformée de Fourier de la distribution G,
de la formule (5.10), et la suite des g, vérifie la condition

(5.11) ci-dessus.
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Le premier du symbole, ou symbole principal, doit s’inter-
préter comme une forme différentielle en £, sur le complé-
mentaire de la section nulle dans le fibré F sur 2Q défini
comme suit :

F est le produit fibré de deux exemplaires du fibré cotan-
gent & () au-dessus du fibré cotangent & d( (parce que dans.
les formules de changement de variables, ¢, et v, se trans-
forment de la méme fagon).

On le notera go(2', &, &,, n,) d&,.

Si go(z, &, &, Ma) d& est un symbole principal donné
(c’est-a-dire une fonction sur le fibré ci-dessus vérifiant les
conditions décrites dans b), c), il existe un noyau de Green
singulier analytique G admettant g, pour symbole principal
(la preuve est analogue a celle du § 2).

Si G est un noyau de Green singulier analytique de classe
< p, il admet localement, et modulo un opérateur négligeable
analytique, une représentation par intégrale de Fourier:

(5.13)
Glf) = @n) [ o=tg(a, B, &y mf (), n) & dE. dn, (1)

ou g(a, &', &, M) est une fonction C*, analytique pour £ 0,
holomorphe en &, pour im§, < 0, et en v, pour immy, > ()
(¢ fixé) et pour tout compact de bQ il existe un voisinage V,
de ce compact et des constantes ¢, R, ¢, A tels que g soit
holomorphe dans le domaine complexe :

2z’ eV, [im &'| < ¢|re &,

& + iRIE|] > (R— )&,  |n. —iR[E| > (R —¢)€]

et y vérifient les inégalités :

N—1

(5'14) |g(xl7 EI, En, nn) - ; gk(xl7 E,’ En, 7]n)l
< AN Y(IE] 4 (&) T8 + [nal P& 2

On vérifie exactement comme au § 3 que les opérateurs qui

(Y1) 11 s’agit en fait d’une « partie finie » d’intégrale par rapport a £, =,:

f @ [, [T emt g X EE e D) dn,
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viennent d’étre définis jouissent des propriétés suivantes :

Prorosition 5.2. — Si G est un noyau de Green singulier
analytique, P un opérateur différentiel a coefficients analytiques
défini au voisinage de Q, GoP et P oG sont des noyaux
de Green singuliers analytiques.

Prorosition 5.3. — St G est un noyau de Green singulier
analytique, de degré d, de classe p.

1) G se prolonge contintiment H™(Q) — HY Q) pour

1
§ — = > p.

2

En particulier G est continu D(Q) — &(Q).

2) St p=0, G se prolonge en un opérateur continu
H'(K)—H'(Q) n HQ — K) pour tout compact K de Q. (12).

3) Pour toute f, G(f) est analytique a Uintérieur de Q.

4) Enfin si [ est analytique jusqu’au bord au voisinage
d’'un point z,€dQ, il en est de méme de G(f).

3. Enfin comme au § 3, il sera commode pour la suite de
généraliser encore nos opérateurs :

un opérateur de Green singulier analytique (de classe p)
généralisé est par définition un opérateur de la forme

m—1

G=G0+§EJ°TJ

ou G, est un opérateur de Green de classe p, les E; sont
des opérateurs d’extension purs analytiques et les T; sont
des opérateurs trace de classe p.

On peut se limiter au cas o E; est 'opérateur d’extension :

Ef) =f(@).8%z) (j=0,1, ..., m—1).
Le symbole de G est alors défini par

m—1

(6.15)  o(G) = a(G,) + %] o(T)) (', &, n.)(iE,).

Un tel opérateur n’est plus continu D(Q) — §(Q), mais
seulement continu PD(Q) — &_,(Q) pour m assez grand.

(?) La définition de ces espaces se trouve dans [3] 1 0.3 et a été rappelée au 1 4.
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S’il est de classe 0 (i1e G, et les T; sont de classe 0)
il se prolonge continiiment 8'(Q) — D'(Q).
S’il est de classe p # 0, il se prolonge seulement contini-

ment & H{™(Q) pour s > p — 5
Ezxemple. — Soit P un opérateur différentiel & coefficients
analytiques, et soit G l'opérateur défini par

G(f) = P(f) — Pqff)

ou P(f) estla dérivée au sens des distributions du prolonge-
ment de f par 0, et Pqo(f) la dérivée au sens des fonctions.
(G(f) est donc la partie distribution superficielle portée par
?Q dans P(f)). Alors G est un noyau de Green singulier-
analytique généralisé qui opére de D(Q) dans &™(Q) s1 P
est de degré m.

Le symbole principal de G est

(5.16)  0o(G) = [00(P)(¥’, &) — ao(P)(E'; Ma)](8s — i)™ s

En effet s1 Q est le demi-espace RY, et P=<——b—>m,.

AT,
on a n
m—1 m—1

G(f) = ; Trf.em1-M(z,) = ; En1-Tr(f)

de sorte que dans ce cas le symbole de G est

m—1

o(G) = 3 (ina)" ()" = [(&)" — (na)"] (8 — ina) ™"

Le cas général s’en déduit aussitot.
Toujours dans le cas o () est le demi-espace, en écrivant.

P<$, i>=—‘E-ai<i>pP<:z:', 0, i); on obtient pour le-
0T p!\ox, X

symbole complet la formule

P /2N /0 \P
617) =@ =3 7(2) ()
[(a(P)(«, O, &', &) — a(P)(2, 0, &, ,))(i& — ia) 1]

(bien entendu cette somme est finie. Le terme indexé par p-
est nul si p est plus grand que le degré de P).
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6. Composition et calcul symbolique.

1. II n’est en général pas question de composer nos opé-
rateurs directement : en effet leurs noyaux-distributions sont
des fonctions analytiques hors de la diagonale de Q ou (),
et éventuellement croissent trop vite & I'infini. On a cependant
un résultat parfaitement utilisable. En vue de ceci, nous
introduisons les notations suivantes: soit ' un ouvert
relativement compact de (), de bord ?Q'<cdQ, et soit ¢
une fonction égale & 1 dans Q'

Si A et B sont deux de nos opérateurs, nous notons
(A¢B)q, Vopérateur qui & feD() (ou D(QQ') suivant la
nature de B) fait correspondre la restriction & Q' (ou 2Q’)
de A(e(B(f))-

Ceci est en accord avec la notation que nous avons utilisée
au § 2.3 a propos des opérateurs pseudo-différentiels. S1 P
est un tel opérateur, nous notons Pg l'opérateur qui & une
fonction fePD(Q) fait correspondre la restriction a Q de
P(f), ou f estle prolongement de f par 0.

On a alors le théoréme suivant, ot Q, P, K, T, G désignent
respectivement un opérateur pseudo-différentiel sur 2Q un
opérateur pseudo-différentiel de type 0 sur Q, un noyau de
Poisson, un opérateur trace, un noyau de Green singulier
analythues sur Q.

TatoriME 6.1.

1) (GeK)a,  (PaeK)a,  (K9Q)a
sont des noyaux de Poisson analytiques sur ()’
2) (TeG)a,  (TePala,  (QeT)a

sont des opérateurs trace analytique sur Q'

3) (G'9G*a,  (GePola,  (PaeGla,  (TeK)a,
et (P1oP)o, — (PhoPhla
sont des noyaux de Green singuliers analytiques sur Q'

4) (TeK)yq est un opérateur pseudo-différentiel analytique
sur dQ'.
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Tous ces théorémes se prouvent de la méme maniére.
Il convient d’abord d’introduire la notion de famille bornée
d’opérateurs analytiques d’un des types décrits ci-dessus :

(6.1) Une famille (A;),., d’opérateurs pseudo-différentiels
analytiques sur ) (resp. de noyaux de Poisson analytiques,
etc...) est bornée si

a) le noyau-distribution Az, y) de A; parcourt un en-
semble borné de fonctions analytiques jusqu’au bord hors de
la diagonale de Q (resp. 3Q, resp. et dans le cas d’un opé-
rateur de classe < p ou p > 1, dont le noyau-distribution
se met sous la forme

p—1

Alz, y) + 3 Ay, ¥) G)54()

A et les A; parcourent un ensemble borné de fonctions
analytiques jusqu’au bord sur Q X Q — A, Q xXQ—A,
0Q X Q — A, 2Q X 9Q — A suivant les cas, A désignant la
diagonale de 2());

b) et, localement, dans la série de définition (2.1) (resp.
Définition 3.6, Définition 4.1, (5.1)). la série converge unifor-
mément dans un domaine du type décrit, et le reste parcourt
un ensemble borné de fonctions analytiques jusqu’au bord au
voisinage de la diagonale de  ou ?Q (resp. dans le cas d’un
opérateur de classe < p, ou p > 0, il faut faire les mémes
modifications que ci-dessus).

Si A; est une famille bornée d’opérateurs analytiques,
les A; admettent localement une représentation par intégrale

de Fourier du type (2.6) (resp. (3.6), (4.5), (b.5)):

(62) Adf) = 2m)™ [ e=fafa, OF(E) &k + Rif)

od R; parcourt une famille bornée d’opérateurs négligeables
analytiques, et les a;(x, £) vérifient uniformément les iné-
galités (2.7) (resp. (3.5), (4.6), (5.6)): cela se prouve par la
méthode de [3], § 2.4.

Pour en revenir au théoréme 6.1, remarquons d’abord que
toutes les assertions sont locales, car le noyau de (A9B)gq.
est en tout cas une fonction analytique hors de la diagonale
de Q' ou Q" (ou dans le cas d’'un opérateur de classe p,
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est somme de distributions-dérivées par rapport & y de
fonctions f(z, y) analytiques jusqu’au bord hors de la dia-

gonale de ie. de la forme R(z, y) + 3 Rz ) QW)

ot R etles R; sont analytiques jusqu’au bord hors de la
diagonale de 2Q)).
On a alors les résultats suivants:

1) (A9B;)q. parcourt un ensemble borné si B; parcourt
un ensemble borné d’opérateurs différentiels a coefficients
analytiques, en particulier si B; parcourt un ensemble borné de
multiplicateurs par une fonction analytique: cela résulte
immédiatement de la démonstration de la proposition 3.7
et des résultats analogues des § 4 et § 5.

2) (A;¢B;)q parcourt un ensemble borné si B; parcourt
un ensemble borné d’opérateurs dont le symbole complet ne
dépend pasde ze(, ou z'«dQ (dansle cas ot Q estinclus
dans le demi-espace R%), et A; parcourt un ensemble borné
d’opérateurs.

Pour démontrer cela, on utilise la représentation intégrale
(6.2) ci-dessus: on peut supposer que la fonction bz, )
qui y intervient ne dépend pas de =z.

Le cas général se déduit immédiatement de ces deux résultats
par la technique des produits tensoriels topologiques :

le deuxiéme opérateur B admet au voisinage de supp ¢
une représentation intégrale

B=ff,oB,dt+R

ou R est négligeable analytique, B, parcourt un ensemble
borné d’opérateurs « & coefficients constants », f, parcourt
un ensemble borné d’opérateurs de multiplication (par une
fonction analytique). (En fait, puisqu’on peut supposer le
support de @ trés petit, on obtient la formule ci-dessus en
faisant un développement de Taylor, ou en utilisant la formule
de Cauchy, dans (6.2).)

On a alors
(AogeBla=[(AogofioB)adi+ (AogoRg.

Le reste (A o 9o R)g. est évidemment négligeable, analy-
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tique. Dans l'intégrale, f; et ¢ commutent; A of, parcourt
un ensemble borné d’opérateurs analytiques, B, aussi, donc
le « composé» (A ogofioB,)q aussi, et l'intégrale est
parfaitement convergente.

Bien entendu le deuxiéme résultat ci-dessus doit étre vérifié
dans chaque cas.

Nous nous contenterons d’examiner en détail le cas de
(ProP?)q. — (PL9Ph)q, et laissons au lecteur I'examen des.
autres cas.

2. Soient donc P! et P? deux opérateurs pseudo-diffé-
rentiels analytiques, de type 0 sur Q.

Nous supposerons Q plongé dans R, et, conformément
aux indications ci-dessus, que P? est un opérateur de convo-
lution. Nous supposerons aussi pour commencer que P!
est un opérateur de convolution.

Quitte & modifier P! et P? par des opérateurs négligeables
analytiques, nous supposerons qu’ils sont définis par les

formules
Pif = p'(E)f
Prf = pr(5)f

ou les fonctions p! et p? vérifient les conditions (2.7) du § 2.

Le composé P!(1 — @)P? est alors parfaitement défini,
et son noyau-distribution est une fonction analytique sur
V' X V' si V' est un voisinage convenable de Q’. Il parcourt
méme visiblement un ensemble borné de fonctions analytiques
st P!, P? parcourent des ensembles bornés d’opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de convolution.

On pourra donc supposer dans la suite ¢ =1, et
Q=0Q" = R..

Nous distinguons maintenant deux cas:

a) P? est un opérateur différentiel, de degré m, a coef-
ficients analytiques.

On a alors au sens des distributions

Pf = PAyf + Gof

ou G2? est le noyau de Green singulier analytique généralisé
déerit au § 5. On en déduit immédiatement qu’avec

G = (P'P?)g — (PLP})
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on a

Gf = kt,(p'(B)GH).

I1 résulte alors des inégalités (2.1) vérifiées par les fonctions
pt et p?, etdufait que ht est une opération linéaire continue
sur I’espace des fonctions holomorphes, méromorphes & 'infini
dans l'ensemble |[t4 iR| > (R —¢), que G vérifie les
conditions de la définition 5.1.

Le symbole de G est dans ce cas:

(6.3)
o(G) = R, [o(P)(E, &) . (a(P?)(E, &) — a(P?)(&', na) (i — ima) ]

ou le produit o(P!).o(P?) désigne le produit habituel de
séries formelles. (Cela résulte de la formule (5.15).)

b) On suppose maintenant que P? vérifie la condition
suivante :

p(¥, an)=0<—§-> quand & —>w (¥ fixe).

n

On a alors, avec G = (P'P?)q — PL P}
Gf = It,[PY(1 — h*)(P2f)] = ki, [PLHT, (P — f)].

Si on pose P%L = ht P, P2 = H%P? = g, P2
Donc on a

Gf(¥, &)
= lim lim (2in)2 [ PL(E, ) — ¢ — ie)* dt
E>+0 §>+0
f PLE, n)f () na)(n. — t — i8) dn,
= lim lim (2iw)™ [P, )@, v dn,
S PLE O — i), — 0 — i3) de

= 2n) [ i(PL(E, &) — PLE, n))(E — 1)
PLE, n)f(E, n.) dn,

(on a utilisé la formule de Cauchy, et la relation

(En — 1 — iE)._l(V]n —1 - i8)—1 )
= - (En — I — My + la)—l[(gn —t— ZE)_I - (nn —t— Ls)—l])
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On trouve finalement

6 = @) [ (¥, &y nfE, n) dn,

avec

(6.4) g(&, &, M)
= - H:'—ln[(P}l-(E,’ En) - P}l-(Ely Yln))(lgn - inn)_lpz—(E,’ Yln)]'

Ici encore on voit que G est un opérateur de Green singulier
analytique.

Dans le cas général, P? est somme d’un opérateur différentiel
et d’un opérateur qui vérifie la condition du b ci-dessus:
Popérateur différentiel a pour symbole la partie polynomiale
e;,o(P?) (formule (0.4)) (c’est bien un polynéme de &: si P2
a pour symbole XP, (%', &), on voit en utilisant ’homogénéité
des P,, la condition de symétrie qui exprime qu’ils sont de
type 0, et la formule de Taylor au voisinage de la droite
£ =0, quon a

PE) = 3 —%ng(o, DE=g— =+ 0(|&'|“H g ).

d—k—|a|>0

En regroupant les deux formules ci-dessus, on obtient la
suivante dans laquelle L(p', p?) désigne le symbole final
obtenu (pour G = (PP?)q — PLP%), et comme ci-dessus,

PL (%) = h} PY(E) désigne la « partie holomorphe pour
im &, < 0, nulle a I'infini » de P* (0.1)

P2 (§) = Hf P2(§) désigne la « partie holomorphe pour
imé, > 0» de P2%:

(6.5) L(P*, P?) = A, H7 [(PL(¥, &) — PL(E',))
(PZ_(E', En) - Pg~(5’, Y}n))(lgn - inn)_l]

(en effet dans la formule (6.5), le deuxiéme membre ne dépend
pas de PL(E', v,) si P? est un polyndéme, et de toute facon,
ne dépend que de la partie polynomiale de P2(¥’, £))).

Dans le cas général, le symbole de P! dépend de =z, et
nous pouvons supposer que P! est défini par

Pi(f) = (25 [ e=P(z, BF(5) dE.
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Alors l'opérateur G = (P'P%)g — PP} est donné par la
formule

G(f) = @n) [ e¥a¥ [ dE, [ gla B, By ) E ) dn,

avec g(z)t’, &, n.) = L[PY(=, &), P2(§)] ou L est 'opérateur
bilinéaire défini ci-dessus. (Le fait que dans cette formule,
g dépend de z = (2/, z,), et pas seulement de z’, n’est pas
génant (cf. § 3, n°5.)

Enfin il est clair que G parcourt un ensemble borné
d’opérateurs quand P! et P? parcourent des ensembles
bornés.

3. Les autres propositions se démontrent de fagon analogue.
Les tableaux qui suivent décrivent le symbole principal, puis
dans le cas ou Q est plongé dans le demi-espace R”, la série
qui représente le symbole complet, pour les composés décrits
dans le théoreme 6.1.

. +
(6.6) () o0(GeK)a = [ 00(G)oo(K)
= <f+ go(-’”,, E’, Em Yln)ko(x” E,7 nn) d‘f]n) dEm

(11) ao(PapK)a = ht,50(P)ao(K),

(1) Go(K?Q)gJ; = 0o(K)ao(Q).

(6.7) () o0(TeGa = [ 50(T)a(G)

= [T u@, ¥ Eala’s ¥, K m) dE,

(1) 5(T9Pa)a = Hae(T)s,(P),

(1) 35(Q9T)a: = 5o(Q)ao(T).
(6.8) (1) o0o(G'9G)ar

+
= ([ aw, ¥, 5 nae, © b ) de) i,

(1) oo(Pa9Gla = hE,50(P)ao(G),

(i11) oo(GePo)g = Hy, °'o( )50(P),

(v) oo(KeT)g = oo(K)(&', &)ao(T)(E', Ma),

(v)  oo((PeP%)q — (PHePh) ) L(ao(P1), GO(PZ))

(L étant défini comme ci-dessus (6.5)).

+
(69) a(ToK)g = [ tale, ¥, Okola’, ¥, 1) dt
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Complétons ces formules par les suivantes, qui résultent de
la démonstration de la proposition 3.8:

(6.10) (i) oo(@1K) = <i g%)q 5o(K),
(i) o(Tat) = <— igz—)’ 5(T),

() ( G q) ( 0 \P .0 \? (G
i oo(22Gal) = (1 =) (— it —) oo(G).
etoat) = (i) (= i35, ) ol
Compte tenu de ces formules, et de la méthode de dévelop-
pement en série du noyau distribution du composé d’un de nos
opérateurs A avec un multiplicateur par une fonction ana-
lytique, on trouve alors pour les symboles complets :

(6:41) () o(CK) = 3 ‘Y[—T,' f * <%>Y o(G)(, ', E,,

(&) (%) @1, 0¥, 2)- () e, 28],
i) o(KQ = 3 57 (5) «Kw, £, 5) (%) o, ¥)
642) () o(16) = 3 57 [ () oD@’ ¥, 9
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=Yl /)y
i) o(PaG) = 3 ‘, GE)
b I 7 _b__ 4
<‘;}"> > E ><<b > ’ E En’ Y)u)>]’

—p—Y!
a(GPg) = Z Lr“

<<%><> o) (&) (& erenn)

@) oKT) = 3 "]”(Z,Q oK), ¥, &)
(5) “D, &, n),

<%>”L[< % % ; <bin>” s(P)(z/, 0, ¥, &),

() () ooas 0, %, &)]

Dans toutes les formules, y parcourt I’ensemble des multi-
indices de dérivation sur R*. Etsi o(A) = Xa,, o(B) = Xb,
sont deux symboles, le produit o(A).s(B) désigne le produit
habituel des séries formelles, dans lequel on regroupe les
termes de méme degré: o(A)e(B) = Xa,b,= ¥ X a,b

r pP+4q=r

q°

4. Nous terminons ce paragraphe par la proposition suivante.

Prorosition 6.2. — Soit G un noyau de Green singulier
analytique de degré — 1, de classe < p, sur Q. Il existe
alors un noyau de Green singulier analytique de degré — 1,

de classe < p sur Q: G tel que (1 — (14 G')e(1 — G))g
soit négligeable sur ('.

Le symbole complet de G’ est nécessairement Xo(G)*
(les puissances successives du symbole de G doivent étre
prises ici au sens de la loi de composition de la formule (6.13) (1))

10
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Il suffit donc de montrer que la somme de cette série est un
symbole analytique de classe < p, 1.e., vérifie localement les
inégalités (5.3). Pour cela, observons que les termes du symbole
de G sont des fonctions holomorphes de &,, v,, nulles pour
£, — oo, ayant un pdle dordre < p—1 en v, pour
7, —> o, et continues a la frontiére, dans le domaine

complexe :
&+ RIE|| > (R — ¢)]Z],
[n. — R > (R — €|

st R et ¢ sont choisis convenablement.

Les fonctions de deux variables ayant ces propriétés forment
un espace de Banach (pour |&'| =1 fixé), sur lequel I’applica-
tion

\
> [" 1, Dglt, 7. de

est une application bilinéaire continue, de norme < 1 si les
normes ont été bien choisies.

A partir de 13, en remplacant les valeurs absolues qui y
figurent par les normes dans notre espace de Banach, et compte
tenu de la formule (6.12 (1), la démonstration est exactement
la méme que dans (3) § 1.1 (avec la méme norme formelle).

7. L’algébre des opérateurs pseudo-différentiels.
Opérateurs généralisés et transposition.

1. Opérateurs pseudo-différentiels sur Q.

Q désigne comme toujours une variété a bord analytique
réelle, plongée dans une variété ambiante V. Au paragraphe 2,
nous avons construit une premiére famille d’opérateurs
linéaires continus Pg: D(Q) — §(Q) définis comme suit :

il existe un voisinage ouvert U de Q dans V et un
opérateur pseudo-différentiel analytique P sur U tels que
Po(f) = P(HIQ (ou f désigne le prolongement de f par 0).

En fait 'opérateur Py ainsi défini ne dépend que du noyau-
distribution de P dans Q X Q, et pas du choix de U,
ni méme de V (parce que deux variétés analythues voisinage
de Q sont isomorphes, de facon unique, au voisinage de Q,
et deux opérateurs pseudo-différentiels analytiques définis
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au voisinage de Q qui ont méme noyau-distribution dans
Q X Q ont méme noyau dans un voisinage de Q X Q).
Dans la notation Pg, on pourra considérer par exemple que P
est un germe d’opérateur pseudo-différentiel analytique au
voisinage de Q; et Py est l'opérateur « canoniquement »
associé a ce germe.

En fait Py se prolonge continiiment &'(Q)— 9'(Q). 1l
diminue le support singulier et le support singulier analytique,
et il respecte aussi localement la régularité C* ou l'analyticité
jusqu’au bord.

Remarque. — Si f est une distribution portée par Q,
Po(f) est une distribution sur (. Cette distribution est bien
siir prolongeable, et est en particulier prolongeable en une
distribution portée par Q. Mais il n’est en général pas possible
de choisir le prolongement de fagon qu’il dépende continue-

ment de f, et que ce soit précisément I;Q\(f) si feDQ).

DérinviTion 7.4. — Un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur Q est un opérateur linéaire continu 9(Q) — §(Q),
de la forme Pg + G, ou Pg est associé a un opérateur pseudo-
différentiel analytique de type 0 défini, au voisinage de Q,
comme ci-dessus, et G est un opérateur de Green singulier
analytique (de degré entier).

Un tel opérateur respecte localement la régularité C=, et
Panalyticité, jusqu’au bord. Il se prolonge en un opérateur
continu D(Q) + &(Q) — &(Q) + &'(Q). (Par contre, sauf si G
est de classe 0, il ne se prolonge pas en général a §'(Q).)

Comme aux paragraphes 3, 4, 5, on définit un opérateur
pseudo-différentiel généralisé sur Q: c’est la somme d’un
opérateur pseudo-différentiel sur et d’un opérateur de Green
singulier généralisé. Un tel opérateur est continu D(Q) — D'(Q)
(en fait continu D(Q) — &_,(Q) pour masser grand).

2. Classe d’un opérateur pseudo-différentiel.

Dérinition 7.2. — Soit P un opérateur pseudo-différentiel

(de type 0) défini au voisinage de Q. Nous dirons que P est
de classe m (relativement a 3Q) st son symbole complet Xp,(z, §)
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a la propriété sutvante : pour tout x = dQ, et pour tout k entier >0
et tout | entrer >0,
d l
—l—m
— x
&n <b$n> pk( 9 E)

reste borné quand &, — o (les autres variables étant fizées).
Cette définition suppose bien siir qu’on a choisi un systeme
de coordonnées, pour y exprimer le symbole de P par la série
Ypi(z, £). Mais on vérifie immédiatement que la condition
ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi.
Remarquons aussi qu’il n’y a en fait qu'un nombre fini de

- 2\ .
conditions ( parce que g <b_—> pP. est en tout cas borné
xn

quand &, — oo (z, &' fixés) si 4+ m 4 k dépasse le degré
de P).
On dira aussi que l'opérateur pseudo-différentiel Py 4 G

sur Q est de classe m si G est de classe m etsi P est de
classe m relativement & 2Q.

Ezxemples. — S1 P est de degré m, 1l est de classe m. Si
P (resp. P’) est de classe m (resp. m’), PP’ est de classe
m—+ m' (3¥). Ilen estdeméme de PoPq (les formules (6.13) (v),
(6.5) montrent que (PP’)q — PoPg est un opérateur de Green
de classe m).

Sur le demi-espace R”, un opérateur différentiel tangentiel

’ b , , b m--k
P(ac, ———,> est de classe 0; lopérateur =¥ <—> est de
or oz,

classe m. Plus généralement, le lecteur vérifiera que
k
(7.1) Vopérateur différentiel Xa, <x, %)(i—) est de classe m
z n
st et seulement st pour tout k, les coefficients de a, s’annulent
a Uordre k — m sur le bord R™.

On a en outre les résultats suivants :

Lemme 7.3. — Un opérateur pseudo-différentiel de type 0
sur V est (au moins localement) somme d’un opérateur diffé-
rentiel et d’un opérateur pseudo-différentiel de classe 0 (relati-
vement a d()).

(*®) Pour simplifier la notation, nous omettons la fonction ¢ qui sert i tronquer,
comme au 6, avant de composer.
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LemuMEe 7.4. — Tout opérateur pseudo-différentiel (de type 0)
de classe m (relativement & Q) se met au moins localement
sous la forme

P=23Q,0P

ou P, est de degré au plus m, et Q, est un opérateur diffé-
rentiel de classe 0.

Preuve. — Nous supposerons que V est I’espace numérique

R*, et Q le demi-espace R". Le lemme 7.3 a déja été
prouvé au § 6: la partie « polynéme différentiel » de P a pour
symbole la partie polynomiale de o(P):

et [o(P)(z, §)]

(on a déja remarqué au § 6 que pra(P) est un polyndéme

de &:
(12) eroP) = 3 y(5p) Pulw 0, 1) gep

d—alzo & !

si o(P) = XP(, ¥/, £))-

On prouve le lemme 7.4 par récurrence descendante sur m:
comme c’est vraisi P est de degré m, 1l suffit de prouver que
si P est de degré m et de classe m — 1 (m > 0), 1l se
décompose sous la forme

n—1 b
P = Po+z< J>0P,-+wn&,— . P,

n

ou Py, Py, ..., P, sont de degré m — 1.
Or soit py(z, &) le symbole principal de P. On a

po(z, &) = po(z, &) 4 z.po(, &)

po(, &) =pogw' 0, &)
ﬂ%@=f3%(t%@ﬂ

0T

avec

po est homogéne de degré m, donc pﬁ-——%zéib%_p;-

Si P est de classe m — 1, on a pyz, 0, §,) = 0, donc

=34 [ Epie &, By a
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En regroupant ces résultats, on obtient pour p, une décompo-
sition
n—1

Po = 2 (LEJ)pJ + ixnanpn’
Jj=1
11 suffit alors de prendre pour P,, ..., P, des opérateurs ayant
pour symboles respectifs py, ..., p,, et de définir P, par la
formule ci-dessus (P, est alors de degré m — 1).

3. Transposés. Formule de Green.

Dans ce numéro, nous considérons un opérateur pseudo-
différentiel sur Q (resp. opérateur de Poisson, opérateur
trace, généralisés ou non) comme un opérateur continu
DQ) - D'(Q) (resp. D(Q) - D'(Q), DQ) - D'(Q)). Et
c’est en tant que tels que nous transposons ces opérateurs.

Naturellement le transposé opére en principe sur des espaces
de courants tordus d’ordre n ou n—1 sur Q ou 2Q,
et nous identifions ces espaces a des espaces de fonctions,
une fois choisies des mesures (& densités analytiques) sur Q

et 2Q.
On a tout d’abord les résultats suivants.

Prorosition 7.5. — (1) Le transposé d'un opérateur de

Poisson est un opérateur trace de classe 0.
P

(i) Le transposé d’un opérateur d’extension pur est un opéra-
teur de trace pur.

(1) Le transposé d’un opérateur trace est un opérateur de
Poisson généralisé.

(iv) Le transposé d’un opérateur de Green singulier de classe 0
est un opérateur de Green singulier de classe 0.

(v) Le transposé d’un opérateur de Green singulier généralisé
(resp. de classe 0) est un opérateur de Green singulier généralisé

(resp. normal).
Nous nous contenterons d’indiquer la démonstration quand

Q est plongé dans le demi-espace RZ.

(1) est en fait la définition d’un opérateur trace de classe 0
(§ 4.) preuve de (ii) : le transposé del’opérateur d’extension pur

Ec: f—fd%z,).
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est I'opérateur de trace pur

k

B, = (— 1)Tr,: [ (— 1)* (%) f@, +0).
Comme le transposé d’un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur le bord 2Q en est encore un ([3] § 2 n° 5), ceci
démontre (i1).

(1) résulte immédiatement de (i) et (it).

(iv) se démontre exactement de la méme fagon que pour
un opérateur pseudo-différentiel analytique (cf [3] § 2 n° 5),
a partir du fait que le symétrique d’un noyau de Green élé-
mentaire: G(—z, — vy, —,) en est encore un. Nous
laissons au lecteur les détails de la démonstration.

Enfin (v) résulte de ce qui précéde, et du fait qu’un opérateur
de Green singulier (resp. opérateur de Green singulier généralisé
de classe 0, opérateur de Green singulier généralisé) admet
une décomposition en somme :

G s GO + EKJ' ° TI‘j,
resp. G =Gy + XE; . T,
G = GO —l- ZKjTI'j + XEjTj + EE,'Q,'J-TI'J-

ou G, est un opérateur de Green singulier de classe 0, E;, Tr,
sont les opérateurs d’extension et de trace purs ci-dessus, et
K;, T; Q; sont respectivement des opérateurs de Poisson,
des opérateurs trace de classe 0, et des opérateurs pseudo-
différentiels sur le bord.

En examinant la décomposition en série des noyaux au
voisinage de la diagonale du bord (), on obtient pour les
symboles les formules suivantes :

(7.3) o(K)(«', €)
(7.4) o(T)(@', &)

(75) O‘(‘G’)(CU’, 2,7._ Em Yln)\
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Nous allons maintenant prouver

Prorosition 7.6. — Le transposé d’un opérateur pseudo-
différentiel analytique généralisé sur Q est encore un opérateur
pseudo-différentiel analytique généralisé sur Q.

Preuve. — Comme c’est déja vrai pour les opérateurs de
Green singuliers analytiques, il suffira de le prouver pour
Popérateur Pg associé a un opérateur pseudo-différentiel
de type 0, P, défini au voisinage de Q.

Remarquons d’abord que le transposé de P est aussi un
opérateur pseudo-différentiel de type 0: on sait d’apres
[3] § 2 n® 5 que c’est un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique; et la condition de symétrie sur le symbole est bien
vérifiée, cela résulte immédiatement de la formule qui donne

le symbole de ‘P (quand Q est plongé dans R%):
7 a\T/ o \7
a6« =35(3) (%) @ -5

7! o

On démontre alors la proposition en deux étapes: d’abord
la proposition est vraie si P est un opérateur différentiel :

{(Pg) est alors 'opérateur qui a fe D(Q) fait correspondre
la dérivée au sens des distributions ‘P(f), ou f est le prolon-
gement de f par 0. Et on a vu (§ 5, n® 3, exemple) que
Pg) — (‘P)q est alors un opérateur de Green singulier géné-
ralisé, dont le symbole est donné par les formules (5.16) (5.17).

Gréce au lemme 7.3, 1l suffira donc de prouver la proposition
quand P est de classe O relativement & Q. On a dans ce
cas.

Lemme 7.7. — St P est de classe 0 relativement a dQ, on a
(Pg) = (‘P)o-
Preuve. — C’est vrai si P est un opérateur différentiel

de classe 0: alors dans la formule de Green, toutes les inté-
grales sur le bord sont nulles.

C’est encore vrai si P est de degré 0 (ou négatif) : alors P
est continu

Lims(V) = Li (V)
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(o V désigne le voisinage de Q sur lequel P est défini)
et on a donc

J5Paf-g = [, P(DE = [ P@ = [ f(Plas

Dans le cas général, on peut d’apres le lemme 7.4 supposer
que P est le composé:

P=Q.P

ol Q est un opérateur différentiel de classe 0, et ou P’
est de degré O.
On a alors, parce que Q est local

Pg = Qq - Py
Donc Y(Pq) = {(Pgq)(Qq) = (‘P)a("Q)q-

Or 'Q est aussi un opérateur différentiel de classe 0, et
on a pour fed(Q)
‘Qf) = (‘Qaf
(i1 n’apparait pas de couches sur le bord quand on dérive au

sens des distributions). _
Il s’ensuit qu’on a pour fe D(Q)

{Pa)f = (P')a(Qof = P'[(Qaf]/Q
= P'['Qf)/Q = ['P".‘Q](H/Q = (P)af.
La formule de Green est la formule qui donne le symbole
de ‘Pg) — (‘P)g. On l'obtient en combinant les formules

7.2, 7.6, et (6.17). Remarquons que ‘Pgq) — (‘P)g est un
opérateur local, de la forme

EEk ° Qk,t<37’, _b'7> o Tty
or

et est donc complétement déterminé par son symbole. Nous
nous contentons ici d’en donner le premier terme (symbole
principal) :

(7.7) oo((Pa) — (P)a) = [easo(P)(z', 0, — &, — &)
— eq00(P) (@', 0, — &, — ) ](i8 — ina)
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La proposition 7.6 suggére une autre définition de la classe
d’un opérateur pseudo-différentiel sur Q (cette autre défini-
tion ne présente en fait d’intérét que pour les opérateurs
pseudo-différentiels généralisés): nous dirons que I'opérateur
pseudo-différentiel généralisé A est de classe 0 s’il se pro-
longe en un opérateur continu &'(Q) — 9'(Q) — ou de fagon
équivalente, si le transposé ‘A est un opérateur pseudo-
différentiel normal (non généralisé). Nous dirons que A est
de classe m s’il existe un opérateur de Green singulier géné-
ralisé G de classe m tel que A — G soit de classe 0.

Pour tout opérateur pseudo-différentiel de type 0: P, défini
au voisinage de Q, il existe au moins un opérateur pseudo-
différentiel généralisé de classe 0 sur Q, dela forme Pg + G
(o G est un opérateur de Green singulier généralisé): par
exemple 'opérateur ‘(‘P)g. Celui-ci est un opérateur normal
(non généralisé) s1 et seulement si P est de classe 0 (a cause
de la formule de Green ci-dessus, qui montre que dans le cas
contraire, Pgo —{P)g est wune somme non nulle

2E. Q. <:v', b~b—,> Tr,, de sorte que si Pg + G est de classe O,
x

G ne peut pas étre un opérateur de Green singulier normal
(non généralisé)).
4. Terminons par les remarques suivantes :

Sur une variété a bord compacte, les opérateurs pseudo-
différentiels  (considérés comme  opérateurs continus

DQ) — D(Q)) forment une algébre. Il en est de méme de
I’ensemble des matrices de la forme

(r o

ou A est un opérateur pseudo-différentiel sur Q, K wun
opérateur de Poisson, T un opérateur trace, et Q un opé-
rateur pseudo-différentiel sur o (une telle matrice est la
matrice d’un opérateur linéaire continu :

DQ) ® D(Q) — D(Q) & D(dQ)).

(Si Q n’est pas compacte, il faut tronquer comme au § 6
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avant de pouvoir composer, et on a seulement un résultat de
calcul symbolique.)

Sur I’algébre des opérateurs pseudo-différentiels, on défimt
deux symboles : le premier est celui qui 4 'opérateur Pg + G

associe le symbole de P (dans (Q, ou au voisinage de Q).
Le premier symbole est nul si et seulement si le noyau-distri-
bution de P est analytique — autrement dit si Pg 4+ G
est déja un opérateur de Green singulier; il revient au méme
de dire que le noyau distribution de Pg 4+ G est analytique
dans Q X Q (pas jusqu'au bord) — donc Pg + G se pro-
longe en un opérateur continu DQ) + &'(Q) — #(Q). Le
deuxiéme symbole est le symbole de G. On s’en sert surtout
quand Pg =0, ou Pg=1 (et G est de degré 0). Les
opérateurs généralisés par contre ne forment pas une algébre.
On peut cependant définir le composé dans les deux cas
sulvants :

(7.8) A o B est bien défini

1) si B est un opérateur normal;
2) oust A est de classe 0.

Les formules du § 6 sont encore valables dans ces deux cas.

Remarquons enfin que 'opérateur Pg est la restriction &
D(Q) d’un opérateur continu: &'(Q) - 9'(Q). En particulier
Po a une extension continue canonique :

D_o(Q) - Q) (§3, no 5).

Nous noterons cette extension Pg,, ou Pg s’il n’y a pas
risque de confusion. Nous nous servirons a plusieurs reprises
de cette remarque au chap. 11, o nous remplagons Pg par

Pg,, pour m assez grand. Si on identifie 9_,(Q) a la somme

directe de D(Q) et de m exemplaires de D(dQ), ceci apparait
comme un cas particulier de I’opération qui consiste & remplacer
Pg par Pgo K, ou K estunopérateur de Poisson (vectoriel).

I1 résulte de 3, n® 5 (formule (3.34)) que les formules de
calcul symbolique (6.6) (i1), (6.11) (i1) et (6.8) (i1), (6.13) (ii)
sont encore valables quand K (resp. G) est un opérateur
généralisé, a condition de remplacer Pg par Pqg, pour m
assez grand.
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7. Opérateurs a symbole C-.

Nous indiquons ici trés bri¢vement les généralisations & faire.

Tout d’abord, la premiére généralisation consiste a définir
les opérateurs comme dans (2), ou (6), ou (9): les symboles
sont seulement C®; il n’y a pas de condition de croissance
sur la suite des termes du symbole; et les opérateurs sont
définis directement par une intégrale de Fourier.

Cette représentation intégrale est plus maniable que dans
le cas des opérateurs analytiques.

Une deuxiéme généralisation est nécessaire: en effet la
notion raisonable d’opérateur pseudo-différentiel de type w®
dans le cas ou le symbole est seulement C* est celle qui est
donnée par L. Hormander: si le symbole complet de P est
Ypi(z, E), P est de type . si pour tout k (s, désignant le
degré de p,)

Pk(-’L', E) - e(sk_z)mpk<x, - E)

s’annule avec toutes ses dérivées sur la vanété =z, =0,
E, = O; Eu > 0.

Ceci n’impose plus de condition sur le degré s, de p,,
ni de condition de symétrie sur la fonction p, elle-méme; et
Padjoint d’un opérateur de type 0 n’est pas en général
de type O.

Afin de pouvoir généraliser aux opérateurs a symbole C*
la théorie qui est traitée au chapitre 11, 11 convient alors
d’introduire une classe plus large d’opérateurs trace, et de
noyaux de Green singuliers: il faut par exemple que 'opéra-
teur f— Tr,gP(f) soit un opérateur trace si P est un opé-
rateur pseudo-différentiel de type O.

Un opérateur trace plus général sera alors un opérateur T,
qui, localement, et modulo un opérateur négligeable (avec la
généralisation évidente du § 1), se met sous la forme:

T(f)(@') = 2n)~ [ eFula, F () &

(ici encore l'intégrale est éventuellement une partie finie
convenable par rapport & £,) ou t(z, £) admet un dévelop-
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pement asymptotique stable par dérivation:
(7.1) t(z', &) ~ Bt (', &)

cette fois, t,(z’,%) est homogéne de degré s, en &(s, > — ),
C* pour & # 0, holomorphe en £, pour imk > 0, et
enfin il existe un nombre , < @, ol . est un nombre ﬁxé,
ne dépendant que de T (correspondant en gros a la classe
de T au sens du § 4) tel que (&, + t|&'|)*=¢, soit une fonction
C* de &, sur la demi-sphére de Riemann fermée im§&, > 0
(point a P'infini compris), privée de I’origine.

Le développement asymptotique (7.1) signifie alors qu’on
a pour tout compact K de 2Q,

2 \%/ 2 [ N—1
() ) (-3 -
pour 2’ e K, im¥&, > 0.

Comme f admet un développement asymptotique
f~ Zf(E)E*1 pour &, — oo, la partie finie de I'intégrale
est bien définie, par un procédé de limites d’intégrales dans
le domaine complexe.

Les noyaux de Green singuliers doivent étre généralisés
de facon analogue.

Les formules de composition, etc... sont les mémes qu’au
§ 6. Mais on ne peut plus transposer ces opérateurs.

< Ca,B,N,k| g|v ?I] | Sn—p-H )




CHAPITRE 11

Applications.

Nous allons maintenant nous servir des opérateurs cons-
truits au chapitre 1 pour étudier certains problémes.

Au § 1, nous montrons comment on peut, au moyen de
noyaux de Poisson, représenter les solutions d’un opérateur
différentiel elliptique a coeflicients analytiques. Notre méthode
présente en outre 'intérét suivant: dans le cas d’opérateurs
analytiques, quitte a introduire des hyper-distributions sur
le bord, on peut représenter toutes les solutions, sans aucune
condition de croissance au bord (du moins quand la variété
ou tout se passe est compacte). Combiné avec les résultats
des §§ 4 et b, ceci généralise les résultats de J. L. Lions et
E. Magenes [18], [19].

Au § 2, nous décrivons un exemple pour illustrer les cons-
tructions des § 3 et 4.

Au § 3, nous généralisons aux opérateurs pseudo-diffé-
rentiels analytiques de type O les constructions de R. T. See-
ley [14]: il s’agit en gros de montrer que les solutions d’un
opérateur pseudo-différentiel analytique de type 0 et leurs
dérivées successives ont pour trace sur le bord des fonctions
qui sont liées par des relations, qu’on peut décrire au moyen
de projecteurs pseudo-différentiels.

Au § 4, nous appliquons les résultats du § 3 a I’étude des
problémes aux limites elliptiques généraux pour des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de type 0O: nous montrons
comment, au moyen des opérateurs construits au chapitre 1,
on peut construire une parametrix.

Les résultats des §§ 3 et 4 sont uniquement des résultats
de calcul symbolique. Dans le cas ou la variété ou tout se
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passe est compacte, on peut aller plus loin, et construire de
vrais projecteurs, ou de vrais inverses. C’est ce que nous
indiquons au § 5.

Enfin tout au long de ce chapitre, nous considérons des
opérateurs qui opérent sur les sections de fibrés vectoriels
complexes (analytiques réels). Cette généralisation est presque
indispensable pour les §§ 3 et 4. La définition de ces opérateurs
ne présente aucune difficulté (elle est indiquée dans [3] pour
les opérateurs pseudo-différentiels] : par exemple si E est un

fibré sur 2Q, F un fibré sur Q, un opérateur de Poisson

analytique K: 9(2Q, E) — §(Q, F) est un opérateur dont le
noyau-distribution est une fonction analytique jusqu’au bord

hors de la diagonale de 2Q dans Q X 2, et qui localement,
pour un choix de trivialisations de E et F, a une matrice
dont les coefficients sont des opérateurs de Poisson analytiques
(ceci ne dépend pas des trivialisations choisies de E et F).

Le symbole principal de K est une « forme différentielle »
ko(z', &, &) dt,, dont la « densité » ky(z', &', &) est une
section analytique sur T*Q[Q — {§' = 0} (fibré cotangent
a Q, privé du fibré cotangent normal, sur 2Q) du pull-back
a T*QpQ du fibré L(E, F/oQ).

Les formules du § 6 (chap. 1) marchent encore, avec quelques
modifications évidentes, pour ces opérateurs.

1. Solutions d’un opérateur différentiel elliptique
a coefficients analytiques sur une variété a bord compacte.

Les notations sont les mémes qu’au chapitre 1. Comme
annoncé, nous nous proposons de prouver:

Tutorime 1.1. — On suppose que Q est une variété a bord
. . 0
analytique réelle compacte connexe. Soit P = P<x, 5—) un
x
opérateur différentiel d coefficients analytiques, de degré m,
elliptique (ou un systéme elliptique opérant sur les sections de
fibrés vectoriels analytiques).
Il existe alors une suite K, ..., K, de noyaux de Poisson
analytiques sur Q tels que toute solution f de P qui est C®
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jusqu’au bord se mette sous la forme

(1.) f= 3 Kf)

o f; estla restriction au bord d2Q de la j-iéme dérivée normale
de f.

En outre, toute solution de P (sans aucune restriction sur
la régularité ou la croissance au bord) se met sous la forme (1.1),
ou cette fois les [; sont des hyper-distributions (fonctionnelles
analytiques réelles) sur le bord Q.

Preuve. — Commencons par plonger Q, P dans une variété
analytique ambiante V (comme au chapitre 1). On sait d’apres
(3) qu’il existe un opérateur pseudo-différentiel analytique Q,
parametrix de P dans V: s1 T est une hyper-distribution
sur V, a support compact, Q(P(T)) — T est une fonction
analytique.

Q o P — 1 lui-mé&me est un opérateur négligeable analytique
(son noyau-distribution est une fonction analytique sur
V x V).

Observons de plus que si T est une hyper-distribution
portée par un voisinage compact connexe de Q, etsi P(T) =0
alorsona T =0 car T est unefonction analytique (cf. (3)).

Quitte alors a ajouter & Q un opérateur négligeable ana-
lytique et & diminuer V au besoin, on pourra donc supposer
Q-P=1.

Soit alors T e’'(Q) une hyper-distribution portée par
Q, solution de P dans Q: P(T) est donc une hyper-distri-
bution portée par dQ. Or sur I'ensemble des hyper-distribu-
tions portées par d(, on a le résultat suivant:

Lemme 1.2. — Toute hyper-distribution portée par ()
s’écrit, d’'une fagon et d’une seule:

T — P<x, -°—>T1 IR
ox

ot T, est portée par d0, et R est de la forme

m—1

R= 3 T)(a")O)§h avec T,e%'(2Q).
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Cette décomposition est compatible avec les topologies d’espace

de Fréchet de ¥6'(d0Q) et de Uespace des hyper-distributions
portées par Q. >

Ici, (3)§} désigne la j-itme dérivée par rapport a <—~>

. on

de la mesure superficielle (8)sq.

on
voisinage de ?Q sur ?Q X ]—e¢, ¢[. Nous noterons z,
la fonction deuxiéme projection. C’est relativement a cette
décomposition en produit cartésien qu’il faut comprendre la
notation multiplicative T;(2")(0)§%.
Dans cette décomposition en produit, on a:

(o )i @ Tl 22

\ . . 0 :
ou a, est une fonction analytique, a,( z, — ) un opérateur
’ k\ or

La donnée du champ <i> définit un 1somorphisme d’un

différentiel a coefficients analytiques ne faisant intervenir
que des dérivées tangentielles.

S1 T =

on a
P(T) = 3 s, o T )",
Compte tenu de la relation
e =3 (1) (g ) s 0B

on voit alors immédiatement, par récurrence sur N, que le
lemme est vrai pour T. Dans le résultat T; = Q(T) et
R = R(T) dépendent linéairement et continiiment de T.

Pour le cas général, on remarque que toute hyper-distri-
bution portée par 2Q s’écrit, d’une seule fagon

T = XT,(«")(3)s4

ou Ta') e’ (d2) est une suite d’hyper-distributions sur
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2Q telle que la suite-]:1—‘ AJT; soit bornée pour tout A > 0.

On voit alors aisément que les opérateurs Q et R ci-dessus
se prolongent contintiment.

Remarquons que pour le résultat du lemme, il suffit que
le bord 2Q ne soit pas caractéristique pour P (i.e. que a,
n’ait pas de zéro). (Bien sir le lemme 2.1 équivaut au théoréme
de Cauchy-Kowalewsky d’existence et d’unicité de la solution
du probléme de Cauchy non caractéristique quand les
données initiales sont analytiques.)

Revenant aux notations ci-dessus (T est portée par Q
et solutionde P dans (), on voit donc que quitte a retrancher
de T une hyper-distribution portée par le bord (nulle dans Q),
on peut supposer que P(T) est de la forme:

P(T) = 3 (T

Done T = Q(P(T)) = 3 QT,()B)5)

Comme lopérateur qui & T;ed6'(dQ) fait correspondre
Q(T,(=")(8)jg) est un noyau de P01sson analytique (I § 2.5),
la deuxiéme partie du théoréme est démontrée.

Si maintenant f est une fonction C* (ou seulement de
classe C™) jusqu’au bord sur Q, et est solution de P, P(T)
ne dépend que des valeurs au bord des dérivées normales
d’ordre inférieur & m — 1 de f.

Précisément on a, avec ’expression de P ci-dessus

P(f) =3 (o 5 ) i) O

J
ou f; est la restriction au bord de 2 f-
] on

On obtient alors I'assertion du théoréme en posant
m—j
Kif) =3, Qo (o o2 )fia) B5a).
k=0

Remarque 1. — La régularité des distributions T; qui
interviennent dans la formule (1.1) est, bien sir, liée a la
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régularité au bord de la solution T qu’elles servent & repré-
senter. Par exemple, si T ne croit pas plus vite qu’une puis-
sance de la distance au bord, on peut choisir les T; dans
Pespace des distributions ordinaires sur ().

Remarque 2. — Dans la formule (1.1) présentée ici, les T,
ne sont pas déterminées de fagon unique. On verra aux §§ 3 et 4
comment on peut réduire le nombre des T; Mais en général,
il n’est pas possible d’avoir une formule de représentation
telle que (1.1) oules T; soient déterminées de fagon unique.

2. Un exemple.

Nous décrivons ici un exemple simple, afin d’illustrer la
théorie développée aux paragraphes suivants.

Soit Q le disque ferme [z| < 1 du plan complexe. On
posera z =z -+ 1y.
Soit P Topérateur pseudo-différentiel défini par

Pf = (£ + in)(E — in)2f.

Nous allons étudier 'opérateur Pgq.
Nous nous servirons des opérateurs suivants:

-3 @t
Qf) = (m@)* =f, Q) = (z2) = f

. d . 0
Q est inverse de —, Q est inverse de — )-
0z 0z

On a donc Pg = (%)Q o Qq.

Remarquons que toute fonction ¢ e8(Q) s’écrit, d’une
seule facon

p=9 +g+h

ol 9o e8,(Q) est de trace nulle sur 2Q, g=8(Q) est anti-
holomorphe dans Q, et he8(Q) est holomorphe dans Q,

nulle a I’origine.
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Par ailleurs I'opérateur <b£> est surjectif, de sorte que
2/Q
toute fe8(Q) s’écrit au moins d’une fagon

0,2 2
f——bz?_bz%—kbzh

.5 . e 0 .
la deuxiéme décomposition f= ) + ” h est umque).
z z

Un calcul élémentaire montre qu’on a alors

Qof = 9o + k.

D'ou Pof = % %o-

On voit donc que le noyau de Pg: Ker Py est exactement
Iespace des fonctions holomorphes & l'intérieur de Q. (Si
¢o est de trace nulle, on a g, =Qh§z—%, donc Pgof=0
équivaut a = %h 1.e. f est holomorphe.

L’image de Pg est exactement % [6,(Q)]. Si g, =8,(Q),
ona Q= QQ% @o- Donc Tr Qof = 0 si f est dans 'image
de Pg. Réciproquement, si Quf est de trace nulle, comme

f= %ng, f est dans I'image de Pg.

Soit maintenant K (resp. K) l'opérateur de Poisson qui
correspond a la formule de Cauchy pour les fonctions holo-
morphes (resp. antiholomorphes) :

K(u) = (2in) fb L u— 2 dr,
(resp. K(u) = — (2im)? /;Q u(t)(t —z)™ d_t>.

On voit que Ko Tr est un projecteur sur Ker Pg.
Et (3_) oKoTroQgq est le projecteur sur I'espace des
z
fonctions antiholomorphes, parallélement 4 I'image de Pg.
Ainsi on peut décrire le noyau et la co-image (ou I'image)
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au moyen d’opérateurs de Green singuliers qui sont des projec-
teurs delaforme K o T (composé d’un opérateur de Poisson et
d’un opérateur trace).

Dans les deux cas, T o K est un projecteur pseudo-diffé-
rentiel sur le bord :

H = Tr o K est 'opérateur de Hilbert

H < 3 a,,z") = § a,z".

c’est un projecteur sur I’espace des données de Cauchy des
solutions de Pgf=0. Sa généralisation jouera un role
important au § 4.

<Onaaussi TI‘OQQ"(%) oK=1——-H.>
Q

En fait la situation n’est pas toujours aussi simple en général,
et 1l est commode de commencer par prolonger Pg, de fagon
a obtenir un opérateur surjectif.

Une fagon simple de le faire est de remplacer Pg par son

extension canonique Pgq, a &_,(Q) (c’est ce procédé que
nous utilisons au § 3. Iet Pg,; est déja une surjection
&_,(Q) — 8(Q)). Plus généralement on peut remplacer Pg
par un opérateur de la forme Pgo K.

3. Etude du cas général.

Nous généralisons ici aux opérateurs pseudo-différentiels
analytiques de type O la théorie de R. T. Seeley [14].

Nous reprenons les notations du chapitre 1.

Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique, ou plus
.généralement, un systéme d’opérateurs pseudo-différentiels
analytiques sur les sections de fibrés vectoriels analytiques,

de type 0, défini au voisinage de Q. Soit Q une parametrix
.de P. Nous nous proposons de prouver le résultat suivant :

TratoriME 3.1. — Pour m, assez petit et m, assez grand,
il existe un noyau de Green singulier analytique généralisé

G: 6(Q) — &,(Q) et un noyau de Poisson analytique généralisé
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K: o §(0Q)™™ — &, tels qu'on ait les relations suivantes :

&,
avec Q' =Qq+ G

(3.1) o(Pon o Q) =1
(3.2) s(Pgm o K) =0
(3.3) 5(Q o Pgn + Ky) = 1.

y désigne ici Popérateur qui & fe&, fait correspondre
la suite de traces: (fj)j=m, ..., m—1- Ky est donc un noyau de.
Green généralisé, dont le symbole est un projecteur (c’est.
virtuellement un projecteur sur le noyau de Pg dans §,).

Ces opérateurs permettent en outre de construire un opé-.
rateur qui symboliquement se comporte comme un projecteur-
sur un supplémentaire de Pgq(8,): si © est un noyau de
Green singulier analytique, « projecteur sur un supplémentaire.
de &, dans &,, il suffit de prendre un noyau de Green
singulier ayant méme symbole que P=Q’.

Par contre, il n’est en général pas possible de décrire de-
cette facon (méme symboliquement) le noyau et la co-image.
de P dans &(Q) = &,.

Pour démontrer le théoréme, il sera commode de factoriser-
le symbole principal py(z, §) comme suit : rappelons d’abord
que po(z, &) est de degré entier, et a méme parité qu’une.
fraction rationnelle de ce degré d’homogénéité. On peut donc-
I'approximer par une fraction rationnelle en §. Exactement,,
il existe un polyndme de &: a(z', §) tel que

a(z, 5)7E*"po(x, &) et po(z, E)alx, §)THE "

solent de degré 0 et aussi voisins qu'on veut de la matrice
1dentité.

Pour les symboles voisins de I'identité, rappelons le résultat.
suitvant :

Lemme 3.2. — Si py(z, &) est une matrice analytique pour-
£ # 0, homogéne de degré 0, assez voisine de Uidentité, et de
type 0 (t.e. fonction symétrique de t), il existe des matrices
pt(z, &) et p(x, £) continues, homogénes de degré 0, ana-
lytiques pour & # 0, holomorphes en &, pour |+ imE, < 0,
holomorphes et réguliéres a Uinfini en &,, telles que p, = ptp~.
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Cette décomposition est unique si on impose en outre
p (2, &, o) = 1.

Il résulte du théoréme des fonctions implicites, et du fait
que l’application linéaire tangente, qui & une fonction p*(£,)
(resp. et p~(&,)), holomorphe y compris & 'infini pour im £, <0
(resp. pour im &, > 0, et nulle & l'infini) fait correspondre la
somme pt 4 p~ est un isomorphisme sur ’espace des fonc-
tions analytiques sur la droite réelle, holomorphes a l'infini.

Rappelons que le résultat du lemme est faux pour une
matrice de rang > 2 qui n’est pas voisine de l'identité,
méme si celle-ci est dans la composante connexe de I'identité
(dans le groupe topologique des matrices analytiques, y com-
pris & 'infini, de £,) comme le montre I’exemple de la matrice
2 X 2:

L
En —1
0 En —1
E i

Po(z, £) admet donc les factorisations suivantes :

(34)  po(z, §) = a(=, E)E*"p~(=, E)pH(z, E),
(3.5)  po(w, &) = p'~(a, E)p"H(x, E)IE|*"a(a, E).

A T’aide de ces factorisations, nous allons prouver les théo-
rémes de division qui suivent:

ProrosiTion 3.3. — Sout g(«', &', &,,m,) unsymbole principal
de noyau de Green singulier analytique. Il existe un symbole
principal de noyau de Green singulier généralisé g'(z', &', &,, m,)
tel qu’on ait:

(3.6) poo g =g (le composé est pris au sens de la formule

1(6.8) (ii1)).
Il existe en outre un symbole de noyau de Green singulier g"

et des symboles de noyaux de Poisson k;, j =1 ... q tels qu’on
ait:

q
(3.7) g" o po+ 211 kmi=g.
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Preuye de (3.6). — On a
Po © 8" = FE(po(&)8 (5 M) = hE,(a(a, E)EI* P~ PTE (Bnr Ma))-

Il suffit de prendre alors

g ) = (PH) (& — dED)"RE(p7) a7 & + HE])"8(E, Ma)-
Preuve de (3.7) : le symbole de g” o p, est égal a

H7,(g" (& )P 2 (&, M) H(E, na)a(E, na)lE2 4 m3™).

Comme ci-dessus, I’égalité

B (8" (& NP~ (&', )P H(E, M)aE’, )& + ni™) = ha,lg]

a une solution, par exemple la fonction
g = (na £ UE'D"(p7) ha(PH) 7 (0w — UE])"a ).

La différence H—(g; o p,) — g est alors un polyndéme de 7,
dont les coefficients sont des symboles de noyaux de Poisson
analytiques.

La proposition est démontrée. Nous achevons de prouver le
théoréme. Pour abréger, les lettres latines capitales désignent.
maintenant des symboles complets, et la loi de composition
est donnée par les formules de I § 6.3. Soit Q une parametrix
de P. Alors PQ — 1 = G; ou G; est symbole complet d’un
noyau de Green singulier.

D’aprés la proposition 3.3, il existe un noyau de Green
singulier analytique de symbole complet G; tel que

5o(PaGy) = 04(Gy)
de sorte qu’avec Q; = Q + G, on a
(PaQ) =1—G,

ou G, est symbole d’un noyau de Green singulier de degré
— 1.
D’aprés la proposition 1.6.2, il existe un noyau de Green
singulier de symbole G, tel que (1 4+ Gy)(1 — G;) = 1.
Posant alors Q; = (Qq + G;)(1 + G;), on a finalement

(3.8) PoQ. = 1.
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De méme on a QgPg — 1 = G;, et en appliquant la deu-
xiéme partie de la proposition 3.3, on voit qu’il existe un
noyau de Green singulier analytique de symbole complet Gj
et un noyau de Poisson analytique de symbole complet Kj
tels que

5o((Qa + Gy) + K;) = 1.

I1 est alors aisé de compléter K; en un symbole de noyau de
Poisson généralisé K,, de sorte qu'on ait (sur &, pour m,
assez petit)

O'o((QQ + G;) + K4) =1.

Puis, par le méme procédé que ci-dessus, on construit des
symboles complets Gz, K; (ayant méme symbole principal
que G; et K,) tels qu’on ait

(3.9) (Qa + Gy)P + K; = 1.
Posons alors

(3.10) Ky = (1 — Q;P)Ksy.

On a alors

(3.11) PoKy =0,

(3.12) Ky(1 — QiPq) = (1 — Q;Pq),
(3.43) (1 — QPo)Ky = Ky

puisque d’apres (3.8) on a Pg(1 — Q;Pg) = 0.
Il en résulte

(3.14) KyKy = Ky.

Posons enfin

(3.15) Q=Q — KyK
on a alors

QPg+ Ky=QPqg + K(1 — Q;Pg)= Q;Pg +1 — Q;Pg=1.
Le théoréme est démontré.

Sur gﬂ'zﬂ)(bﬁ)""‘”‘“, Popérateur YK a pour symbole
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complet un projecteur: yKyK = yK. Intuitivement, un
opérateur ayant pour symbole complet YK généralise, pour
Popérateur Pgq, 'opérateur de Hilbert du § 2.

4. Problémes aux limites elliptiques.

Nous nous servons maintenant des résultats du § 3 pour
étudier le probléme aux limites plus général suivant: soient.
E, E’; F, F’ des fibrés vectoriels analytiques sur Q et 2Q:
respectivement.

On considére le systéme d’équations suivant :

(1) Pof + Klu = g,
(2) T+ Qu=vy

ou P est un opérateur pseudo-différentiel analytique de
type 0, elliptique, et opére des sections de E dans celles
de E’; K est un noyau de Poisson analytique qui opére des
sections de F dans celles de E’; T est un opérateur trace
analytique qui opére des sections de E dans celles de F'; Q
est un opérateur pseudo-différentiel sur le bord, qui opeére
des sections de F dans celles de F’.

Nous dirons que le probléme est elliptique a droite (ou
sous déterminé), resp. elliptique a gauche (ou sur déterminé),
resp. elliptique, s’il posséde une parametrix a droite, resp. a
gauche, resp. bilatére. Il est aisé de vérifier que c’est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'on ait des inégalités
a priori du type habituel (pour 'opérateur lui-méme dans le
cas sous déterminé, ou son adjoint dans le cas sur déterminé).

Si le systeme (1), (2) est elliptique sous déterminé, on a le
théoréme suivant, qui résulte immédiatement de 1’existence
d’une parametrix a4 gauche, des propriétés de continuité et
d’analyticité décrites au chapitre 1, et des théorémes de
composition de I, § 6.

TatoriME 4.1. — On suppose que le systéme d’équations (1),
(2) posséde une parametrix & gauche. Alors, st g et ¢ sont
analytiques jusqu’au bord (resp. C*), au voisinage d’'un point
Z, du bord, il en est de méme de f et u.
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Nous donnons maintenant des critéres pour que le systéme
(1), (2) ait une parametrix a droite ou & gauche. Nous nous
restreindrons au cas ou ’équation (1) posséde une parametrix
a droite, ce qui apporte quelques simplifications pour I’étude
de la parametrix a gauche

Nous gardons les notations du § 3, en outre, nous suppose-
rons my < 0 et m; > 0, ce quon peut toujours faire.

v désigne 'isomorphisme qui a f= Z fi@)sd™ + f € 9,(Q)

Mo
ou f'eD(Q) et fD(Q) fait correspondre la suite (f));- "
(pour j > 0, f; désigne la restriction au bord de la ]1eme
dérivée normale de ).

¥° désignera sa restriction & D(Q) = Dy(Q).

Tous deux sont des opérateurs trace.

Les questions que nous traitons ici concernent uniquement
les symboles, aussi, comme au paragraphe précédent, les
lettres latines capitales désignent des symboles complets.

Nous noterons H le symbole yK.

Enfin nous introduisons un symbole de noyau de Poisson
généralisé L =104 L~ (ou L° prend ses valeurs dans

£,(Q), L= dans I’espace de distributions portées par le bord

[mo|—1

S 8(Q) (8)§ Q> tel qu'on ait
yL =1; voLo = 1.

1. Nous cherchons d’abord sous quelles conditions I’équa-
tion (1) posséde une parametrix a droite.

ProrosiTioN 4.2. — L’équation (1) posséde une parametriz
a droite si et seulement si le symbole principal

oo(YQ'(PL + K1))
est une surjectionde E™ ™ & F surle fibré image de o,(1 — H).

Preuve. — Supposons d’abord que I’équation (1) posséde une
parametrix & droite: PoP? + K!T*=1 on a alors
Q' (PP2 4~ KIT?)Pglo = (1 — H)IL =1 — H ce qui prouve
que l'assertion de la proposition est nécessaire.

Réciproquement, si I’assertion de la proposition est vraie,
il existe un symbole d’opérateur pseudo-différentiel analytique
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sur 30, Q?, opérant des sections de E™—™ dans celles de
E™meF, tel qu'on ait

(4.1) YQ(PgL + K)Q =1 — H

(en effet, on peut toujours trouver un opérateur dont le
symbole principal convienne, c’est-a-dire un symbole complet
Q% tel que Q'(PgP?+ K'T?)Q?2=1—H —Q", ou Q"
est de degré — 1: cela revient a construire une section d’un
homomorphisme surjectif de fibrés vectoriels analytiques.
Quitte a remplacer Q%2 par Q'3(1 — H), on peut supposer
Q"=Q"1—H), donc 1—H—-—Q"=(1—H(A-—Q".
Or, d’apreés [3], § 1.1, 1l existe un symbole analytique Q"
tel que (1 — Q") (1 + Q") =1. 1l suffit alors de remplacer
Q* par Q= Q*(1+ Q).

Nous décomposons Q? suivant ses composantes sur Em—™
et F:
@=Q+Q
Dans la construction que nous avons faite, on a en outre
@t~ 1) =
donc aussi Q% = Q¥(1 — H), Q* = Q*(1 — H).
Comme HyQ' = 0, on a alors
YQ'(1 — (PL + K2)Q¥Q = 0

par suite, on a (1 — (PgL 4+ K)Q*yQ" = PoP?® avec
P? = (1 — Loy)Q'(1 — (PoL + K)Q*yQ').

De sorte qu’on a bien trouvé une parametrix a droite:

PoP? + KIT? = 1

avec
(42)  Pr=LoQyQ + P, T = Q4Q.
Nous supposerons désormais la condition de la proposition
4.2 vérifiée, et nous gardons les notations introduites ci-dessus.
2. Recherche d’une parametriz a droute.

Nous examinons maintenant les conditions pour qu'il
existe une parametrix a droite. Nous introduisons d’abord de
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nouvelles notations :

(4.3) |
Y =(9id): 90, E)ed(Q, F)->90Q, E*)ed0Q, F)

désigne I'opérateur trace qui & (f, u) e D(Q, E) o D(2Q, F) fait
correspondre (Y°f, u) € D(2Q, E™) & D(dQ, F).

Avec les opérateurs introduits dans 2, on a:
TP = Q4Q'Pg = Q1 — H)y
(car YQ'PQ'Z Y1 —Ky)=(1—H)y et QY1 — H)=Q*.

On a aussi

P2Pg = L0Q3‘Y + P3PQ
= LoQy + (1 — Loy)(t — Ky) — (1 — Loy)Q'(PaL + K3)Q2.

Par suite la matrice (symbole d’un opérateur sur
8Q, E)o8(Q, F)

<P2PQ PZKI)

T?Pg T2K!

est un projecteur, de la forme 1 — K%’ ou K® est symbole
d’un opérateur de la forme K 4 Q, ou K est symbole
d’un noyau de Poisson, Q est symbole d’un opérateur pseudo-
différentiel sur le bord.

Posons enfin

(4.4) H' = yK°

c’est aussi un projecteur (c’est le symbole d’un opérateur sur
§(0Q, EM @8(dQ, F), qui généralise pour I’équation (1)
Popérateur de Hilbert du § 2).

Prorosition 4.3. — Pour qu’il existe une parametriz d
droite pour le systéme (1) (2), il faut et il suffit que le symbole
principal

oo(T* + Q4)K®
soit une surjection de E™eoF sur F’.

Preuve. — C’est nécessaire, car s’il existe une parametrix a
droite, il existe un symbole de noyau de Poisson K¢ et un
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symbole d’opérateur pseudo-différentiel sur 2Q, Q%, tels que

PgK*® 4 K1Q% = 0,
TIKS + QIQ® = 1.

alors (K® 4 Qf = K5%'(K® 4+ Qf); et on a donc
1 = (T* + Q\)K5'(K® + Q).

Réciproquement, si c’est vérifié, on voit comme ci-dessus
qu’il existe un symbole d’opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur le bord Q7 tel que

(T + Q)K*Q" = 1.

On obtient alors une parametrix a droite en prenant pour
K¢ Q° les composantes le long de &(Q, E) et §(Q, F) de
K*Q".

3. Nous examinons maintenant les conditions pour qu 1l

existe une parametrix a gauche, en supposant toujours véri-
fiées les conditions de la proposition 4.2.

ProrosiTioN 4.4 — On suppose vérifiée la condition de la
proposition 4.2; avec les notations du n° 2, pour qu’il existe une
parametriz & gauche, il faut et il suffit que le symbole principal
d’opérateur pseudo-différentiel analytique sur

ao((T* + QYK®)

soit injectif sur le fibré image de oo(H') = oo(Y'K?®).
C’est nécessaire : supposons qu’il existe une parametrix

ps Ks) P K\ 1
T8 Qsl Tl Ql -
on a alors K® = (K® 4+ Q8)(T* + Q')KS,
d’ou H = y(K® 4+ Q¥)(T* + QY)K5.
Réciproquement, si la condition de la proposition 4.4 est
vérifiée, on voit, toujours par la méme méthode que ci-dessus

qu’il existe un symbole d’opérateur pseudo-différentiel sur le
bord, Q° tel que

QUT! + QU)K® = H'.
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On obtient alors une parametrix a gauche en posant

(45) (P4 Qf) = (P + T2) — K'QUT* + Q)(P* + T),
(K® + Q) = K*Q®

(le composé vaut en effet alors

(P? 4+ Q*)(Pg + K*) — K*Q(T* + Q!)(P* + T*)(Pgq + K¥)

+ KOQH(T + Q)
( ) K5Q9(T1 + Ql (1 . K5 ) K5Q9(T1 + Ql)
Ky KT 4 Qe
1 — K% + K°H'y =1).

4. Nous étudions maintenant le cas ou le systéme (1), (2)
est elliptique. Pour éviter trop de confusion dans les notations,

nous noterons Pg, Dextension de Pgo a §,(Q, E).

PropositioN 4.5. — Pour qu’il existe un probléme elliptique
de la forme (1), (2), associé & Pgq, il faut et il suffit que le fibré
image du symbole principal

oo(H)

(ou aussi bien de o4(1 — H)) soit stablement trivial sur la sphére
cotangente a dQ en tout point du bord dQ.

Prouvons que c’est suffisant : en effet il existe alors un fibré
F surle bord 2Q tel que s(H)E™™@F soit trivial sur toute
sphére cotangente 4 9 en un point de dQ. Autrement dit,
il existe un fibré F’ sur 20, et un isomorphisme g¢(z’, &)
de oo(HE™™@F sur I'image réciproque de F’ sur le fibré
de sphéres cotangentes.

Soit alors A un opérateur pseudo-différentiel :

DE™™aF, 2Q) - §(F’, 2Q)

tel que aoo(A) = g(2’, &') sur la sphére cotangente unité.
Alors le probleme
(1) PQ, myf = g,
(2) A(Hf, u) =

est elliptique.

En effet hypothése implique qu’il existe A’ = Apo® Ap
tel que 6(AA’) =1, 6(AgA) = 6(H), 6(ArA) = 1y.



264 LOUIS BOUTET DE MONVEL
Alors le systéme suivant est parametrix a (1), (2):

(1) f= Qg + KA,
(2% u = Agv.

Prouvons que c’est nécessaire: on suppose donc que le
probléme (1), (2) du début du chapitre est elliptique. Avec les
notations des n% 1, 2, 3, ((P* + T*)K5%) est donc un isomor-
phisme du fibré image de o,(H') sur F’. L’image de o,(H’)
est donc un fibré trivial sur toute sphére cotangente en un
point de 2Q).

Nous voulons maintenant comparer le probléme (1), (2)
a celul du § 3; pour cela, introduisons encore les opérateurs

(4.6) =10+ 1id. F
(symbole d’un opérateur

PRQ, E™) e D(Q, F) —&Q, E)eé(Q, F).
On a
yLs =1,
(47) B = (Pq+ K)LL — H)y(P + To),

on a
(4.8) Y(P* + (1 —B) =0
(en effet cela vaut

(P2 4 T2) — (1 — Koy )Lo(1 — H')y/(P* 4 T?)
= (P2 -+ T2) — (1 — H)yL¥(1 — H')y/(P* + T#)

= H'y'(P? + T?) = K51 — K%')(P2 + T2) =0
puisque
(Po + K¥)(P2 4 T2) =1, (P2 4 T?)(Pq + K!) =1 — K5%/
et K51 — K%') = 0).
On a alors

(1 — B) = Pg(1 — Léy)(P* + T*)(1 — B)
= Pon(1 — Ly)(1 — Ly)(P* 4+ T2)(1 — B)

et par suite
(4.9) YQ(1 —B) =0

(car YQPgu(1 — Ly) = (1 — Ky)(1 — Ly)
=(1-H{l—-Ly)=>1—-H)(y—17)=0).
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Si on pose alors

(4.10) Q' = yQ(Pg + K*)L¥(1 — H'),
(4.11) Q1 = y'(P* 4+ T2)Pq.L(1 — H)

(ce sont des symboles d’opérateurs pseudo-différentiels sur d2Q)
on déduit de (4.9) qu'on a

QUQ1* = YQBPq,,L(1 — H)

= vQPq . L(1 — H)

= y(1 — Ky)L(1 — H) = (1 — HyL(1 — H)
(4.12) QuQu =1—H

exactement de méme, on trouve
(4.13) QuQie =1 — H".

6o(Q1%) est donc un isomorphisme du fibré image de
oo(1 — H) sur le fibré image de oo(1 — H); oo(Q1) est
I'isomorphisme inverse. Comme E™ ™ E™ et F’' qui est
isomorphe au fibré image de oo(H’) sont triviaux sur toute
sphére cotangente a (), le fibré image de ¢,(1 — H'),
donc aussi le fibré image de o4(1 — H) qui lui est 1somorphe,
et finalement le fibré image de o,(H) puisque

H + (1 — H) = id. Emnm,

sont stablement triviaux sur toute sphére cotangente en un
point de 2. La proposition est démontrée.

5. Cas ou la variété Q est compacte.

On suppose Q compacte, connexe. Les résultats de calcul
des §§ 3, 4, sont encore valables. Mais cette fois, on peut
composer sans restriction les opérateurs. Dans ce qui suit, les
lettres capitales latines désignent a nouveau de vrais opéra-
teurs (ayant pour symboles complets ceux qui ont été décrits

aux §§ 2, 3).

Prorosition 5.1. — On peut choisir m, assez petit pour que
Po(8,-(Q, E)) soit constant pour k > 0.
11
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St on choisit m, assez grand, on peut trouver Q', K ayant
pour symboles ceux du § 3, tels que

PqQ’ soit un projecteur sur U'image Pg(8,(Q))

QPg+ K=1.

Alors si L est un noyau de Poisson généralisé: tel que
yL =1, (il en existe)

et si H est le projecteur YK,

Po(l — Ly)Q = P(1 — Ly)(1 — H)Q B
est un projecteur sur un supplémentaire de Pqg(6,(Q, E))
dans Pg(8,(Q, F)).

Preuve. — Q' et K désignent provisoirement n’importe
quels opérateurs ayant pour symbole ceux du § 3. On a alors
PoQ'=1—R,

QP+ K=1—-R,

ou R;, R, sont des opérateurs négligeables, analytiques.

On peut alors faire les améliorations suivantes :

L’image de (1 — R;), donc aussi celle de Pg: Pg(§,.(Q))
est fermée, de codimension finie. Pg(8, (Q)) est donc constant

pour my—> — . Ceci prouve la premiére assertion du
théoréme.

Conformément a ce qui est indiqué dans I, § 1, il existe un
opérateur négligeable analytique R; tel que

(1—R)1+R)=1—R,

soit un projecteur de codimension finie. On peut alors remplacer
Q" par Q(1 + R;) de sorte qu'on ait PoQ’ =1 — R;,.

En outre il existe un opérateur négligeable analytique R,
tel que PgR, commute & PgQ’, et soit un projecteur sur un

supplémentaire de (1 — R;)(8(Q)) dans Pg(8,(Q)). Quitte
a remplacer Q’ par Q" 4+ R4, on voit qu'on peut finalement
supposer que PgQ’ est un projecteur sur Pg(§,(Q)).

1 — Q'Pg est alors un projecteur sur le noyau de P.

Et (1 — QPg)K a méme symbole complet que K, de
sorte qu’on peut supposer PoK = 0.

Il existe alors un opérateur négligeable analytique R;
tel que PoR; =0, et (1 + R;)(1 — R,) =1 — Rg soit un

projecteur de codimension finie.
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On a alors P(1 4+ R;)Q" = PgQ’.

Quitte a remplacer Q' par (1 + R;)Q’, et K par
(1 + Rs)K, on peut donc supposer que R, = Rg est un pro-
jecteur de rang fini.

Enfin on a supposé Q connexe. Donc une fonction ana-
lytique jusqu’au bord sur Q, qui s’annulle avec toutes ses
dérivées sur le bord 2Q est identiquement nulle sur Q.
Il s’ensuit que, quitte & augmenter m;, on peut trouver un
opérateur négligeable analytique R;:

D(Q, Em—m) — &, (Q)

tel que R;y soit un projecteur sur I'image de R, = R,.
On a alors R;yR, = R,;, R;R;y = Ryy, et PgR, =0.

Quitte finalement a remplacer Q° par (R, — R.y)Q’,
et K par K4 (R; — R;y)K 4 R;y, on voit qu’'on peut
enfin supposer R, = 0.

Le théoréme est démontré.

On peut procéder de méme pour le probléme aux limites
étudié au § 4: quand il existe une parametrix a droite ou a
gauche, 1l existe aussi un opérateur ayant méme symbole
complet, qui soit un inverse a droite ou & gauche modulo un
projecteur de rang fini, négligeable analytique.
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