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OPÉRATEURS
PSEUDO-DIFFÉRENTIELS ANALYTIQUES

ET PROBLÈMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES
par Louis BOUTET de MONVEL (1)

Récemment, M. I. Visik et G. I. Eskin ont étudié les pro-
blèmes aux limites elliptiques où interviennent des opérateurs
pseudo-différentiels (voir [16], [17]) : il s'agit de résoudre le
système d'équations intégrales singulières :

(I) I k(x, x — y) f{y) dy = g(x) dans Q
»/ &2

(II), f^{x, x - y ) f,(y) dy = g,Çx) dans ôQ

où û est une variété à bord, ôQ son bord, f une fonction
inconnue, fj les restrictions au bord de certaines dérivées
de /*, et les intégrales représentent (par abus de notation)
des opérateurs pseudo-différentiels (ou intégraux singuliers).

On trouvera dans le séminaire de L. Hôrmander [8] une
étude fort intéressante de la régularité au bord des solutions.

Nous nous intéressons ici à l'analyticité des solutions.
Pour que le problème se pose raisonnablement, il faut tout
d'abord que les opérateurs conservent localement l'analyticité.
Ce genre d'opérateur a été étudié dans [3] et [10].

Il faut en outre que les opérateurs vérifient une condition
convenable sur le bord (voir [1, 2, 8 et 16] condition (1.4),
ainsi que le chapitre I, § 2 du présent article).

Notre méthode consiste à introduire toute une famille d'opé-
rateurs, qui conservent localement l'analyticité, et permettent

(1) Part of this work was sponsered by U.S. Army, DA 31 124 ARO D 462.
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170 LOUIS BOUTET DE MONVEL

de construire une parametrix au problème (I), (II)j. Nous
appelons ces opérateurs respectivement opérateur de Poisson,
opérateur trace, et opérateur de Green singulier analytiques.
Les premiers servent en gros à décrire les solutions de l'équation
homogène associée à (I), et sont étudiés au § 3 du Chap. I.
Les seconds (Chap. I, § 4) généralisent les opérateurs qui
figurent dans les équations (11)^. Les troisièmes (Chap. I,
§ 5) interviennent par exemple quand on change les conditions
limites {ïï)j et servent alors à décrire la variation de la solution.

Ces opérateurs se prêtent en outre à un calcul symbolique
(Chap. I, § 6), analogue à celui des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels qui est décrit dans [7 et 9], quoique un peu plus com-
pliqué car il fait intervenir une intégrale.

Dans la deuxième partie de cet article, nous donnons quel-
ques applications. En particulier nous généralisons aux
opérateurs pseudo-différentiels les résultats de C. Morrey
et L. Nirenberg [11] sur l'analyticité au bord des solutions.
Nous y généralisons aussi les constructions de R. T. Seeley [14].

Bon nombre des démonstrations de cet article sont très
analogues à celles de [1, 2, 3 ou 10]$ aussi les avons-nous
souvent abrégées en renvoyant à ces articles. En outre nous
nous sommes limités exclusivement aux opérateurs qui conser-
vent localement l'analyticité. Ceci donne lieu à une légère
simplification dans la définition des opérateurs, et dans le
calcul symbolique. Les modifications à apporter dans le cas
où les symboles sont seulement C°° sont décrites très briève-
ment (et sans preuves) au chap. i, § 8.

Une partie de ce travail a été exposée en décembre 1966,
au séminaire d'analyse du Courant Institute, New York
University. Une autre partie a été mise au point lors d'un
séjour au Mathematics Research center, University of Wis-
consin. Que ces deux universités trouvent ici mes remercie-
ments pour leur accueil. Je voudrais aussi remercier M. L. Hôr-
mander pour plusieurs conversations stimulantes sur ce sujet,
ainsi que M. L. Schwartz, qui m'a suggéré en premier lieu
l'étude faite ici et dans [1, 2].

Je tiens à remercier encore M. J. L. Lions pour plusieurs
conversations fructueuses, et M. H. Cartan, qui a accepté
de présider le Jury de cette thèse



CHAPITRE 1

LES OPÉRATEURS ET LE CALCUL SYMBOLIQUE

0, Notations.

1. Notations particulières à R71.

Afin de ne pas alourdir le langage, nous employons systé-
matiquement le mot « distribution » à la place de « courant
d'ordre 0 ».

Si f est une fonction (ou une distribution) sur R", nous
notons f sa transformée de Fourier :

f(^) = f exp ix^ f{x) dx.

Nous nous servirons en outre constamment des définitions
suivantes :

(0.1) On appelle distribution pseudo-homogène de degré d
une distribution T sur R", qui est homogène de degré d
si d n'est pas entier ^ 0, ou qui, dans ce dernier cas, se
met sous la forme

T==f+P{x)Log\x\

où f est une distribution homogène de degré d, P un poly-
nôme homogène de degré d.

La transformée de Fourier T de T est homogène de
degré -n-d en dehors de l'origine (mais n'est pas toujours
globalement homogène si d est entier positif).
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Et T et sa transformée de Fourier T sont simultanément
C00, (resp. analytiques) en dehors de l'origine.

Par ailleurs, soit f{t) une fonction analytique sur la droite
réelle, méromorphe à l'infini. On notera :

(0.2) e{f} (t) la partie entière de f:
c'est le polynôme de ( tel que f — e{f) soit holomorphe,

nulle à l'infini.
(0.3) h^f) la partie holomorphe dans le demi-plan im ( ^ 0,

nulle à l'infini, de f:
Si f est holomorphe au voisinage de la « couronne » com-

plexe |( — iR| ^ R — £, \t+iR\ ^ R— s, on a

/,+(/•) (z) = - il2i^f^f{t)l{t - z) dt

où F est le cercle |( — iR| = R — £, orienté positivement.
Enfin on notera

(0.4) H+(f) = h^{f) + e(f}
h-(f) = f - H+(f)

H-(/1) = f - h+{f) = h-{f) + e{f).

Si maintenant f et g sont toutes deux holomorphes au
voisinage de la « couronne » ci-dessus, on pose :

(0.5) f+fWg{t)dt= f^{t}g(t}dt.

Le résultat ne dépend que de h-^Çf) si g est holomorphe
dans le demi-plan supérieur, et ne dépend que de H-(g)
si f est holomorphe dans le demi-plan inférieur.

Si f et g sont toutes deux nulles à l'infini, j fg est
simplement l'intégrale ordinaire du produit fg sur la droite
réelle.

L'intégrale (0.5) se prolonge par continuité à d'autres
espaces de fonctions. Par exemple, elle est encore bien définie
si f est comme ci-dessus, et g est seulement holomorphe
dans le demi-plan im ( ^ 0 (c'est le cas si g est la transfor-
mée de Fourier d'une hyper distribution à support dans la
demi droite négative, qui ne croît pas trop vite à l'infini).
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Elle est aussi bien définie si f et g admettent toutes deux
un développement asymptotique suivant les puissances en-
tières de t :

f— S ^n? g — S V pour t->±oo
n^-riQ u'^-n\

et sont localement intégrables à distance finie.
On notera encore le résultat du prolongement par continuité

/+
(quand il existe) fWgW dt.

2. Dans ce chapitre, û désigne une variété à bord ana-
lytique réelle, de bord ôQ, plongée dans une variété analytique
réelle ambiante V (de même dimension). Nous désignons
l'intérieur par Q. Tout au long de l'article, û est supposée
connexe, de bord non vide ; les énoncés restent bien sûr valables,
avec quelques modifications évidentes, dans le cas général (2).

Il sera commode de choisir une fois pour toutes une mesure

dx (resp. dx'} sur V (resp. où), et un champ de vecteurs —

défini au voisinage de où, analytique, transverse à ôQ, et

pointant vers l'intérieur de Q. Quitte à multiplier — par
OTt

une fonction analytique au voisinage de où, on supposera

en outre dx invariante par — ( ie. — (dx) == 0 )? et1 ÔTZ \ ÔTZ v / /
dx' = — ("XQ dx) (où 'XQ désigne la fonction caractéristique

OTt

de Q c'est-à-dire 1 dans Q et 0 dans V — û). On

notera x^ l'unique fonction nulle sur ôQ, telle que — Xn = 1.
072'

On a donc dx = dx' dxn (ie. dans l'isomorphisme local

de V et ôQ X R défini par —? dx correspond au produit

de dx' et de la mesure de Haar de R).

Enfin on notera SQQ, le courant d'ordre 0 : —(^û)-
072'

Une fois choisies les mesures dx, dx\ on identifie comme
toujours les distributions (mesures généralisées) et les courants

(2) Bien entendu, toutes ces variétés sont supposées paracompactes.
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(Tordre 0 (fonctions généralisées) sur V ou où. Par exemple
§ôû est identifiée à dx1'.

Aux paragraphes 3, 4 et 5, et pour toutes les questions
locales, Q est supposée plongée dans le demi-espace R^.
(Xn ^ 0) de R", de façon que le bord ôQ soit plongé dans
le bord R71""1 de R^_. V sera alors un voisinage de Q dans

R". Et on choisit —==—; dx et dx' sont les mesureson ôa^
de Haar habituelles.

Nous noterons x == (a/, x^) (ou y == (y', î/n)) le point
courant de R", où x' es R"-1 est la variable tangentielle,
et Xn la dernière coordonnée (scalaire). ^ == (^', ̂ ) désignera
la variable duale.

Nous adoptons les notations classiques (cf. (5), (12)) pour
les espaces de fonctions et de distributions. En outre, nous
notons 3)(Q) (resp. ê(Q)) l'espace des fonctions à support
compact dans Q (resp. sans condition de support) indéfini-
ment dérivables jusqu'au bord : une telle fonction se prolonge
en une fonction C°° sur V. Si /*eê(Q), nous notons f son
prolongement par 0 dans V — Q {f n'est pas en général
une fonction C°°). Ceci permet d'identifier 3)(û) (resp. 8(Q))
à un espace de distributions sur V, à support dans û.

Nous dirons qu'une fonction f sur Q est analytique
jusqu'au bord au voisinage d'un point x de û == û u ôQ
si elle admet un développement en série de Mac-Laurin
convergente au voisinage de ce point : une telle fonction est
donc la restriction à Q d'une fonction analytique dans un
voisinage de x dans V. L'ensemble des fonctions qui sont
partout analytiques jusqu'au bord est noté <%(û); son dual
^'(Q) est l'espace des fonctionnelles analytiques à support
compact dans Q$ et comme ci-dessus, on l'identifie à l'espace
des hyper-fonctions à support compact dans Q. (Pour la
définition et les propriétés de celles-ci, nous renvoyons à (20).)

Enfin nous reprenons à L. Hôrmander [8] la notation sui-
vante.

(0.6) Si m est entier positif, ê^(Q) désigne le sous-espace
des fonctions nulles à V ordre m sur ôQ de ê(û).

5i m est entier négatif, êm(^) désigne V espace des distri-
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butions portées par Q, qui se représentent par une somme:

/•-fo+'Ï1^^
o

où ^eê(Q), /o désigne son prolongement par 0, S^ = = ( — )
^ôû? e^ gk es^ C00 au voisinage de ôQ. v /

Dans tous les cas, on considérera ê^(û) comme un espace
de distributions portées par û.

On définit de même 3)^(û) (sous-espace des distributions
à support compact de ê^(Q)), et ^(Q) (on impose aux fonc-
tions qui interviennent dans la définition ci-dessus d'être
analytiques).

Tous ces espaces sont munis de topologies, de façon évi-
dente.

Si m < m\ l'espace quotient ê^(Q)/ê^(û) s'identifie à
[ê (où)]"1"7", de façon canonique une fois qu'on a choisi

( — ) : l'isomorphisme inverse associe à la suite f^
-1 m'-l k

m ^ k < m' la distribution 5 /^ â^ + 2 / — •
-m 0 K •

1. Les opérateurs négligeables analytiques»

Nous commençons par décrire une classe d'opérateurs qui
apparaissent comme restes, ou opérateurs de symbole nul,
dans la théorie.

DÉFINITION 1.1. — Un opérateur R : 3)(Q) -> 8(Q) est
appelé négligeable, analytique, de classe ^ p s^ il s^ écrit sous
la forme :

Rf{x) = C r{x, y)f(y) dy + 'f f r,{x, y ) W W) dy
JQ o JôQ V^V

où r et les r j sont analytiques jusqu^au bord par rapport à
V ensemble des deux variables,

On dira que R est pur, de classe < p, si dans Vexpression
ci-dessus interviennent seulement des intégrales sur le bord.
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Ceci ne dépend évidemment pas du champ — et des
mesures dy, d y ' choisis.

On définit de façon analogue les opérateurs négligeables
analytiques de Q à où, de ôQ à Q, et sur ôQ ce sont
les opérateurs qui se mettent respectivement sous la forme

Rf^) = f r(^, y)f{y) dy + 'f f r,(o/, y ) (-V f{y) dy-
JQ 0 JôQ V^/

Rf{x) = f r{x, yW) dy
JôQ

RA^') = f r( '̂, y'W} dy'
JôQ

où r et les rj sont analytiques, jusqu'au bord s'il y a lieu.
Dans le premier cas, nous dirons encore que R est de

classe < p.
Remarquons que si R est de classe 0, il se prolonge

continûment auxhyperdistributions (fonctionnelles analytiques
réelles) à support compact dans û (ou où pour les opéra-
teurs qui vont de ôQ à Q ou ôQ). Un opérateur de classe
p 7e 0 se prolonge seulement aux fonctions de classe p au
voisinage du bord.

Exemple 1. — On suppose Q compacte.
Soit E c ̂ (Q) un sous-espace de dimension finie. Si R e Ï(3ë)

annule E-1-, alors R est négligeable analytique de classe 0,
car son noyau-distribution est égal à

SIV;(aO/:.(y) dy

si fi est une base orthogonale de E (pour la mesure dy).
En particulier le projecteur orthogonal sur E; le projecteur

sur E' parallèlement à E (si E et E' ont même dimension,
et E n E' == {0}) sont négligeables analytiques de classe 0.

Remarque. — Si û est connexe, de bord non vide, il existe
aussi des projecteurs sur E qui sont purs, de classe p pour
p assez grand (parce que si E est de dimension finie, pour p
assez grand, une fonction /'eE qui s'annule à l'ordre p
sur ôQ est nulle).
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Si 0 est compacte, et si R est un opérateur négligeable
analytique, c'est un opérateur compact pratiquement sur
tous les espaces où il opère. Son image se compose de fonctions
analytiques jusqu'au bord.

Si R et R' sont négligeables analytiques, il en est de
même de R + R' et R o R'. En outre, R o R' est de
classe p en même temps que R'.

Le noyau de (1 — R) est de dimension finie, et les fonctions
qu'il contient sont analytiques jusqu'au bord. L'image de
(1 — R) est fermée, de codimension finie égale à la dimension
du noyau, et possède un supplémentaire topologique composé
de fonctions analytiques jusqu'au bord.

Exemple 2. — On suppose toujours û compacte. Si R est
négligeable analytique, de classe p, il existe R', négligeable
analytique, de classe p, tel que (1 + R') (1 — R) soit un
projecteur sur l'image de (1 — R)" (dès que n est assez
grand pour que cette image ne contienne pas le noyau de
(1 — R)) (resp. ou (1 — R) (1 + R') soit un projecteur sur
l'image de (1 — R)).

Preuve. — Posons

E -=36(û)e^(ôQ^
E' =3ë'(n)©3ë'(ôQ)^

si /'^^(Q), et si fk={—) /Y^û désigne la trace sur ôQ\ôn/
de la k-ième dérivée normale de /, posons

f=(f,f.,f., ... ^-i)-E

(dans les quelques lignes qui suivent, f ne désignera pas le
prolongement de f par 0 hors de Q comme dans le reste
de l'article).

On identifie E à un sous-espace de E' grâce aux mesures
dx, dx'. L'application f—> f est un isomorphisme sur un
sous-espace Wo de E, partout dense dans E'.

Associons à R l'opérateur R e L(E) n L(E') défini par

R(î. To, ..., îp-i) = g
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OÙ

g == f ̂  2/)?(2/) ^/ + S f ^yQî/y') ̂
^û 0 ^ÔQ

(r et les rj sont ceux de la définition 1.1).
R est donc le prolongement de R à E' par continuité

si on identifie 3ë((5) à 36.
Remarquons qu'un opérateur À e L(E') provient par ce

procédé d'un opérateur A, négligeable analytique de classe
< p si et seulement si A(E') c <% (car le noyau distribution
de A est alors nécessairement une matrice de fonctions
analytiques jusqu'au bord, et la restriction de À à 3ë pro-
vient donc d'un opérateur négligeable analytique de classe p).

Le noyau de (1 — R) dans E' est un sous-espace de
dimension finie de 3ë.

Premier cas. — Supposons ce noyau nul. (1 — fi.) a alors
un inverse (1 + R')? qui opère continûment dans E, E'
et 3-6 (puisque ces trois espaces sont stables par (1 — fi.),
et que le théorème du graphe fermé y est vrai). En outre, on a

R' = fi(l + fi')

donc l'image de R' est contenue dans 36, ce qui prouve que
R' est bien associé à un opérateur négligeable analytique de
classe p sur Q.

Cas général. — Posons

L = n im (1 - R)^
N, == u ker (1 - R)"

On a N^ = ker (1 — R)^ pour k assez grand, donc N^
est un sous-espace de dimension finie de 36.

De même !„ = im (1 — R)^ pour k assez grand, et
c'est un supplémentaire topologique de N^ dans E'.

De sorte que si on définit Ri par

R^ = 0 sur !„; 1 — R — Ri) = 1 sur N^

RI est bien associé à un opérateur négligeable analytique
de classe p.
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Le premier cas nous montre alors que (1 — ft — 6.1) a un
inverse (1 + R')? où ^/ est négligeable analytique de
classe p.

Il suffit alors de modifier fi.' convenablement sur N
pour avoir le résultat annoncé (l'opérateur qui sert à modifier
est nul sur !„, et prend ses valeurs dans N^, donc provient
lui aussi d'un opérateur négligeable analytique de classe p).

2. Les opérateurs pseudo-différentiels analytiques
de type (A (cPaprès L. Hormander).

1. Les notations sont les mêmes qu'au début du chapitre.
Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique, de degré
d, sur la variété V (voisinage de Q). Nous renvoyons à [3]
et [10] pour une étude plus détaillée de ces opérateurs, et nous
nous contentons ici d'en rappeler la définition (3) : P est un
opérateur pseudo-différentiel au sens de [6] ou [9], dont le
noyau-distribution (au sens de (13)) P{x, y) vérifie les condi-
tions suivantes :

à) P{x, y) est analytique hors de la diagonale x = y de
V X V.

V) Pour tout XQ e V, il existe un système de coordonnées
analytique au voisinage de XQ (4) dans lequel P(x, y) se met
sous la forme :

(2.1) P{x, y) = SP,(^, x - y) + R{x, y)

où R(*y, y) est analytique en x et y, Pfc(rp, z) est une
distribution pseudo-homogène de degré — n — d + k de z,
analytique pour z ^ 0, et qui dépend analytiquement de x.

Dans (2.1) la série converge au sens suivant :
(2.2) II existe un voisinage complexe Vo de XQ. et un

nombre £ > 0, tels que les termes de la série (2.1) soient
tous holomorphes dans le domaine complexe :

x e Vo, [imjs| < £ | rez | , \z\ < s

(im z et re z désignent comme d'habitude la partie imagi-

(3) Nous suivons ici d'assez près la présentation de W. Margulies [10].
(A) Les conditions décrites ne dépendent pas du système de coordonnées choisi.
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naire et la partie réelle du vecteur complexe z) ; et la série
converge uniformément dans ce domaine.

Les distributions P/c(rr, z) sont bien déterminées par l'opé-
rateur P, module un polynôme homogène de degré
— n — d + A-, à coefficients analytiques en x, si
— n — d -}- k est entier positif.

Nous appelons alors symbole complet de P la classe du
noyau distribution de P module les fonctions analytiques
sur V X V.

Si V est plongée dans l'espace vectoriel R" (ou au
voisinage d'un point, une fois choisi un système de coordonnées
analytiques), on représente le symbole complet par la série
formelle :

(2.3) Œ(P) = 2p^, ^)

où pk{x, ^) est la restriction à l'ouvert Ç ^ 0 de la transfor-
mée de Fourier par rapport à z de la distribution P/c(^, z) :
c'est une fonction analytique, homogène de degré d — k
en ^.

Les pfc(rc, ^) ont en outre la propriété suivante : pour tout
XQ e= V, il existe un voisinage complexe Vo de XQ, et des
constantes positives £, c, A tels que les p/c(^, S) soient
toutes holomorphes dans le même domaine complexe :

xe Vo, |im S;[ < £ |re S;|

et y vérifient les inégalités

(2.4) \p^ ^)| ^ cA^î.ir-'.

Le premier terme de la série (2.3), po{x, S;), est appelé
symbole principal, ou symbole. Il doit s'interpréter comme une
fonction sur le fibre cotangent de V. (Le symbole complet
peut aussi se représenter comme section de certains fibres
de jets.)

Remarquons ici que les symboles complets d'opérateurs
pseudo-différentiels analytiques sur les ouverts d'une variété
analytique réelle V forment un faisceau sur V. Autrement dit,
si V^ est un recouvrement ouvert de V; si pour tout i
on se donne un opérateur pseudo-différentiel P; sur V,,
de façon que les restrictions à V; n Vy de Pi et Py aient
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même symbole pour tous i, /, alors il existe un opérateur
pseudo-différentiel analytique P sur V, qui a même symbole
complet que P, dans V, pour tout i.

Preuve. •— On va construire le noyau distribution f{x, y)
de P. Posons Qo = V X V — diag V, Q; = V, X V,, de
sorte que les Q^- forment un recouvrement ouvert de V X V.

Posons fo{x, y) = 0$ et pour i ^ 0, soit /^, y) le
noyau-distribution de P( : c'est une distribution sur Q(,
analytique dans Q, — diag V\.

Puisque P, et Pj ont même symbole dans V^ n V,̂

f^ = ffâi n Q, - f.lûi n Q,

est une fonction analytique dans Q^ n ûj. (Aussi quand i
ou / est nul, puisque de toute façon fi est analytique hors
de la diagonale de V.)

La famille (/^-) est une cochaîne alternée associée au
recouvrement Q,, à valeurs dans le faisceau des fonctions
analytiques sur V X V. C'est même un cocycle (ie.
fij + fjk + fki = 0 dans Q, n ûj n Q^) car une fonction
analytique est nulle si elle est nulle en tant que distribution.

Or le faisceau des fonctions analytiques réelles est cohomo-
logiquement trivial (5).

En particulier le deuxième groupe de cohomologie
H^V X V, 3e) est nul. En outre, comme V est paracom-
pacte, le deuxième groupe de cohomologie est égal au deuxième
groupe de cohomologie de Cech (voir R. Godement, Théorie
des faisceaux, Hermann, Paris).

Donc il existe un recouvrement Q^ pl^ fi11 (Iue ^i (c'est-
à-dire Qa c ^i(a) pour une application a —> i(a) convenable),
et des fonctions ga 6= ^(ûa) telles que

fiW — A-(P) = gai — g^ dans Q^ n Qp.

Cette dernière relation signifie exactement que les distri-
butions /^(a) — ga <E ®'(ûa) se recollent.

(5) Voir H. Cartan, Variétés analytiques réelles et variétés analytiques complexes,
Bull. Soc. Math. France, 85 (1957), 77-99; H. Grauert, On Levi's problem and thé
embedding of real analytic manifoids, Ann. Math. (2), 68 (1958), 460-472; L. Hor-
mander, An introduction to complex analyisis in several variables, chap. vu (Van
Nostrand).
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Soit maintenant f(x, y) la distribution définie par

f(x, y) = f^ — ga dans Q^-

II est clair que f{x, y) est analytique hors de la diagonale
de V, et diffère de /^a), par une fonction analytique au
voisinage de tout point {x, x) <= Q^ : f[x, y) est le noyau distri-
bution de l'opérateur cherché.

Notons aussi en passant le résultat suivant :

(2.5) Soit po{x, Ç) une fonction analytique sur T*V — {0}
(le fibre cotangent privé de la section nulle), homogène de degré d
en ^. I I existe un opérateur pseudo-différentiel analytique P
sur V, de symbole principal pç.

La construction est facile quand V est un ouvert de R" :
on peut prendre par exemple l'opérateur de noyau distribution
P{x, x — y) dy, où P{x, z) est la transformée de Fourier
inverse par rapport à z de la distribution pfpo{x, S;) sur
V X R" (la pseudo-fonction ou partie finie pf est définie
comme dans (12)). Dans le cas général, on ne peut malheureu-
sement pas recoller le résultat précédent au moyen d'une
partition de l'unité. Voici cependant une autre construction :

soit F un isomorphisme analytique d'un voisinage de la
diagonale diag V dans V X V sur un voisinage de la section
nulle dans TV, telle que

a) ¥(x, y) est un vecteur tangent en x, et ¥{x, x) == 0$
b) y —> 'F{x, y) a pour application linéaire tangente au

point (x, x) l'identité de TxV (il existe des fonctions ayant
ces propriétés; par exemple l'inverse de l'application « expo-
nentielle » associée à une connexion sur V).

Soit Po(^, z) dz la distribution sur TV transformée de
Fourier inverse par rapport à z de la distribution (courant
d'ordre 0) pfpo{x, Ç) sur T*V$ soit P-i{x, y) dy l'image de
Po{x, z)° dz par l'inverse de F (au voisinage de diag V).
Soit enfin P{x, y) dy une distribution sur V X V, analy-
tique hors de diag V, et telle que P — Pi soit analytique
au voisinage de diag V (il en existe, cf. ci-dessus).

Alors l'opérateur P de noyau distribution P{x, y) dy
est un opérateur pseudo-différentiel analytique de symbole
principal po{x, ^).
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Preuve. — Comme de toute façon P(rc, y) dy est analytique
hors de diag V, il suffit de vérifier que pour tout XQ e V,
PI (a;, y) dy coïncide au voisinage de (XQ, Xç) avec le noyau
distribution d'un opérateur pseudo-différentiel analytique de
symbole principal po{x, Ç) défini au voisinage de XQ. Pour
cela, on peut supposer V c R". On supposera aussi pour sim-
plifier que P est de degré d < — n, de sorte que Po{x, z)
est continue.

La deuxième coordonnée de F est une fonction u{x, y),
analytique, égale à x — y + 0(1^ — 2/12) près de la diagonale :

u{x, y) = x — y + S ap{x){x — yY = x — y + r{x, y)
IP|^2

où r est donc de l'ordre de \x — y\2 au voisinage de x == y.
Pour £ assez petit, les dp sont holomorphes dans la boule
complexe \x — XQ\ < s, et la série converge dans le domaine
complexe : \x — XQ\ < £, \x — y\ < s.

On a alors, avec z = u{x, y)

Pi(^ y) dy == Po{x, z) dz == PoÇx, x — y + r)\Uy\ dy

\u'y\ désigne le déterminant jacobien de la transformation
y —> u(x^ y) : il admet un développement en série convergente
dans le domaine ci-dessus :

K l = i + S W{x-yy.
IPI^I

Développons maintenant Pô en série de Taylor :

Po(^, x - y + r) = Po(rr, x - y} + 5 P ,̂ ̂  - 2/)^/î !
m>o

(P^ désigne ici la dérivée partielle d'ordre q par rapport
à la deuxième variable). La série converge uniformément
dans le domaine complexe \x — XQ\ < e, \x — y\ < £,
[im x — y\ < £ [re x — y|, |r| < £ \x — y\ pour £ assez petit.

Or avec la notation ci-dessus, on a r{x, y) == 0(\x — y\2)
donc \r(x, y)\ < i\x — y\ pour \x — y\ assez petit.

Si on développe enfin rq en série entière, on obtient pour Pi
un développement en série de la forme :

Pi(̂ , y} = Po(^, x - y} + S c^x)PW{x, x - y){x - yY
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Dans la série, chaque terme est pseudo-homogène de degré
deg Pô — \qi\ + \pi\ < deg Pô, parce que | u'y} = 1 + 0(x — y),
rÇx, y) == 0{\x—y\2) impliquent qu'on a |pi| ^ 2('îi|? ou

\pi\ ^ 1 quand g, = 0. En outre le nombre de termes d'un
degré donné (ou inférieur à un nombre donné) est fini, et le
lecteur vérifiera sans peine que la série uniformément vers
Pi(^, y) dans un domaine complexe de la forme

\x — XQ\ < s, \x — y\ < £, |im x —• y\ < £ |re x — y\.

Par définition, la somme de la série est le noyau distribution
d'un opérateur pseudo-différentiel analytique de degré d — 1,
défini au voisinage de XQ. De sorte

P(rc, y) dy = Po{x, x — y) dy + • • •

est bien le noyau d'un opérateur pseudo-différentiel analytique,
de degré d, de symbole principal po{x, E;) au voisinage de
[XQ, XQ).

(Dans le cas où le degré d est plus grand que — n, il y a
une petite difficulté due aux singularités du noyau distribution
sur la diagonale. Le lecteur vérifiera que dans ce cas aussi
la série ci-dessus converge au sens des distributions vers le
noyau distribution de P au voisinage de {xç, Xç).)

Finalement rappelons que d'après (3), 2, n° 4, si P est un
opérateur pseudo-différentiel analytique, il admet localement
une représentation par intégrale de Fourier (la formule ci-
dessous suppose que V est un voisinage d'un point de R",
par exemple l'origine, et vaut pour les fonctions à support
assez voisin de ce point) :

(2.6) P{f) = f^ R{x, y)f(y) dy + (2ïc)-» f^ ̂ p(x, ̂ ) à\

où T{[x, y) est une fonction analytique de {x, y), et p[x, E;)
est une fonction C00 de x, sur V X R", analytique par
rapport à x, et se prolonge en une fonction holomorphe dans
le domaine complexe :

o;eVo, |im ^| < £ | r e Ç |

où Vo est un voisinage complexe de x^ e > 0 une constante
convenable.
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De plus p{x, S;) vérifie dans ce domaine les inégalités

(2.7) \p{x, ̂  -'Sp^ Ç)| ^ cA^!]^
0

où c, A. sont des constantes convenables, et les p^ sont les
termes du symbole complet de P.

Réciproquement, si l'opérateur P admet la représentation
(2.6), où p(x, Ç) et les p^a;, S;) vérifient les inégalités (2.4),
(2.7), c'est un opérateur pseudo-différentiel analytique, de
symbole 2pk(rr, S;).

2. Nous en arrivons au but de ce paragraphe :

DÉFINITION 2.1. — Nous dirons (avec L. Hôrmander, cf ( S ) }
que P est de type [JL si son symbole complet vérifie les conditions

(2.8) p,{x, -Ï)= e^-^p^x, ^ pour tout k.

La formule (2.8) suppose choisi un système de coordonnées
analytique, de façon à pouvoir représenter le symbole par
une série formelle Sp/c(^, S;) au voisinage de x. Mais la
condition ne dépend pas du système choisi (cf. (6) pour les
formules de changement de coordonnées). Elle signifie que
d — 2(J. est entier, et que pk{x, Ç) de la formule (2.1) a même
parité que l'entier d — k — 2[A par rapport à Ç. (La condition
de L. Hôrmander dans (8) impose seulement que l'égalité
ait lieu sur la variété x e où, S;' = 0, ^ > 0, c'est-à-dire sur
le fibre cotangent normal intérieur, pour p^ et toutes ses
dérivées; mais ici les fonctions pk(x^ Ç) sont analytiques.)

Notons aussi que le symbole Sp^(^, S;) est le symbole d'un
opérateur pseudo-différentiel analytique de type p. si et
seulement si ïipk(x, S;) \Ï\~2^ est le symbole d'un opérateur
pseudo-différentiel de type 0. Dans le cas p. === 0, on voit
en développant p^ en série entière de ^' au voisinage du
point ^f = 0, ^ = 1 que pj, admet un développement en

1série convergente dans le domaine complexe ^ > —[s']
(pour s assez petit) : £

(2.9) p,{x, 3;) = S1^, y, l)re-M.i
OC 1
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(la condition de symétrie implique que les coefficients sont les
mêmes pour ^ positif ou négatif). En particulier on voit
que pour x et Ç' fixé, pk(^j ^'? ^n) ^st une fonction analytique
de Çn sur la droite réelle (sauf au point ^ = 0 quand S;'== 0),
méromorphe à l'infini, avec un pôle d'ordre au plus d — k
à l'infini.

Exemple. — Nous allons déterminer les opérateurs pseudo-
différentiels analytiques de type 0 à une variable.

PROPOSITION 2.2.—5i P est un opérateur pseudo-différentiel
analytique de type 0, à une variable, il est somme Sun opérateur
différentiel à coefficients analytiques et Sun opérateur de degré
— 1 (et de type 0).

Si P est de degré — 1, son noyau distribution est une
fonction P{xy y) qui coïncide pour x > y (resp. x ^ y )
avec une fonction f^(x, y) (resp. f^Çx, y)) analytique au voisi-
nage de l'ensemble fermé x ^ y (resp. x ^ y).

Preuve. — De toute façon, le noyau distribution P(a?, y)
est analytique hors de la diagonale x = y. Et au voisinage
de la diagonale, il admet la représentation en série convergente
(2.1) :

P{x, y) == R(x, y) + SP,̂ , x - y).

Or la condition de symétrie de la définition 2.1 signifie que
pk{x, Ç) (dans la notation de la formule (2.3)) est proportion-
nelle à la puissance entière de ^ : ̂ -/c. Elle a la conséquence
suivante :

Pour d — k > 0, P/c(^, z) est proportionnelle à une dérivée
de la masse de Dirac (de z) :

P,{x, z) = a,{x) ̂ {z)

où Ofc est une fonction analytique de x (il n'y a jamais de
terme de la forme p/z^-1). D'où la première assertion.

Et pour d — k < 0, P/c(^, z) est de la forme :

P,(^, z) = a^x)^-^ + b^x)^-^

où js4" (resp. z~) désigne la partie positive (resp. négative)
de z, et les fonctions a^ et bjc sont analytiques en x.
(Il n'y a jamais de terme en -̂̂ -1 Log \z\.)
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Comme la série SPk(a;, z) converge au sens des distributions
au voisinage de z = 0 (et même quand x parcourt un voisi-
nage complexe convenable de l'intervalle de définition de
l'opérateur), les deux séries entières

S a^z^-1 et S b^x)^-^
fc^a+l k>a+l

convergent toutes deux vers des fonctions analytiques de x
et z au voisinage de z == 0. D'où la deuxième assertion.

Dans [8], L. Hôrmander prouve le résultat suivant : soit
/*e 2)(û) une fonction à support compact dans Q, C°° jusqu'au
bord. Désignons comme au début du chapitre par x^ une
fonction positive, analytique, nulle à l'ordre 1 exactement
sur le bord (la dernière fonction coordonnée si Q est plongée
dans le demi-espace R";.). Soit g la distribution g=pf(x^Vf
(x^ désigne la partie positive de x^ c'est-à-dire x^ dans Q
et 0 dans le reste de V; la partie finie, ou pseudo-fonction pf.
est définie comme dans [12]) : g est donc une distribution
sur V, à support compact dans Q.

Ou si pi est entier négatif, soit g une distribution sur V
de la forme :

g=f+ 2 (-V(^')^Q)j'<-^ v0^/
où /^©(O), f,e2)(ôQ) et (̂ Y désigne la dérivée d'ordre /

\^/ ^
de la distribution fj S^Q par rapport au champ —•

OTv

Alors la restriction à Q de P(g) est une fonction C°°
jusqu'au bord.

Ici, nous allons prouver en outre :

THEOREME 2.3. — Si P est analytique, de type (JL, et si les
densités f {resp. et fj) qui servent à définir la distribution g
ci-dessus sont analytiques jusqu^au bord au voisinage (Sun point
XQ, la restriction à Q de P(g) est analytique jusquau bord au
voisinage de XQ.

Preuve. — Nous commençons par faire plusieurs réductions :
remarquons d'abord que le théorème est purement local,
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parce que P conserve localement l'analyticité (cf. [3]) et en
particulier P(g) est analytique en dehors du support de g.
On supposera donc que V est un ouvert de R", et
Q == V n R^_. On supposera aussi que XQ = 0 est un point
du bord, le cas où il est intérieur résultant immédiatement
de [3].

Remarquons ensuite que le composé d'un opérateur pseudo-
différentiel de type (JL et d'un opérateur différentiel à coef-
ficients analytiques est encore un opérateur pseudo-différentiel
de type ^ (le fait que le composé est encore analytique est
prouvé dans [3] ; et la condition (2.8) est immédiate à vérifier).
Quitte alors à diminuer le support de g, ou à la modifier
hors d'un voisinage de XQ, et à la remplacer par une somme
de distributions-dérivées d'ordre assez élevé, on pourra
supposer pi > 1 et g de la forme

g = /y(^-1 e-^

où <p e 3)(Q) égale 1 au voisinage de XQ, et f est analytique
au voisinage du support de ç.

Puis quitte à diminuer V, on peut supposer f analytique
dans V tout entier, et même f == 1, puisque le composé Pof
est encore un opérateur pseudo-différentiel analytique de
type ^

Nous utilisons alors la représentation intégrale (2.6) : le
théorème est évident pour le terme résiduel

/ R(^ y)g{y) dy
qui transforme toute distribution en une fonction analytique.

Il suffit donc de le prouver pour l'intégrale de Fourier.
On peut enfin dans ce cas supposer que le « noyau » p{x, ^)

ne dépend pas de x : on passe de là au cas général par une
technique de fonctions holomorphes évidente : (2.7) signifie
que l'application qui à y fait correspondre la fonction p(y, ^)
est holomorphe d'un voisinage de XQ dans l'espace des
fonctions de Ç qui vérifient les inégalités (2.7) ; si on note Py
l'opérateur pseudo-différentiel analytique défini par

P,f{x) = (2^)-" / e^p{y, ^f^)dÏ
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^t si le résultat annoncé est vrai pour les opérateurs de convo-
lution, la fonction des deux variables x et y : Pyf{x) est
analytique jusqu'au bord dans V X û$ en particulier
T^fÇx) = PycfW ^st analytique jusqu'au bord dans û.

En résumé, il suffit de prouver le théorème dans le cas où P
-admet la représentation

P(g) = ̂ -n f e-Wg^) d^

où p (et les fonctions pj, qui lui sont associées) vérifie les
conditions (2.4), (2.7), et où g est la fonction

g = y(^-i e—.

Nous faisons enfin une dernière réduction fondée sur la
remarque suivante : p(E;) est une fonction holomorphe, à
croissance lente à l'infini, dans le cône complexe ouvert :
Jim ^[ < £ |re ^|, et C°° dans la fermeture de ce cône. C'est
donc un multiplicateur, et P est la restriction à V d'un opé-
rateur de convolution continu: ^'(R") -> ̂ '(R"), que nous
noterons encore P. Exactement, P est l'opérateur de
convolution par la distribution P(^), transformée de Fourier
inverse de p(^). Il résulte des conditions vérifiées par p
que dans le complémentaire de l'origine, P{x) se prolonge
en une fonction holomorphe, à décroissance rapide à l'infini
dans le cône ouvert [ima;| < £' |re^| pour £' assez petit
(£' < inf(£, 1),^ cf. [3]).

Il est immédiat alors de vérifier que si T est une distribu-
tion tempérée, P(T) == P(x) * T est analytique en dehors du
support de T. En particulier P((l — ç)^")^"1) est ana-
lytique au voisinage de XQ.

Nous pouvons donc supposer, y === 1. La fonction g a
alors pour transformée de Fourier par rapport à x^ :

g(S) = r(;x)(i + ^)-^.
Définissons maintenant la fonction p'(S;n) par

P(O, ^) = (i + W{^}.
Comme P est un opérateur de convolution, l'image de g

par P : G = P(g) dépend elle aussi de x^ seul, et a pour
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transformée de Fourier par rapport à x^ :
G(U = r((x)(i - iw^y

Dans cette expression, le premier facteur r(pi)(l •— i^)^
est la transformée de Fourier de la distribution

f= IW(- 1 - ̂ PfW^e^

(ou si (x est entier positif, f est proportionnelle à une dérivée
de la mesure de Dirac S) : f est donc tempérée (en fait à
décroissance rapide), et portée par la demi-droite négative
^ ^ 0.

On a donc pour x^ > 0

(2.10) G(^)= Ff^t)P\x^+t)dt
^0

(l'intégrale est prise au sens des distributions, P^x) désigne
la transformée de Fourier inverse de p'(^)).

Or la réciproque de (2.6), et la définition 2.1 impliquent
que l'opérateur de convolution par P' est un opérateur
pseudo-différentiel analytique de type 0, à une variable.
P'(^) coïncide donc dans la demi-droite x^ > 0 avec une
fonction analytique dans une demi-droite x^ > — £ (propo-
position 2.2).

Comme en outre P'(a^) est holomorphe, à décroissance
rapide dans tout un cône complexe : | im x^\ < s | re x^\, la
formule (2.10) implique que G{xn) est analytique jusqu'au
bord pour x^ > 0, et le théorème est démontré.

3. Opérateurs de Poisson analytiques.

Ce paragraphe combine les méthodes et les constructions
de [2] et de [3] : il s'agit de construire une classe d'opérateurs
de Poisson qui conserve localement l'analyticité.

Nous commençons par décrire les distributions « homogènes )>
qui serviront de noyaux à nos opérateurs.

1. Un exemple fondamental.
Soit t un nombre complexe de partie réelle positive.

_^Soit /'e=3)(R71-1) une fonction sur le bord du demi-espace
R^.
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La solution bornée F du problème de Dirichlet :

(t2^. + ̂ F = 0 pour ^ > 0

F = f sur le bord R"-1

(où Aa;' = —3 + • • • —-,— désigne le Laplacien sur R"~1 )
ô^i ô^_i /

est donnée par la formule

¥=f^K{x^y, ̂ (2/W

où K(rc) == K(x', a?J est le noyau

(3.1) K{x) == r^^"1'̂ ^ + ̂ F.
\ ^ /

K a pour transformée de Fourier partielle par rapport à x9

la fonction

(3.2) É: '̂, Xn) = exp - t\y\x, pour ^ > 0.

Enfin le prolongement de K par 0 dans le demi-espace
x^ < 0 a pour transformée de Fourier globale

(3.3) ^) = ( '̂| + ̂ )-i.

2. Noyaux de Poisson analytiques élémentaires.
Soit K(a;) == K(a/, a;n) une distribution sur R". On note

K(^, x^) la transformée de Fourier partielle par rapport à x\
et /c(^) la transformée de Fourier globale. Nous nous intéres-
sons aux propriétés suivantes de K :

(3.4) K est nulle pour Xn < 0. C^est une distribution
homogène de degré — n + 1 — d, localement intégrable dans
V ouvert x ^ 0 [Resp, si — n + 1 — d est entier positif,
K est une fonction, nulle pour x^ < 0, et qui coïncide dans le
demi-espace x^ > 0 avec une fonction pseudo-homogène de
degré — n + 1 — d]. Et

a) K est analytique jusqu^au bord pour x^ > 0, x^O (6).
b) K est analytique jusqu^au bord pour x^ > 0, Ç' + 0,

(6) Autrement dit K coïncide dans le demi-espace x^ > 0 avec une fonction
analytique au voisinage de l'ensemble x^ ^ 0, x ^ 0.
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localement intégrable dans V ouvert S;' ^ 0 (il n^y a pas de.
couches sur le bord),

DÉFINITION 3.1. — On appelle noyau de Poisson élémentaire
de degré d une distribution K qui vérifie la condition (3.4)

(3.5) k(^) est analytique, homogène de degré d — 1, dans
l^ ouvert y ^ 0. Et pour S;' 7^ 0 fixé, elle se prolonge en une'
fonction holomorphe nulle à Vin fini de ^ dans le domaine

\^-iR\y\\ > (R~ £)m
où R, £ sont des constantes positives convenables.

LEMME 3.2. — 1) Pour une distribution K, la propriété (3.4)
implique la propriété (3.5).

2) Réciproquement, si k{^) est une fonction définie pour
y 7e 0, et qui vérifie (3.5), il existe une distribution K qui
vérifie (3.4), et dont la transformée de Fourier coïncide avec k
pour s' 7e 0. Cette distribution est unique^ modulo un « poly-
nôme » de la forme

2 a '̂̂ )-^1- '̂
laj^—n-H—d

Si d est entier et d ^ — n + 1.
{x^ désigne la partie positive de ^).

Remarque à propos de (3.4) et de la définition 3.1 :
Si la dimension n est paire, la fonction

T^ f^\ _ (^gM P01111 ^n > 0
lvlw "" fo pour x, < 0

est un noyau de Poisson élémentaire de degré — n + i.
Par suite si d est entier, d ^ — n + 1, tout noyau de

Poisson élémentaire de degré d s'écrit, d'une seule façon

K{x) = Ko(^) + Q(^)Ki(nO

où Ko est un noyau de Poisson élémentaire homogène,
et Q un polynôme homogène.

Le résultat n'est pas vrai en dimension impaire : alors la
fonction qui vaut Logjrc] pour x^ > 0, et 0 pour x^, < 0
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ne vérifie pas (3.4) b (ou sa transformée de Fourier n'est pas
une fonction holomorphe à l'infini de ^, pour Ç' 7^ 0 fixé).
On peut dans ce cas remplacer cette fonction par la suivante
(notée à nouveau K.i)

K (^\ — (Log (^ + \x\) pour ^ > 0
1[ > ~ (0 pour ^ < 0

-et on a bien alors la décomposition ci-dessus.
Dans les deux cas (n pair ou impair) la transformée de

Fourier de Ki est de la forme

w= s ̂ 'î m +^)-p
p=i

pour ^ ^ 0.

Preuve de la première partie du lemme 3.2.

On va d'abord étudier ÏC(Ç', x^) pour x^ = 1.
Du fait que K(a/, 1) est holomorphe dans un domaine

complexe de la forme |im x'\ < s(l + |re x\), et vérifie dans
•ce domaine une inégalité

(3.6) |K(^ 1)| ^ 0(1+1^

résulte immédiatement que ÏC(S;', 1) se prolonge en une
fonction holomorphe dans un cône complexe (im Ç'| < £'[re ^'[,
où elle vérifie l'inégalité

(3.7) |Ê:(^ 1)| ^ c^'|Pexp(-a|^|)

(où a, &, c' sont des constantes convenables).
Remarquons maintenant que K{x) admet un développe-

ment en série convergente pour 0 < x^ < £ \x'\ :

(3.8) K{x) = 5 ^{x)x^
p==o

où Q(.p{x') est homogène de degré — T Z + I — d — p (sauf si
— n 4- 1 — d — p est entier positif, auquel cas a? comporte
éventuellement un terme de la forme P(.r') Log |̂ '| où P est
un polynôme homogène).
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En outre les a? sont holomorphes dans un cône
jim x'\ < £|re o/|, et y vérifient

(3.9) |(a '̂)| ^ RP+I|̂ '|~"+Î -P

pour p > — n 4- 1 — d, si £ est assez petit et R assez
grand.

Enfin le reste du développement vérifie une inégalité ana-
logue, dans un domaine complexe analogue :

(3.10) |K(^', 1) - 5 a '̂)| ^ Rp+î 'j-n+i-d-p
o

pour p > — M + 1 — d.
Soit maintenant Op(^') la transformée de Fourier de la

distribution p/ap(o/) (où la partie finie pf est définie comme
dans [12]).

Il résulte de (3) § 2, n° 2 que les Op(^) vérifient dans un
cône complexe analogue au cône ci-dessus les inégalités

"R'P+l
(3.11) |a^')| ^A^-I^P.

De sorte que la série Sap(£') converge dans ce cône complexe.
En outre, toujours d'après (3) § 2 n° 2, la fonction

r(^') = Ê(Ç', 1) — 2ap(^') est analytique dans tout le plan,
et ses dérivées à l'origine vérifient les inégalités

•O/n+l

(3.12) |p(-)(0)| ^ ^-y-

(parce que p^O) est la valeur à l'origine de la transformée
/ N-l \

de Fourier du reste: x'^pf^ K(^', 1) — S ^(S') ) pourvu
V o /

qu'on ait |a| -- n + 1 — d — N < — n + 1).
De sorte que le reste r(S;') est une fonction entière, de

type exponentiel.
Distinguons maintenant deux cas : supposons d'abord que d

n'est pas entier. Alors, les Op(S') sont toutes homogènes,
et on a

(3.13) Ê(^', ̂  = X^', ^).
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En particulier

(3.14) Ê^', ^) = x-n^'x^ 1) = S a,{W + ̂ (^')
0

Pour que K(^, a;J soit analytique jusqu'au bord, il est
alors nécessaire que toutes les dérivées de r s'annullent à
l'origine. Donc r == 0.

Finalement, pour Ç' fixé, on voit que Ê.(^', Xn) est la
restriction à la demi droite Xn ^ 0 d'une fonction entière
de type exponentiel, à décroissance exponentielle sur la
demi-droite x^ ^ 0.

Et par suite la transformée de Fourier globale /c(Ç) (qui
est la transformée de Fourier de ÏC(^', Xn) par rapport à rcj
est, pour y ^ 0 fixé, holomorphe dans un demi-plan complexe
im ̂  < £, et aussi holomorphe à l'infini, où elle admet le
développement en série convergente :

(3.15) /c(^, ̂  = 2p! a,(S;')(^)- .̂

Supposons maintenant que d est entier. Alors on a encore

É1(XÇ', — l ) == ^Ê^S;', Xn). Mais les ap(Ç') ne sont plus néces-
\ À /

sairement homogènes. Cependant on a

(3.16) a^')=W)+Qp(S;')Log|i;'|

où bp est homogène (de degré d + ?)? Qp ^st un polynôme
homogène, et les bp, Qp vérifient des inégalités analogues
aux inégalités (3.11) vérifiées par les a?. De sorte qu'on a

(3.17) É:(Ç', ^) = rf(^', 1) = S &^')^
0

+ Log (^|^'|) S Q^')^ + ̂ r^').
o

Cette fois, pour que Ê.(S;', ^) soit analytique jusqu'au
bord, il est nécessaire que les Qp soient tous nuls, et que
r(Ç') soit nul à l'ordre d à l'origine.

On termine alors la démonstration comme dans le cas où d
est non entier.
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On a bien sûr retrouvé en passant les conditions (2.4.1)
de [1].

Preuve de la deuxième partie du lemme 3.2.

L'assertion d'unicité est immédiate : si la transformée de
Fourier k de K est nulle pour Ç' 7^ 0, K est nécessairement
de la forme

K = S^Ç^n)

si de plus K vérifie (3.4), ÇaC^n) ^t nécessairement propor-
tionnel à (a^)-^-1-^-1011, et l'exposant — n + 1 — d — |4
est positif.

Nous supposons maintenant que k est une fonction définie
pour y + 0, qui vérifie (3.5). De la formule de Cauchy,
on déduit que k admet une représentation intégrale :

(3.18) k^)=fa(y, t){t\y\+i^dt

où on a posé a(î;', t) = — (2l7^)-l|^'|Â•(^', it\^\) et où y est un
cercle convenable dans le demi-plan ret > 0.

Soit maintenant K'^', x^) la transformée de Fourier
inverse par rapport à ^ de k (elle est définie pour ^' ^ 0)
on a donc (cf. (3.1), (3.2), (3.3))

(3.19) K'(^, ^) = \S, a^5 ^ ^P ̂  txn^ dt si xn > °
(0 si Xn < 0

et K/ est une fonction localement intégrable en dehors de
y = 0 (il n'y a pas de couche sur le bord x^ = 0). Ceci
prouve déjà que si K est une distribution sur R/1, dont la
transformée de Fourier égale k dans l'ouvert S;' ^ 0, K
vérifie (3.4) fc. El7 est définie pour S;' ^ 0. Pour tout x^
fixé, elle admet quand S;' —> 0 un développement asympto-
tique en fonctions homogènes de degré ^ d de Ç'.

Soit alors K(^', x^) = p/'K/^', a^) la distribution partie
finie (ou pseudo fonction) associée à EL (cf [12]). Et soit
K(a;) == K(.r', x^ la distribution dont K est la transformée
de Fourier partielle par rapport à x ' .
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(3.20) Nous noterons pf^k la transformée de Fourier de la
distribution K construite ci-dessus (c'est une distribution
sur R", qui coïncide avec k pour y ^ 0, et dépend linéaire-
ment de k).

Nous allons montrer que la distribution K convient
(autrement dit vérifie (3.4)). Grâce à la représentation inté-
grale (3.6), il suffira de le faire quand k est de la forme

k^ == ay){t\y\ + ^)-i
où a(S') est analytique, homogène de degré d, pour S;' ^ 0.
On a alors

(3.21) Ê(^, x,} = {pfW) exp (- t\y\x,)] pour ^ > 0
(0 pour Xn < 0

( ^ \ a / ^ \ 6
La dérivée —7 ) ( — ) K a alors pour transformée de Fourier
partielle ôa; / W

(3.22) p/>[(^)a(-^/|)^')exp(-^/|^)] pour ^ > 0

(la dérivation — commute à la partie finie pf ci-dessus,ôn^
dans laquelle x^ figure en fait comme paramètre).

Prouvons que K est analytique jusqu'au bord (pour
x ^ 0) : il suffit d'examiner les dérivées d'ordre assez élevé
de K; aussi peut-on supposer d > — n + !• Alors, si on
désigne par A(a/) la transformée de Fourier inverse de a(^'),
et par B(o;') celle de l^la^'), on a

(3.23) K{x) = ̂  r(-^\ Ç tx^ + ̂ )A(^ - y') ày

(en fait l'intégrale converge si d > — n).
En outre K vérifie les relations suivantes (c'est la solution

d'un problème de Dirichlet) :

((^(^(^J)^0 P- ^°
<• K(x', 0) = A(x')

!^K(x', 0) =-tB(x').



198 LOUIS BOUTET DE MONVEL

Or (cf. [3], § 1, no 2) A(^') et B(^') sont analytiques et
homogènes pour x' ^ 0, de sorte qu'on déduit immédiate-
ment de ces relations les inégalités

(3-24' ÇW^'^
^ cA^l+^IPdaj + (3) ! |.r'|-"+i-a-ia|-p

où c, A sont des constantes qui dépendent de a(^').
(3.23) prouve que K{x) est analytique dans le demi-espace

^n > 0; (3.24) prouve qu'il est analytique jusqu'au bord
(pour x ^ 0). Et il n'y a aucune difficulté pour intégrer ces
résultats le long du cercle y.

Pour terminer, remarquons que K est bien localement
intégrable dans l'ouvert x ^ 0 (il résulte de (3.19) ou (3.21)
qu'il ne peut pas contenir de couche sur le bord R"-1). Enfin
si d > — n + 1, ou si d n'est pas entier, K est une distri-
bution homogène; si d est entier < — n + 1, les dérivées
d'ordre assez élevé de K sont homogènes dans le demi-espace
Xn > 0, de sorte que K est bien dans ce demi-espace somme
d'une fonction homogène et du produit de Logjd par un
polynôme homogène.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.2.

Remarque 3.3. — Les conditions (3.4) et (3.5) sont inva-
riantes par les changements de coordonnées linéaires qui
laissent le bord R"~1 invariant.

Remarque 3.4. — Si K est un noyau de Poisson élémentaire
(vérifie 3.4), il en est de même du produit de K par un
polynôme homogène.

Et si P ( — ) est un opérateur différentiel à coefficients\^x/
constants, il existe un noyau de Poisson élémentaire et un seul

qui coïncide avec P ( — ) K dans le demi-espace x^ > 0.
\ox^

Preuve. — Seule la dernière assertion n'est pas évidente :
L'existence de Ki résulte immédiatement de la formule (3.22).
Pour l'unicité, remarquons que plus généralement un noyau
de Poisson élémentaire qui est nul pour x^ > 0 est nul
(parce qu'il est nécessairement porté par l'origine, et sa trans-
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formée de Fourier partielle est nécessairement portée par la
demi-droite ç' = 0).

La transformée de Fourier globale de K.i est donnée, en
dehors de la droite S;' == 0, par la formule

(3.25) k^} = hUPWW

ou h^ est l'opérateur défini au § 0, (0.3), l'indice ^ signifiant
que P(i^)/c(Ç) est considéré comme fonction de Çn seul :

^.[P(WS)] = - (2^)-i f P(^, it}k{y, t){t - ̂  dt.

3. Noyaux de Poisson analytiques.

Soit Kp(rc) une suite de noyaux de Poisson élémentaires,
de degrés respectifs d — p. Nous nous intéressons à la
propriété suivante de la suite Kp.

(3.26) I I existe un nombre £ > 0 tel que les Kp (plus
exactement leurs restrictions au demi espace x^ > 0) se pro-
longent toutes en des fonctions holomorphes dans le domaine
complexe

re Xn > — & M ? |ima?| < s j r e r c j .
Et la série

i iw
o

converge uniformément pour \x\ < £ dans ce domaine.
Soit maintenant kp{^) une suite de fonctions vérifiant la

condition (3.5), de degré d — 1 — p. Nous nous intéressons
à la propriété suivante de la suite kp :

(3.27) II existe quatre constantes positives £, R, c, A telles
que les kp^) se prolongent toutes en des fonctions holomorphes
dans le domaine complexe

jimÇ'l < £|re^|, |^-,R|^|| > (R - £)|^|

et vérifient dans ce domaine les inégalités

|/c,(î;)l ^ cAPp\ l^-^l+l^)-!.

Compte tenu de la démonstration du lemme 3.2, on prouve
exactement comme dans [3], § 1, n° 2.
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LEMME 3.5. — 1) Si la suite Kp{x) vérifie (3.26), la suite des
transformées de Fourier kp(^) vérifie (3.27).

2) Si la suite kp{^) vérifie (3.27), et si Kp{x) a pour trans-
formée de Fourier la distribution Pf^kp^) (définie ci-dessus
formule (3.20)^, la suite Kp{x) vérifie (3.26).

Nous allons maintenant définir les noyaux distribution
de nos opérateurs. Soit Q une sous-variété à bord de R^,
de bord où c R""1. Soit Kp(a/, y) une suite de distributions
sur ôQ X R", dépendant analytiquement de a/ e ôQ, et qui
pour x' fixé, sont des noyaux de Poisson (analytiques)
élémentaires de degrés respectifs dp.

On suppose en outre que pour tout compact de ôQ, il
existe un voisinage V complexe de ce compact, et un nombre
s > 0, tels que les Kp(o/, y) (plus exactement leur restriction
au demi-espace y^ > 0) se prolongent toutes en des fonctions
holomorphes dans le domaine

.r'eV, re^ > — e\y\, \imy\ < e\rey\

et la série 2Kp(a/, y) converge uniformément dans ce domaine
pour \y\ < £.

Nous noterons encore Kp(.r', y} === Kp(a/, y', yj en séparant
la variable tangentielle de la variable normale, ce qui est
indispensable dans la définition qui suit.

DÉFINITION 3.6. — On appelle noyau de Poisson analytique
de degré d sur û une distribution K(x, y') sur Q X ôQ
qui jouit des propriétés suivantes.

1) C^est une fonction analytique jusqu^au bord en dehors de
la diagonale de où dans Q X ôQ (et il n^y a pas de couches
sur le bord).

2) Au voisinage de la diagonale de ôQ, K(.r, y') diffère par
une fonction analytique jusqu^au bord de la somme de la série
de distributions

I; Kp(x, x ' - y ' , ^).
0

On appelle opérateur de Poisson analytique sur û un opéra-
teur continu 3)(ôQ) -> 3)'(Q) dont le noyau-distribution est un
noyau de Poisson analytique.
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Remarque. — Un opérateur de Poisson K est défini à
priori comme opérateur continu 2)(ôQ) -> 3)'(Q). On constate
qu'en fait il est déjà continu 3)(ôQ) —> ê(û), et c'est en tant
qu'opérateur sur ces espaces que nous l'utiliserons au chap. n.
Par ailleurs un opérateur de Poisson se prolonge par continuité
à un grand nombre d'espaces : ces prolongements sont étudiés
au n° 5.

On a alors les résultats suivants :

PROPOSITION 3.7. — La définition 3.6 ci-dessus est invariante
par changement de coordonnées analytiques.

PROPOSITION 3.8. — Si K est un opérateur de Poisson
analytique, il en est de même du composé, à gauche ou à droite,
de K et Sun opérateur différentiel à coefficients analytiques
(sur Q ou ôû^.

Pour la seconde de ces propositions, la démonstration
s'appuie sur la remarque 3.4 : pour le composé, à gauche ou à
droite, de K et d'un opérateur différentiel à coefficients
constants, le résultat est évident. Reste à étudier les composés
fo K et Ko^ , où f désigne brièvement l'opérateur de
multiplication par une fonction /, analytique jusqu'au bord
sur Q (resp. analytique sur où).

Le premier de ces opérateurs a pour noyau distribution :

f{x)K{x, y')

si K(a?, y') est le noyau distribution de K : c'est une fonction
analytique jusqu'au bord hors de la diagonale de où; et au
voisinage de celle-ci, elle diffère par une fonction analytique
de la distribution

S f^xlK^, x1 - y', Xn)
P,q

(f = ïif^x^xï désigne le développement en série de Taylor de
f au voisinage de x^ = 0) : la série ci-dessus vérifie les condi-
tions de la définition 3.5.

Le second opérateur a pour noyau distribution K(o/, y)f{y),
qui est aussi analytique jusqu'au bord hors de la diagonale
de où ; et au voisinage de celle-ci, c'est une distribution qui

9
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diffère par une fonction analytique jusqu'au bord de la somme
de la série :

S K^', x' - y ' , a,)W - W - ̂ /a '
P,a

et cette dernière série vérifie elle aussi les conditions de la
définition 3.6 (/>(a) désigne la dérivée d'ordre a de /*).

La première proposition se prouve de façon analogue,
à partir de la remarque 3.3, en faisant un développement en
série de Taylor du noyau distribution par rapport à la variation
de x1 — y ' et de x^ dans le nouveau système de coordonnées,
et en remarquant aussi que le déterminant jacobien d'une
transformation analytique est une fonction analytique : la
nouvelle série qu'on obtient vérifie encore les conditions de
la définition 3.5. Nous laissons au lecteur les détails de la
démonstration (qui est en tous points analogue à celle de
l'assertion (2.5) ci-dessus).

Ceci permet de généraliser aux variétés à bord analytiques
réelles la définition des opérateurs de Poisson analytiques :
si H est une telle variété, un opérateur de Poisson analytique
sur Si est un opérateur linéaire continu; 3)(ôQ)-> ^(û),
dont le noyau distribution est une fonction analytique jusqu'au
bord hors de la diagonale de ôQ dans Q X ôQ, et vérifie les
conditions de la définition 3.5 au voisinage de tout point de
cette diagonale, pour n'importe quel système de coordonnées
analytiques choisi sur Q au voisinage de ce point.

4. Symbole et représentation par intégrale de Fourier.

Si K est un opérateur de Poisson analytique sur Q, nous
appelons symbole complet de K la classe de noyau distribu-
tion de K module les fonctions analytiques au voisinage de
la diagonale de ôQ. Comme pour les opérateurs pseudo-
différentiels analytiques, les symboles complets des opérateurs
de Poisson analytiques sur les sous-variétés à bord ouvertes de
D forment un faisceau (de support ôQ).

Si Û est plongée dans le demi-espace R^., ou si on a choisi
un système de coordonnées analytiques, on représente le
symbole complet par la série formelle :

(T(K) = S/c '̂, Ç).
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(Ceci est une modification des notations de (2), où nous n'avions
introduit que les transformées de Fourier partielles
Kp(a/, Ç', rcj). Les fonctions kp{xr, Ç) qui y interviennent
vérifient les conditions des lemmes 3.2 et 3.5. (Nous dirons
alors qu'il s'agit d'un symbole analytique.) Nous ne donnons
pas ici de représentation intrinsèque du symbole complet.

Le premier terme du symbole, appelé symbole principal
(ou symbole si cela ne prête pas à confusion) doit s'interpréter
comme densité d'une forme différentielle en ^ sur la res-
triction à ôQ du fibre cotangent (privé du fibre cotangent
normal à û). Aussi le noterons-nous :

oo(K) = ko{x\ S;) ̂ ,

Le degré de K est le degré d'homogénéité de ko(x\ S) d^
en tant que forme différentielle, c'est-à-dire d si ko est une
fonction homogène de degré d — 1 en ^.

(Nous laissons au lecteur le soin de justifier notre inter-
prétation du symbole principal, en faisant des changements de
coordonnées linéaires.)

On trouve, par le même raisonnement qu'au § 2 :

PROPOSITION 3.9. — Pour tout symbole principal ko(x\ Ç) d^
donné sur la restriction à ôQ du fibre cotangent (privé du fibre
cotangent normal) (dont la densité koÇx', ^) vérifie la condition
(ii) du lemme 3.1^, il existe un opérateur de Poisson analytique K
admettant ko{x, Ç) d^ pour symbole principal.

Nous nous proposons maintenant de décrire nos opérateurs
au moyen d'une intégrale de Fourier (analogue à celle qui
sert pour la représentation par intégrale de Fourier des opéra-
teurs pseudo-différentiels analytiques rappelée au § 2).

Soit donc û c R^., et soit kp{x\ Ç) le symbole complet
d'un opérateur de Poisson analytique. Soit k{x\ ^) une
fonction sur ôQ X R^- ayant les propriétés suivantes :

1) k{x\ ^) est C°°, analytique pour Ïf + 0, et se prolonge
en une fonction holomorphe, nulle à l'infini, de ^, pour
im ^ ^ 0, y fixé.

2) Pour tout compact de ôQ, il existe un voisinage com-
plexe V de ce compact, et des constantes positives £, R, c, A
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telles qu'on ait pour tout N l'inégalité

(3.28) k{x\ ^ ~ S1 W. ̂  ^ cw im'- l̂-1
0

dans le domaine complexe x' e V, |Çn — iR|S;'|| > (R — £)|^'|,
|im Ç'| ^ £ re |^'| (on peut affaiblir ces conditions en omettant
d'exiger que k{x, S;) soit analytique par rapport à S;').

PROPOSITION 3.10. — L'opérateur K : ®(ôQ) ->• ®'(Q) défini
par

(3.29) K(f) = (2^)-» / (/+ e-- '̂, S;)^') ̂ ) ̂ '

es( un opérateur de Poisson analytique sur û, de symbole
S/c '̂, ^).

En effet le noyau distribution de K est la fonction
K(rc', x ' — y', Xn), où K(^', z) = K(^', z', ^) est la transfor-
mée de Fourier inverse de k(x\ Ç) par rapport à ^. En tenant
compte de la démonstration du lemme 3.1, on vérifie exacte-
ment comme dans (3), § 2, n° 2, que cette fonction diffère de
SKp(n/, x — î/', Xn) par une fonction analytique jusqu'au
bord au voisinage de la diagonale de ôQ (où comme au début
du paragraphe, Kp(a/, z) est la distribution pseudo-homogène
dont kp{x\ Ç) est transformée de Fourier).

Enfin, comme pour les opérateurs pseudo-différentiels
analytiques, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.11. — Pour tout symbole analytique ïikp{x\ Ç)
(c^est-à'dire pour toute suite de fonctions sur Q X R" qui
vérifient la condition (ii) du lemme 3.5^, il existe une fonction
k(x^ ^) qui vérifie les conditions (Kanalyticité et les inégalités
(3.5) ci'dessus.

Par suite, modulo un opérateur négligeable analytique, tout
opérateur de Poisson analytique admet localement une représen-
tation intégrale du type décrit dans la proposition 3.9.

Preuve. — Les conditions du lemme 3.4 sont les suivantes :
si D est un compact de ôQ, il existe un voisinage complexe
V de D et des constantes £, R, c, A telles que les kp soient
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toutes holomorphes dans le domaine

^eV, |im^| < £ | re^ l , |V^'| - iR\ > R ~ e

et y vérifient les inégalités

(3.30) \k,{x, Ç)| < cA.Pp ! |i;'MWm - ̂ R|-1.

Quitte à diminuer £ et augmenter A, nous supposerons
dans les lignes qui suivent que |^'[ désigne la fonction holo-

i
/»-1 \ 2

morphe ( S ^') (et non I3 norme hermitienne de S;').
\ i /

Dans (3), on montre que le théorème des moments de
Carleson {Math. Scanda 9 (1961) 197-206) a la conséquence
suivante : il existe un opérateur linéaire U qui à toute suite
s === {s?) vérifiant \\s\\ = s\ip\Sp\lp ! A.1' < oo fait corres-
pondre une fonction f(t) == U($), qui a les propriétés suivantes :

a) f est holomorphe dans F angle |im(| < £' re t
b) pour t ^ 1 (et |im^| < £'re () on a

f(t) ^ c\\s\\ exp (- ^ I t )

c) pour t ^ 1 (et |im^| < £ '[re () on a les inégalités
N—l

f(t) - 5 s/-P-1 < c'II^IIA'^N! t^-1 où £', c\ A' sont
0

des constantes qui dépendent de d et A
II suffit alors de prendre

(3.31) k(x', Ç) = VW, yi\y\, W\)) (|^|).
En effet cette fonction est bien holomorphe dans un domaine

de la forme x ' e V, |im ^'| < £" |re S'|, \W\ - iR| < R - £
pour £" assez petit. Et b —, c —, et (3.7) impliquent qu'on
a dans ce domaine les inégalités :

\k{x', e)| < ce' exp (- £'| /^Diym - iR|-1

pour \\'\ < 1

k{x', ̂ -'îw, yi\y\, wmr^-1

< cc'A^N^r-^iwm-iRi-1
pour |^| ^ 1
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(en particulier la fonction k{x\ ^) ainsi construite est globale-
ment C°°, et même dans la classe de Gevrey G2, avec un
zéro d'ordre infini pour ^' == 0).

5. Propriétés de continuité.
Remarquons d'abord que si K est un opérateur de Poisson

analytique, il admet une représentation intégrale (3.29)
(proposition 3.11); aussi c'est un opérateur de Poisson au sens
de [2].

En particulier, il est continu ®(ôQ) ->S(Q).
En outre, s'il est de degré d, il se prolonge en un opérateur

continu
Hr^ôû)^ ?1.̂ (0)

(où comme dans [2], Hs0^ et HIT désignent l'espace des
distributions qui sont localement dans Hs, a support compact
(resp. sans condition de support), avec la topologie évidente).

Par ailleurs le noyau de K est analytique dans Q X où
(bord exclu). K se prolonge donc en un opérateur linéaire
continu

Wç, (ôQ) -> 3ë(Q)

(où comme au § 0, îë^0^) désigne l'espace des fonctionnelles
analytiques réelles à support compact sur ôQ, et 3'6(Q)
désigne l'espace des fonctions analytiques à l'intérieur de Q).

En outre, parce que le noyau distribution de K est ana-
lytique jusqu'au bord hors de la diagonale de ôQ dans
H X où, si T est une distribution (ou une hyper-distribution)
à support compact sur ôQ, K(T) est analytique jusqu'au
bord en dehors du support de T.

Finalement, nous allons prouver.

THÉORÈME 3.12. — Soit K un opérateur de Poisson ana-
lytique sur Q. Si T est une distribution (ou une fonctionnelle
analytique réelle) à support compact sur ôQ, analytique au
voisinage (Kun point XQ, K(T) est analytique jusqu^au bord au
voisinage de XQ.

Preuve. — Nous suivons exactement la preuve du théo-
rème 2.3. L'assertion est purement locale, puisque de toute
façon K(T) est analytique en dehors du support de T.
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Aussi, quitte éventuellement à diminuer D! et à modifier T
en dehors d'un voisinage de XQ, nous pouvons supposer que Q
est contenu dans le demi-espace R^, ôQ contenu dans R"~1,
et nous pouvons supposer que T est de la forme f.<f où f
est analytique sur ôQ, et <p s 3)(ôQ) égale 1 au voisinage
de XQ.

Comme le composé de K et de la multiplication par f
est encore un opérateur de Poisson analytique, nous pouvons
même supposer /*==!. Comme le théorème 3.12 est évident
si K est un opérateur négligeable, nous supposerons en outre
que K admet la représentation intégrale (3.29), où la fonction
kÇx'y Ç) est construite au voisinage de XQ comme dans la preuve
de la proposition 3.11 (formule (3.31)).

Enfin nous supposerons que A*(a/, S;) ne dépend pas de x '
(le cas général se déduit de ce cas particulier exactement
comme au § 2).

Nous allons maintenant exploiter la formule (3.31) et la
formule de représentation intégrale (3.18) : remarquons d'abord
que les kp{^) admettent une représentation intégrale :

W==J\(^ W\ +^n)-ldt

où Y est le même cercle pour tous les entiers p.
Si on note U(((5p)) la valeur de U((5p)) en t, la formule

(3.31) s'écrit

(3.32) k^) = f U|H(a,(|S;'|-1^ W\m + ̂ n) dt

=/a(S', Wi+i^dt

où a(Ç', () = |V|U[^(ap(|^|- '̂, t)) est C00,

holomorphe à croissance lente dans un cône [im ^'| < £ |re Ç'|,
(et ceci uniformément pour t e y), et a un zéro d'ordre infini
pour y = 0.

Supposons maintenant

/cQ;) == a(Ç')(^'| + ̂ )-1

où a(^') est comme ci-dessus.
La fonction K(ç) a pour transformée de Fourier partielle
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par rapport à x'

a^W exp (- t\y\xn) (cf. (3.2)).

Il s'ensuit que K(<p) vérifie les relations

((^+^=0 pour ^ > 0

K(y)(a;', + 0) == A * y
0 K(y)(^, + 0) = - (B * y

ÔX^

où A désigne la transformée de Fourier inverse de a(Ç'),
B celle de |Ç'|a(^'), et * désigne le produit de convolution.
Or a(Ç') est holomorphe dans un cône |im Ç'| < £ | re^ ' [ , à
croissance lente à l'infini, et toutes ses dérivées tendent
vers 0 à l'origine. Il s'ensuit (cf [3], § 2, n° 2) que A et B
sont analytiques en dehors de l'origine; et A * 9, B * y sont
analytiques au voisinage de XQ. On en déduit pour les dérivées
de K(y) en XQ des inégalités analogues à (3.24).

Si /c est donné par l'intégrale (3.22), il n'y a plus qu'à
intégrer ces inégalités le long de y, ce qui se tait sans diffi-
culté.

Remarque. — On a aussi des inégalités analogues à (3.24)
pour le noyau K lui-même. Quand on en fait la somme,
en tenant compte du fait que A et B sont à décroissance
rapide dans tout un cône, on voit que K lui-même se prolonge
en une fonction holomorphe, à décroissance rapide, dans un
cône

re Xn > —e\x\, |ima;| < £[rea;|.

Remarque. — On démontre de façon tout à fait analogue
que le transposé d'un opérateur de Poisson K conserve
lui aussi localement l'analyticité (ce résultat sera utilisé au § 4,
mais la démonstration est laissée au lecteur). Cela veut dire
que si f est une distribution à support compact, portée par Q,
et si au voisinage d'un point XQ du bord ôQ f coïncide avec
une fonction analytique au voisinage de XQ (ou plus exacte-
ment, avec la restriction de cette fonction à Q, puisque de
toute façon f est nulle de l'autre côté du bord), alors
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^(f) e 3)'(ôQ) est une fonction analytique au voisinage de XQ.
Il s'ensuit que si K est un opérateur de Poisson analytique,

et f une hyperdistribution sur ôQ, à support compact,
K(/*) est bien défini en tant qu'hyperdistribution portée
par Q. Elle est analytique jusqu'au bord en dehors du support
de f. Et le théorème 3.12 est encore valable dans ce cas.

Exemple. — Q désigne comme ci-dessus une variété à bord
analytique réelle, V une variété ouverte dans laquelle Q
est plongée. Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique
de type 0 (définition 2.1) sur V.

L'opérateur K qui à feS^Q) fait correspondre la res-
triction a u de la distribution P(/*(S)ôû) est un noyau de
Poisson analytique. (On a repris les notations du début du
chapitre.)

On le vérifie immédiatement en choisissant (localement)
une représentation par intégrale de Fourier de P) :

P(n=(2Tc)-/e1^, S)^)^.

Il suffit alors de remplacer p{xy Ç) par sa partie holomorphe
nulle à l'infini pour im ̂  < 0, h^p{x, ^) : les conditions de la
définition 2.1 entraînent que /rtp(n?, ^) vérifie celles de la
proposition 3.10.

Le fait qu'ici la fonction qui intervient dans l'intégrale de
Fourier dépend de x = (^', x^) et pas seulement de x' ne
gêne pas. Un peu plus généralement, si K: 3)(ôû) -> ê(Q)
est défini par la formule intégrale :

K(/•)==(2^)-n/ei-^, ̂ /)^

où k{x, S;) vérifie les conditions de la proposition 3.9 et en
outre dépend analytiquement de x = {x\ ^), on voit en
faisant un développement de Taylor de son noyau-distribution
K(.r', x^ x' — î/', x^) (où K est la transformée de Fourier
de k) et en appliquant la définition 3.6, que c'est un noyau
de Poisson analytique de symbole complet :

(3.33) .(K)=S^)'(iJ *,(,-, 0.9.
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En particulier le symbole complet de l'opérateur K ci-dessus
est donc

(3.34) ^Ki^S^t^YaYp.^O.ç)]
k,<î Y • L\OJ./^/ \OÇn/ J

(^ est l'opération définie par (0.3), l'indice ^ signifiant
/ î\ \9 / î\ \9

qu'on le fait opérer sur ( — } (~~r~) Pk considéré comme
fonction de ^ seul), vô^/ ^^

6. Noyaux de Poisson généralisés.
Il sera commode pour le chapitre n d'introduire la géné-

ralisation suivante :

DÉFINITION 3.13. — On appelle opérateur (ïextension pur,
analytique, de degré d, sur Q, un opérateur linéaire continu:
3)(ôû) -> 3)'(Û), de la forme

SE,o Q .̂

où Qy est un opérateur pseudo-différentiel analytique de degré
d — j —1 sur ôQ, et ÎLj est défini par

E//-)=W
On appelle opérateur de Poisson analytique généralisé de

degré d un opérateur linéaire continu 3)(ôQ) -> ®'(Q), somme
(F un opérateur de Poisson analytique de degré d et Sun opérateur
£ extension pur analytique de degré d.

Dans la définition ci-dessus, on a posé (conformément aux
notations du § 0)

^ / ô V . /^V'^f ^^==WSÔÛ===W (xû)-
Et la notation de produit : /*. S^ est relative à l'isomor-

phisme de 15 et ôQ X R4' défini par — au voisinage de
ôQ. _ ôn

Si Q est plongée dans le demi-espace Rt, (on suppose

alors ( — ) == ( — ) ) ? on représente le symbole de E / o Q,
\ôn/ \^xJ) r J j ^
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par la série formelle

(3.35) <r(E, o Q,) = (WQ/) = S^o/, ̂ W.

Le symbole de l'opérateur de Poisson généralisé K + SE^ o Q .̂
est la somme des symboles de chaque terme. Le symbole
principal s'interprète toujours comme une forme différentielle
et on le note

(3.36) Œo(K+2Q,oE , )
==/co(^, î;', ^)^+S?^', y)Wd^

Sa densité vérifie une condition analogue à (3.5), sauf qu'elle
admet un pôle quand ^->oo, les autres variables étant
fixées.

Naturellement si E est un opérateur d'extension pur,
son image se compose de distributions portées par ôQ.

Un opérateur de Poisson généralisé se prolonge continû-
ment ê'(ôQ) -> 3)'(Q). En fait, il est déjà continu
3)(ôQ) —> ê-m(^) (7) pour m assez grand; et si f est analy-
tique au voisinage d'un point XQ de ôQ, son image est dans
^(Q) au voisinage de XQ (plus exactement si V est un voisi-
nage assez petit de XQ, considéré comme sous-variété à bord
de Q, la restriction est dans ^(V)).

4. Opérateurs Trace analytiques.

Nous regroupons sous ce nom d'une part les opérateurs
annoncés dans l'introduction : sommes d'opérateurs de la
forme

(4.1) /•->T(/')=Q(Tr,/1)

où Trjf désigne la restriction à ôQ de la /-ième dérivée de f

par rapport à —? et Q un opérateur pseudo-différentiel
OTv

analytique sur le bord ôQ ;
d'autre part les opérateurs qui sont formellement adjoints

(7) Définition (0.6).
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d'un opérateur de Poisson : un tel opérateur a pour noyau-
distribution une distribution de la forme :

(4.2) T{x\ y) = T(o/, y', y,)

où T(a/, y', x^) est un noyau de Poisson analytique.

DÉFINITION 4.1. — Nous appelons opérateur trace analytique
pur de classe ^ p une somme d'opérateurs du premier type
décrit ci-dessus, où les dérivées normales qui interviennent sont
d'ordre p — 1 (/ ^ p — 1). Nous appelons opérateur de classe 0
un opérateur du deuxième type; et enfin opérateur de classe ^ p
la somme des deux.

p—i
Soit T == To + S Q.J ° Try un opérateur trace analytique

de classe ^ p. Nous dirons que T est de degré d si Qy
est de degré d — j et si l'adjoint de To est un noyau de
Poisson de degré d + 1.

Le symbole d'un opérateur trace analytique est la classe
de son noyau-distribution module les noyaux d'opérateurs
négligeables analytiques (§ 1). Comme aux § 2 et § 3, les
symboles d'opérateurs trace analytiques sur les ouverts de Q
forment un faisceau porté par le bord ôQ.

Si û est plongé dans le demi-espace R^., on représente
le symbole par la série formelle :

(4.3) a(T) = S '̂, ^)

où tj, est défini ainsi : soit d'une part

^(Q) = 2<U^ ̂
le symbole de Q^, où qj ^ est de degré s — j — k en Ç'.
D'autre part le noyau-distribution To(a/, y ) de To admet
module une fonction analytique jusqu'au bord un dévelop-
pement en série :

To(o/, y} = STo,,^', x9 - y', y,)

où To,k est homogène de degré — n — d + k (8), vérifie les

(8) Sauf si d est entier, où elle se décompose comme dans la formule (3.4).
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conditions des lemmes 3.1 et 3.4, et a pour transformée de
Fourier par rapport aux deux dernières variables la fonction

<0.fc(^ ^).
On pose alors

'̂, s;) = 2(^) .̂̂ ', ̂  +1^, y, - ̂ )
^(a/, S;) est donc une fonction analytique pour ^' 7e 0, holo-
morphe pour im ̂  ^ O? méromorphe avec un pôle d'ordre
^ p — 1 pour ^ == oo (^' ^ 0 fixé).

En outre elles vérifient la condition suivante :
Pour tout compact de ôQ, il existe un voisinage complexe

Vç de ce compact, et des constantes £, R, c, A, tels que les
th(x\ Ï ) soient toutes holomorphes (méromorphes à l'infini)
en ^ dans le domaine complexe :

.r'eV» l im^l < £ j r e ^ | , |^ ^ iR|^| > (R - ̂ '\

et qu'on ait dans ce domaine les inégalités :

(4.4) |^| ^ cAk/c!|^|d-k-^+l|Ç|^-l.

Le premier terme du symbole complet prend nom de symbole
principal, ou symbole s'il n'y a pas de confusion. On voit en
faisant des changements de coordonnées analytiques (ou
simplement linéaires) laissant le bord invariant, qu'il faut
l'interpréter comme une fonction sur la restriction au bord
du fibre cotangent à (plus exactement, du complémentaire
de la section nulle).

Comme aux § 2 et § 3, pour tout symbole principal t^x^ Ç)
donné, il existe un opérateur trace analytique admettant <o
pour symbole.

Les propositions suivantes se démontrent exactement comme
au § 3 :

PROPOSITION 4.2. — Si T est un opérateur trace analytique
de degré s, de classe ^ p, il se prolonge en un opérateur
continu

HrW-^H^^JL^Q)
, 1pour Œ + — > p.
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II se prolonge aussi en un opérateur continu: 3)(Q) —> §(ôQ).
Et si f est analytique jusqu'au bord au voisinage de Xç, T{f)
est analytique au voisinage de XQ.

En outre, si T est de classe 0 (i.e. ne comporte pas de
restriction au bord), il se prolonge continûment:

^'(K) -> 3ë'(ôQ) n ̂ (ôû - K).

(Ici ^'(K) désigne l'espace des hyper-distributions à support
dans un compact K. c Q, et <%'(ôQ) n ^(ôû — K) désigne
l'espace des hyper-distributions sur ôQ qui sont analytiques
hors de K n où, avec la topologie définie dans (3), § 0.3.)

Ces propositions sont évidentes pour les opérateurs trace
qui sont strictement de classe < p. Pour les opérateurs de
classe 0, il est commode de se servir d'une représentation
par intégrale de Fourier :

PROPOSITION 4.3. — Si T est un opérateur trace analytique
de classe 0, T admet localement, et modulo un opérateur négli-
geable analytique de classe 0, la représentation:

(4.5) T(n = (2^)-» / e"'-S' dy f t{x', y , ̂ ) d^

où f est la transformée de Fourier de la fonction qui vaut f
pour Xn > 0 et 0 pour x^ < 0 et où t[x', S) = t (x , Ç', ^)
est une fonction C°° de x\ analytique pour ^/ ^ 0, se pro-
longe en une fonction holomorphe de x\ Ç, dans le domaine
complexe x' e V,, |im^'| < £ |re^ ' | |^+^R|^1| > (R - £)[^|,
où Vc est un voisinage complexe d'un compact donné de où, s, R
des constantes convenables (dépendant du compact) et vérifie
dans ce domaine, pour tout N, l'inégalité:

(4.6) t{x', ï) - s t,(x', ç) < cA^ ̂ r- î-1

où c, A, dépendent elles aussi du compact choisi, mais pas
de N.

Il existe aussi une représentation par intégrale de Fourier
analogue pour les opérateurs de classe < p (avec p ^ 1).
Dans celle-ci, il faut remplacer l'intégrale par une partie
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/*4"finie | . C'est cette représentation (ainsi que les formules
du § 6) qui justifie la définition delà représentation du symbole
ci-dessus.

Remarque. — Les conditions d'holomorphie par rapport à ^
— ou aussi bien les conditions de régularité au bord du noyau
T(a/, y) par rapport à y^ — sont plus fortes qu'il n'est
nécessaire; elles suffisent cependant pour l'étude des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de type 0; nous indiquons
brièvement au § 7 les généralisations qu'il faut faire pour
l'étude des opérateurs à coefficients C°° seulement.

Exemple. — Soit Q une variété à bord analytique réelle
comme ci-dessus, et soit P un opérateur pseudo-différentiel
analytique de type 0 défini au voisinage de Q. Alors l'opé-
rateur T qui à /*es3)(Q) fait correspondre la restriction
à ôQ de Pû(/*) est un opérateur trace analytique (si V est
un voisinage ouvert analytique de Q, Po(j0 est la restriction
à Q de la distribution (sur V); P(/*), f étant elle-même consi-
dérée comme distribution sur V).

Comme au § 3, n° 6, on le voit en regardant le noyau-distri-
bution de T. On trouve que le symbole complet de T est
(dans le cas où 0 est plongée dans le demi-espace R^.) :

(4.7) ,(T)=^H,[(^y(^Yw,0,î)]
k,? ? • Y-\OXn/ \°W -1

où H~ est l'opérateur défini par (0.4), l'indice ^ signifiant

( ^ \q / ^ \q

qu'on le fait opérer sur — ) (~r) Pfc considéré comme
fonction de ^ seul. ^ \^

5. Noyaux de Green singuliers analytiques.

Les opérateurs que nous définissons ici sont une généralisa-
tion des opérateurs du type K o T, où K est un opérateur
de Poisson analytique, et T un opérateur trace analytique.
Leur intérêt apparaîtra de façon évidente au § 6 : ils apparais-
sent dès qu'on essaie de composer des opérateurs pseudo-
différentiels.



216 LOUIS BOUTET DE MONVEL

1. Comme au § 3, nous commençons par décrire les distri-
butions qui interviennent comme noyaux.

a) Noyaux élémentaires.

Soit G(a/, x^ yj une distribution sur R"-1 X R X R.
Comme au § 3, nous noterons G(^', x^, Vn) la transformée de
Fourier partielle par rapport à x' de G, et g(^', ^, Y)^)
sa transformée de Fourier.

Nous nous intéressons aux propriétés suivantes de G :
(5.1) a) G est homogène de degré — n — d (9).
G est nulle en dehors du quadrant Xn ^ 0, y^ ^ 0.
G est analytique jusqu'au bord en dehors de l'origine dans ce

quadrant (10); et c'est une fonction localement intégrable en
dehors de l'origine (pas de couches portées par le bord).

b) G est analytique jusqu'au bord dans le quadrant x^ ^ 0,
y^ < 0, en dehors du plan x' = 0; et c'est une fonction locale-
ment intégrable hors du plan x1 = 0 (pas de couches portées
par le bord).

(5.2) g est analytique, homogène de degré d — 1, dans
l'ouvert ^f ^ 0 et pour Ç' 7e 0 fixé, elle se prolonge en une
fonction holomorphe, nulle à l'infini, de ^ ^n? dans le domaine

|^ - .RjS'jj > (R ~ 6)10 |ï]^ + iR\y\\ > (R - £)1^' |

où R, £, sont des constantes positives convenables.
On appelle noyau de Green singulier élémentaire (analytique)

de degré d, de classe 0, une distribution qui vérifie (5.1).
La condition (5.2) implique que pour S;' 7^ 0 fixé, g(S;', ̂ , Y]^)

1 1est une fonction holomorphe de —-y —^ y compris sur les
^n ^n

1 1« droites » complexes —- == 0 ou — == 0. g admet alors
Sn ^n

(9) Sauf si — n — d est entier positif, où on suppose seulement que G se
décompose en une somme : G == GQ -}- P(x) — G^ où GQ est une fonction homo-
gène de degré n — d , P(x) est un polynôme homogène de degré — n — d , et
Gi est la fonction nulle pour x^ < 0 ou y^ > 0, et égale à LogflX'l2 + X^ + y^)
pour x^ ^ 0, y^ ^ 0.

(10) Ceci signifie que dans l'ouvert x^ > 0, y^ < 0, G coïncide avec une fonction
analytique au voisinage de l'ensemble localement fermé : x^ ^ 0, y^ ^ 0, (x\
x^ yj ^ 0. La condition sur 6 est analogue.
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une représentation intégrale analogue à (3.18) :

(5.3)

g(^ ^ ^) = ff^ a(S', t, s)(t\y\ + ̂ )-W| ~ IY]J-I ̂  ds

où Y est un cercle assez grand du demi plan re t > 0 (re s > 0)
et où on a posé a(Ç', t, s) = - (4^2)-l|Ç/|2g(^, ̂ '|, - ̂ '1).

Exemple. — En particulier, la fonction :

(5.4) g=W+i^W\-i^

provient du noyau élémentaire

n
ÎT 2 r(——^ - ̂ n)((^ - Sy^ + M2)"2

(5.5) G =
Si Xn ^ 0, ^ < 0

0 ailleurs.

Dans ce cas, la transformée de Fourier partielle vaut

f5 6} G— ^P ̂  txn + ̂ l^'l] P01111 ^ > O? !/n ^ 0
VD-07 VJ - ?0 ailleurs.

Remarque, — Si — n — d est entier positif, la décomposi-
tion indiquée en note ci-dessus est mal adaptée, parce que la
fonction qui est nulle pour x^ < 0 ou y^ > 0, et égale
Log (|^'|2 + xï + y2) dans le quadrant x^ > 0, ^ < 0, ne
vérifie pas (5.1). Comme au § 3, on peut la remplacer par la
fonction

Log (|^|2 + (^ - y,)2) pour x, > 0, y, < 0
Gi(a/, ^, î / J = 0 ailleurs

si n est pair

Lûg ((^ - 2/n) + ((^n - 2/n)2 + M2)^)
Gi(a/, ^, yj == < pour ^ > 0, ^ < 0

j 0 ailleurs
si n est impair.

Toujours dans le cas où — n — d est entier positif, deux
noyaux élémentaires qui ont même transformée de Fourier
pour y ^ 0 différent par une fonction qui coïncide dans le
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quadrant x^ > 0, y^ < 0 avec un polynôme homogène
(en effet la différence est alors une somme finie S^^Ça^n? Vn)-
Si elle vérifie (5.1) (note), les <pa sont nécessairement somme
d'une fonction homogène et d'un terme logarithmique;
si de plus les Ça sont analytiques jusqu'au bord, ce sont des
polynômes).

6) Comme au § 3 (et nous laissons la démonstration au
lecteur) on a le résultat suivant :

Si G vérifie (5.1), sa transformée de Fourier vérifie (5.2).
Réciproquement, si g est une fonction définie pour Ç' ^ 0,

qui vérifie (5.2), alors g admet un prolongement pf^g dont
la transformée de Fourier inverse vérifie (5.1).

Et comme au § 3, pf^g est définie comme suit : si G' est
la transformée de Fourier inverse de g par rapport à ^, Y]^
(G' est définie seulement pour Ç' ^ 0), pf^g a pour trans-
formée de Fourier inverse par rapport à E;j]n la distribution
pfG\ où la partie finie pf est définie comme dans [12]
(dans ce cas, c'est une partie finie par rapport à Ç', les deux
autres variables x^n jouant le rôle de paramètres).

c) Soit maintenant Gfc(a/, x^ y ^ ) une suite de noyaux
élémentaires de degrés respectifs d — k.

Comme au § 3, on a le résultat suivant (et ici encore nous
laissons la démonstration au lecteur) :

(5.7) On suppose que les Gj^ (ou plus exactement leurs
restrictions au quadrant x^ > 0, y^ < 0) se prolongent toutes
en des fonctions holomorphes dans le domaine complexe

rex^ > — £(|^'| + |^J + |î/J), reî/^ < £(|^'| + \x^\ + |^|)
|imo/| + |im^| + [imyj < £(|rea;'| + [re^| + |reyJ)

et que la série SG^(a/, x^ î/J converge uniformément dans
lf intersection de ce domaine et de la houle \x'\ +1^1 + \Vn\ < £-

Alors

(5.8) Les gk(^', Sn, ï]n) se prolongent toutes en des fonctions
holomorphes dans le domaine complexe

|im \'\ < s'|re ^'|, |^ - iR|^|| > (R - e)|^|,
|ï),+iR|^|| > (R-£)m
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et vérifient dans ce domaine les inégalités

\g^. ̂  ï)n)| ^ cA^r^m +|^|)'1(|^| +hn|)-1

ou s', R, c, A sont rfes constantes convenables.
Réciproquement, si g^Ç', ^, Y)J (/c = 0, 1, ...) est une

suite de fonctions définies pour Ïf ^ 0, vérifiant la condition
(5.2) (les degrés respectifs étant d — 1 — /c), et vérifiant
(5.8) ; et si G/( est la transformée de Fourier et inverse de la
distribution pf^g^ alors la suite G^ vérifie la condition
(5.8).
_a) Soit maintenant Q une variété à bord plongée dans
R^, de bord ôQ c R"-!. Soit G^x\ z\ z^ î/J une suite de
distributions sur ôQ X R"~1 X R X R, qui a les propriétés
suivantes :

pour x* fixé, Gfc est un noyau de Green singulier élémen-
taire (analytique) de degré d — k des variables z\ z^ y^

Gfc dépend analytiquement de x' e= ôQ. Et pour tout com-
pact K de ôQ, il existe un voisinage complexe V de ce
compact et une constante s > 0 tels que les G^ (ou plus
exactement leur restrictions ou quadrant z^ > 0, y^ < 0)
se prolongent toutes en des fonctions holomorphes dans le
domaine complexe

x' e V re z^> -£(|^|J+|^| +|yJ), re y^< ̂ \ +N +|yJ)
|im z'| + |im ̂ | + jim y^\ < £(|re z'| + |re ̂ | + |re yj)

00

Et la série ^ G^x'y z\ z^ y ^ ) converge uniformément
0

dans ce domaine pour j js ' j + l^nl + \Vn\ < s-

DÉFINITION 5.1. — On appelle noyau de Green singulier
analytique de degré d, de classe 0, sur Q, une distribution
G{x, y) sur Q X û qui a la propriété suivante :

a) G est analytique jusqu^au bord en dehors de la diagonale
de ôQ dans û X û (et il n^y a pas de couches portées par
le bord).

b) Au voisinage de la diagonale de où dans 0x0, G
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diffère de la somme de la série de distributions:

2Gfc(a/, x' — y', x^ — yj

par une fonction analytique jusqu^au bord.
On appelle opérateur de Green singulier analytique de degré d,

de classe 0, un opérateur linéaire continu: 3)(Q)-> 3)'(Q)
dont le noyau-distribution est un noyau de Green singulier ana-
lytique de degré d, de classe 0.

On complète immédiatement cette définition, comme au
§ 4 : on appelle opérateur de Green singulier analytique pur,
de classe p, de degré rf, un opérateur G de la forme

G = Ï1 K, o Tr,
0

où Kj est un opérateur de Poisson de degré d — j Try désigne

l'opérateur f-^ l-^ /•/ÔÛ.
\ô^/

Enfin un opérateur de degré d, de classe p, est par défini-
tion la somme d'un opérateur de degré d, de classe 0 et
d'un opérateur pur de classe p, de degré d.

Le noyau-distribution d'un tel opérateur admet au voisinage
de la diagonale de ôQ une décomposition

(5.9) GQr, y) = 2G '̂, x' - y', ^, - yj + R(x, y)

où R(.r, y) est le noyau-distribution d'un opérateur négli-
geable analytique de classe p, et

(5.10) G^{x', z ' , z», y,,) = G^{x', z ' , z,, yj

+ S1 K '̂, z', zj ̂ (y,)
0

où GS» est un noyau de Green élémentaire de degré d — m
et K^ un noyau de Poisson élémentaire de degré d — m — /.

(Les G°n, K^ sont entièrement déterminés par G module
un polynôme homogène si d est entier.)

La transformée de Fourier de G^ est alors (avec les nota-
tions déjà utilisées).

g.(x\ ^', ^, ï]J = g^x, Ç', ^ riJ +Ï1W ^ W^
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Elle a des propriétés analogues à celle de la formule (5.2).
Sauf qu'elle admet un pôle d'ordre p — 1 quand Y]^ -> oo
{les autres variables étant fixées). Et les g^ sont toutes
holomorphes dans un même domaine du type décrit dans
(5.8), et y vérifient les inégalités avec des constantes c, A
convenables :

(5.11) |g,(^ S;', ^ y]J|

< cA-m^r-^-^m + i^i)-1^'! + w-1.
Comme aux paragraphes 3 et 4, cette définition est inva-

riante par changement de coordonnées analytiques. Aussi,
oomme aux § 3 et § 4, on définit un noyau de Green singulier
analytique sur une variété à bord analytique réelle comme
suit : c'est un opérateur G dont le noyau-distribution G{x, y)
est hors de la diagonale de où le noyau-distribution d'un
opérateur négligeable analytique, c'est-à-dire de la forme

G{x, y) = G,{x, y) + S1 K,(̂ , y') (S)^

ou (^)^û est ^a dérivée d'ordre / par rapport à ( — ) de la
\ôn/

mesure superficielle (â)^ (cf. § 1), et Go et les Ky sont
analytiques jusqu'au bord et tel que, au voisinage de tout
point (x'Q, x'o) de la diagonale de où, et pour tout système
de coordonnées analytiques choisi au voisinage de ce point,
G{x, y) vérifie les conditions décrites dans la définition 5.1.

2. Comme aux paragraphes précédents, le symbole complet
-de G est la classe du noyau-distribution de G module les
noyaux d'opérateurs négligeables analytiques. Les symboles
complets de noyaux de Green singuliers analytiques sur les
ouverts de Q forment un faisceau de support ôQ.

Si Q est plongé dans le demi-espace R^., on représente
le symbole complet par la série formelle :

(5.12) a(G) = 2g '̂, ^', ^, ^)

où g^ est la transformée de Fourier de la distribution G^
de la formule (5.10), et la suite des g^ vérifie la condition
((5.11) ci-dessus.
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Le premier du symbole, ou symbole principal, doit s'inter-
préter comme une forme différentielle en ^ sur 1e complé-
mentaire de la section nulle dans le fibre F sur ôQ défini
comme suit :

F est le produit fibre de deux exemplaires du fibre cotan-
gent à Q au-dessus du fibre cotangent à ôQ (parce que dans
les formules de changement de variables, &„ et Y]n se trans-
forment de la même façon).

On le notera go(^', ^/, ^, Y]J d^.
Si go(^'? ^'? Sn? ^n) d^n est un symbole principal donné

(c'est-à-dire une fonction sur le fibre ci-dessus vérifiant les
conditions décrites dans 6), c), il existe un noyau de Green
singulier analytique G admettant go pour symbole principal
(la preuve est analogue à celle du § 2).

Si G est un noyau de Green singulier analytique de classe
^ p, il admet localement, et modulo un opérateur négligeable
analytique, une représentation par intégrale de Fourier :

(5.13)
G{f) = (2Tc)-^ / e^g(^', ^ /, ^ ïjjA^ ^) dy d^ d^ (^)

où g(a/, S;', ^, Y]J est une fonction C00, analytique pour S;' ^ 0^
holomorphe en ^ pour im ̂  < 0, et en Y]^ pour im Y)^ > 0
(S;' fixé) et pour tout compact de ôQ, il existe un voisinage V^
de ce compact et des constantes s, R, c, A tels que g soit
holomorphe dans le domaine complexe :

^'eV,, |im^'| < £ |re^| ,
[^ + iR\^\ > {R- 6)10 |̂  - .R|Ç'|| > (R - £)1^|

et y vérifient les inégalités :

(5.14) \g(x', ^', ̂  YiJ -S1^', ^, ̂  ̂ \
^ cA^id^l +|^|)-1(|^| +|yjJ)/-l|^+l-^

On vérifie exactement comme au § 3 que les opérateurs qui

(ll) II s'agit en fait d'une « partie finie » d'intégrale par rapport à Ç,, T), :

f dî.' f+ d^ ̂  e^ g[X'y^)f{^} d^.
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viennent d'être définis jouissent des propriétés suivantes :

PROPOSITION 5.2. — Si G est un noyau de Green singulier
analytique, P un opérateur différentiel à coefficients analytiques
défini au voisinage de Q, G o P et P o G sont des noyaux
de Green singuliers analytiques.

PROPOSITION 5.3. — Si G est un noyau de Green singulier
analytique, de degré d, de classe p.

1) G se prolonge continûment H^^Q) ->- H^d((I) pour
1^ - ̂  > p.

En particulier G est continu 3)(Q) -> ê(û).
2) Si p = 0, G se prolonge en un opérateur continu

HW-^H'^n H ( Q — K ) pour tout compact K de Q. (12).
3) Pour toute /*, G(/*) est analytique à Vintérieur de Q.
4) Enfin si f est analytique jusqu^au bord au voisinage

d'un point XQ e où, il en est de même de G(/*).

3. Enfin comme au § 3, il sera commode pour la suite de
généraliser encore nos opérateurs :

un opérateur de Green singulier analytique (de classe p)
généralisé est par définition un opérateur de la forme

m—l

G == GO + S E/ ° Ty
0

où Go est un opérateur de Green de classe p, les îLj sont
des opérateurs d'extension purs analytiques et les Tj sont
des opérateurs trace de classe p.

On peut se limiter au cas où Ey est l'opérateur d'extension :

E//*) = fW. §(̂ ) (/ = 0, 1, . . . , m - 1).

Le symbole de G est alors défini par

(5.15) Œ(G) = <r(Go) + ̂  Œ(T,)(^ S;', YI,)(^.

Un tel opérateur n'est plus continu 3)(Q) -> ê(Q), mais
seulement continu ®(Q) -> ê-^(Q) pour m assez grand.

(12) La définition de ces espaces se trouve dans [3] 1 0.3 et a été rappelée au 1 4.
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S'il est de classe 0 (ie Go et les Ty sont de classe 0)
il se prolonge continûment ê'(Q) —> 3)'(Q).

S'il est de classe p ^ 0, il se prolonge seulement continû-
\

ment à HF^Q) pour s > p — —.2i

Exemple. — Soit P un opérateur différentiel à coefficients
analytiques, et soit G l'opérateur défini par

G{H = p(f) - pû(n
où P{f) est la dérivée au sens des distributions du prolonge-
ment de f par 0, et PQ(/*) la dérivée au sens des fonctions.
(G(/*) est donc la partie distribution superficielle portée pap
ôQ dans P(jf)). Alors G est un noyau de Green singulier'
analytique généralisé qui opère de 3)(Q) dans ê'^Q) si P
est de degré m.

Le symbole principal de G est

(5.16) Œo(G) = [Œo(P)(S;', ^) - Œo(P)(^, ï],)](^ - i^ d^

( 0 X"En effet si Q est le demi-espace R^, et P == ( — ) ».
on a ^x^

m—l m—l

&(/•) - S TV.̂ -̂ ,,) = S E^_,Tr,(/-)
0 0

de sorte que dans ce cas le symbole de G est

(T(G) = ? (^JW1-' = [(^n)' ~ W]{^ - i^.
o

Le cas général s'en déduit aussitôt.
Toujours dans le cas où Q est le demi-espace, en écrivant

p { x , ^=S^f^-YP^ 0. ^-\ on obtient pour le.\ ? ^x) p ! \ô^/ \ ? ? ôo;/ F

symbole complet la formule

(^^^œ'fâ'
[(Œ(P)(^', 0, ^, ^) - Œ(P)^', 0, ^, Ï]J)(^ ~ i^Y

(bien entendu cette somme est finie. Le terme indexé par p»
est nul si p est plus grand que le degré de P).
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6. Composition et calcul symbolique.

1. Il n'est en général pas question de composer nos opé-
rateurs directement : en effet leurs noyaux-distributions sont
<les fonctions analytiques hors de la diagonale de Q ou ôQ,
^t éventuellement croissent trop vite à l'infini. On a cependant
un résultat parfaitement utilisable. En vue de ceci, nous
introduisons les notations suivantes : soit Q' un ouvert
relativement compact de û, de bord ôQ' c ôQ, et soit y
zine fonction égale à 1 dans Q'.

Si A et B sont deux de nos opérateurs, nous notons
(AyB)û, l'opérateur qui à /*e3)(') (ou 3)(ôQQ') suivant la
nature de B) fait correspondre la restriction à û' (ou ôQ')
.de A(y(B(/1)).

Ceci est en accord avec la notation que nous avons utilisée
au § 2.3 à propos des opérateurs pseudo-différentiels. Si P
est un tel opérateur, nous notons PQ l'opérateur qui à une
fonction /*e3)(û) fait correspondre la restriction à Q de
P(^), où f est le prolongement de f par 0.

On a alors le théorème suivant, où Q, P, K, T, G désignent
respectivement un opérateur pseudo-différentiel sur ôQ un
opérateur pseudo-différentiel de type 0 sur Q, un noyau de
Poisson, un opérateur trace, un noyau de Green singulier
•analytiques sur Q.

THEOREME 6.1.

1) (G(pK)û,, (PûyK)a,, (KyQ)a.

-sont des noyaux de Poisson analytiques sur û'.

2) (TçG)û,, (T<pPû)a., (QçT)a,

sont des opérateurs trace analytique sur Q'

3) {GWa., (G<pPa)Q,, (Pû<pG)a,, (TyK)a,,
et (P^P^û. - (PQ<pPû)û-

sont des noyaux de Green singuliers analytiques sur û'.
4) (TyK)ôQ' est un opérateur pseudo-différentiel analytique

sur ôQ'.
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Tous ces théorèmes se prouvent de la même manière.
Il convient d'abord d'introduire la notion de famille bornée
d'opérateurs analytiques d'un des types décrits ci-dessus :

(6.1) Une famille (A,)^ d'opérateurs pseudo-différentiels
analytiques sur Q (resp. de noyaux de Poisson analytiques^
etc...) est bornée si

a) le noyau-distribution A,(a;, y ) de A; parcourt un en-
semble borné de fonctions analytiques jusqu'au bord hors de
la diagonale de Q (resp. ôQ, resp. et dans le cas d'un opé-
rateur de classe ^ p où p ^ 1, dont le noyau-distribution
se met sous la forme

A(^, ^"SA^, y')(8)^(2/)
0

A et les Aj parcourent un ensemble borné de fonctions.
analytiques jusqu'au bord sur û X Q — A, Q X où — A,
où X û -— A, ôQ X ôQ — A suivant les cas, A désignant la
diagonale de ôQ);

b) et, localement, dans la série de définition (2.1) (resp.
Définition 3.6, Définition 4.1, (5.1)). la série converge unifor-
mément dans un domaine du type décrit, et le reste parcourt
un ensemble borné de fonctions analytiques jusqu'au bord au
voisinage de la diagonale de û ou ôQ (resp. dans le cas d'un
opérateur de classe ^ p, où p > 0, il faut faire les mêmes
modifications que ci-dessus).

Si A, est une famille bornée d'opérateurs analytiques,
les A; admettent localement une représentation par intégrale
de Fourier du type (2.6) (resp. (3.6), (4.5), (5.5)):

(6.2) A,(/*) = (2^)-" / e- ,̂ ^(Ç) ̂  + R^)

où R, parcourt une famille bornée d'opérateurs négligeables
analytiques, et les a^x, Ç) vérifient uniformément les iné-
galités (2.7) (resp. (3.5), (4.6), (5.6)) : cela se prouve par la
méthode de [3], § 2.4.

Pour en revenir au théorème 6.1, remarquons d'abord que
toutes les assertions sont locales, car le noyau de (AçB)û»
est en tout cas une fonction analytique hors de la diagonale
de Q' ou où' (ou dans le cas d'un opérateur de classe p,
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est somme de distributions-dérivées par rapport à y de
fonctions f{x, y) analytiques jusqu'au bord hors de la dia-

p-i
gonale de i.e. de la forme R{x, y) + S R/(^ 2/') (S)^^)?
où R et les R, sont analytiques jusqu'au bord hors de la
diagonale de ôQ).

On a alors les résultats suivants :
1) (AçB^Q» parcourt un ensemble borné si B, parcourt

nu ensemble borné d'opérateurs différentiels à coefficients
analytiques, en particulier si B; parcourt un ensemble borné de
multiplicateurs par une fonction analytique : cela résulte
immédiatement de la démonstration de la proposition 3.7
et des résultats analogues des § 4 et § 5.

2) (A^yB^)û' parcourt un ensemble borné si Bj parcourt
un ensemble borné d'opérateurs dont le symbole complet ne
dépend pas de x e Q, ou x' e où (dans le cas où Q est inclus
dans le demi-espace R^-), et A^- parcourt un ensemble borné
d'opérateurs.

Pour démontrer cela, on utilise la représentation intégrale
(6.2) ci-dessus: on peut supposer que la fonction bi{x, ^)
<[ui y intervient ne dépend pas de x.

Le cas général se déduit immédiatement de ces deux résultats
par la technique des produits tensoriels topologiques :

le deuxième opérateur B admet au voisinage de supp y
une représentation intégrale

B == [ ft o B( dt + R

où R est négligeable analytique, B( parcourt un ensemble
borné d'opérateurs « à coefficients constants », ft parcourt
un ensemble borné d'opérateurs de multiplication (par une
fonction analytique). (En fait, puisqu'on peut supposer le
support de ç très petit, on obtient la formule ci-dessus en
faisant un développement de Taylor, ou en utilisant la formule
de Cauchy, dans (6.2).)

On a alors

(A o <p o B)û. = f (A o y o ^ o B()û, dt + (A o ç o R)o,.

Le reste (A o <p o R)^, est évidemment négligeable, analy-
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tique. Dans l'intégrale, ^ et y commutent; A o ^ parcourt
un ensemble borné d'opérateurs analytiques, B( aussi, donc
le « composé » (A o y o ^ o B()Q» aussi, et l'intégrale est
parfaitement convergente.

Bien entendu le deuxième résultat ci-dessus doit être vérifié
dans chaque cas.

Nous nous contenterons d'examiner en détail le cas de
(P^P2)^ — (PbîPû)û'5 et laissons au lecteur l'examen des
autres cas.

2. Soient donc P1 et P2 deux opérateurs pseudo-diffé-
rentiels analytiques, de type 0 sur Q.

Nous supposerons Q plongé dans R^, et, conformément
aux indications ci-dessus, que P2 est un opérateur de convo-
lution. Nous supposerons aussi pour commencer que P1

est un opérateur de convolution.
Quitte à modifier P1 et P2 par des opérateurs négligeables

analytiques, nous supposerons qu'ils sont définis par les.
formules

Plf=plWf
P2f=p2^f

où les fonctions p1 et p2 vérifient les conditions (2.7) du § 2.
Le composé P^l — ç)P2 est alors parfaitement défini,

et son noyau-distribution est une fonction analytique sur
V X V si V est un voisinage convenable de Q'. Il parcourt
même visiblement un ensemble borné de fonctions analytiques
si P1, P2 parcourent des ensembles bornés d'opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de convolution.

On pourra donc supposer dans la suite <p = 1, et
Q = Q ' = R ^

Nous distinguons maintenant deux cas :
a) P2 est un opérateur différentiel, de degré m, à coef-

ficients analytiques.
On a alors au sens des distributions

î>2f=py+G2f
où G2 est le noyau de Green singulier analytique généralisé
décrit au § 5. On en déduit immédiatement qu'avec

G = (Pip2)a - (P^Pû)
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on a
Gf=hWW^f).

Il résulte alors des inégalités (2.1) vérifiées par les fonctions
p1 et p2, et du fait que h+ est une opération linéaire continue
sur l'espace des fonctions holomorphes, méromorphes à l'infini
dans l'ensemble | t + ^ R | > (R — s), que G vérifie les
conditions de la définition 5.1.

Le symbole de G est dans ce cas :

(6.3)
^(G) = hW?^, U.^P2)^, ̂ ) - ̂ (P2)^', TI»)̂ ,. - i^)-1}
où le produit <j(P1). (j{P2) désigne le produit habituel de
séries formelles. (Cela résulte de la formule (5.15).)

b) On suppose maintenant que P2 vérifie la condition
suivante :

P^', ^ = 0(-^-\ quand ^ -> oo ^' fixé).
\ Çn /

On a alors, avec G = (P^a — P^PQ

•Gf== ̂ [P(l - A+)(P2/)] = ^[PÎ,H^(P2 - f)].
Si on pose P^ = A^P1, PI = H-^P2 = /i-ç,P2.

Donc on a

Gf^', Ïn)

= lim lim (2nt)-iî f Pl,( ,̂ f)(^ - ( - is)-i dt
e->-+-o 8->4-o i/

/ P '̂, Ï],)A^, ^ln)^n - < - ̂ )-1 ^n

= lim lim (2^)-2fP2.(^ TlJ '̂, T),)dï],
£->-h0 8->+0 ^

J' P1,(Ç', <)(^ - ( - U)-1^ - 1 - iâ)-1 ^
= (2^ / l(Pl,(̂ , U - P1^', YiJ)(^ - rj,)-1

p^ ,̂ ^)f(y, ïij dïi,
(on a utilisé la formule de Cauchy, et la relation

(^ - t - it)-^n - t - i§)-1
== - (^ - ù - ̂  + lâ)-1^, - ( - is)-1 - (ï), - f - l'S)-1])
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On trouve finalement
^ - . /»+
G^=(2^)-i/ g(^ ^rijA^ ^d^

avec

(6.4) g(^', ^, ïij
= - ̂ [(P^S;', ^) - Pî^, r^))(^ - ̂ J^PH^, ï)J].

Ici encore on voit que G est un opérateur de Green singulier
analytique.

Dans le cas général, P2 est somme d'un opérateur différentiel
et d'un opérateur qui vérifie la condition du b ci-dessus :
l'opérateur différentiel a pour symbole la partie polynomiale
eyr(P2) (formule (0.4)) (c'est bien un polynôme de Ç : si P2

a pour symbole SP^', ^), on voit en utilisant l'homogénéité
des P^, la condition de symétrie qui exprime qu'ils sont de
type 0, et la formule de Taylor au voisinage de la droite
Ç' === 0, qu'on a

p2^)= s ± PW i^^-w + o^r-^i-1)).
d-fc-|a|^o a •

En regroupant les deux formules ci-dessus, on obtient la
suivante dans laquelle L(p1, p2) désigne le symbole final
obtenu (pour G = (P1?2)^ — P^Pa), et comme ci-dessus,

P^(ï;) = h'^P1^) désigne la « partie holomorphe pour
im ^ < 0, nulle à l'infini » de P1 (0.1)

P2-^) = H^P2^) désigne la « partie holomorphe pour
im ^ > 0 » de P2 :

(6.5) L(PI, P2) = /^H^P^', ^) - P^'riJ)
(P2.^, ^ - P2.^', ^))(^ - ̂ )-i]

(en effet dans la formule (6.5), le deuxième membre ne dépend
pas de Pî^', ï)n) si P2 est un polynôme, et de toute façon,
ne dépend que de la partie polynomiale de P^S;', Çj).

Dans le cas général, le symbole de P1 dépend de x, et
nous pouvons supposer que P1 est défini par

y{f)=^)-nfeix'^ ̂ )^.
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Alors l'opérateur G = (P1?2)^ — P^PÛ est donné par la
formule
G{f) == (2^-^ / e-'ç' dy f d^ f g{x, y , ̂ , ̂ )f{y, ̂  d^

avec g{x)^, Ïn,^\= L^x, ̂ , P2^)] où L est l'opérateur
bilinéaire défini ci-dessus. (Le fait que dans cette formule,
g dépend de x = [ x ' , a;,), et pas seulement de x ' , n'est pas
gênant (cf. § 3, n° 5.)

Enfin il est clair que G parcourt un ensemble borné
d'opérateurs quand P1 et P2 parcourent des ensembles
bornés.

3. Les autres propositions se démontrent de façon analogue.
Les tableaux qui suivent décrivent le symbole principal, puis
dans le cas où Q est plongé dans le demi-espace R^., la série
qui représente le symbole complet, pour les composés décrits
dans le théorème 6.1.

(6.6) (i) <r,(GyK)û. = /+ oo(G)^o(K)

= (/+ ë^', ^', ̂  YIJ/CO^, ^', TI,) rfr],) d^,
(ii) <ro(Pû?K)û. = At<io(P)ffo(K),
(iii) ^o(K<pQ)û, == <ïo(K)ao(Q).

(6.7) (i) <ro(TyG)û, - /+ <7<.(T)^(G)

==f+t,{x', y , ^)g,{x', y , ̂ ,^)d^,
(ii) ^o(TyPû)û. = H-<To(T)(To(P),
(iii) <7o(Q?T)û. = ^,(Q)<ro(T).
(6.8) (i) ^(G^G^Q,

^(^g^, y, ̂  t)gï(x', y, t, ^)dt)d^,

(ii) ^(PQTG)Q, == ^o(P)<7o(G),
(iii) <To(GyPû)Q. = H,,Œo(G)Œo(P),
(iv) <To(K9T)û, = ^o(K)(^, ̂ (m', ̂ ),
(v) ^((P1??2)^ - (PûîPû)û-) - L(Œo(P1), <To(P2))

(L étant défini comme ci-dessus (6.5)).

(6.9) <To(T9K),Q, = /+ t,{x', y , t)k,{x', y , t) dt.
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Complétons ces formules par les suivantes, qui résultent de
la démonstration de la proposition 3.8 :

(6.10) (i) ^(^K)=^-Y^(K),
\ ^n/

(iï) (To(T^) - (- i^J <7o(T),

(iïi) o-o(^G^) = (i —Y (- i ̂ Y <ïo(G).
\ °Sn/ \ "^n/

Compte tenu de ces formules, et de la méthode de dévelop-
pement en série du noyau distribution du composé d'un de nos
opérateurs A avec un multiplicateur par une fonction ana-
lytique, on trouve alors pour les symboles complets :

(6.11) (i) <r(GK) = 2 ̂  p^-y^G)^', y, ̂  t)
f y • j \oç /

(^J a(K)(^, y, t) dt,

(ii) ^K)=^(|-J^

[((^œYff(p)^o'^»))•((^y-(^
(iii) a(KQ) = 5 l '̂ (^y ̂ (K)(^, y, ̂  (-^\ o(Q)(^, ^).

T T • Y0^ / Y0^ /

(6.12) (i) a(TG) = S ̂ 'J^y^T)^, ^ ()

(^y<T(G)(a/, ^ ( ,y i JA,

(") ^(TPa) = S ̂ ï,'H^

[((^(^^^^^^

(iïi) a(QT) = S ̂ ' (^y ̂ (Q)(^ ^) tôy^T)^, ̂ , ^).ï ï • \0^ / V0^ /

(6.13) (i) a(G^) = S i-LI f+ f-V ̂ G^)^, ̂ , ̂ , t)
t ] • J V"; /f—y^G2)^', ^, t, Y),)^,

\oa; /
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[((̂ y^ '̂. ̂ W^ y. s .̂))}
(iii) ,(GPo) = S ̂ '; H,.

^Xèy '̂1 '̂-^)^)'̂ 1-'̂ 0.^-')}
(iv) cr(KT) = S •-^Y_)\(K)(.r-, ç-, ç.)

Y ï • \0^ /

(̂ )\(T)(,', ç-, ,.),

(v) |T((P'P')Q - pnpy = s -lL'w
P,Î,T P • ? • Y •/^YLr^0^0^^^^^[(œ'œ'œ'^^0-^.'-

(fâ'^y^'x-'.^'.y)]-
^^TrA^y'1''^(6.14) .(TK) = S ̂ '^^'•.(TX,,-, E-, ,)

(—)' n(K)(i;'> ç', t) A.
V0- /

Dans toutes les formules, y parcourt l'ensemble des multi-
indices de dérivation sur R"-1. Et si (T(A) == Sa?, o-(B) == Sfe^
sont deux symboles, le produit O-(A).Œ(B) désigne le produit
habituel des séries formelles, dans lequel on regroupe les
termes de même degré : Œ(A)a(B) == Sap&ç = 2 S cipby.

r p-+-Ç==r

4. Nous terminons ce paragraphe par la proposition suivante.

PROPOSITION 6.2. — Soit G un noyau de Green singulier
analytique de degré — 1, de classe ^ p, sur Q. Il existe
alors un noyau de Green singulier analytique de degré — 1,
de classe ^ p sur û : G' tel que (1 — (1 + G')y(l — G))^
soit négligeable sur Q'.

Le symbole complet de G' est nécessairement So^G)''
(les puissances successives du symbole de G doivent être
prises ici au sens de la loi de composition de la formule (6.13) (i))

10
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II suffit donc de montrer que la somme de cette série est un
symbole analytique de classe ^ p, i.e., vérifie localement les
inégalités (5.3). Pour cela, observons que les termes du symbole
de G sont des fonctions holomorphes de ^, Y)», nulles pour
^-^oo, ayant un pôle d'ordre < p — l en Y],» pour
Y]^ -> oo, et continues à la frontière, dans le domaine
complexe : i^+iRmi ^ (R--£)m,h.-iRmi ^ (R-s)m
si R et £ sont choisis convenablement.

Les fonctions de deux variables ayant ces propriétés forment
un espace de Banach (pour |^| =1 fixé), sur lequel l'applica-
tion

(/>, g}^f+f^ t)g{t, ^)dt

est une application bilinéaire continue, de norme ^ 1 si les
normes ont été bien choisies.

A partir de là, en remplaçant les valeurs absolues qui y
figurent par les normes dans notre espace de Banach, et compte
tenu de la formule (6.12 (i), la démonstration est exactement
la même que dans (3) § 1.1 (avec la même norme formelle).

7. I/algèbre des opérateurs pseudo-différentiels.
Opérateurs généralisés et transposition.

1. Opérateurs pseudo-différentiels sur û.
Q désigne comme toujours une variété à bord analytique

réelle, plongée dans une variété ambiante V. Au paragraphe 2,
nous avons construit une première famille d'opérateurs
linéaires continus PQ : 3)(Q) — ë(Q) définis comme suit :

il existe un voisinage ouvert U de Q dans V et un
opérateur pseudo-différentiel analytique P sur U tels que
PQ(/*) = P(^)/Q (où f désigne le prolongement de f par 0).

En fait l'opérateur PQ ainsi défini ne dépend que du noyau-
distribution de P dans Q X Q, et pas du choix de U,
ni même de V (parce que deux variétés analytiques voisinage
de II sont isomorphes, de façon unique, au voisinage de Q,
et deux opérateurs pseudo-différentiels analytiques définis



OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS ANALYTIQUES 235

au voisinage de û qui ont même noyau-distribution dans
û X Q ont même noyau dans un voisinage de û X û).
Dans la notation PQ, on pourra considérer par exemple que P
est un germe d'opérateur pseudo-différentiel analytique au
voisinage de Q; et PQ est l'opérateur « canoniquement »
associé à ce germe.

En fait P^ se prolonge continûment ê'(0) -> a)'(û). Il
diminue le support singulier et le support singulier analytique,
et il respecte aussi localement la régularité C00 ou l'analyticité
jusqu'au bord.

Remarque. — Si f est une distribution portée par û,
P^{f) est une distribution sur û. Cette distribution est bien
sûr prolongeable, et est en particulier prolongeable en une
distribution portée par Q. Mais il n'est en général pas possible
de choisir le prolongement de façon qu'il dépende continue-
ment de /, et que ce soit précisément PQ(/*) si fe 3)(Q).

DÉFINITION 7.1. — Un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur Q est un opérateur linéaire continu 3)(Q) -> §(Q),
de la forme P^ + Gr, où PQ est associé à un opérateur pseudo-
différentiel analytique de type 0 défini, au voisinage de û,
comme ci-dessus, et G est un opérateur de Green singulier
analytique (de degré entier).

Un tel opérateur respecte localement la régularité C00, et
l'analyticité, jusqu'au bord. Il se prolonge en un opérateur
continu 3){û) + ê'(Q) -> ê(Q) + ê'(Q). (Par contre, sauf si G
est de classe 0, il ne se prolonge pas en général à ê'(û).)

Comme aux paragraphes 3, 4, 5, on définit un opérateur
pseudo-différentiel généralisé sur Q : c'est la somme d'un
opérateur pseudo-différentiel sur Q et d'un opérateur de Green
singulier généralisé. Un tel opérateur est continu 3)(û) —> 3)'(Q)
(en fait continu 3)(Q) -> ê_^(û) pour masser grand).

2. Classe Sun opérateur pseudo-différentiel.

DÉFINITION 7.2. — Soit P un opérateur pseudo-différentiel
(de type 0) défini au voisinage de û. Nous dirons que P est
de classe m (relativement à ôû^ si son symbole complet ïip^[x, ^)
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a la propriété suivante : pour tout x e ôQ, et pour tout k entier ̂  0
et tout l entier ̂  0,

r-.l-.m ( ô \ „ //y. t\

"ra \ïr) pk{ ' ")
\QXn/

reste borné quand ^ —> oo (les autres variables étant fixées).
Cette définition suppose bien sûr qu'on a choisi un système

de coordonnées, pour y exprimer le symbole de P par la série
ïipfc(x, ^). Mais on vérifie immédiatement que la condition
ne dépend pas du système de coordonnées choisi.

Remarquons aussi qu'il n'y a en fait qu'un nombre fini de

conditions ( parce que S;;̂ ""1 ( — ) pu est en tout cas borné
\ \^W

quand ^ -> oo [x, ^f fixés) si l -{- m -\- k dépasse le degré
de P).

On dira aussi que l'opérateur pseudo-différentiel P^ + Gr
sur Q est de classe m si G est de classe m et si P est de
classe m relativement à ôQ.

Exemples. — Si P est de degré m, il est de classe m. Si
P (resp. P') est de classe m (resp. m'), PP' est de classe
m + m' (13). Il en est de même de P^PQ (les formules (6.13) (v),
(6.5) montrent que (PP')û — P^PÛ est un opérateur de Green
de classe m).

Sur le demi-espace R"^, un opérateur différentiel tangentiel

( ô \ / ô X7"^^P x, —-,} est de classe 0; l'opérateur x^(—} est de
^f) ^ A \^xJ

classe m. Plus généralement, le lecteur vérifiera que

(7 'A) l'opérateur différentiel Sa^rc, — , ) ( — ) est de classe m
\ OX / \.ÔX^ f

si et seulement si pour tout /c, les coefficients de a^ s'annulent
à l9 ordre k — m sur le bord R"""1.

On a en outre les résultats suivants :

LEMME 7.3. — Un opérateur pseudo-différentiel de type 0
sur V est (au moins localement) somme Sun opérateur diffé-
rentiel et d'un opérateur pseudo-différentiel de classe 0 (relati-
vement à ôQ^.

(13) Pour simplifier la notation, nous omettons la fonction <p qui sert à tronquer,
comme au 6, avant de composer.
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LEMME 7.4. — Tout opérateur pseudo-différentiel (de type 0)
de classe m (relativement à ^û) se met au moins localement
sous la forme

P =SQ, op ,
où Pfc est de degré au plus m, et Q^ est un opérateur diffé-
rentiel de classe 0.

Preuve. — Nous supposerons que V est l'espace numérique
R", et û le demi-espace R^.. Le lemme 7.3 a déjà été
prouvé au § 6 : la partie « polynôme différentiel » de P a pour
symbole la partie polynomiale de cr(P) :

ed^(P)(^ ^)]
(on a déjà remarqué au § 6 que p^(r(P) est un polynôme
de E; :

(7.2) e^(P) = S ^f^y^ °- 1) W-^
d-fc-|a|^o a! \ÔS /

si (T(P) = SP^, Ç', ^)).
On prouve le lemme 7.4 par récurrence descendante sur m :

comme c'est vrai si P est de degré m, il suffit de prouver que
si P est de degré m et de classe m — 1 (m > 0), il se
décompose sous la forme

p = = p o + s l (^) o ^+ a ; »^ o p »1 V0-// "^n

où Pô, Pi, . . ., P^ sont de degré m — 1.
Or soit po(x, Ç) le symbole principal de P. On a

Po(^ ^) = Po(^ ^) + ̂ nPo(̂  S)
avec

Po(^ ^ = Po(^', 0, ^)

Po(^ S) == f ^Po^', ̂  ^) ^
Jo "̂ n

1 ^
po est homogène de degré m, donc po == — S^- -ç n\

Si P est de classe m — 1, on a po(^, 0, Çj = 0, donc

po-ï^ r^po^ ̂  ̂ ^.
1 Jo ^j
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En regroupant ces résultats, on obtient pour po une décompo-
sition

n—l

PO == S (^J')Pj + ^nPn-y=i
II suffit alors de prendre pour Pi, ..., Pn des opérateurs ayant
pour symboles respectifs pi, ..., p^ et de définir Po par la
formule ci-dessus (Po est alors de degré m — 1).

3. Transposés. Formule de Green.
Dans ce numéro, nous considérons un opérateur pseudo-

différentiel sur Q (resp. opérateur de Poisson, opérateur
trace, généralisés ou non) comme un opérateur continu
â)(Q) -> 3)'(Q) (resp. a)(ôQ)-^3)'(Q), 3)(Q) -> 3)'(ôQ)). Et
c'est en tant que tels que nous transposons ces opérateurs.

Naturellement le transposé opère en principe sur des espaces
de courants tordus d'ordre n ou n — 1 sur Q ou ôQ,
et nous identifions ces espaces à des espaces de fonctions,
une fois choisies des mesures (à densités analytiques) sur Q
et ôQ.

On a tout d'abord les résultats suivants.

PROPOSITION 7.5. — (i) Le transposé d'un opérateur de
Poisson est un opérateur trace de classe 0.

(ii) Le transposé Sun opérateur S extension pur est un opéra-
teur de trace pur.

(iii) Le transposé Sun opérateur trace est un opérateur de
Poisson généralisé.

(iv) Le transposé Sun opérateur de Green singulier de classe 0
est un opérateur de Green singulier de classe 0.

(v) Le transposé Sun opérateur de Green singulier généralisé
(resp. de classe 0) est un opérateur de Green singulier généralisé
(resp. normal).

Nous nous contenterons d'indiquer la démonstration quand
Q est plongé dans le demi-espace R^.

(i) est en fait la définition d'un opérateur trace de classe 0
(§ 4.) preuve de (ii) : le transposé de l'opérateur d'extension pur

E,: f->f^\x^
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est l'opérateur de trace pur

'E, = (- 1)̂  : f->{- l)" (^.J f{x\ + 0).

Comme le transposé d'un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur le bord ôQ en est encore un ([3] § 2 n° 5), ceci
démontre (ii).

(iii) résulte immédiatement de (i) et (ii).
(iv) se démontre exactement de la même façon que pour

un opérateur pseudo-différentiel analytique (cf [3] § 2 n° 5),
à partir du fait que le symétrique d'un noyau de Green élé-
mentaire : G(— x, — y^ — x^) en est encore un. Nous
laissons au lecteur les détails de la démonstration.

Enfin (v) résulte de ce qui précède, et du fait qu'un opérateur
de Green singulier (resp. opérateur de Green singulier généralisé
de classe 0, opérateur de Green singulier généralisé) admet
une décomposition en somme :

G = Go + 2K, o Tr,.,
resp. G = Go + SE, o T,,

G = Go + SK.Tr, + 2E,T, + SE^.Tr,

où Go est un opérateur de Green singulier de classe 0, E^, Tr^-
sont les opérateurs d'extension et de trace purs ci-dessus, et
Kp Ty, Q^ sont respectivement des opérateurs de Poisson,
des opérateurs trace de classe 0, et des opérateurs pseudo-
différentiels sur le bord.

En examinant la décomposition en série des noyaux au
voisinage de la diagonale du bord ôQ, on obtient pour les
symboles les formules suivantes :

(7.3) <K)(a/, S;)

=r^\^m-yî-^
(7.4) <T)(^, S)

i m / s y / ô y / ^ / , / r , ^= s T ' W W (T(T)(a; ' - ̂  - ̂ '
(7.5) <G)(a/, y, ̂  rij

- i iT i /ô v/ 0 y ,^, ' v s ^
= ? y ' (^) (ô<) 7(G)(X ' - ̂  - ÏÎBÎ - ̂
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Nous allons maintenant prouver

PROPOSITION 7.6. — Le transposé Sun opérateur pseudo-
différentiel analytique généralisé sur Q est encore un opérateur
pseudo-différentiel analytique généralisé sur Q.

Preuve. — Comme c'est déjà vrai pour les opérateurs de
Green singuliers analytiques, il suffira de le prouver pour
l'opérateur PQ associé à un opérateur pseudo-différentiel
de type 0, P, défini au voisinage de Q.

Remarquons d'abord que le transposé de P est aussi un
opérateur pseudo-différentiel de type 0 : on sait d'après
[3] § 2 n° 5 que c'est un opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique; et la condition de symétrie sur le symbole est bien
vérifiée, cela résulte immédiatement de la formule qui donne
le symbole de T (quand Q est plongé dans R^) :

(-) ^ (̂,yo)>M
On démontre alors la proposition en deux étapes : d'abord

la proposition est vraie si P est un opérateur différentiel :
^Pû) est alors l'opérateur qui à /'e3)(Q) fait correspondre
la dérivée au sens des distributions ^(f), où f est le prolon-
gement de f par 0. Et on a vu (§ 5, n° 3, exemple) que
</p^ — CP)û es^ alors un opérateur de Green singulier géné-
ralisé, dont le symbole est donné par les formules (5.16) (5.17).

Grâce au lemme 7.3, il suffira donc de prouver la proposition
quand P est de classe 0 relativement à ôQ. On a dans ce
cas.

LEMME 7.7. — Si P est de classe 0 relativement à ôQ, on a
'(PO) - ('P^.

Preuve. — C'est vrai si P est un opérateur différentiel
de classe 0 : alors dans la formule de Green, toutes les inté-
grales sur le bord sont nulles.

C'est encore vrai si P est de degré 0 (ou négatif) : alors P
est continu

LLnp(V) -> LUV)
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(où V désigne le voisinage de Q sur lequel P est défini)
et on a donc

^ w g == X p(/)g = /, Mg) = ̂  A'PW.
Dans le cas général, on peut d'après le lemme 7.4 supposer

que P est le composé :

P = Q o P'

où Q est un opérateur différentiel de classe 0, et où P'
est de degré 0.

On a alors, parce que Q est local

PU = Qû 0 PQ.

Donc '(PQ) == TOWû) = CP'W^Q. ^
Or ^Q est aussi un opérateur différentiel de classe 0, et

on a pour fe 3)(Q)

'Q(/) = CQW
(il n'apparaît pas de couches sur le bord quand on dérive au
sens des distributions).

Il s'ensuit qu'on a pour /'e3)(Q)

Wf= {tPfWW= ̂ '[CQWl/û
== -PTQ/J/Q == [^'.^(n/û = {^f.

La formule de Green est la formule qui donne le symbole
de ^PQ) — (^P)^ On l'obtient en combinant les formules
7.2, 7.6, et (6.17). Remarquons que ^ P ^ — W û est un
opérateur local, de la forme

SE, o Q,A', ô ^ o Tr,
\ ^x /

et est donc complètement déterminé par son symbole. Nous
nous contentons ici d'en donner le premier terme (symbole
principal) :

(7.7) ^('(Pû) - WQ) = [w(P)(.r', 0, - y, - ̂ )
- e^o(P)(^, 0, - y, - Y]J](^ - iï),)-i.
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La proposition 7.6 suggère une autre définition de la classe
d'un opérateur pseudo-différentiel sur Q (cette autre défini-
tion ne présente en fait d'intérêt que pour les opérateurs
pseudo-différentiels généralisés) : nous dirons que l'opérateur
pseudo-différentiel généralisé A est de classe 0 s'il se pro-
longe en un opérateur continu ê'(Q) -> 3)'(Q) — ou de façon
équivalente, si le transposé ^A est un opérateur pseudo-
différentiel normal (non généralisé). Nous dirons que A est
de classe m s'il existe un opérateur de Green singulier géné-
ralisé G de classe m tel que A — G soit de classe 0.

Pour tout opérateur pseudo-différentiel de type 0: P, défini
au voisinage de û, il existe au moins un opérateur pseudo-
différentiel généralisé de classe 0 sur Q, de la forme PQ + G
(où G est un opérateur de Green singulier généralisé) : par
exemple l'opérateur ^P^. Celui-ci est un opérateur normal
(non généralisé) si et seulement si P est de classe 0 (à cause
de la formule de Green ci-dessus, qui montre que dans le cas
contraire, PQ — ^P)û est une somme non nulle

SEfcQ^ {x\ —\ Tr^, de sorte que si PQ + G est de classe 0,
\ te/

G ne peut pas être un opérateur de Green singulier normal
(non généralisé)).

4. Terminons par les remarques suivantes :
Sur une variété à bord compacte, les opérateurs pseudo-

différentiels (considérés comme opérateurs continus
3)(0) -> 3)(0)) forment une algèbre. Il en est de même de
l'ensemble des matrices de la forme

/A K\
\T Q;

où A est un opérateur pseudo-différentiel sur Q, K un
opérateur de Poisson, T un opérateur trace, et Q un opé-
rateur pseudo-différentiel sur ôQ (une telle matrice est la
matrice d'un opérateur linéaire continu :

a)(Q) © 3)(ôû) -> 3)(Û) e 3)(ôQ)).

(Si II n'est pas compacte, il faut tronquer comme au § 6



OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS ANALYTIQUES 243

avant de pouvoir composer, et on a seulement un résultat de
calcul symbolique.)

Sur l'algèbre des opérateurs pseudo-différentiels, on définit
deux symboles : le premier est celui qui à l'opérateur PQ + G
associe le symbole de P (dans Q, ou au voisinage de Q).
Le premier symbole est nul si et seulement si le noyau-distri-
bution de P est analytique — autrement dit si PQ + G
est déjà un opérateur de Green singulier; il revient au même
de dire que le noyau distribution de PQ + G est analytique
dans Q X Q (pas jusqu'au bord) — donc PQ + G se pro-
longe en un opérateur continu 3)(Q) + 8'(Q) -> 3ë(Q). Le
deuxième symbole est le symbole de G. On s'en sert surtout
quand PQ ==0, ou PQ == 1 (et G est de degré 0). Les
opérateurs généralisés par contre ne forment pas une algèbre.
On peut cependant définir le composé dans les deux cas
suivants :

(7.8) A o B est bien défini
1) si B est un opérateur normal;
2) ou si A est de classe 0.

Les formules du § 6 sont encore valables dans ces deux cas,
Remarquons enfin que l'opérateur PQ est la restriction à

2)(H) d'un opérateur continu : ê'(Q) -> 3)'(Q). En particulier
PQ a une extension continue canonique :

®-,(n)->g(û) ( § 3 , n o 5 ) .

Nous noterons cette extension PQ^, ou PQ s'il n'y a pas
risque de confusion. Nous nous servirons à plusieurs reprises
de cette remarque au chap. n, où nous remplaçons PQ par
Pû?m pour m assez grand. Si on identifie 2)_m(û) à la somme
directe de 3)(Q) et de m exemplaires de 3)(ôQ), ceci apparaît
comme un cas particulier de l'opération qui consiste à remplacer
PQ par PQ©K, où K est un opérateur de Poisson (vectoriel).

Il résulte de 3, n° 5 (formule (3.34)) que les formules de
calcul symbolique (6.6) (ii), (6.11) (ii) et (6.8) (ii), (6.13) (ii)
sont encore valables quand K (resp. G) est un opérateur
généralisé, à condition de remplacer PQ par PQ,^ pour m
assez grand.
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7. Opérateurs à symbole G00.

Nous indiquons ici très brièvement les généralisations à faire.
Tout d'abord, la première généralisation consiste à définir

les opérateurs comme dans (2), ou (6), ou (9) : les symboles
sont seulement C°°; il n'y a pas de condition de croissance
sur la suite des termes du symbole; et les opérateurs sont
définis directement par une intégrale de Fourier.

Cette représentation intégrale est plus maniable que dans
le cas des opérateurs analytiques.

Une deuxième généralisation est nécessaire : en effet la
notion raisonable d'opérateur pseudo-différentiel de type (JL
dans le cas où le symbole est seulement C°° est celle qui est
donnée par L. Hôrmander : si le symbole complet de P est
Sp/c(rp, S;), P est de type pi si pour tout k {s^ désignant le
degré de p ^ )

p,{x, S;) - e^-^p^x, - S)

s'annule avec toutes ses dérivées sur la variété x^ == 0,
^ '=0 , ^> 0.

Ceci n'impose plus de condition sur le degré s^ de p^
ni de condition de symétrie sur la fonction p^ elle-même; et
l'adjoint d'un opérateur de type 0 n'est pas en général
de type 0.

Afin de pouvoir généraliser aux opérateurs à symbole C°°
la théorie qui est traitée au chapitre n, il convient alors
d'introduire une classe plus large d'opérateurs trace, et de
noyaux de Green singuliers : il faut par exemple que l'opéra-
teur /*—> Tr^PÇ/*) soit un opérateur trace si P est un opé-
rateur pseudo-différentiel de type 0.

Un opérateur trace plus général sera alors un opérateur T,
qui, localement, et module un opérateur négligeable (avec la
généralisation évidente du § 1), se met sous la forme :

T^) = (2^/e-^', ̂ (S) à\

(ici encore l'intégrale est éventuellement une partie finie
convenable par rapport à Çn) où t(x\ ^) admet un dévelop-
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pement asymptotique stable par dérivation :

(7.1) t{x\ Ç) ~ S '̂, ^

cette fois, t^x', Ç) est homogène de degré Sk en Ç(^ ->—oo) ,
C00 pour ^/ ^ 0, holomorphe en ^ pour im ̂  > 0, et
enfin il existe un nombre P./( ^ p., où (JL est un nombre fixé,
ne dépendant que de T (correspondant en gros à la classe
de T au sens du § 4) tel que (^ + i^'l)111^ ^it un^ fonction
C00 de ^ sur la demi-sphère de Riemann fermée im ̂  > 0
(point à l'infini compris), privée de l'origine.

Le développement asymptotique (7.1) signifie alors qu'on
a pour tout compact K de ôQ,

^ÏÏ^-?^^7 w \ 2J k ) < ^,^,^|MPll^|^-^pi

pour x' e K, im ̂  ^ 0.
Comme f admet un développement asymptotique

/*~ S/ '̂)^"1 pour ^^oo, la partie finie de l'intégrale
est bien définie, par un procédé de limites d'intégrales dans
le domaine complexe.

Les noyaux de Green singuliers doivent être généralisés
de façon analogue.

Les formules de composition, etc... sont les mêmes qu'au
§ 6. Mais on ne peut plus transposer ces opérateurs.



CHAPITRE II

Applications.

Nous allons maintenant nous servir des opérateurs cons-
truits au chapitre i pour étudier certains problèmes.

Au § 1, nous montrons comment on peut, au moyen de
noyaux de Poisson, représenter les solutions d'un opérateur
différentiel elliptique à coefficients analytiques. Notre méthode
présente en outre l'intérêt suivant : dans le cas d'opérateurs
analytiques, quitte à introduire des hyper-distributions sur
le bord, on peut représenter toutes les solutions, sans aucune
condition de croissance au bord (du moins quand la variété
où tout se passe est compacte). Combiné avec les résultats
des §§ 4 et 5, ceci généralise les résultats de J. L. Lions et
E. Magenes [18], [19].

Au § 2, nous décrivons un exemple pour illustrer les cons-
tructions des § 3 et 4.

Au § 3, nous généralisons aux opérateurs pseudo-diffé-
rentiels analytiques de type 0 les constructions de R. T. See-
ley [14] : il s'agit en gros de montrer que les solutions d'un
opérateur pseudo-différentiel analytique de type 0 et leurs
dérivées successives ont pour trace sur le bord des fonctions
qui sont liées par des relations, qu'on peut décrire au moyen
de projecteurs pseudo-différentiels.

Au § 4, nous appliquons les résultats du § 3 à l'étude des
problèmes aux limites elliptiques généraux pour des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques de type 0 : nous montrons
comment, au moyen des opérateurs construits au chapitre i,
on peut construire une parametrix.

Les résultats des §§ 3 et 4 sont uniquement des résultats
de calcul symbolique. Dans le cas où la variété où tout se
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passe est compacte, on peut aller plus loin, et construire de
vrais projecteurs, ou de vrais inverses. C'est ce que nous
indiquons au § 5.

Enfin tout au long de ce chapitre, nous considérons des
opérateurs qui opèrent sur les sections de fibres vectoriels
complexes (analytiques réels). Cette généralisation est presque
indispensable pour les §§ 3 et 4. La définition de ces opérateurs
ne présente aucune difficulté (elle est indiquée dans [3] pour
les opérateurs pseudo-différentiels] : par exemple si E est un
fibre sur ôQ, F un fibre sur Q, un opérateur de Poisson
analytique K : 3)(ôQ, E) -> ê(Q, F) est un opérateur dont le
noyau-distribution est une fonction analytique jusqu'au bord
hors de la diagonale de ôQ dans û X ôQ, et qui localement,
pour un choix de trivialisations de E et F, a une matrice
dont les coefficients sont des opérateurs de Poisson analytiques
(ceci ne dépend pas des trivialisations choisies de E et F).

Le symbole principal de K est une « forme différentielle »
ko{x, E;', ^) d^, dont la « densité » ko(x, ^', ^) est une
section analytique sur T*Q/ôQ — {^ / = 0} (fibre cotangent
à Q, privé du fibre cotangent normal, sur où) du pull-back
à T*Q/ôQ du fibre L(E, F/ôQ).

Les formules du § 6 (chap. i) marchent encore, avec quelques
modifications évidentes, pour ces opérateurs.

1. Solutions (Tun opérateur différentiel elliptique
à coefficients analytiques sur une variété à bord compacte.

Les notations sont les mêmes qu'au chapitre i. Comme
annoncé, nous nous proposons de prouver :

THÉORÈME 1.1. — On suppose que Q est une variété à bord

analytique réelle compacte connexe. Soit P = P ( x, — ) un
\ ôx/

opérateur différentiel à coefficients analytiques, de degré m,
elliptique (ou un système elliptique opérant sur les sections de
fibres vectoriels analytiques).

Il existe alors une suite Ki, ..., Kq de noyaux de Poisson
analytiques sur Q tels que toute solution f de P qui est C°°
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jusqu^au bord se mette sous la forme

(i.i) f= i K,(^)
i

où fj est la restriction au bord ôQ de la j-ième dérivée normale
de f.

En outre, toute solution de P (sans aucune restriction sur
la régularité ou la croissance au bord) se met sous la forme (i'1),
où cette fois les fj sont des hyper-distributions (fonctionnelles
analytiques réelles) sur le bord ôQ.

Preuve, — Commençons par plonger Q, P dans une variété
analytique ambiante V (comme au chapitre i). On sait d'après
(3) qu'il existe un opérateur pseudo-différentiel analytique Q,
parametrix de P dans V : si T est une hyper-distribution
sur V, à support compact, Q(P(T)) — T est une fonction
analytique.

Q o P — 1 lui-même est un opérateur négligeable analytique
(son noyau-distribution est une fonction analytique sur
V x V).

Observons de plus que si T est une hyper-distribution
portée par un voisinage compact connexe de û, et si P(T) == 0
alors on a T = 0 car T est une fonction analytique (cf. (3)).

Quitte alors à ajouter à Q un opérateur négligeable ana-
lytique et à diminuer V au besoin, on pourra donc supposer
Q o P = l .

Soit alors T e 3ë'(Q) une hyper-distribution portée par
Q, solution de P dans Q : P(T) est donc une hyper-distri-
bution portée par ôQ. Or sur l'ensemble des hyper-distribu-
tions portées par ôQ, on a le résultat suivant :

LEMME 1.2. — Toute hyper-distribution portée par ôQ
s^écrit, d'une façon et d'une seule:

^''^â)^11

où TI est portée par où, et R est de la forme
m—1

R == S T,(a;')(â)^ avec T,6^'(ôQ).
0
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Cette décomposition est compatible avec les topologies cf espace
de Fréchet de 3ig'(ôQ) et de l'espace des hyper-distributions
portées par où.

Ie1? (^)^Q désigne la /-ième dérivée par rapport à (—\
de la mesure superficielle (S)§Q. V0^/

La donnée du champ ( — } définit un isomorphisme d'unw
voisinage de ôQ sur ôQ X ]~ £, s[. Nous noterons x^
la fonction deuxième projection. C'est relativement à cette
décomposition en produit cartésien qu'il faut comprendre la
notation multiplicative T/^')(§)^.

Dans cette décomposition en produit, on a :
0 \ / \ / ̂  Y i "^1 ( ô \ / 0 Y-"
^)=<x^^)+Ïa^x'^){1»)( î\ \ / ~\ \ m m—l /p^)=<-(^)+sa•(a

où ao est une fonction analytique, ajix, —\ un opérateur
^ ox }

différentiel à coefficients analytiques ne faisant intervenir
que des dérivées tangentielles.

si T = J, T,(^)(5)^

on a

P(T) = 5 ̂  ̂ T.^^â)^^.
J',k \ ox /J,k

Compte tenu de la relation

WM = s Ç)(- l)p(^)p^/, W^ wn = s (^(- l)\^)p^/, ow
on voit alors immédiatement, par récurrence sur N, que le
lemme est vrai pour T. Dans le résultat Ti = Q(T) et
R === R(T) dépendent linéairement et continûment de T.

Pour le cas général, on remarque que toute hyper-distri-
bution portée par ôQ s'écrit, d'une seule façon

T = ST,(^')(S)^

où T^(^') e ̂ '(ôû) est une suite d'hyper-distributions sur
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A
où telle que la suite — ATy soit bornée pour tout A > 0.

On voit alors aisément que les opérateurs Q et R ci-dessus
se prolongent continûment.

Remarquons que pour le résultat du lemme, il suffit que
le bord où ne soit pas caractéristique pour P (i.e. que OQ
n'ait pas de zéro). (Bien sûr le lemme 2.1 équivaut au théorème
de Cauchy-Kowalewsky d'existence et d'unicité de la solution
du problème de Cauchy non caractéristique quand les
données initiales sont analytiques.)

Revenant aux notations ci-dessus (T est portée par Q
et solution de P dans Q), on voit donc que quitte à retrancher
de T une hyper-distribution portée par le bord (nulle dans Q),
on peut supposer que P(T) est de la forme :

P(T) - ? (T,(^))(§)^.

m—l

Donc T = Q(P(T)) = S Q(T,(a/)(S)^).
0

Comme l'opérateur qui à Tj e ̂ '(ôû) fait correspondre
Q(Ty(n/)(S)^Q) est un noyau de Poisson analytique (I § 2.5),
la deuxième partie du théorème est démontrée.

Si maintenant f est une fonction C°° (ou seulement de
classe C771) jusqu'au bord sur Q, et est solution de P, P(T)
ne dépend que des valeurs au bord des dérivées normales
d'ordre inférieur à m — 1 de /*.

Précisément on a, avec l'expression de P ci-dessus

P(f)= 2^ ^WHW-'
J',k \ ôx /

où fj est la restriction au bord de ( — ) /*.

On obtient alors l'assertion du théorème en posant

K/^) =?QW^ ^W) (W-'Y
k=o \ \ ox / /

Remarque 1. — La régularité des distributions T, qui
interviennent dans la formule (1.1) est, bien sûr, liée à la
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régularité au bord de la solution T qu'elles servent à repré-
senter. Par exemple, si T ne croît pas plus vite qu'une puis-
sance de la distance au bord, on peut choisir les Tj dans
l'espace des distributions ordinaires sur ôQ.

Remarque 2. — Dans la formule (1.1) présentée ici, les Tj
ne sont pas déterminées de façon unique. On verra aux §§ 3 et 4
comment on peut réduire le nombre des T;. Mais en général,
il n'est pas possible d'avoir une formule de représentation
telle que (1.1) où les Tj soient déterminées de façon unique.

2. Un exemple.

Nous décrivons ici un exemple simple, afin d'illustrer la
théorie développée aux paragraphes suivants.

Soit Q le disque ferme \z\ < 1 du plan complexe. On
posera z = x + iy'

Soit P l'opérateur pseudo-différentiel défini par

Pf = ̂  + i^ - ̂ A

Nous allons étudier l'opérateur PQ.
Nous nous servirons des opérateurs suivants :

/^\ J_ /^ _ . ̂ \ /_ô\ _ J_ /_ô_ . ̂ \
\^) 2 \^x l ôy/ W ~ 2 V^ ôî//

Q(/*)=(^)-i*/1, Q(^(^)-i,y

( Q est inverse de —9 Q est inverse de -- V
\ ' ôjs ' ôz/

On a donc PQ ==(-:) o QQ.
\^/û . _ ^

Remarquons que toute fonction <p e ê(û) s'écrit, d'une
seule façon

y = ?o + g + h
où (po^^iÇÛ) est de trace nulle sur ôQ, ge8(Q) est anti-
holomorphe dans Q, et h e ê(Q) est holomorphe dans û,
nulle à l'origine.
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Par ailleurs l'opérateur ( — 1 est surjectif, de sorte que_ ^ . v^/û
toute /'eê(Q) s'écrit au inoins d'une façon

f ô ô i ô ï./ = = — © = = — © - } - — ^/ ô j s * ô z 1 0 ôz

( la deuxième décomposition f = — <po + — h est unique ).\ ôz ôz y
Un calcul élémentaire montre qu'on a alors

QQ/ l ==yo+^

D'où Pûf=^yo.ôz
On voit donc que le noyau de PQ : Ker PQ est exactement

l'espace des fonctions holomorphes à l'intérieur de Q. (Si

Ço est de trace nulle, on a <po == % -= ïo? donc P^f= 0
ô ôz \équivaut à /* == — A i.e. /* est holomorphe. )

ôz _ y ^
L'image de PQ est exactement — [êi(Q)]. Si 90^^1(^)5

^ ^z

on a Ço == Qû — îo- Donc Tr QQ/* = 0 si /* est dans l'image
OJS

de PQ. Réciproquement, si QQ/^ est de trace nulle, comme

f == — QûA f est dans l'image de PQ.ôz
Soit maintenant K (resp. K) l'opérateur de Poisson qui

correspond à la formule de Cauchy pour les fonctions holo-
morphes (resp. antiholomorphes) :

K(u) = (2nr)-1 f u(t}(t — z)-1 dt,
^ôû

(resp. K(u) = — (2irc)-1 f u(()(^— î)-1 ^V
\ ^ÔQ /

On voit que K o Tr est un projecteur sur Ker PQ.

Et ( — = ) ° K o Tr o QQ est le projecteur sur l'espace des
V^/û

fonctions antiholomorphes, parallèlement à l'image de PQ.
Ainsi on peut décrire le noyau et la co-image (ou l'image)
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au moyen d'opérateurs de Green singuliers qui sont des projec-
teurs de la forme K o T (composé d'un opérateur de Poisson et
d'un opérateur trace).

Dans les deux cas, T o K est un projecteur pseudo-diffé-
rentiel sur le bord :

H == Tr o K est l'opérateur de Hilbert

H (Ï a^} = S a^\
\-QO / 0

c'est un projecteur sur l'espace des données de Cauchy des
solutions de PQ/^O. Sa généralisation jouera un rôle
important au § 4.

fOn a aussi Tr o ̂  o (^\ o K == 1 - H\
v . . . v)z/û . . ./En fait la situation n'est pas toujours aussi simple en général,

et il est commode de commencer par prolonger PQ, de façon
à obtenir un opérateur surjectif.

Une façon simple de le faire est de remplacer PQ par son
extension canonique PQ^ à ê_^(Q) (c'est ce procédé que
nous utilisons au § 3. Ici P^i est déjà une surjection
ê_i(Q) -> ê(Q)). Plus généralement on peut remplacer PQ
par un opérateur de la forme PQ © K.

3. Étude du cas général.

Nous généralisons ici aux opérateurs pseudo-différentiels
analytiques de type 0 la théorie de R. T. Seeley [14].

Nous reprenons les notations du chapitre i.
Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique, ou plus

généralement, un système d'opérateurs pseudo-différentiels
analytiques sur les sections de fibres vectoriels analytiques,
de type 0, défini au voisinage de û. Soit Q une parametrix
de P. Nous nous proposons de prouver le résultat suivant :

THÉORÈME 3.1. — Pour nio assez petit et m^ assez grand,
.il existe un noyau de Green singulier analytique généralisé
»G : ê(û) —> ê^(Q) et un noyau de Poisson analytique généralisé
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K : -n9 C^L ê^Q)^-^ -> ê^ tels qu'on ait les relations suivantes :

avec "Q' = QQ + G

(3.1) a(P^ o Q') = 1
(3.2) a(PQ^ o K) = 0
(3.3) Œ(Q' o P^ + Ky) = 1.

y désigne ici l'opérateur qui à /e ê^ fait correspondre-
la suite de traces : (fj)j=m^ ..., mi-r Ky est donc un noyau de
Green généralisé, dont le symbole est un projecteur (c'est
virtuellement un projecteur sur le noyau de PQ dans ê^).

Ces opérateurs permettent en outre de construire un opé-
rateur qui symboliquement se comporte comme un projecteur
sur un supplémentaire de Pû(ê^) : si TT est un noyau de
Green singulier analytique, « projecteur sur un supplémentaire
de ê^ dans ê^, il suffit de prendre un noyau de Green
singulier ayant même symbole que PitQ'.

Par contre, il n'est en général pas possible de décrire de
cette façon (même symboliquement) le noyau et la co-image
de P dans ê(Q) = êo.

Pour démontrer le théorème, il sera commode de factoriser
le symbole principal po{x, S;) comme suit : rappelons d'abord
que po{x, Ç) est de degré entier, et a même parité qu'une
fraction rationnelle de ce degré d'homogénéité. On peut donc
l'approximer par une fraction rationnelle en S;. Exactement^
il existe un polynôme de Ç : a(a/, S;) tel que

a(x, ^-W-p^x, ̂  et po(^ Wx, ̂ ^

soient de degré 0 et aussi voisins qu'on veut de la matrice
identité.

Pour les symboles voisins de l'identité, rappelons le résultat
suivant :

LEMME 3.2. — Si po{x, S;) est une matrice analytique pour-
^ 7e 0, homogène de degré 0, assez voisine de l'identité, et de
type 0 (i.e. fonction symétrique de ^), il existe des matrices
p'^'Çx, ^) et p~{x, ^) continues, homogènes de degré 0, ana-
lytiques pour ^f 1=- 0, holomorphes en ^ pour 1 ± im ̂  < 0^
holomorphes et régulières à l'infini en ^, telles que po = P+P~~^
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Cette décomposition est unique si on impose en outrep-(x', y , oo) = i.
Il résulte du théorème des fonctions implicites, et du fait

que l'application linéaire tangente, qui à une fonction p^Ç^n)
(resp. et p~(^n))? holomorphe y compris à l'infini pour im ^ ^ 0
{resp. pour im ^ ^ 0, et nulle à l'infini) fait correspondre la
somme p^ + P~ est un isomorphisme sur l'espace des fonc-
tions analytiques sur la droite réelle, holomorphes à l'infini.

Rappelons que le résultat du lemme est faux pour une
matrice de rang ^ 2 qui n'est pas voisine de l'identité,
même si celle-ci est dans la composante connexe de l'identité
(dans le groupe topologique des matrices analytiques, y com-
pris à l'infini, de ^) comme le montre l'exemple de la matrice
2 x 2 :

^n+i

Ïn-t
0

\ ° ^\ în + l /

po{x, \} admet donc les factorisations suivantes :

(3.4) p,(x, Ç) = a(x, m-^p-Çx, ^)p+(x, Ç),
(3.5) p,(x, i;) = p'-{x, ^)p'+(x, W^a{x, Ç).

A l'aide de ces factorisations, nous allons prouver les théo-
rèmes de division qui suivent :

PROPOSITION 3.3. — Soit g[x\ S;', ̂ , Y]J un symbole principal
de noyau de Green singulier analytique. Il existe un symbole
principal de noyau de Green singulier généralisé g{x'^ ^', ̂ , Y]J
tel quon ait :

(3.6) po o g' == g (le composé est pris au sens de la formule
1(6.8) (iii)).

Il existe en outre un symbole de noyau de Green singulier g"
et des symboles de noyaux de Poisson kj, j == 1 ... q tels qu^on
ait :

(3.7) g " o po + 1 k^{ == g.
1
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Preuve de (3.6). — On a

PO o g' = ̂ (Po(W(^ ^ln)) = hWx, W-^P-P+g'^ TlJ).

Il suffit de prendre alors

g^n, ïl») = (P^-^n - i^m^p-)-^-^ + i\Wg(^ ï]n).

Preuve de (3.7) : le symbole de g" o p^ est égal à

tW(^, ÏIJP'- '̂, TInV '̂, Ï],M', ïl,)|^2 + TlD.

Comme ci-dessus, l'égalité

W^n, ^)p'-y, ïijp'+(^, ï],)a(^, ^J|^^ + yiD = ^[gî-

a une solution, par exemple la fonction

g'z = ̂ in + i^mp-)-1^^)-1^ - i^ra^g).
La différence îî~{g[ o p^) — g est alors un polynôme de Y)^
dont les coefficients sont des symboles de noyaux de Poisson
analytiques.

La proposition est démontrée. Nous achevons de prouver le
théorème. Pour abréger, les lettres latines capitales désignent
maintenant des symboles complets, et la loi de composition
est donnée par les formules de 1 § 6.3. Soit Q une parametrix
de P. Alors PQ — 1 = G^ où Gi est symbole complet d'un
noyau de Green singulier.

D'après la proposition 3.3, il existe un noyau de Green
singulier analytique de symbole complet G[ tel que

^(PûGQ == (To(Gl)

de sorte qu'avec Qi == Q + G^, on a

(PûQl) = 1 - Û2

où G2 est symbole d'un noyau de Green singulier de degré^
_ ^

D'après la proposition 1.6.2, il existe un noyau de Green
singulier de symbole Gg tel que (1 + Gg^i — Gg) == 1.

Posant alors Qi == (QQ + Gi)(l + Gg), on a finalement

(3.8) PoQi - 1.
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De même on a QûPo — 1 == €3, et en appliquant la deu-
xième partie de la proposition 3.3, on voit qu'il existe un
noyau de Green singulier analytique de symbole complet €3
et un noyau de Poisson analytique de symbole complet K.3
tels que

^O((QQ + &3) + Ks) = 1.

Il est alors aisé de compléter K.3 en un symbole de noyau de
Poisson généralisé K.4, de sorte qu'on ait (sur ê^ pour mo
assez petit)

^o((Qû + Gg) + K<) = 1.

Puis, par le même procédé que ci-dessus, on construit des
symboles complets Gg, K^ (ayant même symbole principal
-que G^ et K^) tels qu'on ait

(3.9) (Qû + G^)P + Ks = 1.

Posons alors

.(3.10) Ky == (1 - QiP)K^.

On a alors

<3.11) PûKy = 0,
(3.12) KY(I - Q,PQ) == (1 - Q,Pû),
(3.13) (1 - QiPû)Ky = Ky

puisque d'après (3.8) on a PQ(I — QiPû) == 0.
Il en résulte

(3.14) K^Ky = Ky.

Posons enfin

(3.15) Q' == Qi - KyK

on a alors

Q'p^ + KY = Q,PQ + K(l - Q,PQ)= Q,PQ + 1 - Q,PQ = 1.

Le théorème est démontré.
3)Sur —ns c^ ^(ôQ)"1^7"0, l'opérateur yK a pour symbole
^TOI
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complet un projecteur: yKyK == yK. Intuitivement, un
opérateur ayant pour symbole complet yK généralise, pour
l'opérateur PQ, l'opérateur de Hilbert du § 2.

4. Problèmes aux limites elliptiques.

Nous nous servons maintenant des résultats du § 3 pour
étudier le problème aux limites plus général suivant : soient
E, E'; F, F' des fibres vectoriels analytiques sur Q et où
respectivement.

On considère le système d'équations suivant :

(1) Pû/ '+IOu=g,
(2) ^lf+ (yu=^

où P est un opérateur pseudo-différentiel analytique de
type 0, elliptique, et opère des sections de E dans celles
de E'; K est un noyau de Poisson analytique qui opère des
sections de F dans celles de E'; T est un opérateur trace
analytique qui opère des sections de E dans celles de F'; Q
est un opérateur pseudo-différentiel sur le bord, qui opère
des sections de F dans celles de F'.

Nous dirons que le problème est elliptique à droite (ou
sous déterminé), resp. elliptique à gauche (ou sur déterminé),
resp. elliptique, s'il possède une parametrix à droite, resp. à
gauche, resp. bilatère. Il est aisé de vérifier que c'est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'on ait des inégalités
à priori du type habituel (pour l'opérateur lui-même dans le
cas sous déterminé, ou son adjoint dans le cas sur déterminé).

Si le système (1), (2) est elliptique sous déterminé, on a le
théorème suivant, qui résulte immédiatement de l'existence
d'une parametrix à gauche, des propriétés de continuité et
d'analyticité décrites au chapitre i, et des théorèmes de
composition de I, § 6.

THEOREME 4.1. — On suppose que le système d'équations (1),
(2) possède une parametrix à gauche. Alors, si g et P sont
analytiques jusqu'au bord (resp. C°°^, au voisinage d'un point
XQ du bord, il en est de même de f et u.
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Nous donnons maintenant des critères pour que le système
(1), (2) ait une parametrix à droite ou à gauche. Nous nous
restreindrons au cas où l'équation (1) possède une parametrix
à droite, ce qui apporte quelques simplifications pour l'étude
de la parametrix à gauche.

Nous gardons les notations du § 3, en outre, nous suppose-
rons rriQ ^ 0 et m^ ^ 0, ce qu'on peut toujours faire.

—i
y désigne l'isomorphisme qui à f= S fj'W^i'^ + f e ®mo(û)

__ mo
où feSÇQ) et /}3)(ôQ) fait correspondre la suite (/*;)y=^...^
(pour / ^ 0, fj désigne la restriction au bord de la /-ième
dérivée normale de /*).

Y° désignera sa restriction à 3)(Q) = 3)o(^)-
Tous deux sont des opérateurs trace.
Les questions que nous traitons ici concernent uniquement

les symboles, aussi, comme au paragraphe précédent, les
lettres latines capitales désignent des symboles complets.

Nous noterons H le symbole yK.
Enfin nous introduisons un symbole de noyau de Poisson

généralisé L == L° + L~ (où L° prend ses valeurs dans
ëo(Û), L~ dans l'espace de distributions portées par le bord
}m^ ' ê(ôQ) (â)^) tel qu'on ait

0 /

yL= 1; y<>Lo= 1.

1. Nous cherchons d'abord sous quelles conditions l'équa-
tion (1) possède une parametrix à droite.

PROPOSITION 4.2. — Uéquation (1) possède une parametrix
à droite si et seulement si le symbole principal

oo(yQ'(PL + K^))

est une surjection de E '̂̂ e F sur le fibre image de o-o(l — H).

Preuve. — Supposons d'abord que l'équation (1) possède une
parametrix à droite : P^P2 + K^T2 ==1 on a alors
yQ'(PP2 + lOT^PûLo = (1 — H)L = 1 — H ce qui prouve
que l'assertion de la proposition est nécessaire.

Réciproquement, si l'assertion de la proposition est vraie,
il existe un symbole d'opérateur pseudo-différentiel analytique
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sur ôQ, Q2, opérant des sections de E"^"*0 dans celles de
E"11 e F, tel qu'on ait

(4.1) ïQ'(PûL + K^Q2 == 1 - H

(en effet, on peut toujours trouver un opérateur dont le
symbole principal convienne, c'est-à-dire un symbole complet
Q'2 tel que Q'(PûP2 + K^Q'2 = 1 - H - Q", où Q"
est de degré — 1 : cela revient à construire une section d'un
homomorphisme surjectif de fibres vectoriels analytiques.
Quitte à remplacer Q'2 par Q'^l — H), on peut supposer
Q" = Q"(l - H), donc 1 - H - Q" = (1 - H)(l - Q").
Or, d'après [3], § 1.1, il existe un symbole analytique Q"'
tel que (1 - Q")(l + Ç^) = 1. Il suffit alors de remplacer
Q'2 par Q2 = Q'^l + Q'")).

Nous décomposons Q2 suivant ses composantes sur E7"0""4

et F:
Q2 = Q3 + Q4.

Dans la construction que nous avons faite, on a en outre^

Q^l - H) = Q2

donc aussi Q3 === Q3(l — H), Q4 = Q^l — H).
Comme HyQ' = 0, on a alors

yQ'(l - (PL + KWyQ' = 0

par suite, on a (1 - (P^L + K^Q^Q' = P^P3 avec
P3 = (1 - LO^Q^I - (P^L + KWyQ').

De sorte qu'on a bien trouvé une parametrix à droite :

PûP2 + lOT2 = 1
avec

(4.2) P2 = LUQ^Q' + P3, T2 = Q^Q'.

Nous supposerons désormais la condition de la proposition
4.2 vérifiée, et nous gardons les notations introduites ci-dessus.

2. Recherche d'une parametrix à droite.

Nous examinons maintenant les conditions pour qu'il
existe une parametrix à droite. Nous introduisons d'abord de
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nouvelles notations :

(4.3)
Y':=(^id.): 3)(Q, E)©3)(ôQ, F)->3)(ôQ, E^e^ôQ, F)

désigne l'opérateur trace qui à (/*, u) e= ®(0, E) C®(ôQ, F) fait
correspondre (y0/*, u) e ®(ôQ, E^œ^ôQ, F).

Avec les opérateurs introduits dans 2, on a :

PP^ = QWPû = Q^l - H)y

(car T Q ' P Û = T ( I - K Y ) = ( I - H ) Y et Q^l - H) = Q4).
On a aussi

P2p^ = LOQ^ + P^Q

- LOQ^ + (1 - L<>Y)(I - KY) - (1 - L<>Y)Q'(PQL + K^Q2.

Par suite la matrice (symbole d'un opérateur sur
ê(Q, E)eê(ôQ, F)

/P^û P2^^
VT2?^ T2^/

est un projecteur, de la forme 1 — K5^' où K5 est symbole
d'un opérateur de la forme K + Q, où K est symbole
d'un noyau de Poisson, Q est symbole d'un opérateur pseudo-
différentiel sur le bord.

Posons enfin

(4.4) H' = y'K5

c'est aussi un projecteur (c'est le symbole d'un opérateur sur
ê(ôQ, E^e^ôQ, F), qui généralise pour l'équation (1)
l'opérateur de Hilbert du § 2).

PROPOSITION 4.3. — Pour quil existe une parametrix à
droite pour le système (1) (2), il faut et il suffit que le symbole
principal

<7o(T1 + Q^K5

soit une surjection de E"11 © F sur F\

Preuve. — C'est nécessaire, car s'il existe une parametrix à
droite, il existe un symbole de noyau de Poisson K6 et un
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symbole d'opérateur pseudo-différentiel sur où, Q6, tels que

PûK6 + K^6 = 0,
^K6 + (^Q6 = 1.

alors (K6 + Q6) = KY(K6 + Q6); et on a donc

1 = (T1 + Q^KY^6 + Q6).

Réciproquement, si c'est vérifié, on voit comme ci-dessus
qu'il existe un symbole d'opérateur pseudo-différentiel ana-
lytique sur le bord Q7 tel que

(T1 + Q^K^7 = 1.

On obtient alors une parametrix à droite en prenant pour
K6, Q6 les composantes le long de ê(Q, E) et êfôQ, F) deK^7. \ ^

3. Nous examinons maintenant les conditions pour qu'il
existe une parametrix à gauche, en supposant toujours véri-
fiées les conditions de la proposition 4.2.

PROPOSITION 4.4 — On suppose vérifiée la condition de la
proposition 4.2; avec les notations du n° 2, pour qu'il existe une
parametrix à gauche, il faut et il suffit que le symbole principal
d'opérateur pseudo-différentiel analytique sur

^o((T1 + Q^K5)

soit injectif sur le fibre image de o-o(H') == ao(y'K5).
C'est nécessaire : supposons qu'il existe une parametrix

/p8 K8V /p ^iv ^

\T8 Q8/ \T1 Q^ -- 1

on a alors K5 = (K8 + O8)^ + Q^K5,
d'où H' = y'(K8 + Q'^T1 + Q^K5.

Réciproquement, si la condition de la proposition 4.4 est
vérifiée, on voit, toujours par la même méthode que ci-dessus
qu'il existe un symbole d'opérateur pseudo-différentiel sur le
bord, Q9, tel que

Q9(Ti + Qi)K5 = H'.
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On obtient alors une parametrix à gauche en posant

(4.5) (P8 + Q8) == (P2 + T2) - K^T1 + (^(P2 + T2),
(K8 + Q8) = K^Q9

(le composé vaut en effet alors

(P2 + (^(PÛ + K1) - K^T1 + (^(P2 + T^PQ + K1)
+ K^T1 + Q1)

= (1 - KY) - K^T1 + Ql)(l - KY) + K^T1 + Q1)
= 1 - KY + K^T1 + Q^K5

== 1 -- KY + KWy' = 1).

4. Nous étudions maintenant le cas où le système (1), (2)
est elliptique. Pour éviter trop de confusion dans les notations,
nous noterons Pû,mo l'extension de PQ à ê^(û, E).

PROPOSITION 4.5. — Pour qizil existe un problème elliptique
de la forme (1), (2), associé à PQ, il faut et il suffit que le fibre
image du symbole principal

^o(H)

(ou aussi bien de o'o(l — H)) soit stablement trivial sur la sphère
cotangente à ôQ en tout point du bord ôQ.

Prouvons que c'est suffisant : en effet il existe alors un fibre
F sur le bord où tel que o-^E^-^e F soit trivial sur toute
sphère cotangente à ôQ en un point de ôQ. Autrement dit,
il existe un fibre F' sur ôQ, et un isomorphisme q{x\ S;')
de OoÇl-^E^'^eF sur l'image réciproque de F' sur le fibre
de sphères cotangentes.

Soit alors A un opérateur pseudo-différentiel :

^(E7»0-"11 © F, où) -> ̂ (F', où)

tel que o"o(A) = q{x\ ^f) sur la sphère cotangente unité.
Alors le problème

(1) PQ,m,f=g,
(2) A(Hf, u) = P

est elliptique.
En effet l'hypothèse implique qu'il existe A' == AE © Ap

tel que 6(AA') = 1, 6(AEÂ) = 6(H), 6(ApA) = 1p.
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Alors le système suivant est parametrix à (1), (2) :

(1') / •==Q'g+KA^
(2') u = App.

Prouvons que c'est nécessaire : on suppose donc que le
problème (1), (2) du début du chapitre est elliptique. Avec les
notations des n08 1, 2, 3, ((P1 + T^K5) est donc un isomor-
phisme du fibre image de ^(H') sur F'. L'image de o"o(H')
est donc un fibre trivial sur toute sphère cotangente en un
point de ôQ.

Nous voulons maintenant comparer le problème (1), (2)
à celui du § 3; pour cela, introduisons encore les opérateurs

(4.6) L5 = LO + id. F

(symbole d'un opérateur

3)(ôQ, E^e^ôQ, F)->g(Q, E)eê(ôQ, F).
On a

y'L5 == 1,
(4.7) B = (PU + K1)!̂ ! - H'^P2 + T2),

on a

(4.8) y'(P2 + T2)^ - B) = 0

(en effet cela vaut
(p2 ̂  T2) - (1 - KY)!-^! - H')y'(P2 + T2)

= (P2 + T2) - (1 - H^y'L^l - H')y'(P2 + T2)
= HY(P2 + T2) = K^l - KY)(P2 + T2) = 0

puisque

(PO + K^P2 + T2) = 1, (P2 + T^PQ + K1) = 1 - KY
et K^l - KY) - 0).

On a alors

(1 - B) = Pû(l - LY)(P2 + T2)^ - B)
= P^(l - Ly)(l - LY)(P2 + T2)^ - B)

et par suite

(4.9) yQ(l-B)=0
(car TQPû,..(l - Ly) = (1 - Ky)(i - Ly)

=(i- H)(l - Ly) = (1 - H)(y - y) = 0).
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Si on pose alors

(4.10) Q1» = YQ(PQ + K1)!̂ ! - H'),
(4.11) Q" = /(^ + T^)Pû^L(l - H)

(ce sont des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels sur où)
on déduit de (4.9) qu'on a

QloQii = YQBPQ.,L(I - H)= ïQpû^m - H)
= Y(l - Ky)L(l - H) == (1 - H)yL(l - H)

(4.12) Q^Q11 == 1 — H

exactement de même, on trouve

(4.13) Q1^10 == 1 - H'.

Oo(Q10) est donc un isomorphisme du fibre image de
Oo(l — H) sur le fibre image de Oo(l — H); cro(Q11) est
risomorphisme inverse. Comme E7"1'"1"0, E"'1, et F7 qui est
isomorphe au fibre image de o"o(H') sont triviaux sur toute
sphère cotangente à ôQ, le fibre image de Oo(l — H7),
donc aussi le fibre image de Oo(l — H) qui lui est isomorphe,
et finalement le fibre image de Oo(H) puisque

H + (1 - H) == id. E -̂̂ ,

sont stablement triviaux sur toute sphère cotangente en un
point de ôQ. La proposition est démontrée.

5. Cas où la variété û est compacte.

On suppose Q compacte, connexe. Les résultats de calcul
des §§ 3, 4, sont encore valables. Mais cette fois, on peut
composer sans restriction les opérateurs. Dans ce qui suit, les
lettres capitales latines désignent à nouveau de vrais opéra-
teurs (ayant pour symboles complets ceux qui ont été décrits
aux §§ 2, 3).

PROPOSITION 5.1. — On peut choisir m^ assez petit pour que
Pû(ê^_^(û, E)) soit constant pour k ^ 0.

il
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Si on choisit m^ assez grand, on peut trouver Q', K ayant
pour symboles ceux du § 3, tels que _

PûQ' sou un projecteur sur l'image Pû(ëmo(û))
QTû + K == 1.

Alors si L est un noyau de Poisson généralisé : tel que
yL = 1, (il en existe)

et si H est le projecteur yK,
Pû(l - Ly)Q' = P(l - Ly)(l - H)Q'

est un projecteur sur un supplémentaire de Pû(^m<(^? E))
dans PQ(<UQ, F)).

Preuve. — Q' et K désignent provisoirement n'importe
quels opérateurs ayant pour symbole ceux du § 3. On a alors

PûQ' = l - Ri
Q'PQ + K = 1 - Ra

où Ri, Rg sont des opérateurs négligeables, analytiques.
On peut alors faire les améliorations suivantes : __
L'image de (1 — Ri), donc aussi celle de PQ : Pû(^mo(û))

est fermée, de codimension finie. Pû(^mo(û)) est donc constant
pour mo ~> — oo. Ceci prouve la première assertion du
théorème.

Conformément à ce qui est indiqué dans I, § 1, il existe un
opérateur négligeable analytique R^ tel que

(1 ~ Ri)(l + RQ = 1 - Ra

soit un projecteur de codimension finie. On peut alors remplacer
Q' par Q'(l + RQ de sorte qu'on ait P^Q' == 1 — Ra.

En outre il existe un opérateur négligeable analytique R^
tel que PûR4 commute à PûQ', et soit un projecteur sur un
supplémentaire de (1 — Ra^O)) dans P^mo^))- Quitte
à remplacer Q' par Q' + R4, on voit qu'on peut finalement
supposer que PûQ' est un projecteur sur Pû(^mo(û)).

^ — Q'PÛ est alors un projecteur sur le noyau de P.
Et (1—Q'Pû)K a même symbole complet que K, de

sorte qu'on peut supposer P^K == 0.
Il existe alors un opérateur négligeable analytique R§

tel que P^ = 0, et (1 + R^l — Rg) == 1 — Rs soit un
projecteur de codimension finie.
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On a alors P(l + Rg)Q' == P^Q'.
Quitte à remplacer Q' par (1 + R5)Q', et K par

(1 + R5)K, on peut donc supposer que Rg == Re est un pro-
jecteur de rang fini.

Enfin on a supposé û connexe. Donc une fonction ana-
lytique jusqu'au bord sur û, qui s'annulle avec toutes ses
dérivées sur le bord où est identiquement nulle sur 0.
Il s'ensuit que, quitte à augmenter m^ on peut trouver un
opérateur négligeable analytique R7 :

®(ôQ, E^—o) -> g^(Q)

tel que Ryy soit un projecteur sur l'image de Rg = Rç.
On a alors R7yR2 == R2, ^2^ = RTÏ, et P^Ry == 0.

Quitte finalement à remplacer Q' par (Rg — R^Q^y
et K par K + (Rg — Ry^K + R/y, on voit qu'on peut
enfin supposer Rg == 0.

Le théorème est démontré.
On peut procéder de même pour le problème aux limites

étudié au § 4 : quand il existe une parametrix à droite ou à
gauche, il existe aussi un opérateur ayant même symbole
complet, qui soit un inverse à droite ou à gauche module un
projecteur de rang fini, négligeable analytique.
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