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Einleitung.

Neben die Theorie der RadonmaBe auf lokalkompakten
Riaumen von Bourbaki [7] sind in den letzten Jahren eine
Reihe von weiteren MaBtheorien auf topologischen R#éumen
getreten. Wir denken hierbei insbesondere an die Arbeiten
von Alexandroff-Varadarajan [1], [41], Gould-Mahowald [17],
Schwartz [37] und Krickeberg [27]. In diesen Arbeiten werden
jeweils MaBe auf allgemeineren topologischen Réumen als
lokalkompakten betrachtet. Obwohl jeweils von unterschied-
lichen Voraussetzungen ausgehend, ist doch allen diesen
Theorien gemeinsam, daf sie nur spezielle MafBle auf dem
zugrunde liegenden topologischen MafBraum behandeln und
daB man fiir den Spezialfall eines lokalkompakten Raumes
nicht die volle Theorie der RadonmaBe von Bourbaki zuriick-
erhialt. Den allgemeinsten Standpunkt nimmt Varadarajan
ein — doch bei thm werden nur beschrankte MaBe behandelt.
Die Hauptziele dieser Arbeit sind deshalb :

10 Erweiterung der Theorie der RadonmaBe von Bourbaki
auf vollstindig regulire (*) Raume;

20 Erweiterung der MaBtheorie von Varadarajan auf nicht
beschrinkte Mafe.

Interessanterweise haben beide Probleme eine gemeinsame
Lésung.

Das Problem 1° wird unter dem Gesichtspunkt behandelt,
einen moglichst groBen Teil der reichen Struktur, die fiir die
Theorie der RadonmaBe auf einem lokalkompakten Raum zur

(1) Die Beschrinkung auf vollstindig regulire Riume in dieser Arbeit hat rein

beweistechnische Griinde. Die gleichen Uberlegungen lassen sich ebenfalls fiir belie-
bige topologische Rédume durchfiihren, wobei lediglich einige Aussagen der beiden
letzten Paragraphen leicht zu modifizieren sind. Durch den bekannten ProzeB der
Quotientenbildung (vgl. auch Abschnitte 3.4 und 3.5) kann zudem der allgemeine
Fall stets auf den hier behandelten zuriickgefiihrt werden.
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Verfiigung steht, auf vollstandig regulire Ridume zu iiber-
tragen. Die Struktureigenschaften der RadonmaBe hingen
aber eng mit der Struktur des Ringes J aller stetigen reellen
Funktionen mit kompaktem Triger zusammen. Um auf einem
voelstindig reguliren Raum X einen Ring von stetigen
Funktionen mit dhnlichen Struktureigenschaften, wie sie der
Ring R auf einem lokalkompakten Raum besitzt, zu defi-
nieren, muBl man auf X ein System von Teilmengen auszeich-
nen, das die Rolle der kompakten Mengen in den lokalkompak-
tem Réumen iibernimmt. Dies leistet der von Gould [16]
eingefiihrte Begriff des « bounding system ». Anstelle der
unter Umstédnden recht einschrinkenden Voraussetzung der
Lokalkompaktheit — man denke etwa an topologische Vektor-
raume — tritt dabei die schwichere Forderung nach der
Existenz einer « beschriankten » Umgebung fiir jeden Punkt
von X. M.a.W.: man ersetzt die lokale Kompaktheit durch
lokale Beschrinktheit. Das Beschrinkungssystem % kann
dabei je nach Problemstellung verschieden gewihlt werden.
Der Ring R(X, #) aller stetigen, reellen und beschrinkten
Funktionen auf X mit beschranktem Trager 148t sich dann
mit den gleichen Strukturen versehen wie der Ring X auf
einem lokalkompakten Raum. Definiert man ein Mall auf dem
lokalbeschrinkten Raum (X, #) als stetige Linearform auf
R(X, B), so ist klar, daB dann auch der Raum der MaBe auf
(X, ®) als Dual von X(X, #) analoge Strukturen besitzt wie
der Raum der RadonmaBe auf einem lokalkompakten Raum.
Unter anderen Gesichtspunkten wurde das Problem 1° bereits
von Kélzow [23]-[25] behandelt. Er betrachtet Paare m,, m,
von Mengensystemen, wobei m, als Ersatz fiir die kompakten
Mengen dient. Hierbei 1aBt sich m,; als System der offenen
Mengen einer Topologie deuten [24] und dann M, in eine
(eineindeutige) Beziehung zu einem Beschriankungssystem
bringen. Seine Untersuchungen beschrianken sich auf t-stetige
MaBe, obwohl sein Ansatz aufgrund der obigen Bemerkungen
sowie der Def. 1.4.2 (¢) dieser Arbeit auch die Untersuchung
straffer Mafle gestattet. Einen weiteren Ersatz fir die kom-
pakten Mengen fiihrte bekanntlich Marczewski [30] (vgl. auch
Pfanzagl-Pierlo [35]) ein. Die zugehorige MaBtheorie erfafit
jedoch im wesentlichen nur die straffen und beschrinkten

Male.
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Das Problem 2° fiihrt auf shnliche Uberlegungen wie bei
Problem 1°. Ausgangspunkt bei Varadarajan ist eine endlich-
additive Mengenfunktion auf der von den z-Mengen eines
topologischen Raumes X erzeugten Algebra &. Auch hier
legt der Versuch, nicht beschrinkte MaBle auf X sinnvoll zu
definieren, die Einfiihrung eines Beschriankungssystems %
auf X nahe. Anstelle der Algebra & tritt dann der von den
beschriankten z-Mengen erzeugte Ring £4. Analog konnen
dann die Baireschen bzw. Borelschen Mengen von (X, %)
definiert werden als der von den beschréankten z-Mengen bzw.
abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen erzeugte
o-Ring. Dies entspricht i1m Falle eines lokalkompakten
Raumes X mit den kompakten Mengen als Beschriankungs-
system dem Standpunkt von Halmos [18]. Da sich die (verall-
gemeinerten) MaBe auf dem Ring 8 und die stetigen Linear-
formen auf H(X, %) eineindeutig entsprechen, fithren die
Probleme 1° und 2° in der Tat auf das gleiche Konzept von
MaBen auf lokalbeschriankten Réaumen.

Die MaBe auf einem lokalbeschrankten Raum (X, %)
unterscheiden sich jedoch in einem wesentlichen Punkt von
den RadonmaBen. Wihrend diese stets straff sind, konnen die
MaBe auf (X, #) rein-unstetig sein. Es i1st daher eine Klas-
sifizierung der MaBe nach ihren Stetigkeitseigenschaften, wie
sie von Le Cam [28] eingefithrt worden 1st, erforderlich. Die
weiteren Aufgaben dieser Arbeit bestehen somit in:

3° Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der Male
auf (X, #) mit Hilfe der #-Kompaktifizierung;

40 Untersuchung der Zusammenhénge zwischen der Struk-
tur eines lokalbeschrinkten Raumes und der Stetigkeit seiner

MaBe.

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Paragraphen. § 1 ist den
grundlegenden Eigenschaften eines lokalbeschrinkten Raumes
sowie des Raumes seiner MaBe gewidmet. In § 2 wird das
MaB p auf die Menge der p-integrierbaren Funktionen fort-
gesetzt und der zugehérige MaBraum (X, B, 1) abgeleitet.
Die verwendete Fortsetzungsmethode ist rein funktionalana-
lytisch und unabhingig von dem speziellen Stetigkeitscharak-
ter von w. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, daf eine
gemeinsame Konstruktion des Riemann- und des Lebesgue-
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Integrals angegeben wird. In den Abschnitten 2.3 und 2.4
wird dann die Beziehung zu den Fortsetzungsmethoden von
Daniell-Stone und Bourbaki mittels des Oberintegrals w*
hergestellt. Es zeigt sich, daB beide Methoden dquivalent sind.
Das eigentlich iiberraschende Ergebnis ist jedoch, dal die
gleiche Fortsetzungsmethode auch fiir das Riemann-Integral
durchfiihrbar 1st.

In § 3 werden die erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen der
Integrationstheorien von Loomis [29], Daniell-Stone [11],
[39] und Bourbaki [7] verglichen. Es zeigt sich, daB} der in § 2
entwickelte Integralbegriff je nach Stetigkeitseigenschaft des
zugrunde liegenden MaBes entweder dem Riemann-Integral
nach Loomis oder dem ersten bzw. zweiten Stoneschen Integral
oder, falls der Raum lokalkompakt ist, dem Bourbakischen
Integral entspricht. Die in § 2 entwickelte Fortsetzungs-
methode faft demnach die genannten Integrationstheorien
zusammen. Ferner wird gezeigt, daB} sich die abstrakten Integra-
tionstheorien von Loomis und Stone stets auf den konkreten
Fall eines MaBes auf einem lokalbeschrinkten uniformen
Raum zuriickfiihren lassen. Im Gegensatz zu der Riickfithrung
auf die Theorie der RadonmaBe mittels Kompaktifizierung
durch Bauer [3], [4], wird hierbei der urspriingliche Mafiraum
beibehalten, und es stimmen nicht nur die Aquivalenzklassen

?, sondern auch die Riume 9% der p-fach integrierbaren
Funktionen in der abstrakten und in der konkreten Theorie
iiberein. Im Falle des zweiten Stone-Integrals (auch « ab-
straktes Bourbaki-Integral » genannt) machte Kolzow [23]-[25]
bereits analoge Aussagen.

§ 4 bringt eine Charakterisierung der Stetigkeitseigen-
schaften der MaBe auf (X, %) mittels der #-Kompaktifi-
zierung X@g. §5 untersucht die Zusammenhénge zwischen der
Struktur eines lokalbeschrinkten Raumes und der Stetigkeit
seiner MaBe. In 5.4 werden insbesondere eine maBtheoretische
Kennzeichnung der reellkompakten Riaume oder Q-Rédume von
Hewitt [20] gegeben und damit die — leider falschen —Charak-
terisierungssdtze von Go-Din Hu [15] und Knowles [22] rich-
tiggestellt. Aus diesem Charakterisierungssatz folgen einige
Resultate, die auch fiir RadonmaBe auf lokalkompakten Rau-
men neu sind. Ferner enthidlt dieser Satz Ergebnisse der
Arbeit von Choquet [9] als Spezialfall. SchlieBlich wirft der
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Charakterisierungssatz neues Licht auf das « allgemeine
Problem der MafBitheorie » — nimlich auf die Frage nach der
Existenz meBbarer Kardinalzahlen.

Grundlegend fiir diese Untersuchungen waren die beiden
Arbeiten von H. Bauer [3], [4], die die Beziehungen zwischen
den abstrakten Integrationstheorien von Loomis und Stone
und der Theorie der RadonmaBe herstellen. Der Verfasser
dankt seinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. H. Bauer, fiir
sein Interesse und seine Anregungen, wodurch diese Arbeit
sehr gefordert worden ist, sowie den Herren Prof. K. Jacobs
und D. Kélzow fiir einige sehr wertvolle Hinweise.

Bezeichnungen.

Fiir jeden topologischen Raum X bezeichnet €(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X und Cu(X) den
Teilring der beschriankten Funktionen. Ist Y ein Unterraum
von X, so bezeichnet g|YeC(Y) die Restriktion von
geC(X) auf Y.

Fiir jeden Vektorverband ® (bzgl. der iiblichen Ordnung
« < ») von reellen Funktionen auf X bezeichnet fVg das
(punktweise) Supremum von f, ge®. Analog fAg das
Infimum. Mit dieser Schreibweise ist f+ = fVO0, f~= —fVO0
sowie |f| =ft+ f~. R, oder ,R bezeichnet die Menge aller
feR mit f=f+. Fir jedes fe®R sei ferner:

[f <a]: ={zeX: f(z) < a}

Z(f) : [f = 0]

E(f) : [f=1]

P(f): =1[f> 0]
Z(R) bezeichnet das System {Z(f): fe®R}. Analog &R)
sowie ZE(R). Die Elemente aus 32(C) werden z-Mengen

(« zero-set » [13]) genannt. Die Dualrdume von & werden wie
folgt bezeichnet :

o

R’ topologisches Dual;
R* algebraisches Dual;
R0  ordnungstheoretisches Dual.

Eine Teilmenge $ einer geordneten Menge heilt aufsteigend
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filtrierend (kurz : aufst. filtr.) bzw. absteigend filtrierend (kurz :
abst. filtr.), wenn jede endliche Teilmenge von § eine
Majorante bzw. eine Minorante in § besitzt. Ist §F = (S,)qea
speziell ein System von Teilmengen einer Menge X, so

bedeutet die Schreibweise S, ¢, daB §F bzgl. « c»
abst. filtr. ist und gilt [ ]S, = ¢.

aEA
Die charakteristische Funktion einer Menge A wird mit 14

bezeichnet.

1. MaBe auf lokalbeschrankten Raumen.

1.1. Lokalbeschrinkte Rdume.

Die Forderung, daf jeder Punkt eines topologischen Raumes
eine kompakte Umgebung besitze — m.a.W. daf der Raum
lokalkompakt ser — ist u.U. recht weitgehend. Fiir einen
separierten topologischen Vektorraum z.B. bedeutet diese
Forderung bekanntlich, daB der Raum endlich-dimensional
1st.

Man kann jedoch die Voraussetzung der Lokalkompaktheit
abschwichen, ohne die wesentlichen Strukturen eines lokal-
kompakten Raumes zu verlieren, indem man fiir jeden Punkt
nur die Existenz einer beschrinkten Umgebung fordert. Dies
ist der Sinn der folgenden Definitionen, die auf Gould [16]
zuriickgehen.

Derinttion 1.1.1. — (X, B) heift ein lokalbeschrinkter
Raum, wenn gilt:

1. X st ein vollstindig reguldrer topologischer Raum ;

2. B ist eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B
pon X mit folgenden Eigenschaften:

(B1) % st aufsteigend filtrierend
(B2) ® iiberdeckt X <d.h. XcUB)

BeR
(B3) Zu jedem B;e® existieren ein B;je®B und eine
stetige reelle Funktion [ auf X, derart daf3 gilt:

flz) = 3(1) ngB
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DerinitioN 1.1.2. — Eine Teilmenge des lokalbeschrinkten
Raumes (X, B) heifft genau dann beschrinkt, wenn sie in
einem Element von $ enthalten ist.

DeriniTiON 1.1.3. — (X, #) heibt ein beschriankter Raum,
wenn (X, B) lokalbeschrinkt und X als Teilmenge von (X, &)
beschréinkt ist. In diesem Fall heifft das Beschrinkungssystem $
entartet.

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften der be-
schrinkten Teilmengen eines lokalbeschriankten Raumes :

Sarz 1.1.4. — (Gould [16]):

(a) Jede endliche Vereinigung von beschrinkten Mengen sowie
jede Teilmenge einer beschrinkten Menge ist beschrinkt ;

(b) Der Abschluf einer beschrinkten Menge ist beschrinkt ;
(c) Jeder Punkt von X besitst eine beschrinkte Umgebung ;
(d) Jede relativ kompakte Menge ist beschrinkt.

Die Eigenschaft (c¢) insbesondere rechtfertigt die Bezei-
chnung « lokalbeschridnkt » in Analogie zur Definition der
lokalkompakten Réaume. Diese konnen als spezielle lokal-
beschrinkte Ridume aufgefaft werden, in denen die kompakten
Mengen ein Beschriankungssystem bilden. Genauer gilt:

Satz 1.1.5. — X sev ein vollstindig regulirer Raum und
B =8 das System aller kompakten Teilmengen von X. Dann
gilt: (X, B) ust genau dann lokalbeschrinkt, wenn X lokal
kompakt ist, und das System $ = & st das grobste Beschrin-
kungssystem auf X.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig, da nach Satz 1.1.4(c)
und Def. 1.1.2 jeder Punkt von X eine relativ kompakte
Umgebung besitzt. Umgekehrt erfiillt das System % offen-
sichtlich die Bedingungen (B1) und (B2). Da n. Vor. jeder
Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt, folgt (B3)
aus der vollstindigen Regularitit von X. Der Rest der
Behauptung folgt aus Satz 1.1.4 (d). o

Weitere Beispiele von lokalbeschriankten Raumen (X, %)
sind :

(1) X sei ein metrischer Raum und # das System aller
abgeschlossenen Kugeln von X;
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(1) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %
ein aufsteigend filtrierendes System von symmetrischen
konvexen Korpern in X, das X iiberdeckt. (Die Eigen-
schaft (B3) zeigt mit Hilfe des Minkowski-Funktionals);

(") X sei ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum, dessen
Topologie durch die Familie der Halbnormen (p;);c1 gegeben
1st. B sei das System

(l:pl < n])nEN
Dann ist fiir jedes 1e1 (X, #) lokalbeschrinkt;

(11) X sel ein separierter topologischer Vektorraum und %
das System aller im iiblichen Sinne beschrinkten abgeschlosse-
nen Teilmengen von X, d.h. aller abgeschlossenen Mengen,
die von jeder Nullumgebung absorbiert werden. Dann gilt
nach [26], S. 163, sowie Satz 1.1.4 (¢) : (X, %) ist dann und nur
dann lokalbeschrankt (im Sinne der Def. 1.1.1), wenn X
quasinormierbar ist. In diesem Fall stimmt somit die Defi-
nition der Lokalbeschranktheit mit der von Kothe [26] fir
topologische Vektorrdume gegebenen iiberein.

1.2. Definition eines Mafles.

I.f. bezeichne (X,%) stets einenlokalbeschrinkten Raum X
mit Beschrinkungssystem %. Fir eine stetige Funktion f
auf X bezeichne T, den Trdiger von f, d.h. den AbschluB
der Menge [f # 0] in X. Mit XX, $#) (oder kurz Xg
oder R) werde die Menge aller stetigen und beschrinkten
reellen Funktionen auf X, deren Trager (bzgl. %) beschrankt
ist, bezeichnet. K(X, ®) ist wegen (B1) offensichtlich ein
Unterring des Ringes C,(X) aller stetigen und beschrinkten
reellen Funktionen auf X wund ein Vektorverband bzgl. der
induzierten Ordnung.

Man verifiziert leicht, daB das System

Bo = (E<g))ye£}{$

ebenfalls ein Beschrinkungssystem auf X bildet, das zu #
aquivalent ist, d.h. die beschriankten Mengen in X bzgl. %,
und ® stimmen iiberein. %, heiBt das kanonische Beschrin-
kungssystem von X.

Fir jede nichtleere beschriankte Teilmenge Y von X
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bezeichne HA(X, Y) den Banachraum aller Funktionen aus
Cy(X), deren Trager in Y enthalten ist, versehen mit der
Topologie J% der gleichmiBigen Konvergenz auf Y. Der
Ring g ist p. Def. die Vereinigung der aufsteigend filtrie-
renden Familie der Banachrdume HA(X, B)seg. Fir B;cB;
ist die kanonische Injektion von H(X, B;) in X(X, B))
J%, — J§, — stetig. Somit existiert der induktive Limes

J% = lim ind J§.

Be®R

Nach [8], chap. 2, ist J3 eine lokalkonvexe Hausdorff-
Topologie auf Rg, und (%, Jp) ist als induktiver Limes von
Banachrdumen tonneliert [8], chap. 3.

A% bezeichne den ordnungstheoretischen Dualraum von g,
d.h. R = K5 — K5

Derinttion 1.2.1. — Maf auf (X, B) heifft jedes Element
e K. (X, B) (oder Mog) bezeichne die Menge aller Mafe
auf (X, R).

Nach [7], chap. 11, 1st (X, B) i1dentisch mit der Menge
aller relativ beschrinkten Linearformen auf R(X, #) und
ein vollstandiger Rieszscher Raum bzgl. der zu # dualen
Ordnung.

Taeorem 1.2.2. — Jdbg ist der Dualraum von (Rg, Ig).

M.a.W.: Eine Linearform @ auf Rg ist genau dann ein
Map auf (X, B), wenn sie folgender Bedingung geniigt :

(1) VvBe® 3M >0, Vged(X, B): |n(g) < Mgl

Beweis. — Die Bedingung ist hinreichend. Sei namlich
eine Linearform auf # und geX,. Dann gilt fir alle feX
mit |f| < g: TycT,cB fir ein Be®%. Aus (1) folgt die
Existenz einer positiven Zahl Mg, derart daB gilt:
|w(f)] < Mgllfl < Msg|g|. Somit ist u relativ beschrinkt.

Fir den Beweis der Notwendigkeit geniigt es zu zeigen,
daB jede positive Linearform auf R stetig ist. Nach Axiom
(B3) existiert zu jedem Be® ein gyed, mit BcE(g).
Somit gilt fiir alle ge (X, B):|g| < | g| g,- Fiir jede positive
Linearform p auf & und jede Funktion ge (X, B) folgt
somit : |u(g) < (l8l) < p(go)lgl. o
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DeriniTioN 1.2.3. — JMoy(X, B) (oder kurz JAb,) bezeichne
den Dualraum vom R(X, B) versehen mit der Topologie I°
der gleichmdfligen Konvergenz auf X. Die Elemente aus Jb,
heiflen beschrinkte Mafe auf (X, %).

Da fiir jedes Beschriankungssystem # auf X die Topo-
logie J* groberist als die Topologie J%, gilt nach Theor. 1.2.2.
stets b, c M. b, 1st ein Banachraum bzgl. der Norm

Il = sup {|p(g)l: ge=%a, gl < 1}

Ist (X, ®) beschrinkt, so ist wegen Jg = J* jedes Mall auf X
beschrankt (s. Bsp. (ii) und (iii)).

1.2.4. — Beispiele von Mafen :

(1) Set (X, $) lokalkompakt (d.h. % sei das System der
kompakten Teilmengen von X — wvgl. Satz 1.1.5). Dann ist
Mo(X, B) die Menge aller RadonmaBe auf X [7].

(1) Sei (X, B) beschriankt. Dann ist Hg die Menge Cy(X)
aller stetigen und beschriankten reellen Funktionen auf X.
Nach Theor. 1.2.2. ist (X, B) = by(X) der Dualraum
Cy(X), d.h. die Menge aller MaBe auf X 1im Sinne von Alexan-
droff-Varadarajan [1], [41].

(1) Ser (X, B) beschriankt und MW(X, B) die Menge aller
Linearformen p auf Xg = C,(X) mit der Eigenschaft:

(e, K) Ve >0 3kp. KX Vg e Cy(X):
lgl <14, g K=0—|ug) <e.

Dann 1st M(X, B) die Menge aller Male auf X 1im Sinne
von L. Schwartz [37]. (Die MaBe, die der (¢, K) Bedingung

von Schwartz geniigen, sind genau die straffen MafBle auf

(X, ) — vgl. Def. 1.4.2 (¢)).
1.3. Verschiedene Topologien auf Mo(X, $).

Fiir ein beliebiges System & von beschriankten Teilmengen
von Rg ist auf Jbg die lokalkonvexe S-Topologie der gleich-
mibBigen Konvergenz auf den Mengen von & erkliart ([8],
chap. 3). JMg(X, B) (oder kurz Jbg) bezeichne den lokal-
konvexen Raum Jb(X, $) versehen mit der &-Topologie.
Ist die Vereinigung der Mengen aus & eine totale Teilmenge
von Rg, so ist Jdbz hausdorffsch; iiberdeckt & den Raum
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Az, soist Jdbg auBerdem quasivollstindig, da Hg tonneliert
ist ([8], chap. 3, p. 31).

Eine kompakte Teilmenge H in Rg heiBe strikt kompakt,
wenn ein Be$ existiert mit H < X(X, B). Man betrachte
folgende Systeme & von Teilmengen aus %gz:

@,: = System von einpunktigen Mengen, deren Vereini-
gung total ist in Hg;

&, : = System aller einpunktigen Mengen von X%g;

@; : = System aller strikt kompakten Mengen von %g;

@,: = System aller kompakten Mengen von Hg;

@5 : = System aller beschrinkten Mengen von 3.

Mit J;(t =1 ... b) werden die zugehoérigen &;-Topologien
bezeichnet. Die J,-Topologie heift auch die vage Topologie
auf Jbg. Aufgrund der Definition der &-Topologie ist jede
der fiinf Topologien jeweils grober als die folgende.

Da der Raum $g nach 1.2 tonneliert ist und die vage
Topologie auf Jbg nichts anderes ist als die schwache Topo-
logie bzgl. der Dualitit (JMbg, Hgp), folgt aus [8], chap. 4,
p- 65, unmittelbar das folgende Resultat :

Sarz 1.3.1. — Sei H eine Teilmenge von Jog. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent :

(1) H ust vag beschrinkt.

(1) H st vag relativ kompakt.

(m) H st gleichgradig stetig.

(1v)
VBe® 3IMz>0 VueH VgeX(X, B): |k(g) < Mslgl.
Analog wie in [7], p. 62, folgt aus dem vorstehenden Satz:

Satz 1.3.2. — (a) Die beschrinkten Mengen der lokalkonyexen
Riume Mg (X, B) sind die gleichen fir =2, 3, 4, 5.

(b) Auf jeder vag beschrinkten Teilmenge von JMog fallen die
Topologien J; (v =1, 2, 3, 4) zusammen.

Beweis. — (a) Da jede der Topologien J; (1 = 2, 3, 4, )
feiner ist als die vorhergehende, ist jede beschrankte Menge in
Mg, (1 =2 ...5) vag beschrinkt und somit nach Satz 1.3.1
gleichgradig stetig. Jede gleichgradig stetige Menge ist aber
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nach [8], chap. 3, p. 26, beschrinkt bzgl. jeder &-Topologie.

(b) Da jede vag beschrinkte Teilmenge von Jbg gleich-
gradig stetig ist, folgt die Behauptung aus [6], chap. x, p. 29.

1.4. Klassifizierung der Mafle nach thren Stetigkeitseigen-
schaften.

Bekanntlich besitzt jedes RadonmaB p auf einem lokal-
kompakten Raum X die folgende Stetigkeitseigenschaft
auf dem Ring H(X) aller stetigen reellen Funktionen auf X
mit kompaktem Triager: (M*) Fiir jedes aufst. filtr. System
H c A(X), dessen obere Einhiillende zu %(X) gehort, gilt:
(J-(:lelg g) = sup (g). DaB ein MaB auf (X, ) die Eigen-

schaft (M*) nicht zu besitzen braucht, selbst wenn X lokal-
kompakt ist, zeigt das folgende Beispiel :

Bewspiel 1.4.1. — X = (0, 1) sei das offene Einheitsintervall

mit der iiblichen Topologie; BX seine Stone-Cech-Kompakti-
fizierung. Das Beschrinkungssystem $ sei entartet, also
Rg = C4(0, 1). Fiir jedes ge % bezeichne g die eindeutige
stetige Fortsetzung auf BX. Auf Xg werde die Linearform p
definiert durch p@(g): = g(z,) fir einen festen Punkt
zo € BX\X. Offensichtlich ist @ positiv und somit ein Mal
auf (X, #). . geniigt jedoch nicht der Bedingung (M*). Zu
jedem ze X existiert nimlich ein g, efg mit 0 < g, < 1,
g:(z) =1 und g, (z,) = 0. Somit folgt:

1=u(1) = (sup &) # sup p(g) =0

Es ist somit eine Klassifizierung der MaBle auf (X, #) nach
ihren Stetigkeitseigenschaften erforderlich, wie sie u.W. zuerst
1957 von Le Cam [28] fiir beschrinkte MaBe eingefiihrt
worden ist. Fiir diei. allg. nicht beschrankten MaBe auf (X, #)
versagt jedoch die Le Camsche Definition der « Straffheit »,
da die Triger eines Systems von stetigen Funktionen, das
gleichmiBig auf den kompakten Mengen gegen Null strebt,
« fortlaufen » und beliebig grofes MafB annehmen kénnen.
Es ist jedoch klar, wie die Definition der Straffheit fiir nicht
beschrankte MaBe zu modifizieren ist, wobei sich zum ersten
Mal die Bedeutung der Einfithrung des Beschrankungssystems
$ auf X zeigt.
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Fiir jedes B e® bezeichne Jg die Topologie der kompakten
Konvergenz auf J(X, B), die von der Familie der Halbnormen

rx(g) = sup lg(z)] = lglx (K kompakt < B)

erzeugt wird. Da jedes B € # abgeschlossen ist, ist fiir B, ¢ B,
die kanonische Injektion von (X, B;) in X(X, B,) J§ — Jp-
stetig. Somit existiert nach [8], chap. 2, p. 72/76, der induktive
Limes
% = lim ind J§
BeR

der lokalkonvexen Topologien J3. Die lokalkonvexe Topologie
Jg auf B(X, B) heiBe die Topologie der B-kompakten Konyer-
genz. Aus der Eigenschaft des induktiven Limes sowie aus der
Definition von J§ folgt: Die Linearform p auf Xg 1st
genau dann stetig bzgl. der Topologie der $-kompakten
Konvergenz, wenn gilt :

(2) VvBe® 3kp.KcB 3IMz>0 VgeX(X, B):
|(8)l < Myl gl x.

Spezalfiille der Topologie J5 :

(1) Ist (X, B) beschrinkt, so ist offenbar J§ die Topologie
der kompakten Konvergenz auf Cy(X).

() Ist (X, %) lokalkompakt, so ist Jg die « starke»
Topologie auf R(X) ([7], p. 41), d.h. der induktive Limes der
Topologien der gleichméBigen Konvergenz auf den Banachrau-
men RA(X, K) (K kp.in X).

Wir fithren noch folgende Bezeichnungen ein:

Xg: = {ge KX, B): |g| <1}
Yp: = {geR(X, B): |gl <1} (Be%R).
Nunmehr lassen sich die MaBe auf (X, %) wie folgt klassi-

fizieren :

DeriniTiOoN 1.4.2. — Set w ein Map auf (X, #). Dann
heife :

(a) . o-stetig <> Fiir jede absteigende Folge (g,) < g mat
g\ 0 gilt u(g,) —0;

(b) @ 7-stetig <> Fiir jedes abst. filtr. System (g,) c Rg mat

ga\o gilt P‘(ga)_>0;
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(¢) i straff <> ist stetig auf Xg bzgl. der Topologie der
R-kompakten Konyergenz.

Geniigt @ keiner der Bedingungen (a)-(c), so heiBe
unstetig. M°, Mb*, M' bezeichne resp. die Teilmenge der
o-stetigen, t-stetigen und straffen MaBe von Jb = Jb(X, B).
Dann gelten folgende Inklusionen: Jb'c Mo® c Jb° c Jb.

Hierbei bedarf nur die erste Inklusion einer Erlduterung;
die restlichen sind aufgrund der Definitionen evident. Sei also
(g2) ein abst. filtr. System in %g, das gegen Null konvergiert.
Offenbar gilt (g,) c K(X, B) fiir ein Be®. Nach dem Satz
von Dini [6], chap. x, strebt (g,) gleichmaBig gegen Null
auf den kompakten Teilmengen von B. Somit folgt aus der
Straffheit von w: lim p(g,) = lim p(g, A1) = 0.

Satz 1.4.3. — S bezeichne eine der Mengen Jb, M7, Jb*
oder J¥. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(1) weS

(1) p*,p~eS

(ii1) || e S.

Der Beweis verlduft analog zu den entsprechenden Sitzen 7,
8 und 9 im Teil I von Varadarajan [41], wobei lediglich
iiberall der Ring €(X) durch den Ring H(X, #) zu ersetzen
1st.

In 4.2 werden Charakterisierungen der Stetigkeitseigens-
chaften der MaBe auf (X, #) mit Hilfe des Darstellungssatzes
gegeben. Der Paragraph 5 ist den Zusammenhingen zwischen

der Struktur eines lokalbeschrinkten Raumes und den Stetig-
keitseigenschaften seiner MaBle gewidmet.

1.5. Trigerfilter und Triger von Maflen.

Der Triager eines RadonmaBes g ist bekanntlich das Kom-
plement der groften offenen @-Nullmenge. Die Existenz einer
solchen Menge hingt mit der t-Stetigkeit der RadonmalBe
zusammen. Aus diesem Grund definieren Varadarajan [41]
und Krickeberg [27] den Triager nur fiir t-stetige MaBe.
DaB diese Definition fiir allgemeinere MaBe wie die in Abschnitt
1.2 definierten versagt, kann man sich leicht an dem nachste-
henden Beispiel 1.5.2 klarmachen.



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 49

Der Begriff eines « Tragers » ist jedoch auch fiir nicht
t-stetige MaBle sehr niitzlich, wie sich insbesondere in den
Paragraphen 4 und 5 zeigen wird. Da sich einem nicht t-stetigen
MaB jedoch keine ausgezeichnete Teilmenge von X als
Trager zuordnen l48t, definieren wir:

DeriniTion 1.5.1. — (a) Set . ein Map auf (X, $B). Fiir
eine beliebige Teilmenge Y von X bedeute die Aussage
« Y tragt wo», daf fir alle Funktionen g aus Rg, welche
auf Y verschwinden, gilt |u|(|g]) = 0.

(b) Das System der Teilmengen
Jp: = {Z eZXR): Z tragt p}

heife der Tragerfilter von .

Die Beschrinkung auf z-Mengen in der Definition von J
ist notwendig, damit J, einen Filter bildet. Dal J, tatsach-
lich ein z-Filter [13] ist, wird in 5.3 mit Hilfe des Darstel-
lungssatzes gezeigt.

Beispier 1.5.2. — (X, 8), X und g seien wie in Beipiel
1.4.1 definiert. Dann ist der Tragerfilter J, der z-Ultrafilter
A*e (siehe [13], 6.5); d.h. das System aller z-Mengen in X
mit z, als Adhérenzpunkt.

Das obige Beispiel zeigt, daB der Filter J, auf X mnicht
« fixiert » zu sein braucht, d.h. es kann gelten nJ, =g.

Fiir 7-stetige MaBe gilt jedoch:

Satz 1.5.3. — Set pe W (X, B). Dann existiert eine kleinste
nichtleere abgeschlossene Teilmenge von X, welche @ trigt,
nimlich T, = nJ,. T, heifit dann der Trager von .

Beweis. — Sei geXg mit T,cZ(g). Man betrachte
folgendes aufst. filtr. System in Ag:

D:={feRg: 0 < f<|gl, ZcL(f) fir ein ZeJ,}.

Wegen der vollstindigen Regularitat von X gilt sup 9 = |g|.
Aus der 7-Stetigkeit von |p| folgt somit:

ll(1gl) = sup |l (f) = 0.
red

Da das System Z(R) nach [16], p. 228, eine abgeschlossene
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Basis von X bildet, ist T, die kleinste abgeschlossene
Menge, die @ tragt. o
Der Trager T, laBt sich wie folgt lokal charakterisieren :

Sarz 1.5.4. — Der Punkt z,e X gehort genau dann zu T,
wenn zu Jeder beschrinkten Umgebung V von z, ein

ge XX, V) existiert mit p(g) # 0.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig. Denn ang. es
existiere eine beschrinkte Umgebung V von =z,, derart daB
fir alle geRA(X, V) gilt p(g) =0. Wegen der vollstindigen
Regularitit von X existiert insbesondere ein g, € X(X, V)
mit go(z,) = 1. Jede Funktion geXRg, die auf Z(g,) ver-
schwindet, gehort dann zu H(X, V) und hat somit das MaB
Null. Also gilt Z(g,) €J,, aber z,«Z(g,). Somit z,«T,.

Sei umgekehrt z, ¢ T,. Dann existiert ein ZeJ, und eine
beschriankte Umgebung V von z, mit VnZ =g. Somit
gilt fiir alle geR(X, V): g|]Z =0. Also wu(g) =0. o

Satz 1.5.5. — Wenn zwei Funktionen f, geRg auf einer
Menge ZeJ, iibereinstimmen, so gilt p(f) = u(g).

Beweis. — n. Vor. gilt ZcZ(f — g). Somit folgt :

|e(f — 8l < [el(f — 8l) =0 o

Kororrar 1.5.6. — Ist die Funktion geXRg positiv auf
einer Menge ZeJ,, so gilt: |p|(g) = 0.

Beweis. — Aus g =|g| auf Z und J, =J,,, folgt:

lul(g) = 1ul(lgl) = 0 o
1.6. Mafle mit endlichem Tréiger.

8y = 84(X) bezeichne die Menge der Diracschen MaBe
auf X, d.h. die Menge der MaBle J,, die durch die Linear-
formen g — g(z) (gehg) auf (X, #) definiert sind.

& = §(X) seil der von &, aufgespannte Vektorraum.

Satz 1.6.1. — Das Maf3 ve (X, B) gehirt genau dann zu
§(X), wenn der Triger T, existiert und endlich ist.

Beweis. — Offenbar ist jedes Mafl der Form

y = 2)\13{,{, ()\JER, XJE X)
j=1
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t-stetig. Somit existiert T, nach Satz 1.5.3. Aus der voll-
stindigen Regularitait von X und Satz 1.5.4 folgt auBerdem
T, = {z, ... z,}.
- Sei umgekehrt T, = {2, ... z,} der Trager des MaBes
vedb(X, ). Dann ist v(g) =0 fir jede Funktion ge g
mit g(z;) = 0. D.h. aber ¢,(g) =0 fir i =1 ... n. Somit
ist v nach einem bekannten Satz der linearen Algebra Linear-
kombination der ¢,. o

Aus der Theorie der RadonmaBe ist bekannt, daB jedes
positive RadonmaB auf einem lokalkompakten Raum X
vag adhirent ist dem Kegel der positiven Mafle auf X mit
endlichem Trager ([10], p. 127). Dieser Sachverhalt 1st jedoch
nicht charakteristisch fiir Radonmafle. Wir zeigen, daBl er
auch fiir die Mafe auf einem lokalbeschrinkten Raum gilt.
Doch auch diese Tatsache ist nur ein Spezialfall eines wesent-
lich allgemeineren Zusammenhangs, der in Theorem 1.6.2
bewiesen wird. Dieses Theorem ist grundlegend fiir den Aufbau
der Integrationstheorie in § 2.

Zur Formulierung des Theorems werden zunichst folgende
Bezeichnungen eingefiihrt :

X sei eine beliebige Menge und ® ein punktetrennender

Vektorverband reeller Funktionen auf X mit den Eigen-
schaften :

(3) 1NgeR Vged;
(4) Ve X IgeR: gla) # 0.

& = 8(X) ser wie oben definiert. Dann bildet <&, &) ein
separiertes Dualsystem. Durch die Familie der Halbnormen
p(L) =|L({f)] (feR) wird auf R* eine uniforme Struktur Ug,
die mit der schwachen Topologie o(R*, R) vertriglich ist,
definiert.

Tueorem 1.6.2. — C sei ein konvexer, spitzer und o{(®R, &)
abgeschlossener Kegel in R .8c und R¢ seien die entsprechenden
dualen Kegel in & bzw. R*. yg bezeichne die Vervollstindigung
bzgl. der uniformen Struktur Ug. Dann gilt:

YR6c = RE.

Beweis. — (1) R¢ ist vollstandig bzgl. Ug. Sel ndmlich &
ein Cauchyfilter auf ®¢. Da n. Def. von Ug jedes fe®R
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auf R gleichmiBig stetig ist, ist der Bildfilter f(F) ein
Cauchyfilter auf R und konvergiert somit gegen eine reelle
Zahl Ly(f). Die Linearform f— Ly(f) (fe®R) ist somit der
Limes des Filters F in R*. Da fir fe(C auBerdem gilt
f(F) eR, und somit Ly(f) > 0, liegt L, in RE.

(i) Es gilt 8; = ®§. Da Ug hausdorffsch ist, folgt aus (i) :
R¢ ist abgeschlossen in ®R*. Somit 8;c RE. Ang. es existiert
ein L,eRE\E:.. Da &; eine abgeschlossene und konvexe

Teilmenge des lokalkonvexen Raumes ®R* ist, folgt nach
einem bekannten Trennungssatz die Existenz einer abge-
schlossenen Hyperebene H in ®* die & und L, streng
trennt. H ist von der Form H = {Le®*: L(f) =1} fir
ein 0 # fe®R. Es gilt also:

(a) (f) < 1 fir alle ve g
und
(b) Lo(f) > 1.
Aus (a) folgt A.v(f) < 1 fir alle A > 0, was nur mit
(¢) (f) <0 fir alle v e g
vertraglich ist. Wir zeigen, dal aus (¢) folgt: — feC. Denn
falls — fe¢C, so liefert eine nochmalige Anwendung des

Trennungssatzes diesmal auf den konvexen und n. Vor.
(R, &> abgeschlossenen Kegel C und den Punkt — fe®R
die Existenz einer abgeschlossenen Hyperebene H' in &
der Form v(h) =1 (he®), die C und — f streng trennt.
D.h. aber: es existiert ein 0 # ve& mit der Eigenschaft :

(a") vg) <1 fiir alle geC
und
(b") W(—f) > 1.

Aus (a) folgt v(Ag) = Av(g) < 1 fir alle A > 0 und somit
v(g) < 0 fir alle geC. D.h. aber — ve8c Somit folgt
aus (¢): v(—f) = —v(f) < 0 im Widerspruch zu (b"). Also
liegt — f in C. Fir L, e®RE gilt somit Ly(f) < 0. Das ist
aber ein Widerspruch zu (4). Hiermit ist (i1) bewiesen. Da Ug
hausdorffsch ist, folgt aus (1) und (i1) die Behauptung. o
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Kororrar 1.6.3. — Jedes positive Maf3 p auf (X, %) ust
vag (stehe 1.3) adhirent dem konvexen Kegel der positiven
Mafe auf (X, B), deren Triger endlich und in jeder Menge des
Tragerfilters J, enthalten ist.

Beweis. — Man wihle R = X3 und C = ®R,. Dann ist
Moy (X, B) gleich R; und die vage Topologie auf JAb, wird
durch die uniforme Struktur Ug gegeben. Damit folgt der
erste Teil der Behauptung unmittelbar aus Theor. 1.6.2. Der
Rest der Behauptung ergibt sich aus der vollstindigen Regula-
ritdit von X und der Definition von J,. o

Kororrar 1.6.4. — Jedes peMW(X, B) st vag adhdirent
der Menge aller v e &(X), deren Trager in jedem ZeJ, enthal-
ten ist.

Bewers. — Dies folgt wegen w = pt — u~ und
Jo={L =2 vl : ILred,., 1-eJ,}

unmittelbar aus Kor. 1.6.3. o

Kororrar 1.6.5. — Mo (X, B) st ein vag vollstindiger
konvexer Kegel in Jo(X, B).

Beweis. — Man wihle & und C wie in Kor. 1.6.3. o

Das Theorem 1.6.2 ist jedoch fiir die Zwecke der MaBtheorie
noch nicht ausreichend, da in der MaBtheorie gewisse nume-
rische Funktionen (vgl. Def. 2.1.1) eine Rolle spielen, die in
dem Vektorverband R in Theorem 1.6.2 nicht zugelassen
sind. Zu diesem Zweck beweisen wir noch folgende Verallge-
meinerung :

Satz 1.6.6. — R set ein konvexer Kegel (mit Spitze 0) von
numerischen Funktionen auf X mit der Eigenschaft:

VO #veb, IfeR: v(f) # 0.

Ux set die grobste uniforme Struktur auf 6., bzgl. welcher alle
Abbildungen der Form v —v(f) von &, in den kompakten
Raum R fiir jedes fe® gleichmipig stetig sind.

Dann existiert zu jeder additiven, isotonen, reellen (und
damit positty homogenen) Funktion L auf R genau ein
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minimaler Cauchyfilter F,, auf 6, mit
L(f) = hm ¥(f) fiir alle fe &R
F

v, S

Beweis. — &, bezeichne die Vervollstindigung von &,
bzgl. Ux. Aufgrund der Eigenschaften des Kegels & ist die
uniforme Struktur Uz hausdorffsch. Die Behauptung ist
somit dquivalent mit: Le&,.

4 bezeichne die Menge aller additiven, isotonen, numerischen
Funktionen M auf %. Dann laBt sich &, in ¢ einbetten.
Ist Lef\8&,, so existiert eine Umgebung

V=V(L)={Med: |[M(f) — L(fi)l <¢, fiek, 1<1<n}
von L mit V(L)né, =4g.f: 4 —>R" bezeichne die Abbil-

dung
M- (M(fy), ..., M(fo)) = : fF(M).

Dann sind die Mengen f(V) und C: = f(&,) n R* disjunkte,
konvexe Teilmengen des R". Aufgrund der Definition von V
ist f(V) die offene e-Umgebung des Punktes f(L)1im R™
Somit existiert eine Hyperebene

H= {zeR": (a, z) = 1}
im R*, die f(V) und C trennt, d.h. es gilt
(@) <a, fF(V)> <1 Vveb,:f(v) < o0 fir 1 <i<n
() {a, f(L)> > 1.

Aus (a) folgt fir jedes ve&, mit fi(v) < o (1 <1 < n)
und jedes A > 0:

{a, f()\\))> :)\-<a/7 f(V)> <1

und somit
() {a, f()> < 0.
Die Komponenten des Vektors a seien wie folgt geordnet :

a = (aD cocy Ay Apgry -. ey an)
— T N e, e
20 <0

Dann gehéren die Funktionen

g=3af, wd k= 3 (—a
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ebenfalls zu R, und aus (c) folgt: g(v) < h(v) fiir alle ve&,
mit g(v) < . Fiir die PunktmaBie v =3, (zeX) folgt
1nsbesondere :

(d) glz) < h(z) VzeX:g) < .
Aus (d) ergibt sich die Beziehung
g+ (hA\g) = 2g.
Aufgrund der Voraussetzungen iiber L folgt hieraus:
L(g) = L(kAg) < L(h).

Dies impliziert aber

Bl

0 > L(g) — L(k) (= a)L(f))

(fy) = <a, f(L)>

~.
-

)
.
Il
4l
+
-

n
(Nlal
K3
= T
o
|
b4

Il
&

j=1

<
||

1im Widerspruch zu (b). o

2. Fortsetzung eines MaBes. {*-Raume.

2.1. Fortsetzung eines Mafes auf die integrierbaren Funk-
tionen.

Sei (X, B) ein lokalbeschrankter Raum und p ein posi-
tives (2) MaB auf (X, #). P. Def. ist @ also eine positive
Linearform auf dem Ring J%g. Bezieht man den funktional-
analytischen Standpunkt zur MaBtheorie, wie er zuerst 1911
von Young [42] und 1918 von Daniell [11] sowie spéter von
Stone [39], Bourbaki [7] und Loomis [29] eingenommen
worden ist, so besteht die wesentliche Aufgabe einer MaB-
theorie auf (X, %) darin, das Elementarintegral p|#g auf
eine grofere Menge (i) von p-integrierbaren Funktionen
fortzusetzen. Je nach Stetigkeit des MafBles w (siche 1.4)
bieten sich hierzu die verschiedenen zitierten Integrations-

theorien an. So ist fiir beliebiges we b (X, B) (Kg, ) ein

(8) Die Voraussetzung der Positivitit von w bedeutet in Anbetracht des Satzes
1.4.3 keinen Verlust an Allgemeinheit.
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Elementarintegral im Sinne von Loomis; ist w® o-stetig bzw.
T-stetig, so ist (Hg, @®) auberdem ein erstes bzw. zweites
Stonesches Elementarintegral. Ist schlieflich (X, %) lokal-
kompakt, so steht die ausfiihrliche MaBtheorie von Bour-
baki [7] zur Verfiigung.

Wir wollen jedoch von keiner der angefiihrten Fortsetzungs-
methoden Gebrauch machen, da diese je nach dem Stetigkeits-
charakter des MaBes @ unterschiedliche Integralkonstruk-
tionen vorschreiben. Ziel dieses Paragraphen ist es vielmehr,
eine einzige Fortsetzungsmethode, die fiir jedes MaB u auf
(X, $) unabhingig von seiner Stetigkeit anwendbar ist, zu
entwickeln. Letztere geht lediglich in die Definition 2.1.1 ein.
In § 3 werden die so erhaltenen Ergebnisse mit denen der
oben zitierten Integrationstheorien verglichen, wobei sich
zeigt, daB diese Spezialfille der hier entwickelten allgemeinen
 Fortsetzungsmethode sind.

Das Prinzip der Fortsetzung eines jeden MaBles w e Jb, (X, )
auf die Menge #'(u) der p-integrierbaren Funktionen ist das
folgende : Man bestimme (@) als den grifiten Teilraum des
Vektorraums RX* aller reellen Funktionen auf X, auf den
sich p unter Beriicksichtigung seiner Stetigkeitseigenschaft
auf genau eine Weise positiy linear fortsetzen 1a8t. Die erhal-
tenen Ergebnisse sind natiirlich aufgrund der Definition 2.1.1
vom Stetigkeitscharakter von @ abhingig — die Methode
selbst ist jedoch hiervon unabhingig.

Den Schliissel zur Realisierung des angegebenen Fortset-
zungsprinzips liefert das Theorem 1.6.2. Sei namlich
R = $(p) der gesuchte maximale Teilraum von R* und @
die eindeutige Fortsetzung von w auf R. Wegen Ro>Rg
ist (8, R) ein separiertes Dualsystem und somit das Theorem
1.6.2 anwendbar. Demnach existiert ein Ug-Cauchyfilter J,
auf 8,, der gegen (. konvergiert; d.h. aber n. Def. von
Ug: i(f) =limg, f fir alle fe#(p). Das Fortsetzungs-
problem ist somit dquivalent zu der Aufgabe, einen moglichst
feinen Cauchyfilter &, auf &, mit u als Adharenzpunkt zu
bestimmen. Hierzu dient die folgende Definition :

DerinitioNn 2.1.1. — Set p ein positives Maf3 auf dem
lokalbeschrinkten Raum (X, %). Eine numerische Funktion
auf X heifit w-Oberfunktion, wenn sie obere Einhiillende eines
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aufst. filtr. Systems Hc Rz st mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(al) H st endlich fir  p e dbg\JMog;
(a2) H vust abzihlbar fir pe Mo\ Mg ;
(a3) H ust beliebig fiir e Mog;
(b) sup p(g) < oo.
JeH
U*  bezeichne die Menge aller w-Oberfunktionen. Man veri-
g B

fiziert leicht, daB U* einen konvexen Verbandskegel mit den
Eigenschaften (3) und (4) (vgl. 1.6) bildet.

Sarz 2.1.2. — Durch die Definition
w(h): = sup {u(g): g < h, g=ha} (heU¥)

wird das Maf3 . eindeutig zu einem additiven, isotonen reellen
Funktional auf U*/forigesetzt.
Zum Beweis des Satz 2.1.2 dient folgendes Lemma :

Lemma 2.1.3. — Sei H ein aufst. filtr. System in Rg wie in
Def. 2.1.1 mit sup H = heU*. Dann gilt:
w(h) = sup u(g).
gJeH
Bewets (nach Jacobs [21]). — Sei gy e Xg mit g, < sup g.
gJeH

Dann ist das System {g, — (8¢/\g)}sern abst. filtr. und
konvergiert punktweise auf X gegen Null. Unter der jewei-
ligen Stetigkeitsvoraussetzung von p folgt:

inf 1(g, — (go/\g)) =0
. g€H
und somit
sup (g) > sup w(gA go) = sup (x(go) — (g0 — (80N g))
= p(go) — Inf p(go — (g0 N\ g))
= l"(go)-
Daraus folgt aber:
sup (x(g) > sup (x(go) = : (k).
Jo<h

geH
Aus Hc{geXg:g < h} folgt « < » und damit die Be-
hauptung. o

Besweis des Satzes 2.1.2. — Aus den Definitionen folgt unmit-
telbar: @ 1st reell und isoton.
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Seien also hy, hy € U* und H,, H, aufst. filtr. Systeme in
Ag mit h;, bzw. h, als obere Einhiillende. Dann ist auch
H, + H; ein w-zuldssiges aufst. filtr. System, das gegen
hy + hy, € U* konvergiert. Aufgrund des Lemmas 2.1.3 und der
Linearitat von p auf Rg folgt daher:

(hy + hy) = sup p(g) = sup {(g1) + 1(g)}

JeEH+H:

= sup (g) + sup P'(gz) = p(h) + p(he). O

941€H,

UF, w erfilllen somit die Voraussetzungen des Satzes 1.6.6.
Folglich entspricht dem Funktional u|U* genau ein mini-
maler Ugqp-Cauchyfilter %L_auf &,, namlich die Spur des

Umgebungsfilters von peé, auf &,. N. Def. von U
bilden die Mengen

My ooner = {vebyifulh) — k)l < e, 1 <1 < )}
" (iU, & > 0)
eine Basis von J,.
Fiir jedes feR* sei
P(f): = inf {u(h): f < heUr} ()
(inf ¢ = ). Fir die gesuchte Fortsetzung L des Malles w
wird man wegen der Isotonie fordern: L < p (*). Ist umge-
kehrt L eine beliebige Linearform auf einem linearen Unter-

raum £ von RX der Rz enthilt, mit der Eigenschaft
L < p, so folgt fiir alle geRg:

p(g) = — p(— 8 < L(g) < p(g) = n(8)-
Ferner gilt fiir jedes 0 < fed:

L(—f) < p(—f) < 0.

Also i1st L eine positive Fortsetzung des MaBes w.

(3) p ist ein Oberintegral auf RX, d.h. p ist eine subadditive (fiir p €.l abzihlbar
subadditive), isotone, numerische Funktion auf RX. Man kann das Problem der
Integralerweiterung des Elementarintegrals (g, 1) auch unter folgendem Gesichts-
punkt betrachten : Bestimme die Teilmenge € von RX, auf der p additiv und endlich
ist. Dann ist Rest ¢ p eine positive, lineare Fortsetzung von p auf &, und somit (¥, p)

eine Integralerweiterung von (Hg, w). Das Theorem 2.1.4 zeigt, daB dieser Erweite-

rungsprozef3 mit dem oben formulierten Prinzip der maximalen Fortsetzung identisch
ist.
(*) Man beachte, daB in diese Forderung die Stetigkeitseigenschaft von y eingeht.
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Die Lésung des Fortsetzungsproblems liefert nun das folgende
Theorem, das gleichzeitig aufgrund der Aussage (iv) die Bezie-
hung zu den eingangs erwihnten Integrationstheorien her-
stellt :

Tueorem 2.1.4. — % sei ein Vektorraum reeller Funktionen
auf X, der Rg enthilt. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Das Mafp3 . auf Rg kann auf genau eine Weise zu einer
von p majorisierten (positiven) Linearform auf jeden linearen
Teilraum 4’ <4 fortgesetat werden.

(i) L =p st die einzige von p majorisierte (positive)
Linearform auf 4.

(111) p st reell und additiv auf 9.

(iv) VfedVe > 03g, helt: — g < f < h, n(g+ h) < e

(v) Der Bildfilter f(F,) ist konvergent fiir alle feX.

(vi) F, ist ein Ug-Cauchyfilter auf &..

Beweis. — (1) — (i) : L bezeichne die n. Vor. existierende
einzige lineare Fortsetzung von @ auf & mit L < p. Zu
zeigen ist: L = p auf 4.

Die Menge I aller linearen Teilrdume ¢ von ¢ mit
Rest¢: L = Restgy p 1st induktiv geordnet und wegen
RgeIM nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma existiert
somit ein maximales Element %, € I8. Angenommen es gilt
9 # 4. Dann existiert ein f, e 0\%, mit L(f,) < p(f,). Sei
¥ =4 + Rf, und v eine reelle Zahl mit L(f;) < v < p(fo).
Fir f=g+ af,ed ist durch L(f): = L(g) + ay eine
lineare Fortsetzung von p auf ' definiert. Aus v < p(fo)
folgt: ay < ap(fy) = p(afy) fir jedes o > 0. Ist o« < O,
so folgt aus L(f;) <y und L < p:ay < L(afy) < p(afy)-
Somit gilt fiir jedes f= g+ af, ¥’ :

ay < p(afo) < p(g + ofo) + p(— 8) = p(f) — L(g)
und somit

L(f) = L(g) + ay < p(f).

Also ist L eine von Restg L verschiedene, von p majori-
sierte Fortsetzung von . auf 4 im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Somit ist %, = 4.

(11) — (m1) : evident.
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(m) - (iv): Da p reell ist auf 4, existiert zu jedem fe4
und zu jedem € >0 ein f < heU* mit wp(h)— p(f) < ¢/2.
Aus der Additivitat von p auf ¢ folgt:

0= p(0) = p(f + (= 1)) = p(f) + p(— 1)

und somit: — p(— f) = p(f). Der Rest der Behauptung folgt
daher aus:
= — —_ = — ) f — —_ .
p(f) p(— 1) nf L8 = sup p(—g)
(iv) = (v): Zu beliebigen fe ¥ und ¢ > 0 seien die Funk-

tionen g, heU* wie in (1v) definiert. Dann gilt n. Vor. sowie
n. Def. des Filters F,:

|w(g) + w(h)| < <
[v(g) — k(g <& Vv eMg
[v'(h) — (k)] <& ¥V eM,,

Hieraus folgt fiir alle v, v e M, 1.

V() — V' (Fl < sup {[v(R) + V'(8)l, [¥(8) + V'(R)[} < 3e.

Somit ist f(%,) ein Cauchyfilter auf R und damit konvergent.

(v) = (vi) : Dies ist eine bekannte Tatsache aus der Theorie
der uniformen Raume (siehe z.B. [6], chap. 2).

(vi) = (1) : Wir zeigen zunichst die Existenz einer Fortset-
zung L < p von p auf den ganzen Raum £. Nach Theorem
1.6.2 ist die Vervollstandigung von &, bzgl. der uniformen
Struktur Ug der Raum £. Somit ist L:=1im J, eine
positive Linearform auf €, die p fortsetzt. Fiir jedes fe 4
und heU, mit f < h gilt auBerdem:

L(f) = limg, f < limg, h = u(h),

L(f) < inf u(h) = p(f).

F<heqpt

und somit

Zum Beweis der Eindeutigkeit benétigen wir folgendes Lemma :

Lemma 2.1.5. — Ser L eine Linearform auf einem linearen
Teilraum £ von R* mit der Eigenschaft L(g) < p(g) fiir alle
ged R seider von & und U* erzeugte konvewe Kegel in R,
Dann kann L zu einem reellen, additiven, isotonen Funktional
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L auf % mit der Eigenschaft L(f) < p(f) fiir alle feX

fortgesetzt werden.

Beweis. — Es ist A =4+ U*. Fir f=g+ heX setze

man L(f): = L(g) + p(h). L ist additiv auf % und wegen
p(h) = w(h) < © reell. Ferner gilt:

L(f) = L(g) + p(k) < p(g) + p(h) = p(g + k) = p(f)-
Sei i=g +m < g + hy =f,. Dann folgt:
L(g1 — g2) + p(h1) < p(81 — &) + p(h1) = p(81 — 8 + hu) < p(hs)
und damit

L(f,) = L(g) + p(kt) < L(gs) + p(ha) = L(fa).

Somit ist L isoton auf % und damit insbesondere eindeutig
definiert. Aus g=g+ 0 und p(0) =0 folgt schlieBlich:
L(g) = L(g) firalle ge¥. o

Mit Hilfe dieses Lemmas 148t sich nun der Beweis wie folgt
zu Ende fiihren :

Sei 4 ein beliebiger linearer Teilraum <% und L' < p
eine Linearform auf 4. X sei1 der von 4 uU* erzeugte
konvexe Kegel in R* und L < p die nach obigem Lemma
existierende Fortsetzung von L auf %. % und L erfiillen die
Voraussetzungen des Satzes 1.6.6. Somit existiert ein mini-
maler Ug-Cauchyfilter J; auf &, mit L = lim F. Nach [6],
chap. 2, bilden die Mengen

My = (veb,: [L(f) — vl <} (fek, > 0)

eine Subbasis von Jz. Aus L < p folgt fiir jedes heUb:
— p(—h) < L(h) < p(h) = (k). Esistaber wegen Jgc — Uk:

— p(— k) = sup p(h) > sup w(g) = p(h).
h'<h gsh

ne—Ur gefgp
Also ist L(h) = w(h) und damit M, , = M, fiir alle heUr
Somit ist der Filter J; feiner als der Filter Jy. Dieser ist
aber n. Vor. ein Cauchyfilter bzgl. Ug und somit erst recht
bzgl. der groberen uniformen Struktur Ug. Also gilt fir
alle ged’:
L(g) = limg, g = limgp g=VL(g). o
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KororrLar 2.1.6. — Der Vektorraum
P(w): = {feR*: f(F,) konvergent}

ist der grofte lineare Teilraum von RX, auf den sich das Maf
w|Ra  unter Beriicksichtigung seiner Stetigkeitseigenschaft auf
genau eine Weise positiv und linear fortsetzen lifst.

Derinttion 2.1.7. — B(w) hetfft der Raum der p.-integrier-
baren reellen Funktionen auf X. Fiir jedes fe$(u) heifit

[ fdp.: =Xim v(f) = limg, f
v,
das Integral von f (bzgl. w).

Satz 2.1.8. — $(n) ust ein Vektorverband.

Beweis. — Es geniigt zu zeigen, dafl mit f auch f+ zu $(uw)
gehort. Nach Theor. 2.1.4 (iv) existieren zu beliebigem ¢ > 0
Funktionen g, heU* mit — g < f< h und p(g+h) < e
Dann gehoren die Funktionen g : = gA0 und h;: =hVO
ebenfalls zu U*, wund es gilt: — g < ff < h sowie
g +Mm <g+h und damit p(g +h) < p(g+h) <e O

2.2. Integrierbare und mefbare Mengen.

Sei pedb, (X, B) und $(p) der Vektorraum der reellen
u-integrierbaren Funktionen auf X.

DeriniTion 2.2.1. — Eine Teilmenge A <X heifit p-inte-
grierbar, wenn thre charakteristische Funktion 1, w-integrierbar
ust.

©, bezeichne das System aller p-integrierbaren Teilmengen
von X.

Sarz 2.2.2. — &, ist ein Ring. Durch

A): = f 1adp

wird ein (im Sinne von Loomis [29]) vollstindiger Inhalt auf
Sy definert.
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Beweis. — Die Ringeigenschaft von &, folgt aus den
Beziehungen
1lk— ’A'k - Sl:p 1Ak

1A\B - (1A - 1B)+

und damit aus Satz 2.1.8. Ferner gilt fir disjunkte Mengen
A, .. A G,

sowle

n

H(L;JAk> = f1 % Ay dp = % f Ly, dp = 3 n(Ay).

k=1
Sei nun M c X, derart daf§ gilt:
Ve >0 3A, BeG,: AcMcB A u(B\A) < e

N. Theor. 2.1.4 (1v) existieren Funktionen g, heU*:
—g<la <1y <1s<h sowie wp(g+ h) < 3e. Somit
gehort 1y zu #(r). Aus 1, > 0 folgt schlieBlich
w(A) = limgp 1, > 0. o

Nach Haupt-Pauc [19] heilt ein Inhalt p auf einem
Ring 2 von Teilmengen eines lokalkompakten Raumes X
an X adaptiert, wenn folgendes gilt :

(a) Jedes Qe 2 1ist relativ kompakt;

(b) 2 enthalt eine offene Basis von X;
() Mit Q gehéren auch Q und Q zu 2 und es gilt :

#(Q) = Q) = w(Q);
(d) VQe2Ve > 0 30ff. Ue2: Qe UA(UNQ) < .

Es liegt nahe, diesen Begriff auf Inhalte auf lokalbeschriinkten
Raumen zu iibertragen und einen Inhalt ¢|2 an (X, B)
adaptiert zu nennen, wenn er die Eigenschaften:

(a’) Jedes Qe2 ist beschriankt (bzgl. %)

sowie (b), (¢) und (d) besitzt. Dann gilt:

Satz 2.2.3. — Ist das Maf} pe Mo(X, B) unstetig, so ist der
Inhalt p|S, an (X, B) adaptiert.

Bewets. — Der Beweis verlauft analog zu Satz 7 in [3],
wenn man iberall die Funktionenmenge ® durch den Ring
Az und « relativ-kompakt » durch « beschrinkt » ersetzt. o
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Zg bezeichne das System aller beschriankten z-Mengen von
(X, %);

Qg bezeichne das System aller abgeschlossenen und be-
schrankten Teilmengen von (X, %).

Sarz 2.2.4. — (i) Fiir jedes p.e Jbg gilt: Zgc S,;
(i) Fiir jedes pe by gilt: Jogc S,.

Beweis. — (1) Sei Z = Z(g) € Zg. Wegen

Z=( )lg < n]

n

und Axiom (B3) existiert eine aufsteigende Folge (g,)c¥%g
mit — 1; =sup g,. Wegen supp(g,) <0 ist — 1, eine
u-Oberfunktion. Somit gilt 1; e ().
(1) Fir jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge A
von (X, %) gilt
— 1, =sup {gedg: g < — 1,1} eUr. O

Die Definition 1.4.2 legt folgende Klassifizierung der Inhalte
/@, nach Additivititseigenschaften nahe :

DerinttioN 2.2.5. — Der Inhalt &, heife:
(a) o-addittiv <= Fiir jede fallende Folge (Z,)cZg mait
Df.

Z,\\¢ glt wZ, —0.
(b) 7-additiv <= Fiir jedes abst. filtr. System (Z,)c<Zg
DI

mit Zo\ ¢ gilt w(Zs) - 0.
(¢) kompakt <= VBe®B Ve > 0 3kp. KcB: n(B\K) < e.
DI.

Zwischen der Stetigkeit des MaBes g auf (X, $) und der
Additivitat des zugehorigen Inhalts ©|&, besteht folgender
Zusammenhang :

Satz 2.2.6. — Sei pedbo (X, B) und S, der aus
abgeleitete Inhalt. Dann gilt:

(i) Das MaB g ist o-stetig <= @S, ist s-additiv.
(1) Das MaB @ ist t-stetig <= @S, ist t-additiv.
(iii) Das MaB p ist straff <= u|@, ist kompakt.
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Bewets. — Wir beweisen zunéchst (i1). Sel (Z,)4eca ein abst.
filtr. System in Zg mit Z, \ 4. Dann ist

D:={geRp:0< g<1 AN glZ,=1ftireinaecA}

ein abst. filtr. System (gi)aea In HAg mit g\ 0. Somit
existiert n. Vor. zu jedem ¢ > 0 ein Ape A mit p(g,) < e
Nach Konstruktion von 9 gilt ferner g |Z, =1 fiir ein
ap € A. Daraus folgt aber:

w(Za) < p(Za) < pl®) < ¢ Vap < a

Ser umgekehrt (gy)sea ein abst. filtr. System in Hg, das
punktweise gegen Null strebt. O.B.d.A. sei (g,) = Xp fiir ein
Be®. Dann ist fiir jedes ¢ > 0 Zy: = [g, > ¢] (¢ A) ein
abst. filtr. System in 2Zg mit Z, \(¢. Also gilt n. Vor.
w(Z,) - 0. Nach Axiom (B3) existiert ein g,eXRg mit
T, .c E(g,) fir alle 2« A. Somit folgt:

0 < plga) < w(lz) + ple-1r,) = 1(Za) + €. 1(Ty,).

Da ¢ > 0 beliebig war, ist hiermit (i1) bewiesen.

Der Beweis von (1) verlauft analog. (Das System 9 kann
in diesem Fall abzdhlbar gewihlt werden.)

Sei nun w e Jdbjg und B;e®. Nach Axiom (B3) existiert
ein B;e® mit B;cB; Aus der Jj-Stetigkeit von p auf
EBJ fOlgt:

Ve >0 3kp. KcB; Vgels: glK=0—|ug) <«
Hieraus folgt fiir die kompakte Menge K = K nB;cB;:

#(BNK) < w(BNK) = sup {¢(g): geZs, g K =0} < e

Sei umgekehrt (gq4)qea ein System in X, das gleichmaBig

auf den kompakten Teilmengen von B gegen Null strebt.

Dann existieren n. Vor. zu jedem ¢ > 0 eine kompakte

Teilmenge K von B sowie ein a,eA, derart daB gilt

w(B\K) < ¢ und |g, < e.1x + 1px fir alle o, < a.
Hieraus folgt aber:

|2(ga)l < e.n(K) 4+ p(B\K) < e.(1(K) + 1).

Hiermit ist auch (111) bewiesen. o
Ist speziell (X, #) beschriankt, so erhilt man aus Satz 2.2.6
die entsprechenden Satze 20, 24 und 29 von Varadarajan [41].
3
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Je nach Additivitat besitzt der Inhalt p|&, folgende
Regularitatseigenschaften :

Sarz 2.2.7. — Fiir jede Menge Qe &, gilt:

(1) w(Q) =sup {w(Z):Z<cQ, ZeZg}, falls p strikt (°)
c-additiv ist.

(1) w(Q) =sup {(A):AcQ, Aechg}, falls p t-additiv ist.

(i) w(Q) =sup {#(K): KcQ, Kkp.}, falls w kompakt

ist.

Beweis. — (i) Zu jedem Qe@, und zu jedem & > 0
existiert n. Theor. 2.1.4 (iv) eine Funktion ge — U* mit
g < 1o und p(lg — g) < e. N.Def. von U* ist g das Infi-
mum einer absteigenden Folge (g,) cX@. Sei nun ¢ eine
beliebige positive Zahl. Dann ist die Menge

Z:=1[g>8=( )& >3]

als Durchschnitt von abzéhlbar vielen beschriankten z-Mengen
ebenfalls eine beschrinkte z-Menge. Aus g < 1; + 8.1y folgt

w(Q) < (g +e < wZ) +8.4(Q) + =

Da ¢ > 0O beliebig war, folgt daraus die Behauptung.
(ii) Der Beweis verlauft analog wie in (1). Die Menge

A:=[h>8]= m [ge > 8] leistet das Verlangte.

(ii1) Nach (ii) existiert zu Qe &, und ¢ > 0 eine abge-
schlossene und beschrinkte Menge AcQ mit p(Q\A) < e.
A istineinem B e % enthalten.N. Vor. existiert eine kompakte
Menge KgzcB mit @(B\K;) < e. Fir die kompakte Menge
K= KgznA folgt somit: KcAcQ sowie

B(QWK) < w(ANK) + ¢ < w(BNKB) + ¢ = 2. o
Sarz 2.2.8. — Ist peoo(X, B), so ist der Inahlt 1|S, ein
Primaf3 [5] und kann somit auf genau eine Weise zu einem

vollstindigen Maf3 p. auf den von &, erzeugten o-Ring B,
fortgesetzt werden.

(5) Der Inhalt p heiit strikt ¢-additiv, falls p c-additiv, aber nicht r-additiv ist.
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Beweis. — Nach [5], S. 19, 1st ¢ genau dann ein Prama8,
wenn gilt: (o) Fiir jede absteigende Folge (Q,)c&, mit
Q. \\ ¢ glt ®(Q,) —=0. Ist pedb MW, so folgt (s) aus
den Sitzen 2.2.6 (i) und 2.2.7 (1). Ist e db%, so gilt n. Satz
2.2.6 (i) @w(Zy) - 0 fiir jedes System (Z,) c Zg mit Z, \ #.
Da jede Menge aus Jg Durchschnitt von beschriankten
z-Mengen ist, folgt daraus @(A,) >0 fir jede Folge
(A,) c g mit A, ¢. Die Bedingung (o) folgt daher in
diesem Fall aus Satz 2.2.7 (11). DaB ein endliches PriamaB
auf einem Ring & auf genau eine Weise zu einem Mal auf
den von & erzeugten o-Ring fortgesetzt werden kann, ist
eine wohlbekannte Tatsache der allgemeinen MaBtheorie
(siehe z.B. [5], [18], [21]).

Diese Fortsetzung kann aber auch unabhingig davon mit
dem in 2.3 eingefiihrten &uBeren MaB ¢* durchgefiihrt
werden, d.h. durch

(B): = p*(1s) = lim supg, 1z (Beg,)

wird das PramaB ©|@, eindeutig zu einem MaB auf B
fortgesetzt. Die Vollstindigkeit von w schlieBlich folgt aus
Theor. 2.1.4 (iv). Ist ndmlich AcBe®, mit ©B) =0,
so existiert zu jedem ¢ > 0 ein heU* mit 0 < 1, < 1 < A

und @(h) < e. Somit folgt 1,e%(x) und damit AeB,. o
DerintTioN 2.2.9 (Gould [16]):

(1) Der von dem System Zg aller beschrinkten z-Mengen von
(X, B) erzeugte o-Ring By = By(B) heift das System der
Baireschen Mengen von (X, 3).

(i) Der von dem System Jog aller abgeschlossenen und
beschrinkten Teilmengen von (X, B) erzeugte o-Ring B = B(R)
heif3t das System der Borelschen Mengen von (X, $).

Satz 2.2.10. — Zu jedem p. e W°(X, B) gehort ein vollstin-
diger Mafiraum (X, B,, 1) mit folgenden Eigenschaften :

(a) Ist peb\M*, so enthilt B, die Baireschen Mengen
von (X, ®), und p ist reguldr auf B, bzgl. innerer Appro-
ximation mit beschrinkten z-Mengen.

(b) Ist pedb’, so enthidlt B, die Borelschen Mengen von
(X, #), und @ ist regular auf B, bzgl. innerer Approxi-
mation mit abgeschlossenen und beschrinkten Mengen.
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(c) Ist pe ', so enthilt B, die Borelschen Mengen von
(X, #), und p ist regular auf B, bzgl. innerer Approxi-
mation mit kompakten Mengen.

Beweis. — Der jeweils erste Teil der Behauptungen folgt
unmittelbar aus den Sétzen 2.2.4 und 2.2.8 sowie aus Def. 2.2.9.

Die Regularititseigenschaften folgen aus folgender Uberlegung :
Das System aller Teilmengen von B,, deren MaB wie angege-
ben approximierbar ist, bildet einen o-Ring A, der n. Satz
2.2.7 jeweils den Ring &, enthilt. Da &, aber B, erzeugt,
ist A=9NB,. o

Der Satz 2.2.10 gestattet nun, folgende in der MaBtheorie
wohlbekannte Sprechweise einzufithren : Ist A(z) eine Aussage
fir alle ze X, soist die Aussage A(x) w-fast diberall (p-f.i.)
dquivalent zu p{zxe X:TA(z)} =0. Somit kénnen wir i.f.
von Konvergenz, Definiertheit, Gleichheit etc. w-fast iiberall
auf X sprechen. Insbesondere heiBen zwei p-f.ii. auf X
definierte Funktionen f, g p-dquivalent, wenn gilt f(z) = g(x)
p-f.i. Mit diesem Begnff 1afit sich die Klasse der p-integrier-
baren Funktionen wie folgt erweitern :

DeriniTiON 2.2.11. — Eine numerische p-f.i. auf X defi-
nierte Funktion heiflt p-integrierbar, wenn sie einer Funkiion
aus $(w) p-dquivalent ist.

Von dieser Moglichkeit, die Klasse der integrierbaren
Funktionen zu erweitern, werden wir jedoch i1.f. keinen Ge-
brauch machen, sondern uns auf die Betrachtung reeller,
iiberall auf X definierter Funktionen beschrinken.

Bemerkung. — Die Bestimmung von B, als den « p-meB-
baren » Mengen von (X, #) entspricht dem Standpunkt von
Halmos zur MeBbarkeit in lokalkompakten Réaumen [18],
§ 51. In der Tat fallen die Definitionen der Baireschen und
Borelschen Mengen gem. Def. 2.2.9 mit denen von Halmos
zusammen, wenn (X, %) lokalkompakt ist.

2.3. Auferes und inneres Maf. N,-Normen.

Im Gegensatz zu den Fortsetzungsmethoden von Stone [39]
und Bourbaki [7] wurde die Fortsetzung des MaBles p in 2.1
ohne Verwendung eines #uBeren MaBes durchgefiihrt. Die
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Bestimmung der £-Ridume (und damit der #-R#ume-siehe
Def. 2.4.1) sowie der integrierbaren und meBbaren Mengen
geschah vielmehr alleine mit Hilfe des in 2.1 definierten
Filters .

Man kann den Filter &, aber auch dazu verwenden, um
auf natiirliche Weise ein #dufleres (und analog ein inneres)
MaB auf der Menge aller reellen Funktionen auf X zu defi-
nieren. Mit Hilfe dieses duBleren MaBes kénnen dann die
Fortsetzungmethoden von Stone und Bourbaki angewendet
werden. Es erhebt sich die Frage, wie sich die auf diese Weise
erhaltenen Ergebnisse zu den in den beiden vorigen Abschnitten
ohne Verwendung eines dufleren MafBes gewonnenen Resultaten
verhalten. Es wird sich zeigen, daB beide iibereinstimmen —
und zwar fiir jedes MaB @ e (X, B) unabhingig von seinem
Stetigkeitscharakter.

L.f. sei p ein beliebiges positives MaB auf (X, %).

Derinition 2.3.1. — Fiir jede reelle Funktion [ auf X
heife :
(a) pXf) = f fdu:=lim supgl‘f

das dulere Maf} oder das Oberintegral von f;

() wf) = [ fdp: = lim infs, f
das innere MaB oder das Unterintegral von f.

Aus der obigen Definition folgt unmittelbar :

Sarz 2.3.2. — Eine reelle Funktion [ auf X st genau dann
integrierbar, wenn das Oberintegral und das Unterintegral von f
iibereinstimmen und endlich sind.

Aus den Eigenschaften des oberen und unteren Limes einer
numerischen Funktion auf einer gefilterten Menge (siehe z.B.

[6], chap. 4) folgt unmittelbar:

Eigenschaften von p* und w, (°): f, g seien beliebige reelle
Funktionen auf X. Es gilt:

(@) w(f) = — (= 1)

Diese Beziehung gestattet es, sich im weiteren im wesen-

(®) Man vergleiche die entsprechenden Resultate fiir RadonmaBe [7], chap. 4.
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tlichen auf die Untersuchung des Oberintegrals zu beschrin-
ken.

@) f < g—(f) < v(g)

(Y) v («f) = ap*(f) fir jede reelle Zahl a > 0

(@) plf) + (8 < wlf+ ) < u*(f) + #(g)

w(f + 8) < () + (8-

(e) Fir jedes aufst. filtr. System HcU* mit den Eigen-
schaften (al) bzw. (a2) bzw. (a3) v. Def. 2.1.1 gilt:

w* (sup h) = sup u*(h)
h€H h€H
Beweis. — Aus der Monotonie von u* () folgt:

w* (sup k) > sup w*(h). Somit ist die Behauptung evident
fiir den Fall: sup p*(h) = .

Sei also sup p*(h) < ©© und hy =sup H. Jedes heH
ist n. Def. von U* obere Einhiillende eines aufst. filtr. Systems
G,cRg, das die gleichen Eigenschaften wie H besitzt.

Dann ist das System G =UG,, aufst. filtr., enthalten

nen
in %g, besitzt mit H und G, ebenfalls die Eigenschaft (al)
bzw. (a2) bzw. (a3), und es gilt: hy = sup G,. Ferner gilt:

sup (x(g) = sup sup ((g) = sup p*(h) < oo.
9EGo heH geGy heH

Folglich gehért A, zu UP. Aus hy, = sup G, e U* folgt
nach Lemma 2.1.3:

w* (sup h) = p(ho) = sup u(g) = sup (k). o

h€H

(©) w*(fVe) + ' (fAg) < v(f) + v (g)

Aufgrund der Eigenschaften (8), (Y) und (8) ist p* auf RX
monoton, positiv homogen und konvex. Somit gelten nach [7],
p- 11-12, die folgenden Ungleichungen von Minkowski und
Hoélder :

(n) Fiir jede reelle Zahl p > 1 ailt:

(5 + e < (W (PP + (5 (1 gl
(9) Fir reelle Zahlen p, ¢ > 1 mit 1/p 4+ 1/g=1 gilt:

wIf-gl) < (0P, (Wl gl e
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Ist die Funktion g p-integrierbar, so gilt zusitzlich :

(v) w(f + 8) = w(f) + w(8)
(x) w(f + &) = v (fVe) + w(fAeg)
Fiir jede reelle Zahl p > 1 und jede reelle Funktion f auf X

sel
NG(f) = = (w*(IfIP)v™.

J?() bezeichne die Menge aller reellen Funktionen f auf X
mit NY(f) < ©. Wegen der Eigenschaften (y), (¢) und (v)
von p* ist N} eine Halbnorm auf dem linearen Raum
FP(u). Mit FP(u) wird 1.f. stets der lokalkonvexe Raum P
versehen mit der N,-Halbnorm bezeichnet. Die Topologie von F»
heiBt nach [7] auch die « Topologie der Konvergenz im p-ten
Mittel ». Wegen der Ringeigenschaft von &g ist offensichtlich
fiir jedes p.e./lfbgz, und jedes 1 < p < o Xz in F*(r) enthal-
ten und somit ein lokalkonvexer Teilraum von FP(w.).

Satz 2.3.3. — Set F ein Filter auf (), der p-f.i. auf X
glezchmaﬁzg gegen die reelle Funktion f, konvergiert. Ferner
existiere ein Be B und esn My e J, derart dap fiir alle feM,
gilt p-(B\Tf) = 0. Dann gehort fo zu F(u) und F konver—
giert tm p-ten Mittel gegen f,.

Beweis. — Nach Axiom (B3) existiert ein geXg mit
BcE(g). N. Vor. existiert zu ¢ >0 ein M,eF mit
|f(z) — folz)] < & p-fi. fir alle feM, Somit gilt fiir alle

feM:n
If(@) — fo(z)] < c.glx) pfii

Daraus folgt aber: N,(f — f;) < €.N,(g). Wegen Xgc Fr(p)
1st N,(g) endlich, womit die Behauptung bewiesen ist. o

2.4. Die 9-Riume (1 < p < ).

DeriniTioN 2.4.1. — Eine numerische p-f.i. auf X defi-
nierte Funktion heifit p-fach p-integrierbar (1 < p < ),
wenn die Funktion |f|P7*.f w-integrierbar ist.

47(u) bezeichne den Vektorraum aller reellen und auf ganz
X definierten p-fach p-integrierbaren Funktionen. Offen-
sichtlich gilt :

B(u) = {feRX: |[f].fe (p)}.
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Da p* auf & endlich ist, ist 9 offenbar ein lokalkonvexer
Teilraum von JP(w). L? bezeichne den ¥ zugeordneten
normierten Raum, d.h. L?: = %[Te? mit

T = {fe9: N,(f) = 0}.

Satz 2.4.2. — Fiir jedes pe o (X, $) und jede reelle Zahl
p > 1 bezeichne hyRg den Abschluf3 von Rg in dem lokal-
konvexen Raum J*(n). Fir jede positive reelle Funktion f
auf X sind dann folgende Aussagen dquivalent:

(1) fehpha

(i) — o < p(f") = W) < + o

(i) f? < ()

(iv) fe ().

Beweis. — Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt aus Satz

2.3.2; diejenige von (iii) und (iv) aus der Definition von
$P(1). Es bleibt zu zeigen :

(i) = (1) : N. Theor. 2.1.4 (ii) existiert zu jedem ¢ > 0
eine Funktion AeWU* mit f» < h und wh— fP) <e. Mit
Hilfe der elementaren Ungleichung

(a—bP<a?—b (0<b<a 1<p< o
folgt

N(f — PP = pX(RP — f)P) < p(h — f?) < e
Ferner existiert zu heU* n. Satz 2.1.2 ein ge ,Xgp mit
g <h und w(h — g) < e Hieraus folgt analog:

N (R — ghie)e = po((r — gUe)?) < p(h — g) < <
Somit gilt
N,(f — g%) < N,(f — hP) 4 N, (hP — gllp) < Q¢llp
mit gl e Rg.
(1) > (iv): Wegen XpccJFP geniigt es zu zeigen, daB

42 abgeschlossen ist in J2. Diese Tatsache beweist man mit
Hilfe des folgenden Lemmas :

Lemma 2.4.3. — Fiir beliebige positive reelle Funktionen
f, g auf X gilet:

Ny(f* — g7) < p-N,(f — g)-(N,(f)> + Ny(g)*).
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Beweis. — (nach Stone [39]) Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
beweist man die folgende elementare Ungleichung von

Mazur [31]:
|a? — b?| < p.a — b|.(a?* 4 bP') Va, beR,

Mit Hilfe der Ungleichungen von Hélder und Minkowski
(Eigenschaften () und (%) von p*) folgt hieraus:

Ny(f* — g*) < p. N of — &) Ny(fr + g#*) mit 1/p +1/g=1
< p-No(f — g) - (Ny(fe D) + N, (g0t
= p.Ny(f — 8)-(N,(f)P* + Ny(g)*7)

Wegen p/g =p — 1 ist damit das Lemma bewiesen.
Sei nun f, € FE\%. Dann existiert n. Satz 2.3.2 eine reelle
Zahl o >0 mit p*(f8) — u,(f5) = a. Fir eine beliebige

Funktion fe 32 folgt dann aus (3):
wH(f?) = wX((fe — £8) + [) = (" — f8) + v*(F})
w(f?) = wlfE + (FF = £3) < wlf8) + u(f* — 15)-
Hieraus folgt :

w(f7) — walf?) = & — 2,055 — f7))-
N. Lemma 2.4.3 ist aber
w5 (18 — ) = Nu(fs — f*) < af2

fiir

a
Nollo = 1) <0 =g N Mt
Somit gilt fir alle feUs(fy) = {feF: Nyfo—f) < &}
w,(f?) < #*(f?) und damit fe¥2. o
Aus Satz 2.4.2 folgt nun unmittelbar das folgende Theorem,
das die Verbindung zu den Fortsetzungsmethoden von Stone
und Bourbaki herstellt.

TaeoreM 2.4.4. — Fiir jedes pe (X, B) und jede reelle
Zahl p > 1 st der Raum 4$P(w) der Abschluf3 von HK(X, R)

in dem lokalkonvexen Raum JP(w.).

Beweis. — Die folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz
aufgrund der Beziehung |f|PX.f = (f*)? — (f)P. o
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Das Theorem 2.4.4 besagt also: Die p-fach integrierbaren
Funktionen auf (X, #) sind genau die Limiten der konver-
genten Folgen in (X, #) bzgl. der Topologie der Konver-
genz im p-ten Mittel.

Kororrar 2.4.5. — () ist ein Vektorverband.
Beweis. — Aus ||f| — |gl] < |f — gl folgt
No(Ifl —18l) < No(f — g) < e

KoroLrLar 2.4.6. — Fiir alle reellen Zahlen p > 1 und
g >1 gilt: Die Funktion f gehort genau dann zu P(u.),

2 .
wenn die Funktion |f|? .f zu 49(u) gehort.

P,
Beweis. — Sei g:=|f|? .f. Dann gilt n. Def. von %:
fe —|flrt.fett —|git gal <> get.o

Die Bedeutung des Korollars 2.4.6 das hier natiirlich einfach
aus der Definition der 4-Réume folgt, beruht darin, daB sich
nun aufgrund des Theorems 2.4.4 die ¥-Riume auch als
Abschlufl von Xg in JP(w) interpretieren lassen. Fiir den
Spezialfall, daB (X, %) lokalkompakt ist, erhdlt man damit
das Theorem 7 von Bourbaki [7], p. 139. Dieses Theorem,
das ja die Definition der -Riume nach Bourbaki erst recht-
fertigt, wird in [7] unter Benutzung des Theorems der abzihl-
baren Konvexitit, der Vollstandigkeit der Y*-Riume sowie
des Satzes von Lebesgue bewiesen. Diese Hilfsmittel stehen
hier aber i. allg. nicht zur Verfiigung — und werden auch
nicht benétigt, wie der Beweis des Theorems 2.4.4 zeigt, bei
dem lediglich die Ungleichungen von Minkowski und Hélder
verwendet wurden. Es handelt sich hier also um einen allge-
meineren Zusammenhang, der insbesondere nicht von der o-
Stetigkeit des zugrundeliegenden MaBes abhiangt. Das bedeutet
aber, daB sich auch fiir das Riemann-Integral (vgl. 3.1) die
4>-Réume véllig analog zum Lebesgue-Integral definieren
lassen — namlich als Abschlul von Jg in den lokalkonvexen
Raumen ().

Die bisherigen Resultate galten fiir beliebige MaBle p auf
(X, B) da — wie gesagt — keine Stetigkeitsannahmen iiber p
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benétigt wurden. Fiir o-stetige MaBe 148t sich nun das Theorem
der abziahlbaren Konvexitit (Theorem 2.4.8) auf den -
Riaumen beweisen, aus dem dann die bekannten spezifisch
maBtheoretischen Aussagen wie Vollstindigkeit der #>-Réaume,

Monotones Konvergenztheorem und Satz von Lebesgue ([7],
[39]) folgen.

Sarz 2.4.7. — Sei p.e W(X, B). Dann gilt fiir jede aufstei-
gende Folge (f,) c $(w):

b* (sup fo) = sup p(fa).

Beweis. — Wegen der Monotonie von w@* ist nur zu zeigen
« < ». N. Theor. 2.1.4 (i1) existiert zu jedem & > 0 und zu
jeder natiirlichen Zahl n ein h,eU* mit f, < h, und

w(f) < why) < p(f) + c.27

Fiir die Funktionen g,: =5/ V---Vh,eU* zeigt man mit
Hilfe vollstiandiger Induktion (vgl. [7], p. 113):

w(g) < w(fi) +¢.(1 — 27 VneN.

Da (g,) eine aufsteigende Folge in U* ist, die die Folge (f,)
majorisiert, folgt aus (e):

w(sup fa) < p*(sup g.) = sup p(ga) < sup p(fa) + .

Da ¢ > 0 beliebig, ist der Satz bewiesen. o

TaeorEM 2.4.8. — Ist pe (X, B), so gilt fiir jede Folge
(Fa) & % () :

N,,(E f,,) < ) Ny(f,) (abzahlbare Konvexitit)

Beweis. — Man betrachte die Funktionen f:= Zf,,

und g.:=fi+ -+ +f,e¥ (neN). Dann gehoren ndie
Funktionen g8 zu £ und es gilt f? = sup g2 N. Satz 2.4.7

gilt p*(f7) = sup p(gh). Wegen Ny(g,) < ZN,,(fk) folgt

somit :

N,(f) = sup Ny(g,) < sup 2 N,(f)-
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Satz 2.49. — Ist peM¥(X, B), so ist der lokalkonvexe
Raum $(u) vollstindig und der zugehorige normierte Raum
L?(w) ein Banachraum.

Beweis. — Dies folgt aufgrund des Theorems 2.4.8 véllig
analog wie in [7], pp. 127. o

2.5. Konvergenazsiitze.

Fir jedes Ma p auf (X, %) gilt der folgende Konver-
genzsatz :

Satz 2.5.1. — Set F ein Filter auf (p), der p-f.i. auf X
gleichmdifvg gegen die reelle Funktion f, konvergiert. Ferner
existiere eitn Be® und ein Myed, derart daf} gilt
w(B\T)) =0 fir alle feM,. Dann ist f, p-fach p-inte-
grierbar und F konyergiert im p-ten Mittel gegen f,.

Beweis. — Der Satz folgt unmittlebar aus Satz 2.3.3 und
Theor. 2.4.4. O

Ist das MaBl . o-additiv, so steht das Theorem der abzihl-
baren Konvexitdat (Theorem 2.4.8) zur Verfiigung. Mit seiner
Hilfe lassen sich nun fiir die >-Rédume die bekannten Konver-
genzsitze der MaBtheorie, namlich :

Monotones Konvergenztheorem (Satz von Beppo Levi)
Fatou’sches Lemma
Satz von Lebesgue

beweisen. Die Beweise verlaufen aufgrund des Theorems 2.4.8
vollig analog wie bei den entsprechenden Aussagen fiir Radon-
mafBe (siehe [7], p. 136-38), so daB auf deren Ausfiilhrung
verzichtet werden kann. Fiir die Banachraume L*? 148t sich
das Monotone Konvergenztheorem verschirfen zu der Aus-
sage :

Satz 2.5.2. — Ist me (X, B), so ist LP(1) ein vollstin-
diger Vektoryerband.
Der Beweis verlauft ebenfalls analog zu [7], p. 134.

2.6. Integration vektorwertiger Funktionen.

Gegeben sei ein MaB e b, (X, #) und ein Banachraum F
iiber R. F* bezeichne die Menge aller Abbildungen von X
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in F. Bx(X, ®) oder kurz Ky sei die Menge aller ge F* der
Form:

(6) g =éla,-gi (a;eF, gge (X, B)).

Fir F =R gilt offenbar %y = K.
Fir jedes aeF bezeichne |a| die Norm von a. Setzt
man fir jedes 1 < p < c© und jede Abbildung feFX

N, (f) = = @i (I f17),

so ist wegen der Eigenschaften (y), (§) und (y) von u*
N, eine Halbnorm auf dem Vektorraum

Fr = F5(): = {fe FX: N,(f) < o}.

Satz 2.6.1. — Ky ist ein linearer Unterraum des lokalkon-
vexen Raumes %&.

Beweis. — Sei g von der Gestalt (6). Dann gilt wegen
Ry < P :

Nie) < 3 Nfag) = 3 lailN(g) < . o

DeriniTioN 2.6.2. — (a) &% = % (w) bezeichne den Ab-

schluf3 von Rr in dem lokalkonvexen Raum Jk(w).

(b) Fiir jede reelle Zahl p > 1 heille
B = %) : = {Fe F2: | f]P7f « B()}

die Menge der p-fach integrierbaren Abbildungen von X in F.
Aufgrund des Theorems 2.4.4 stimmt die obige Definition
fir den Fall F =R mit der in 2.1 bzw. 2.4 gegebenen iiber-

ein. Fir jede Abbildung feF* und jedes v = }n} A, 8
iSt Jj=1

W) = 3 Mif@)

wohl definiert in F. Man kann somit jedes feF* auch als
eine lineare Abbildung v—>v(f) von & in F auffassen.
Ist J, der nach 2.1 dem MaB @ zugeordnete Filter auf &,
so ist folglich f(J,) eine Filterbasis auf F.
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Treorem 2.6.3. — Fiir alle g e%(1) ist g(F,) konvergent.

Beweis. — Da F ein Banachraum ist, geniigt es z.z.:
&(%,) ist ein Cauchyfilter auf F. .

(a) Sei zundchst geXy, also g= Y a;gg mit a,eF
i=1
und g;efig. Dann gilt fiir jedes ve& die Beziehung:

vEg) = ; a;v(g;)-
Hieraus folgt :

[v(g) — v'(g)l = 12 a;(v(g) — V'(gi))[
< ; la:| [v(g:) — v'(g:)l
< 2 la;| Vv, vVeM,,. ,.c¢.

(b) Zu fe4% und e > 0 existiert n. Def. von % ein g
aus Ry mit

N,(f—g) = liry;up W(f—gl) <«

Somit existiert ein M, € F,, so daB fiir alle ve M, gilt:

() — (&)l < v(f—é&l) <«
Daraus folgt zusammen mit (a):
() — V() <3 ¥y, VeMgnM, , o
,n -
mit ¢ = e(ZlaJ) , falls wenigstens ein a; # 0, und

i=1

¢ =¢ sonst. O

Bekanntlich wird von Bourbaki [7], p. 75 bzw. 140, das
Integral der p-integrierbaren Funktionen mit Werten in
einem Banachraum F definiert als die stetige Fortsetzung

von HRg auf % derjenigen Linearform g — f g dy. auf Xy
mit der Eigenschaft

<fg dp., 2’ =f<g, Z>dp Vgely VZ'eF.



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 79

Das Theorem 2.6.3 gestattet nun die folgende einfache Integral-
definition :

DerintTiOoN 2.6.4. — Fiir jedes fe %(r) heife
ffdy.: = limg, f

das Integral von [ (bzgl. p).

Man verifiziert leicht, daBl das so definierte Integral die
Eigenschaft besitzt, die bei Bourbaki als Definition verwendet
wird.

Satz 2.6.5. — Fiir jedes fe4% und jedes 2’ e F' gilt:
(7) S fw, 2> = [<f, 2 d

Bewets. — Fiir jedes ve& ist die Beziehung (7) evident.
Aus der Stetigkeit von 2z’ auf F folgt:

ligl VW, 2) = lilgn O(f), 2> = limg, f, 2'>. O
Sarz 2.6.6. — Fiir jedes fe% gilt:
[7de] < [171dp=N(s).

Beweis. — Fir ve b, gilt |v(f)| < v(|f|). Hieraus folgt:
[limg, v(f)| = limg, [v(f)| < limg, v(|f]). O

Satz 2.6.7. — Wenn die Funktion f zu 4% gehirt, so gehort
die Funktion | f| zu ¥. Die Abbildung f—|f| von % in ¥
ist gleichmiflig stetvg (bzgl. der Topologie der Konvergenz
im p-ten Mauitel).

Beweis. — N. Def. von % existiert zu jedem ¢ > 0 ein
geRy mit Ny(|f|"Yf — g) < e. Die Funktion |g| gehort
zu Kg und es gilt:

Nl 17— lel) < N[ f17f —8) < e
Aus Theor. 2.4.4 folgt somit | f] e #. Fiir f, g € % gilt ferner:
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N,(If] —l&l) € N,(f —g), woraus die gleichmaBige Stetig-
keit der Abbildung f —|f| folgt. o

2.7. Mafle auf lokalbeschrinkten uniformen Riumen.
Jeder lokalbeschriankte Raum (X, %) ist p. Def. vollstiandig

regulir und somit uniformisierbar. Bisher wurde nur die
Topologie von (X, #) benutzt, ohne auf eine spezielle uni-
forme Struktur Bezug zu nehmen. Zeichnet man jedoch auf
(X, B) eine feste, mit der Topologie von X vertrigliche,
uniforme Struktur U aus und ersetzt den bisher betrachteten
Ring %g durch den Unterring %(X, U, #) aller U-gleichmiBig
stetigen, beschriankten, reellen Funktionen auf X mit
#-beschranktem Trager, so 148t sich das bisher behandelte
maBtheoretische Konzept unter Beibehaltung aller Defini-
tionen und Sitze ohne weiteres ausdehnen auf MafBle, die nur
auf Unterringen der Baireschen Mengen definiert sind. Wir
definieren also :

DerintTion 2.7.1. — (X, U, B) heipt ein lokalbeschrinkter

uniformer Raum, wenn gilt:
1. U ist eine separierte uniforme Struktur auf X;

2. B st eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B
pvon X mit folgenden Eigenschaften:

(B1) % ust aufsteigend filtrierend
(B2) & iberdeckt X

(B3) Zu jedem B;e® existiecren ein Bje® und eine
gleichmifig stetige reelle Funktion f auf X, derart daf} gilt:

1 CBEBi
fl@)=J0 zecB,

R(X, U, B) seidie Menge aller gleichmiBig stetigen, beschrank-
ten, reellen Funktionen auf X mit beschrianktem Trager.
Auf R sind die Topologien J% und I3 wie in Abschnitt
1.2 bzw. 1.4 definiert. Der Raum der Mafle JIb(X, U, %) ist
der Dualraum von (K, J3) und hingt nun auBer vom Be-
schrankungssystem % auch von der Uniformitit U ab. Alle
Definitionen und Sitze der vorigen Abschnitte behalten ihre
Giiltigkeit, wobei iiberall der Ring Xg durch den Ring
R(X, U, B) zu ersetzen ist.
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Insbesondere sind die Baireschen Mengen von (X, U, %)
analog zu Def. 2.2.9 definiert als der o-Ring, der von dem
System

(U, B) = {L<X: Z = g(0) fir ein ge X(X, U, B),
Z beschrankt bzgl. #}
= {Z e Z(RX) : Z beschrinkt}

erzeugt wird. Das System Z(U, %) ist identisch mit dem
System aller Mengen der Form (g): =[g=1] fir ein
ge KX, U, B), so daB die Baireschen Mengen von (X, U, ®)
auch als der von dem System der « Eins »-Mengen von
R(X, U, #) erzeugte s-Ring definiert werden konnen. Somit
hingen die Baireschen Mengen von (X, U, %) aufler von #
nun auch von der uniformen Struktur U ab, und sind 1. allg.
echt enthalten in den Baireschen Mengen von (X, %) (ohne
Beriicksichtigung von U). Dagegen sind die Borelschen Men-
gen von (X, U, $) von der spezielle uniformen Struktur U
unabhingig, da sie nach Def. 2.2.9 von dem System Jg der
abgeschlossenen und beschréankten Teilmengen erzeugt werden
und somit nur von der Topologie von X abhingen. Hierin
duBert sich die Tatsache, daBl die t-stetigen MaBe auf (X, U, %)
stets auf genau eine Weise auf den Ring H(X, &) fortsetzbar
sind. Genauer gilt :

Sarz 2.7.2. — Jedes n-stetige Maf auf (X, U, ®) lapt sich
auf genau eine Weise zu eitnem t-stetigen Maf3 auf (X, %)
fortsetzen.

Beweis. — Jede positive stetige Funktion auf einem unifor-
men Raum ist obere Einhiillende der von ihr majorisierten
gleichméBig stetigen Funktionen. Hieraus folgt, daB fiir jedes
ge B (X, B) ein aufst. filtr. System Hc R(X, U, B) existiert
mit g=sup H. Ferner existiert zu g nach (B3) ein
goeR(X, U, B) mit g < |g|.g. Somit gilt:

sup (k) < |gl-n(g) < .

Folglich 1st g gemafB Def. 2.1.1 eine g-Oberfunktion, falls w®
t-stetig. Nach Lemma 2.1.31st somit u auf genau eine Weise zu
einer positiven Linearform auf ® = X, — X, [ortsetzbar, die
nach Abschnitt 2.3 (¢) ~7-stetig ist. Also gilt e (X, $). o
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Die Einfithrung einer uniformen Struktur auf dem lokal-
beschriankten Raum (X, $) bedeutet somit nur fiir unstetige
und o-stetige MaBe eine Erweiterung in maBtheoretischer
Hinsicht. Ist speziell # ein System kompakter Mengen, d.h.
ist X lokalkompakt, so ist ebenfalls die MaBtheorie auf (X, #)
von der speziellen uniformen Struktur unabhingig, da wegen
der eindeutigen Uniformisierbarkeit der kompakten Mengen
gilt: X(X, U, B) = R(X, B) fir alle vertriaglichen U auf X.

3. Beziehungen zu den « klassischen » Integrationstheorien.

3.1. Das Riemann-Integral fiir unstetige Mafe.

Fir jedes positive MaB @ auf (X, ®B) erfillt das Tripel
(X, Agp, ) die Voraussetzungen der Theorie des Riemann-
Integrals nach Loomis [29]. Somit sind die Loomisschen
Resultate anwendbar, und es erhebt sich die Frage, in welchem
Zusammenhang diese mit den in 2.1 und 2.2 gewonnenen
Ergebnissen stehen.

Nach Loomis leitet sich aus (X, %g, ) ab:

(a) Das System 2 = 2(Rg, @) der p-quadrierbaren Teil-
mengen von X;

(b) Der vollstindige Inhalt g auf 2;

(c) Das System Y = $(%hg, ) der bzgl. wu (eigentlich)

Riemann-integrierbaren Funktionen auf X;

(d) Das Riemann-Integral I(g) =fgd;1 auf 9.

Satz 3.1.1. — Fir jedes unstetige () positive Maf3 @ auf
(X, B) gule:

(1) ©, se das System der nach 2.2 p-integrierbaren Mengen
pon X und u der zugehorige Inhalt. Dann gilt

&, = U%a, 1)

und die Inhalte . und (. stimmen tberein.

(*) Ist . stetig, so wird . wegen des Prinzips der Maximalitit der Fortsetzung iiber
die Riemann-integrierbaren Funktionen hinaus auf die Lebesgue-integrierbaren
fortgesetzt. In diesem Fall gilt somit 2c &, und $c ¥ (u) und die Restriktionen

von p. auf @ bzw. ¢ stimmen mit § bzw. I iiberein.
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(1) $(w) sev der Vektorverband der nach 2.1 p-integrierbaren
Funktionen auf X. Dann gilt

B(r) = 9(%a, )

und die Integrale p. und 1 stimmen iiberein.

Bewets. — Wir zeigen zunichst (i1). N. Vor. ist @ e dbg\Jb.
Folglich, da Xg ein Vektorverband ist, gilt U* = Hg. N.
Theor. 2.1.4 (iv) besteht somit #'(w) genau aus denjenigen
reellen Funktionen f auf X mit der Eigenschaft :

(8 Ve>0 3g, heR: g < f<h A ph—g <=

Das ist aber gerade die Definition der zweiseitigen Vervoll-
stindigung im Sinne von Loomis X = V(f, ). Wegen

JcR =4 bleibt nur zu zeigen: Jedes feX ist Riemann-
integrierbar. Fiir jedes fe X gilt aber: (a) f ist w-mefBbar im
Sinne von Loomis [29], S. 171; (b) f ist beschriankt; (¢) f
verschwindet 1im Komplement einer w-quadrierbaren Menge.
(c) 1st nach Bauer [3], S. 452, dquivalent zu :

() akeX, : k(z) < 1 — f(z) = 0.

Beweis von (¢’): Zu den Funktionen g, h in (8) existieren
nach Axiom (B3) Funktionen gy, hyefg mit T,cE(g,)
und T,<cE(hy). Fiir die Funktion k: =gy V |ho| € K, gilt

dann:
k(z) < 1—2eC(T,uT,) —0=g=) < f(z) < h(z) =0.

Hiermit ist (¢’) gezeigt. Jede Funktion f mit den Eigenschaf-
ten (a), (b) und (c) ist aber nach Bauer [3], S. 452, Riemann-
integrierbar.

Die Identitat von p und I folgt aus der Eindeutigkeit
der Fortsetzung von p auf #(w) gem. Theor. 2.1.4 (1).

(1) folgt unmittelbar aus (1) aufgrund der Beziehungen :

AE@P<——>1AE%1((}.)<——>1AE£<———>AEQ. o

3.2. Das Daniell-Integral fiir o-stetige Majfe.
Fiir jedes Ma e b3(X, B) erfillt das Tripel (X, Ag, ®)

die Voraussetzungen der Integrationstheorien von Daniell [11]
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bzw. Stone [39]; denn nach Lemma 2.1.3 gilt fiir jede auf-
steigende Folge (g,) c Xz mit sup g, e %z:

(M) o (sgp gn) = sup (g)-

i ist somit ein Daniell- bzw. erstes Stone-Integral auf Hg.
Von p ausgehend definiert man nach dem ersten Stoneschen
IntegrationsprozeB [39/1] fiir jede positive numerische Funk-
tion f auf X ein Oberintegral E(f) wie folgt: o(f) bezeichne
die Menge aller aufsteigenden Folgen (g,) c %, mit f < SUP &
man definiert (vgl. [4], p. 56) :

_ + (a(f) = 9)
9 w(f) = Lot (supp(g)) (o) # 9)

F sei ein Banachraum mit der Norm |a| fiir @ e F. Fiir jede
Abbildung f von X in F und jede reelle Zahl p > 1

setzt man nach Stone :

Ny(f) = = (A7)
Mit Hilfe von N, werden bei Stone genau wie in Abschnitt 2.6
die Mengen 9% =32(X, Kg, 1) und & = 35(X, Kg, 1) definiert.
Allerdings 148t Stone als Elemente von g und % auch
Funktionen zu, die nur p-f.i. auf X erkléart sind. 3% (X, g, 1)
und ${(X, Ag, ) bezeichne daher die Menge aller reellen

Funktionen aus %2 bzw. Q’ﬁ, die auf ganz X definiert sind.

Satz 3.2.1. — Sei p. ein strikt (8) o-stetiges Maf auf (X, B).
Fir jeden Banachraum F wund jedes 1 < p < o sei 4i(w)
der in 2.6 definierte lokalkonvexe Raum versehen mit der N,-
Halbnorm. Dann ist

B(pw) = &(X, Az, @)

und die Halbnormen N, und N, (und somit die Integrale der
p-fach integrierbaren Abbildungen von X in F) stimmen auf
4% iberein.

Beweis. — (a) Sei zundchst p =1 und F =R. Es gilt
folgendes Kriterium fiir Integrierbarkeit im Sinnes des 1.

(8) Ist w t-stetig, so entspricht die Fortsetzungsmethode in § 2 wegen der Maxi-
malitit der Fortsetzung dem zweiten STONEschen IntegrationsprozeB (siche 3.3).
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Stone-Integrals [23] : Eine positive reelle Funktion f auf X
ist genau dann p-integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 eine
aufsteigende Folge (h,)c®, und eine fallende Folge
(g,) < R, existieren mit inf g, < f < sup h, und

sup ®(h,) — inf u(g,) < e.

Dies ist aber gerade die Aussage (iv) des Theorems 2.1.4.

Somit folgt: 9 (u) = (X, Kz, 1) und damit die Aquivalenz
der #*-Raume. N. Theor. 2.1.4 (1) gilt auBerdem :

W) =wf) = inof wh)= inf supp(h)=p(f)

Somit stimmen die Halbnormen N; und N; auf ()
tiberein.
(b) Da die Definitionen der *-Riéume nach Stone und nach

2.4 identisch sind, folgt aus der Aquivalenz der $-Riume
auch die Gleichheit der #-Rdume. Die Gleichheit der Halb-
normen N, und N, auf ¥ folgt aus der Beziehung

Ifl <% —|fl7 <@

und p* = auf &
(¢c) Fiir einen beliebigen Banachraum F folgt die Aqui-
valenz der $8-Réume fiir p = 1 aus der Ubereinstimmung der

N;-Halbnormen auf € und fir 1 < p < oo aus den iiber-
einstimmenden Definitionen. o

3.3. Das Bourbaki-Integral fiir ©-stetige Maje.

Fir jedes webi(X, #) ist das Tripel (X, Hg, r) ein
stonesches Elementarintegral mit der starkeren Stetigkeits-
eigenschaft : Fir jedes aufst. filtr. System (g,) cfg mit
sup g, € Az gilt (Lemma 2.1.3) :

a

(M%) u(sgp ga) = sup (1(gs)-

Somit ist der zweite Stonesche IntegrationsprozeB [39/IV]
anwendbar. Anstelle des in (9) definierten Oberintegrals tritt
dabei das wie folgt definierte Oberintegral p*: Fir jede
positive numerische Funktion f auf X bezeichne =<(f) die
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Menge aller aufst. filtr. Systeme HecX, mit f < supg;

man definiert (vgl. [4], p. 61): geH
S Sl (<(f) = 9)
w): = int supu(g) (x(f) # 9)

Fir jedes 1 < p < oo und jede Abbildung f von X in
einen Banachraum F setzt man nach Stone:

NZ(f) = = (& ( f12)H.
Ersetzt man in den Definitionen der Rdume J§ und 4 nach
dem ersten IntegrationsprozeB jeweils die Halbnormen N,
durch N%, so erhilt man die Raume F%* und %*. Nach [4],
p. 61, gelten die Inklusionen %% c $%* und die Halbnormen N,

und Nj; stimmen auf % iberein.

Satz 3.3.1. — Set e WYX, B). Fiir jeden Banachraum F
und jedes 1 < p < © set %(w) der in 2.6 definterte lokal-
konvexe Raum versehen mit der N,-Halbnorm. Dann st

() = &(X, Ka, p)

und die Halbnormen N, und N} (und somit die Integrale der
p-fach integrierbaren Abbildungen von X in F) stimmen auf
45 tiberein.

Beweis. — Es geniigt, den Satz fiir den Fall p=1 wund
F =R zu beweisen. Die restlichen Uberlegungen verlaufen
analog wie beim Beweis des Satzes 3.2.1.

Das Kriterium fiir Integrierbarkeit einer positiven reellen
Funktion f auf X im Sinne des zweiten Stone-Integrals
lautet [23]: Zu jedem & > 0 existieren ein aufst. filtr. System
Hc Rg sowie ein abst. filtr. System G cXAg mit

if g < f<suph und sup (k) — inf @(g) < «.

gJea h€H h€H gec
Diese Bedingung ist fiir i e M@ jedoch wiederum genau analog
zu der Bedingung (iv) des Theorems 2.1.4 Somit stimmen die
reellen p-integrierbaren Funktionen nach 2.1 und nach Stone
iiberein. Ferner folgt aus Theor. 2.1.4 (1) fiir jedes fe$i(u):

W) = pf) = inf (k) = inf sup u(h) = B(f). o

S<heyr Het(f) heH

x



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 87

Wir betrachten noch gesondert den Spezialfall, dafl (X, %)
lokalkompakt ist. In diesem Fall ist Ag der Ring aller stetigen
reellen Funktionen auf X mit kompakten Triger, und jedes
pedb(X, #) 1st ein RadonmaB. Da wegen $ =8 (siehe
Satz 1.1.5) die Topologien J3 und Jg auf Ag iibereinstimmen,
1st jedes RadonmaB straff — also speziell t-stetig. Aufgrund der

Aquivalenz der Bourbakischen Integralerweiterung fiir Radon-
mafle mit dem zweiten Stoneschen IntegrationsprozeB, liefert

der Satz 3.3.1 die Ubereinstimmung der ¥%-Raume nach 2.6
und nach Bourbaki [7].

} = J(X) bezeichne die Menge aller numerischen, nach
unten halbstetigen Funktionen auf X. Das System Ui
besteht dann n. Def. 2.1.1 und nach Bourbaki [7], p. 106,
aus allen he}.(X) mit p(h) < co. Somit liefert Theorem
2.1.4 (iv) folgendes Integrationskriterium :

Satz 3.4. — Eine positive Funktion f auf X 1st genau dann
p- mtegrwrbar, wenn zu ]edem e > 0 ewne nach oben halb-
stetige reelle Funktion g mit kompaktem Triger und eine nach
unten halbstetige integrierbare Funktion h existieren, so daf3 gilt

O<g<f<hund [(h—g)dy <

Man vergleiche die analoge Aussage des Theorems 3 in [7],
p. 147. Aus Theor. 2.1.4 (11) folgt auBerdem fiir jedes fe £ (1) :

w(f) = p(f) = inf w(h) = inf sup p(g).
f<heq* f<h 9<h
hed. ge R

Dies ist aber gerade die Definition des Oberintegrals nach
Bourbaki [7], p. 106.

Hiermit ist noch einmal direkt die Aquivalenz des Bourbaki-
Integrals in lokalkompakten Rdumen mit dem in § 2 entwickel-
ten Integralbegriff gezeigt.

3.4. Eingliederung der abstrakten Theorie des Riemann-
Integrals nach Loomus.

In 3.1 wurde gezeigt, daB fiir jedes unstetige MaB u die
Integrationstheorie auf dem lokalbeschrankten Raum (X, %)
aquivalent ist zu der abstrakten Theorie des Riemann-Inte-
grals nach Loomis angewandt auf (X, %ig, ®). In diesem



88 DIETER SONDERMANN

Abschnitt soll gezeigt werden, daB auch die Umkehrung gilt..
D.h. genauer: Zu jeder positiven Linearform I auf einem
Vektorverband ® von reellen Funktionen, die auf einer
beliebigen Menge X definiert sind, existiert ein lokalbe-
schrankter uniformer Raum (X, U, %) und ein @ e Jdb(X, U, %),
(vgl. Abschnitt 2.7) derart dall die Integrationstheorie auf
(X, U, %) bzgl. p aquivalent ist zu der Loomisschen Theorie
angewandt auf (X, &, I).

Es dedeutet somit keinen Verlust an Allgemeinheit gegen-
iiber dem Standpunkt von Loomis, stets von dem konkreten
Fall eines MaBes auf einem lokalbeschrinkten Raum auszu-
gehen. Der « konkrete » Standpunkt hat zudem den Vorteil,
daB die zusdtzliche Struktur, die durch die Einfiihrung einer
Topologie und eines Beschriankungssystems auf der Menge X
erzeugt wird, prézisere Aussagen (vgl. Abschnitt 2.2) als im
abstrakten Fall ermaoglicht.

Im Gegensatz zur Konkretisierung der Loomisschen Theorie
mittels Kompaktifizierung durch Bauer [3], bei der der
urspriingliche Definitionsbereich der Funktionen aus & durch
Einfithrung von idealen Punkten zu einem lokalkompakten
Raum erweitert wird, wird bei der Konkretisierung durch
Einfiihrung einer lokalbeschrinkten Struktur auf X der
Definitionsbereich von ® beibehalten.

Ausgangspunkt der Loomisschen Theorie sind ([3], [29]):
10 Eine beliebige Menge X mit Elementen z, y, ...;

20 Ein Vektorverband ® von reellen Funktionen f, g, ...
auf X mit der Eigenschaft:

(10) 1Nge®R Vged

3° Eine positive Linearform I auf &.

Nach Bauer [3], S. 470-71, bedeutet es in Hinblick auf die
Loomissche Theorie keine Einschrinkung, iiber ® die fol-
genden drei Zusatzvoraussetzungen zu machen:

(11) Jede Funktion aus ® ist beschrinkt;
(12) R ist punktetrennend auf X;
(13) Vze X IgeR: gla) # 0.

Mit H. Bauer bezeichnen wir mit ®, den Teilverband aller-
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beschrinkten Funktionen g,e® mit der Eigenschaft:
(14) dheR,:h(xr) < 1 — go(z) = 0.

Nach [4], p. 63, geniigt R, ebenfalls den Bedingungen
(10) bis (13). Mit Hilfe des Vektorverbandes R, laBt sich
folgende lokalbeschrinkte uniforme Struktur auf X einfiih-
ren:

Ug se1 die grobste uniforme Struktur auf X, bzgl. welcher
alle Funktionen aus ®R auf X gleichmiBig stetig sind.
Wegen (12) und (13) ist Ug separiert.

Lemma 3.4.1. — Das System

B = (E(g))sem,

bildet etn Beschrinkungssystem auf dem separierten uniformen

Raum X.

Bewets. — (B1) folgt unmittelbar aus der Verbandseigen-
schaft und (B2) aus der Eigenschaft (13) von %,. Sei nun
B; = E(g) fir ein ge®R,cC(X). Wegen (14) existiert ein
he®R, mit T,c E(h). Aufgrund der Verbandseigenschaft von
R 1aBt sich he®R, wihlen. Somit folgt fiir B; =E(hA1l)e B :

)___ 1 .’DEBi
g(x - 0 xECBJ‘. a

Satz 3.42. — Zu (X, R, I) mit den Eigenschaften 1°-3°
existieren eindeutig ein lokalbeschrinkter uniformer Raum
(X, U, B) und ein pe Mo (X, U, B) derart daf gilt:

(1) Das System &, der nach 2.2 p-integrierbaren Mengen von
X st identisch mit dem System 2R, 1) der nach Loomis I-
quadrierbaren Mengen. Die Inhalte p und (i stimmen iiberein.

(1) Das System $(w) der nach2.1 p-integrierbaren Funktionen
auf X ist tdentisch mit dem System $(R, I) der nach Loomis

Riemann-integrierbaren Funktionen, und die Integrale p und 1
stimmen iiberein.

Beweis. — Wie bereits gezeigt, ist X versehen mit der
uniformen Struktur U = Ug und dem Beschrinkungssystem
B = (E(g))sem, €in lokalbeschrinkter uniformer Raum gem.
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Def. 2.7.4 Mit Hilfe von [33] zeigt man, daB jede Funktion
gelh =R(X, U, ) gleichmaBig durch Funktionen aus &,
approximiert werden kann. Folglich 148t sich die Linearform
I, = Restg, I auf genau eine Weise zu einer positiven Linear-
form p auf A und damit zu einem positiven MaB auf
(X, U, #) fortsetzen.

VAR, I) =R bezeichne die zweiseitige Vervollstindigung
von R bzgl. I im Sinne von Loomis. Dann gilt n. Theor.
2.1.4 (iv): B(p) = VK, p) =: XK.

Wir zeigen: R = (R, I) Dajedes fe% durch Funktionen
aus R gleichmiBig approximiert werden kann und der Bedin-
gung (14) geniigt, ist nach [3], Kor. 2 zu Satz 2, f Riemann-
integrierbar. Hieraus folgt RcJ = 4.

Sei umgekehrt fed. Aus [3], Satz 2, folgt: f gehort genau
dannzu 9, wenn ft und f~ zu ¢ gehoren. Sei also 0.B.d.A.
fed,. Aus 9cR folgt:

Ve > 0 3g, heR,: g <f<hANIh—g <ec

Aus [3], Satz 2 u. Lemma 2, sowie aus der Verbandseigenschaft
von R folgen die Existenz einer natiirlichen Zahl n sowie
einer Funktion kyeRy:|f(z)) < n fir alle zeX wund
T;< E(k,). Dann gehéren die Funktionen hy = h/Ank, sowie
g = g/\nk, zu R, und es gilt: g, < f < hy sowie
I(hy — g) < I(h—g) <e Also gilt feR, Aus Roch
folgt aber R, c R, folglich feX.

Die Gleichheit der Integrale p(f) und I(f) ergibt sich aus
der Ubereinstimmung auf ®,, der Eindeutigkeit der Fortset-
zung auf X und weiter wegen Theor. 2.1.4 (1) auf ().
Hiermit ist (i1) vollstandig bewiesen.

Zum Beweis von (1) geniigt es, zu bemerken, da nach [3],
Satz 2, die Teilmenge A von X genau dann I-quadrierbar
ist, wenn 1, zu YR, I) gehort. o

3.5. Eingliederung der abstrakten Integrationstheorie von

M. H. Stone.

In 3.2 und 3.3 wurde gezeigt, daB die Integrationstheorie
auf dem lokalbeschriankten Raum (X, #) fiir jedes o-stetige
bzw. t-stetige MaBl @ dem ersten bzw. zweiten Stoneschen
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IntegrationsprozeB angewandt auf (X, Ag, u) entspricht.
Ahnlich wie im vorigen Abschnitt 14Bt sich zeigen, daB auch
hier die Umkehrung gilt (Satz 3.5.1).

Somit ist es auch in diesem Fall kein Verlust an Allgemein-
heit, MaBe stets auf lokalbeschrinkten Rdumen zu betrachten.
Die Konkretisierung der abstrakten Integrationstheorie von
Stone hat zudem den Vorteil, dal durch die zusétzliche Struk-
tur auf dem « MeBraum » X prézisere Aussagen-insbesondere
iiber Regularititseigenschaften (vgl. Abschnitt 2.3) — als im
abstrakten Fall gemacht werden kénnen.

Ausgangspunkt der Stoneschen Integrationstheorie ist
bekanntlich wie bei Loomis ein Tripel (X, ®, I) mit den
Eigenschaften 1°-3° in 3.4. Von I wird zusétzlich gefordert :

(M) Fir jede aufsteigende Folge (g,)c®R mit sup g,e®R
gilt :
I (sup &) = sup I(g)
bzw.
(M*) Fir jedes aufst. filtr. System Hc®R mit sup He®
gilt :
f(epe) = s 1@

Wir setzen aullerdem voraus, dal ® den Bedingungen (12)
und (13) geniigt (dies kann stets durch Aquivalenzklassenbil-
dung in X erreicht werden).

Fiir jeden Banachraum F und jede reelle Zahl p > 1
bezeichne :

(1) 4R(X, R, I) den lokalkonvexen Raum aller im Sinne des
ersten Stone-Integrals p-fach integrierbaren Abbildungen von
X in F versehen mit der Halbnorm N, (vgl. 3.2); L&(X, R, I)
den 4§ zugeordneten normierten Raum.

(1) (X, R, I) den lokalkonvexen Raum aller im Sinne
des zweiten Stone-Integrals p-fach integrierbaren Abbildungen

von X in F versehen mit der Halbnorm N} (vgl. 3.3);
L&(X, ®, I) den % zugeordneten normierten Raum.
Es gilt der folgende Darstellungssatz :

Sarz 3.5.1. — Zu (X, &, I) mit den Eigenschaften 1°-3°
existieren eindeutig ein lokalbeschrinkter uniformer Raum
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(X, U, B) und ein positives Mafp p auf (X, U, B), derart
daf gilt:

(1) Geniigt 1 der Bedingung (M), so ist @ o-stetig. Die
lokalkonvexen Riume (1) und 95(X,R,I) sowie die Banach-
riume L{(r) und LE(X, R, I) sind identisch, und fiir jedes
fe % stimmen die Integrale iiberein.

(il) Geniigt 1 der Bedingung (M*), so ist p =-stetig. Die
lokalkonveren Riume (1) und 4$F(X, R, 1) sowie die
Banachriume LE(w) und LE(X, R, I) sind identisch, und
fiir jedes fed% stimmen die Integrale iiberein.

Bewets. — Wie 1n 3.4 bezeichne #, den Teilverband aller
Funktionen aus ®R, die der Bedingung (14) geniigen. I,
bezeichne die Restriktion von 1 auf &, Von (X, R,, I,)

leiten sich nach Stone ab : das Oberintegral I,, die Halbnor-
men N9 sowie die Raume F§(1,), %(1,) und L&(I,). H.Bauer
hat in [4] gezeigt, daB fiir jede positive numerische Funktion f
auf X gilt I(f) = Io(f) und daB die Raume JFk(I,), %(I,)
und LE(I,) mit den jeweils entsprechenden Raumen Fg(I),
9%(I) und LE(I) ubereinstimmen. Der lokalbeschrinkte
Raum (X, U, ) sowie das Mal @ werden wie in 3.4 kon-
strulert. Da jede Funktion ge X = A(X, U, #) durch Funk-
tionen aus R, gleichmiBig approximiert werden kann,
stimmen die oberen Einhiillenden aller nicht endlichen aufst.
filtr. Systeme in &, und in X iiberein. Insbesondere gelten
die Bedingungen (M) und (M*) auch fir die Fortsetzung
von IR, auf H. Somit ist @ s-bzw. t-stetig, falls I der
Bedingung (M) bzw. (M*) geniigt.

Aufgrund dieser Bemerkungen lassen sich nun die Aussagen
(1) und (i1) véllig analog wie die entsprechenden Aussagen der
Satze 3.2.1 bzw. 3.3.1 beweisen. O

Die Sitze 3.3.1 und 3.5.1 (i1) sind den Aussagen von Kol-
zow [23]-[25] iiber das zweite Stone-Integral iiber einem
Elementar-Integral (X, ®, I) analog. Fir das von Koélzow
statt eines Beschrinkungssystems benutzte System m, wird
in [25] folgende Beziehung zur Bauerschen Kompaktifizierung
X’ von X bzgl. ® [4] bewiesen: m, besteht aus den
Durchschnitten aller kompakten Teillmengen von X’ mit X
(wenn die unwesentlichen Voraussetzungen (11)-(13) fir &R
gemacht werden).
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4. Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der
MaBe auf einem lokalbeschrankten (°) Raum.

4.1. Die B-Kompaktifizierung eines lokalbeschrinkten (°)
Raumes.

H. Bauer hat in [3] und [4] gezeigt, daB zu jeder Menge X
und zu jedem Vektorverband % von reellen beschriankten
Funktionen auf X mit den Eigenschaften (12) und (13) ein
bis auf Homéomorphien eindeutig bestimmter lokalkompakter
Raum Xg existiert mit den Eigenschaften:

(1) X 1ist eine dichte Teilmenge von Xg;

(i) Jede Funktion ge® kann auf genau eine Weise zu
einer auf X# stetigen und im Unendlichen verschwindenden
Funktion g’ fortgesetzt werden;

(11) Die Menge R’ der stetigen Fortsetzungen aller Funk-
tionen ge®R besitzt auf Xg die Eigenschaften (12) und (13);

(iv) Die Funktion g, aus & geniigt genau dann der
Bedingung (14), wenn ihre stetige Fortsetzung auf X% einen
kompakten Trager besitzt.

Konkretisiert man den « abstrakten » Ausgangspunkt
(X, R) des Satzes von Bauer durch Einfiihrung der Topologie
Jr (1% sowie des Beschrinkungssystems % = %(R,), wiein 3.4
ausgefiihrt, so erhilt man den folgenden « konkreten » Darstel-
lungssatz :

Taeorem 4.1.1. (Bauer [3], [4]; Gould [16]). — Zu jedem
lokalbeschrinkten Raum (X, B) existiert ein lokalkompakter
Raum Xg mat folgenden Eigenschaften :

10 X st ein dichter Unterraum von Xg;
20 Jede Funktion geXR(X, B) lipt sich auf genau eine

(°) Der einfacheren Darstellung halber beschrinkt sich die folgende Darstellung
auf lokalbeschrinkte Raume im Sinne der Def. 1.1.1. Die Ergebnisse lassen sich
jedoch leicht auf lokalbeschrankte uniforme Raume gem. Def. 2.7.1 iibertragen,
wenn man im folgenden iiberall den Ring Jp durch den Ring (X, U, R) (vel
Abschnitt 2.7) ersetzt.

(1) Jg ist die zu der uniformen Struktur Ug (vgl. Abschnitt 3.4) gehorende Topo-

logie und somit die grobste Topologie, bzgl. welcher alle Funktionen aus ® stetig
sind.
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Weise zu einer Funktion g’ des Ringes R(Xg@) aller stetigen
reellen Funktionen mit kompaktem Triger auf Xg [fortsetzen.
Die Ringe R(X, B) und K(X3) sind isomorph;

3% Eine Teilmenge von (X, B) ist genau dann beschrinkt,
wenn thr Abschluf3 in Xg kompakt ist.

Durch die Eigenschaften 1°-3° ist Xg bis auf Homéomor-
phien, die X punktweise festlassen, eindeutig bestimmt.

1. Beweisskizze (nach H. Bauer [3]). — Ha bezeichne die
Menge aller reellen Funktionen auf X, die durch Funktionen
aus dem Ring Xg gleichmaBig approximiert werden kénnen.
Dann ist die Menge U: = {feR*:f=a -+ g, geRp, xR}
eine hinsichtlich gleichmiBiger Konvergenz abgeschlossene
Algebra mit Einheit. Xy sei der Raum der maximalen Ideale
von ¥ nach Gelfand-Silov [12]. Das System (Z(_g))gem% hat
entweder einen leeren Durchschnitt, falls (X, 8) beschrinkt
ist, oder ist Umgebungsbasis eines eindeutig bestimmten
Punktes e Xy. Der Raum

o N
Jefigp

besitzt die zitierten Eigenschaften.

2. Beweisskizze. — Xg 14Bt sich auch direkt mit Hilfe der
maximalen Ideale von Xg konstruieren. Und zwar versehe
man die Menge I aller maximalen Ideale von #g mit der
Stoneschen « Hiillen-Kern-Topologie » J,, (siehe z.B. [13],
7M); d.h. mit der Topologie, fiir die die Mengen

Af) = {(MeM:feM} (feka)

eine abgeschlossene Basis bilden. Die Konstruktion verlauft
dann weitgehend analog zu der des Stoneschen Strukturraumes
M, eines kommutativen Ringes A mit Einheit ([13], 7M). An
die Stelle der fehlenden Einheitin Xg treten dabei die «lokalen
Einheiten » [16]. Analog wie man mit Hilfe der Eins in A
die Kompaktheit von I, zeigt, beweist man mit Hilfe der
lokalen Einheiten die Lokalkompaktheit von IR. Die restli-

chen Uberlegungen verlaufen dann #hnlich wie bei Gelfand-

Silov [12]. Da der Raum (M, J,,) die Eigenschaften 1°-30
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besitzt, ist er wegen der Eindeutigkeit der Existenz dem oben
konstruierten Raum Xg homdoomorph. o

Bemerkung 4.1.2:

(1) Xg ist derjenige B-kompakte Raum (siehe 5.1), in den
X Xg-einbettbar ist. Deshalb wird Xz if. auch als die
R-Kompaktifizierung von (X, 8) bezeichnet.

() Ist (X, #) beschrankt, so 1st wegen X(X, B) = Cy(X)
M der Raum der maximalen Ideale von Cy(X), und somit
fallt die #-Kompaktifizierung von (X, %) in diesem Fall mit

der Stone-Cech-Kompaktifizierung zusammen (vgl. [16]).

(m) Ist (X, %) lokalkompakt (und damit nach 5.1 %-
kompakt), so ist X = Xg.

4.2. Charakterisierung der Stetigkeit von Mafen mit Hilfe des
Darstellungssatzes.

(X, B) bezeichne wie iiblich einen lokalbeschriankten Raum
und Xz seine %-Kompaktifizierung nach 4.1. Fiir jedes
geR(X, B) sei g eX(Xp) die stetige Forstsetzung von g
auf Xg. Da die Ringe H(X, %) und X(Xg) algebraisch
und verbandstheoretisch isomorph sind, sind auch ihre ord-
nungstheoretischen Dualrdume Jb(X, ) und I(Xg) iso-
morph; und zwar ist die Abbildung ®(x) = p’ definiert

durch
w'(g):=wm(g) (g=%g)

ein Isomorphismus von (X, %) auf JM(Xg) (vgl. [4]).
Fiir jedes pe db(Xg) sei (X', By, v') der n. Satz 2.2.10 zu p’
gehorende vollstindige MaBraum. Da Xg lokalkompakt ist,
ist jedes MaB u’ auf Xg ein RadonmaB und somit t-stetig.
Nach Satz 2.2.10 enthédlt daher B, die Borelmengen B’ und
erst recht die Baireschen Mengen B, von Xg. Die Restrik-
tion von ' auf B’ bzw. By ist somit ein Borelmal bzw.
ein Bairesches MaB auf Xg im Sinne von Halmos [18].
‘Zwischen den Baireschen Mengen B, bzw. den Borelmengen B
von (X, #) und By bzw. B’ bestehen nach Gould [16]
folgende Beziehungen :

B, = By n X bzw. B=B"nX.

In diesem Abschnitt sollen die Beziehungen zwischen den
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MaBen auf (X, #) und den entsprechenden MaBen auf Xg
untersucht und mit ihrer Hilfe die Stetigkeitseigenschaften
der MaBe auf (X, #) charakterisiert werden. Spezialfille der
folgenden Ergebnisse sind die Charakterisierungssidtze von
Bauer [2], Le Cam [28] und Knowles [22]. Wir folgen derletzte-
ren Darstellung und losen zugleich das von Knowles aufge-
worfene Problem, wie die Charakterisierungssitze fiir nicht
endliche MaBe verallgemeinert werden konnen.

Hierfiir erweist sich folgende Begriffsbildung von Halmos
als niitzlich:

Derinition 4.2.1. (Halmos [18], p. 74). — Eine Tetlmenge
X, eines Mafraumes (X, &, @) heifft p-dicht (« p-thick »)
in X, wenn fir alle Se@ gilt p (S\X,) =0.

Turorem 4.2.2. — Fiir jedes pe M(X, B) sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(1) pei(X, B).

(1) X ist po-dicht in (Xg, By).

(i1) wo(By) = O fiir jede Bairesche Menge Byc Xg\X.

(iv) wo(Kg) = 0 fiir jede kompakte Gs-Menge Kgc< Xg\X.

Beweis. — Aufgrund des Satzes 1.4.3 geniigt es, die Behaup-
tung fiir e b, (X, ®) zu beweisen. Die Aquivalenz von (ii)
und (iii) folgt unmittlebar aus Def. 4.2.1. Die Aquivalenz von
(1) und (iv) folgt aus der Regularitit von pg Somit bleibt
zuzeigen :

(1) > (iv): Sei K, eine kompakte Gz-Menge in X"\X.
Dann existiert eine fallende Folge (g;) < A(X') mit g\ 1x;.
Fiir die Restriktionen g, = g|XeX gilt somit g, \ 0.
Hieraus folgt aber n. Vor.

!

to(Ko) = bim p(gr) = lim u(g,) = 0.

(ii1) — (1) : Sei (g,) <R, eine fallende Folge mit g, \ 0.
Fiir jedes ¢ > 0 gehoren die Mengen B, = [g, > ¢] zu B,.

Die Menge B’ = | lBﬁ, 1st somit eine Bairesche Menge in X',

die wegen g, \ 0 in X\X enthalten ist. Somit gilt n. Vor.
lim pg(B;) = po(B’) = 0.
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Da (g.) eine fallende Folge in H(X’) ist, existiert eine
Bairesche Menge By in X' mit Ty cB, fir alle n und
to(Bg) < co. Somit gilt

& < lal s + 5-135\3;,
Hieraus folgt

(&) = 1 (gn) < lgll . 1o(Br) + €. 11o(Bg). O

Bei der folgenden Charakterisierung der z-stetigen MaBe
verlagert sich das Interesse von den Baireschen MaBen auf
Xz auf die Borelschen Mafle. Es gilt:

TaeorEM 4.2.3. — Fiir jedes p e Mo(X, B) sind die folgenden
Aussagen dquivalent :

1) we (X, B).

(1) X st w'-dicht in (Xg, B').

(i) w'(B') =0 fiir jede Borelmenge B'c Xg\X.

(iv) W(K’) =0 fiir jede kompakte Menge K'< Xz\X.

Beweis. — Die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt wiederum
unmittelbar aus Def. 4.2.1. Die Aquivalenz von (iii) und (iv)
folgt aus der Tatsache, daB jedes MaB @’ auf dem lokalkom-
pakten Raum Xg straff und somit das zugehorige BorelmaB3
w|B" n. Satz 2.2.10 (¢) kompakt-regulir ist. Der Rest des
Beweises verlauft analog zu dem des vorigen Satzes, indem
man iiberall Folgen durch gefilterte Systeme und « Bairesch »
durch « Borelsch » ersetzt und beachtet, daB der beliebige
Durchschnitt der Mengen B, = [g, > ¢] kompakt und somit
borelsch ist. o

Tureorem 4.2.4. — Folgende Aussagen sind dquivalent fiir
jedes pe (X, B):

(1) pe (X, R).

(11) Zu jeder relatiy kompakten offenen Menge U’ c¢ X3 und
zu jedem e > 0 existiert eine kompakte Menge Kc X mit
' (UNK) < e

(1i) X st p'-dicht und p'-mefbar (im Sinne von Bourbaki
[7]) in Xg.

Beweis. — (1) — (i1) : N. Theor. 4.1.1 ist die Menge U’n X
offen und beschrinkt in X. Aus Axiom (B3) und der Straff-

&
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heit von u folgt die Existenz einer Menge Be® mit
U= 1U'nXcB, derart daB gilt:

Ve >0 3kp. KecB Vgelp: gl K=0—|pn(g) < =
Hieraus folgt :

w(UNK) = sup {¢'(g') : g’ < lunx, g = H(Xg)}
< sup {#(g): g < Lok, gehig}
< sup {i»(g): g= s, gl K =0} <

(i1) = (1) : Sei K'kp.< X’ und U’ eine relativ kompakte
offene Menge, die K"\X enthilt. N. Vor. existiert zu ¢ > 0
eine kompakte Menge KcX mit p/(UNK) < e Die
Funktion 1y~x 1st nach unten halbstetig und gehért somit
zu U, Somit folgt 0 < lgnx < luaxg mit ©'(pag) < e
Also ist die [Menge (X\X)n K’ = K'\X n. Theor. 2.1.4 (iv)
u’-integrierbar fir alle kompakten Teilmengen K’ von X'
Daraus folgt aber nach [7], p. 170/77, die u.’-MeBbarkeit von X.

Hiermit ist gleichzeitig gezeigt, daf fiir jede kompakte
Menge K’'c X'\X gilt: p'(K') = ' (K'\X)=0. Also ist n.
Theor. 4.2.3 X u'-dichtin Xg.

(i) — (1): Sei Be®B und (gu)aercXs ein System, das
gleichmiaBig auf den kompakten Teilmengen von B gegen
Null strebt. Aus (111) sowie der Regularitat von p' (Satz 2.2.10)
folgt : w'(B) = w*(Bn X) = w'(B) = sup {#'(K): K kp < B}.
Somit existieren zu jedem ¢ > 0 eine kompakte Menge K< B
sowie ein «, < A, derart daB§ gilt p/(B\K) < ¢ sowie

|ga(z)] < ¢ vze K Va, < a.
Fiir die stetigen Fortsetzungen g’ auf Xz gilt somit:
lgal < e.1x + 15 Vo, < a.
Hieraus folgt
lr(ga)l = ' (ga)l < e.p’(K) + w/(BNK) < e.(w/(K) +1). o
Aufgrund der Isomorphie von Jdb(X, %) und JAb(Xgp) folgt

unmittelbar aus obigem Theorem :

KororLrar 4.2.5. — Es gilt M (X, #) = M(X, B) genau
dann, wenn X universell mef3bar ist in Xg.
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5. Struktur eines lokalbeschriankten Raumes
und Stetigkeit seiner MaBe.

Bekanntlich hat die Topologie eines topologischen MaB-
raumes Auswirkungen auf die Stetigkeitseigenschaften seiner
MaBe. Ein bekanntes Resultat dieser Art besagt z.B., da8}
jedes (s-additive) MaBl auf einem polnischen Raum straff ist
(sieche etwa [21], [32]). Doch schon die Tatsache, daB jedes
Radonmal} auf einem lokalkompakten Raum straff ist, a8t
sich nicht mehr alleine durch die Topologie von X erkléiren.
Es gibt namlich auf lokalkompakten und nicht s-kompakten
Riumen nach [36] nicht regulire Bairesche Mafe, die somit
nicht straff sein kénnen. Bei der Straffheit der Radonmale
spielt vielmehr neben der Topologie von X das Beschriankungs-
system % der kompakten Mengen von X eine wesentliche
Rolle. M.a.W.: Die Straffheit der RadonmaBe ist eine Struk-
tureigenschaft des lokalbeschrankten Raumes (X, %).

Umgekehrt lassen sich gewisse topologische Rdume, wie z.B.
die kompakten und pseudokompakten Réume, durch die
Stetigkeitseigenschaften ithrer MaBe charakterisieren [14],[41].
Da die Mafle auf einem lokalbeschriankten Raum (X, $)
wesentlich von dem Beschriankungssystem $# abhéngen,
hingen Struktursitze dieser Art ebenfalls neben der Topologie
von X notwendig von # ab, was auf Begriffe wie #-Kompakt-
heit etc. fiihrt, die im nichsten Abschnitt eingefiihrt werden.

5.1. Verschiedene Kompaktheitsbegriffe in lokalbeschrinkten
Réiumen.

(X, #) bezeichne wie iiblich einen lokalbeschriankten Raum.
Mit #(X, B) oder kurz Hg werde der Ring aller stetigen
reellen (nicht notwendig beschrinkten) Funktionen auf X
mit beschrinkten Triger bezeichnet. Als natiirliche Topologie
auf H(X, B) betrachten wir stets die in 1.4 definierte Topo-
logie g der $-kompakten Konvergenz. Der bisher betrachtete
Ring XA(X, %) 1st somit der Teilring aller beschrinkten
Funktionen aus J(X, $).

Nach Gillman-Jerison [13] heift ein Ideal I in einem Ring
R von reellen Funktionen auf X fiziert, wenn ein ze X
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existiert mit f(z) = 0 fir alle feI. Ein maximales Ideal M
in ® heiit reell, wenn R/M isomorph zu R ist.

Derinition 5.1.1. — Der lokalbeschrinkte Raum (X, %)
heif3t :

(a) B-kompakt <= Jedes maximale Ideal in R(X, B) uist
fixiert. DE.

(b) B-pseudokompakt <D=f> R(X, B) = K(X, B).

(c) B-reellkompakt <= Jedes reelle maximale Ideal in
R(X, B) st fiziert. bE

Beispiel 5.1.2. — Nach Gould [16], p. 233, ist jedes maximale
Ideal in dem Ring X(X) aller stetigen reellen Funktionen mit
kompaktem Trager auf einem lokalkompakten Raum X

fixiert. Somit ist jeder lokalkompakte Raum (X, %) %-kom-
pakt. In Satz 5.1.4 wird gezeigt, daf} auch die Umkehrung gilt.

Bemerkung 5.1.3. — Ist (X, #) beschriankt und gilt somit
Rg = C(X) sowie Kg = C,(X), so fallen die obigen Defini-
tionen mit den iiblichen Definitionen von Kompaktheit etc.
zusammen (vgl. [13]). In diesem Fall kann man somit i.f.
iiberall das Prifix « # » fortlassen.

Satz 5.1.4. — Fir jeden lokalbeschrinkten Raum (X, %)
sind die folgenden Aussagen dquivalent :

(1) X 1st B-kompakt.

1) X = Xga.

(111) Jede beschrinkte Teilmenge von (X, %) ist relativ
kompakt.

(iv) X 1st B-pseudokompakt und $-reellkompakt.

Bewets. — (i) — (i1) : N. Theor. 4.1.1 ist X% homdomorph
zur Menge M der maximalen Ideale von (X, $) versehen
mit der Stoneschen Topologie J,,. Da aber nach Definition
der ®-Kompaktheit jedes MeIR fixiert ist, gilt somit
Xp =M = X.

(i1) = (11) : N. Theor. 4.1.1 3° ist fiir jede beschrinkte
Teilmenge A von (X, #) A kompaktin Xz = X.

(iii) — (iv) : Fiir jede Funktion fe %(X, ®) ist T, abge-
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schlossen und beschriankt in (X, %), also n. Vor. kompakt.
Somit gilt R(X, B) = K(X) = K(X, #), wobei K(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X mit kompaktem
Trager bezeichnet. Nach [16], p. 233, 1st aber jedes maximale
Ideal in X%(X) fixiert. Somit 1st X ®-reellkompakt und
wegen Jigg = Rg B-pseudokompakt.

(iv) = (1): N. Vor. 1st jedes reelle maximale Ideal in
Rig = Kg fixiert. Die maximalen Ideale in %g sind aber
samtlich reell. Somit ist X $-kompakt. o

Nach Theorem 4.1.1 existiert zu jedem lokalbeschriankten
Raum (X, #) ein #-kompakter Raum, in den X Jg-einbett-
bar ist. Gould hat in [16] gezeigt, daB zu jedem lokalbeschrank-
ten Raum auBlerdem ein $-reellkompakter Raum ugX exi-
stiert, in den X Jfg-einbettbar ist. ugX ist isomorph zur
Menge IM.(Ra) aller reellen maximalen Ideale in Hg. Auf-
grund der Beziehungen

vaX = M (Rig) c M(Fg) = M(Kgp) = Xa

kann vgX mit einem (dichten) Teilraum von Xg identifi-
ziert werden. Macht man diese Identifizierung, so besteht
folgender Zusammenhang zwischen X3 und ugX: Fiir jedes
fe &g aufgefaBt als Abbildung in den kompakten Raum R
bezeichne [ die eindeutig bestimmte stetige (nicht notwendig
endliche) Fortsetzung von f auf Xg. Dann gilt:

(16) vpX = {xe Xp: |f(z)] < © Vfe R}

5.2. Einige Struktursditze.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir,
daB jedes o-stetige MaBl auf einem lokalbeschrinkten Raum
t-stetig ist. Diese Bedingung ist fiir beschrinkte Réume
wohlbekannt ([32], [41]). Die Bedeutung des Satzes 5.2
beruht jedoch darin, daB die Bedingung unabhingig ist von
dem Beschrankungssystem %. Da die Sdtze von Go-Din Hu
und Knowles (siehe 5.4) falsch sind, ist es u.W. immer noch
ein ungeldstes Problem, ob die Bedingung auch notwendig ist.

Sarz 5.2.1. — Ist X ein vollstindig regulirer Lindelsf-Raum,
so gilt W (X, B) = W (X, B) fiir jedes Beschrinkungssystem
B auf X.
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Beweis. — Sei $ ein beliebiges Beschriankungssystem auf X
und K’ eine kompakte Mengein Xg\X. Nach den Theoremen
4.2.2 und 4.2.3 ist die Behauptung bewiesen, falls eine kom-
pakte z-Menge 7' < Xg\X existiert, die K’ enthilt. Ist dies
nicht der Fall, so ist

5; = (Z, n X)K'CZ'

ein z-Filter auf X, dessen abzihlbare Durchschnitte nicht
leer sind. Da X ein Lindel6f-Raum ist, ist dann aber &
nach [13], 8H, fixiert, dh. nF=K'nX # ¢ im Wider-
spruch z. Vor. o

Der Satz 5.2.1 gilt insbesondere fiir jeden s-kompakten und
jeden seperablen metrischen Raum.

Die folgenden Sitze liefern eine maBtheoretische Kenn-
zeichnung der $-kompakten und $-pseudokompakten lokal-
beschriankten Raume. Ist (X, %) speziell beschrankt, so
erhdlt man die klassischen Sétze von Alexandroff-Glicksberg

[14], [41].

Sarz 5.2.2. — Der lokalbeschrinkte Raum (X, #) ist genau
dann $B-kompakt, wenn gilt Ao(X, #) = (X, B).

Beweis. — Aus Satz 5.1.4 (i1) und Theorem 4.2.4 folgt
unmittelbar die Notwendigkeit der Bedingung. Ist umge-
kehrt X nicht #-kompakt, so existiert n. Satz 5.1.4 (ii) ein
Punkt z,eXg\X. Fir das MaB u(g): = g'(z,) (gehgp)
folgt dann nach Theor. 4.2.4:

0 = p*({2\X) = o/ ({za\X) = 8,({z0}) = 1.

Betrachtet man die Theorie der Radonmafe auf lokal-
kompakten Rdumen nach Bourbaki von dem iibergeordneten
Standpunkt der MaBtheorie auf lokalbeschrankten Réumen,
so zeigt der soeben bewiesene Satz, daB die RadonmaBe einen
wichtigen Spezialfall innerhalb dieser Theorie darstellen.
Nach Satz 5.1.4 sind nidmlich die lokalkompakten Réaume
(mit den kompakten Mengen als Beschrankungssystem) genau
die #-kompakten Réume. Diese sind aber nach Satz 5.2.2
genau diejenigen Riume, auf denen jedes MaB straff ist.
Somat ist die Theorte der Radonmafe nach Bourbaki die allge-
meinste Maftheorie mit dieser Eigenschaft.
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Sarz 5.2.3. — Der lokalbeschrinkte Raum (X, #) st genau
dann $-pseudokompakt, wenn gilt M(X, B) = (X, B).

Der Beweis des Satzes 5.2.3 folgt unmittelbar aus dem
folgenden Lemma sowie aus Theorem 4.2.2.

Lemma 5.2.4. — (X, B) ist B-pseudokompakt genau dann,
wenn die leere Menge die einzige kompakte Gy-Menge in Xg\X
ust.

Beweis. — Sei K' =7Z'(f') (f'€C€(X’)) eine kompakte
Gs-Menge in  Xg\X. Dann existiert ein g eX(X’) mit
K’ < E(g’). Die Funktion
ze K’

4+ oo 2z2zeK’

ist stetig auf X’ und hat einen kompakten Triager. Somit
gehort die Restriktion h = k|X zu H, (X, 8). N. Vor.
existiert eine natirliche Zahl n mit A(z) < n fir alle
zeX. Da A’ die stetige Fortsetzung von h ist, gilt dann
K'(z) < n fir alle zeX’. Somit K' = g.

Um zu zeigen, dafBl die Bedingung hinreichend ist, nehmen
wir an, daB eine Funktion geRX(X, ®) existiert, die nicht
beschrankt ist, und betrachten ihre stetige Fortsetzung g
auf X@. Da T, n. Vor. beschriankt ist, ist T; n. Theor.
4.1.1 3° kompakt in X’'. Somit sind die Mengen der Form

= [|g| = n] kompakte Gz-Mengen auf X', deren endliche
Durchschnitte nicht leer sind. Somit ist die Menge

Z =)l > nl=[lgl = «]

n

eine nichtleere kompakte Gz-Menge in Xg\X. o

5.3. Mafe mit pseudokompakten Trigerfilter.

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Malle

pedb(X, #) auf den Ring H(X, B) fortsetzbar sind. Das
Theorem 5.3.6 liefert hierfiir notwendige und hinreichende
Bedingungen.

Fir jedes pedb(X, ®) bezeichne J, den Tragerfilter
sowie T, den Trager von ., falls dieser existiert (s1ehe 1.5).
T, sei der Triger des zu . gehorenden MaBes ' = Q(w)
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auf Xg (siehe 4.2). Da jedes MaB auf Xz nach Satz 5.2.2
straff ist, folgt aus Satz 1.5.3 die Existenz von T,. Zwischen
dem Tragerfilter J, und T, besteht folgender Zusammen-
hang :

Sarz 5.3.1. — Die Menge ZeZ(R) gehort genau dann zu
Ju, wenn thr Abschluff in X3 den Triger T, enthdlt.

Beweis. — Sei ZeJ,. Da Xg lokalkompakt ist, existiert
zu jedem Punkt z,¢7Z eine kompakte Umgebung V' von z,
mit V' nZ = g. Fiir jedes g e X(Xp, V') gehort die Restrik-
tion g = g'|X zu Xg und verschwindet auf Z. Somit gilt
w'(g") = w(g) = 0. Also folgt aus Satz 1.5.4 =z, ¢ T,.

Sei umgekehrt T, cZ. Dann gilt fiir jedes geXg mit
glZ=0: g'|Z=0. N. Satz 1.5.5 folgt hieraus aber:
l#l(1g'l) = el (lgl) = 0. Also gilt Zed,. o

Kororrar 5.3.2. — Der Punkt z,e Xg gehirt genau dann
zu Ty, wenn x, Adhdrenzpunkt von J, ist.

Beweis. — Da das System Z eine abgeschlossene Basis von
Xg bildet, gilt:
ro-Z-Z:
TF,C_Z_ zed,
Kororrar 53.3. — J, 1ist genau dann ein z-Filter [13]

auf X, wenn g nicht das Nullmaf ust.

Bewets. — (i): Nach [16], p. 229, gilt fir Z; Z;eZ(%):
Z:nZ;=17;nZ, Fir Z,7Z;e J, folgt daher aus Satz 5.3.1:
TyocZinZ;=17;nZ; Somit Z;nZ;ed,. (ii): Fir ZeJ,
und ZcZ' folgt n. Satz 53.1: TycZcZ'. Somit Z'eJ,.
Die Behauptung folgt nun aus der leicht einzusehenden
Tatsache: p=0<—ged,. O

KoroLLar 5.3.4. — Euistiert der Triger T, von p, so
gilt Ty =TunX.

Bewets. — Aus Kor. 5.3.2 folgt :

TH.nX=<mZ>nX=ﬂZ=TH. 0

zeJ, Zed,



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 105

Derinition 5.3.5. — Der Trigerfilter J, eines Mafles
auf (X, B) herfit B-pseudokompakt genau dann, wenn fiir alle
geRK(X,B) ein Ze Jy ewistiert, so daf} die Funktion g auf Z
beschrinkt ist. Moo(X, %) bezeichne die Menge aller p. e Mo(X, %)
deren Trigerfilter $-pseudokompakt ust.

Taeorem 5.3.6. — Fiir jedes pedb (X, B) sind folgende
Aussagen dquivalent :

(i) w ist fortsetzbar zu einer positiven Linearform auf H(X,®).

(ii) I, st B-pseudokompakt.

(1) Ty < ugX.

Beweis. — (1) = (11): (& bezeichne die Fortsetzung von

auf Rg. Fir jede Funktion ge Rig existiert nach [16], p. 239,
eine natiirliche Zahl n = n(g), derart daB gilt

il(lgl — n)*) =0.

Somit gilt fiir die Funktion hy: = (|gl — n)tAleXg erst
recht (hy) = 0. Fir die stetige Fortsetzung h, auf Xg
gilt dann: hy=(|g| —n)TA1eR (Xgp) und p'(hy) =0.
Hieraus folgt nach [7], p. 69:

Ty cZ'(h) = [Ig] < nlellel < n+ 11.

Also gehort nach Satz 5.3.1 die z-Menge [|g| < n -+ 1] zu J,.

(11) — (1) : Sei =z, e Xg\ugX. Dann existiert nach (16)
ein fefg mit |f(x,) = . N. Vor. existieren aber ein
ZeJ, und eine natiirliche Zahl n mit |f(z)] < n fir alle
zeZ. Somit gilt fiir die stetige Fortsetzung f von f auf
X3:|f(z) < n fir alle zeZ. Folglich ist z,¢Z und somit
n. Kor. 5.3.2 z, « Ty

(i) = (i) : Sei fedg unf f die stetige Fortsetzung von f
auf Xg. Da T, beschrinkt, ist T; n. Theor. 4.1.1 3° kom-
pakt und somit ebenfalls die Menge K’ = T;nT,. N. Vor.

liegt K’ in ugX. Dadie Restriktionvon f auf ugX nach (16)
reell ist, ist somit f|K’ beschrinkt. Somit ist wegen

P < [, e = [T < 1w (K < o
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f /-integrierbar und {i(f): = W' (f) (fe fg) eine positive
Fortsetzung von p auf Rg. o

Kororrar 5.3.7. — Moo(X, B) 1ist der ordnungstheoretische
Dualraum von R(X, ).

Beweis. — Ist J, ®-pseudokompakt, so auch J,. und
J.-. Folglich kann n. Theor. 5.3.6 jedes we b, zu einer rela-

w
tiv beschrinkten Linearform auf Rg fortgesetzt werden. Ist
umgekehrt & =, — &_ eine relativ beschrinkte Linear-

form auf Kg und @ = Resty, (. das zugehorige MaB, so 1st
Jo=A{Z:L=17rv1", I+ € Jy., 17 € Jyp-} B-pseudokompakt. o

Kororrar 5.3.8. — Jdby(X, %) c (X, $).

Beweis. — Nach Gould [16], p. 241, ist jede positive Linear-

form auf fg o-stetig. Die Behauptung folgt somit aus Theor.
5.3.6 und Satz 1.4.3. o

KoroLrLar 5.3.9. — Die Fortsetzung von pedb, auf Fa
ist eindeutig.

Beweis. — Fiir jedes fe&g gilt: (f) = sup w(fAn). o

Fir den Spezialfall eines entarteten Beschrankungssystems
$ folgt aus der Aquivalenz der Aussagen (i) und (iii) in
Theorem 5.3.6 das Theorem 14 (1) von Choquet [9].

Sei nun I eine beliebige Menge und R! die Menge aller
reellen Funktionen auf I. Nach Choquet [9] heilt eine
positive Linearform L auf R! elementar, wenn ein 8-Ultra-
filter (oder « reeller » Ultrafilter [13]) A auf I existiert mit
L(f) = limy f fiir alle feRY. Mit Hilfe des Theorems 5.3.6
laBt sich nun ein einfacher Beweis des folgenden Satzes von

Choquet ([9], Theor. 8) geben:

Satz 5.3.10 (Choquet). — Jede positive Linearform auf R!
lift sich auf genau eine Weise als endliche Linearkombination
mit positiven Koeffizienten von elementaren Linearformen dar-
stellen.



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 107

Beweis. — Sei p; = Restysy L das von L induzierte
RadonmaB auf I und p; das p; eineindeutig entsprechende
(positive) RadonmaB auf BI. Nach [7], p. 242, exerc. 16, hat
us einen endlichen Tréger, der n. Theor. 5.3.6 in vl enthalten
ist. Jeder Punkt von ul ist aber nach [13] 8.7 Limes genau
eines ¢-Ultrafilters auf, womit die Behauptung bewiesen ist. o

5.4. Charakterisierung der ®-reellkompakten Rdume.
Go-Din Hu [15] und Knowles [22] haben folgende Charak-

terisierung der reellkompakten Rédume oder Q-Riume von
Hewitt [20] zu beweisen versucht :

(17) X reellkompakt <= JAb°(X) = b7 (X).

Aus dieser Aussage, angewandt auf einen diskreten Raum mit
der Michtigkeit des Kontinuums, wiirde die NichtmeBbarkeit
des Kontinuums folgen. Sowohl der Beweis von Go-Din Hu als
auch der von Knowles sind jedoch — obwohl auf ganz unter-
schiedlichen Beweisideen beruhend — falsch. Vermutlich ist
die Aussage (17) auch falsch, denn die in (17) verwendeten
MaBe im Sinne von Alexandroff-Varadarajan (siehe Bsp.
1.2.4 (1)) sind Elemente des Duals von C,(X). Die Eigenschaft
der Reellkompaktheit eines Raumes X ist aber eine Struktur-
eigenschaft des Ringes C(X) (vgl. [13], [20]). Fir eine
mafBtheoretische Charakterisierung der reellkompakten Raume
kénnen somit u.E. nur diejenigen Mafle auf X 1in Frage
kommen, die auf C(X) fortsetzbar sind. Diese werden aber
gerade durch das Theorem 5.3.6 gekennzeichnet.

In der Tat 148t sich mit Hilfe des Theorems 5.3.6 eine
maBtheoretische Kennzeichnung (Theor. 5.4.1 (i1)) der B-reell-
kompakten — und damit fiir beschrankte Ridume (X, $)
der reellkompakten — Réume geben.

Es sei daran erinnert, daB %° den ordnungstheoretischen
und R’ den topologischen Dualraum (bzgl. der Topologie der

$®-kompakten Konvergenz) von Rg bezeichnet.

Traeorewm 5.4.1. — Fiir jeden lokalbeschrinkten Raum (X, $)
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X st B-reellkompakt.
(1) Jdby(X, B) e M(X, B).
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(i) K(X, B)° = K(X, B)".
(iv) Jede positive Linearform auf (X, ®) hat einen ®-kom-
pakten Triger.

Beweis. — (1) — (1v): Set { eine positive Linearform auf
K und p= Resty, (i das zugehorige MaB. N. Theor. 5.3.6 (ii1)
gilt dann Ty cugX = X. Aus Theorem 4.2.3 folgt die
t-Stetigkeit von w und somit n. Satz 1.5.3 die Existenz von
T.. Aus Kor. 5.3.4 folgt ferner: T, = T, n X = T,.. Sei nun
A eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von (X, $).
Dann ist AnT, eine abgeschlossenene und beschrinkte
Teilmenge des lokalbeschrankten Unterraums (T,, #nT,)
von (X, ®). N. Satz 5.1.4 ist die Behauptung bewiesen, wenn
gezeigt ist: A nT, kompakt. N. Theor. 4.1.1 ist A kompakt
in Xp. Somit ist die Menge AnT, kompakt. Wegen
T, < X folgt aber:

AnT,=AnTNnX=AnT,.
p @ "

(iv) — (iii) : Eine Linearform { auf fg ist nach 1.4 genau
dann stetig bzgl. der Topologie der B-kompakten Konvergenz,
wenn gilt :

(18) vBe® 3kp.KecB 3IMy > 0 VgeRi(X, B):

|&(8) < Ms.[glx

Es gilt stets: R’ c®0. Sei namlich ge®,. Dann gilt fir

alle feRl mit |f| < g: T,cT,cB fiir ein Be® und somit

nach (18): |&(/f])] < Mslf|x < Mg|g|x. Also ist { relativ
beschrinkt. }

Sei nun umgekehrt { eine positive Linearform auf Xg.

N. Vor. ist T, $-kompakt. Somit ist n. Satz 5.1.4 die Menge
Ky =B n T, kompakt fiir jedes Be®. Nach Axiom (B3)

existiert eine positive Funktion h, aus Hg mit K< E(h,).
Fir jedes heX(X, B) gilt somit |k < [h|x,.hy auf T,
Daraus folgt aber n. Kor. 1.5.6 und Kor. 5.3.9:
|f(g)l = [sup w(g/An)| < sup (g An]|)
< W(ho)-lgl, VgeR(X, B).
Somit ist (18) mit K = Kg und Mg = @(h,) erfillt.
(ii1) = (1) : Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung



MASSE AUF LOKALBESCHRANKTEN RAUMEN 109

Moy(X, B) = KX, B)°=FKX, #) (Kor. 53.7) und der
Definition der Straffheit in 1.4.

(11) — (1) : Ang. es existiert ein Punkt z,eugX\X. Da X
Fa-einbettbar ist in ugX, wird durch

() : =F(xo) (feFa)

eine positive Linearform auf Ra erklart. Das MaB
w= Restm%@ gehort somit n. Theor. 5.3.6 zu Jby(X, %).

Andererseits gilt fiir die kompakte Menge {z,} <« Xa\X und
daszu . gehérende Borelmafl p’' = dx, auf Xg: p'({z,}) = 1.
Somit ist nach Theorem 4.2.4 @ nicht straff. o

Ist speziell (X, #) beschrinkt, so ist J(X, $) der Ring
C(X) aller stetigen reellen Funktionen auf X versehen mit
der Topologie der kompakten Konvergenz. Das Theorem 5.4.1
nimmt dann folglich die folgende Gestalt an:

Sarz 5.4.2. — Fiir jeden vollstindig reguldren Raum X sind
folgende Aussagen dquivalent :

(1) X st reellkompakt.

(11) Moy(X) < M X).

(1) ¢(X)o = ¢(X)".

(1v) Jede positive Linearform auf C(X) ist stetig.

(v) Jede positive Linearform auf C(X) hat etnen kompakten
Trager.

Wir bringen nun einige Anwendungen des Satzes 5.4.2.

Zunichst folgt aus dem Satz 5.4.2 die folgende Charakteri-

sierung der reellkompakten Réume innerhalb der Klasse der
lokalkompakten von Choquet ([9], Theor. 17):

Satz 5.4.3. (Choquet). — Ein lokalkompakter Raum X ust
genau dann reellkompakt, wenn die Menge J5(X) der positi-
ven Mafe auf X mit kompaktem Triger schwach vollstindig
ist bzgl. der Dualitat mit C(X).

Bewers. — Jb%(X) 1st mit dem Kegel C\(X) identisch
([7], p- 156) und liegt n. Theor. 1.6.2 schwach dicht in dem
vollstandigen Kegel C(X). Folglich ist die Bedingung des
Satzes von Choquet derjenigen des Satzes 5.4.2 (iv) dqui-
valent. O
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Ist X speziell ein diskreter Raum, so folgt das Theorem 10
von Choquet [9].

Mit Hilfe des Satzes 5.4.2 lassen sich ferner verschiedene
Ergebnisse aus der Theorie der RadonmaBe (z.B. [7], Chap. 4,
§ 4 No. 8 sowie exerc. 16) fiir lokalkompakte und reellkompakte
Réume verschirfen. Wir bringen zwei Beispiele :

Satz b.4.4. — Set X lokalkompakt und reellkompakt (spez. :
c-kompakt). Dann gilt: Das Radonmaf @ auf X ist genau
dann zu einer relatiy beschrinkten Linearform auf C(X) fortsetz-
bar, wenn der Trager von @ kompakt ist.

Nach Satz 5.4.2 kann diese Aussage nicht fiir beliebige lokal-
kompakte Réume richtig sein. In der Tat liefert der Raum Q
aller abziahlbaren Ordnungszahlen versehen mit der Ordnungs-
topologie ein Gegenbeispiel.

Beispiel 5.4.5. Sei Q = W(w,) der Raum aller Ordnungs-
zahlen, die kleiner sind als die erste nicht abzéhlbare Ordnungs-
zahl o, ([13], 5. 11-13). Versehen mit der Ordnungstopologie
st  lokalkompakt wund pseudokompakt. Fir alle
feC(Q) = &,(Q) bezeichne [ die stetige Fortsetzung von f
auf BQ = W(w, 4+ 1). Dann ist die positive Linearform

w(f): = f(w) (feCo(Q))

ein RadonmaB auf Q, das trivialerweise auf C(Q) fortsetzbar
ist, aber keinen kompakten Triager hat. Aus Satz 5.4.2 folgt
auBerdem : g ist nicht stetig auf C(Q) und Q ist nicht
reellkompakt.

Sarz 5.4.6. — Set X eine Menge, deren Kardinalzahl nicht
stark unerreichbar ist [40]. Dann hat jede positive Linearform L
auf R* einen endlichen Triger. M.a.W.: L ust von der Gestalt :

Lf) = 3 hfle) Oy > 0, 5,2 X)
fiir alle feRX.

Beweis. — Jeder diskrete Raum, dessen Kardinalzahl nicht
stark unerreichbar ist, 1st nach [13], chapt. 12, reellkompakt.
Somit folgt die Behauptung aus Satz 5.4.2 (v). o
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5.5. Folgerungen bzgl. der Existenz mefbarer Kardinalzahlen.

Eine Kardinalzahl m nennen wir mit Gilman-Jerison [13],
12.1, mefbar, wenn eine Menge X mit der Miachtigkeit m
und ein zweiwertiges c-additives MaB @ auf der Potenzmenge
von X existiert mit @w(X) =1 und g({z}) =0 f{fir alle
z e X. Die Kardinalzahl m heiBle dagegen reell-mef3bar, wenn
ein reellwertiges m-additives Mal w # 0 auf der Potenz-
menge von X existiert mit w({z}) =0 fir alle ze X.

Die Frage nach der Existenz solcher Kardinalzahlen ist ein
wohlbekanntes ungeldstes Problem. Mit Hilfe des Satzes 5.4.2
lassen sich nun die nicht-meBbaren Kardinalzahlen wie folgt
charakterisieren :

Satz 5.5.1. — Die Kardinalzahl einer Menge X 1ist genau
dann nicht-mefbar, wenn jede positive Linearform auf RX
einen endlichen Trager hat.

Beweis. — Da ein diskreter Raum genau dann reellkompakt
ist, wenn seine Kardinalitdt nicht-meBbar st [13], 12.2, folgt
die Behauptung unmittelbar aus Satz 5.4.2 (v). o

Mit Hilfe eines neueren Resultats von Solovay [38] 1406t
sich nun folgende Aussage tiber die Existenz reell-meBbarer
Kardinalzahlen machen :

Sarz 5.5.2. — Lapt sich unter der Voraussetzung der axioma-
tischen Mengentheorie von Zermelo-Fraenkel (ZF) und der
Giultigkeit des Auswahlaxioms (AC) beweisen, daf3 jede positive
Linearform auf RX* (X beliebige Menge) einen endlichen
Tréger hat (L), so st damit auch die Nichtexistenz einer reell-
mef3baren Kardinalzahl bewiesen — und umgekehrt.

Beweis. — N. Vor. gilt: (ZF) 4 (AC) imphziert (L). (L)
impliziert n. Satz 5.5.1 die Nichtexistenz einer (zweiwertig)
meBbaren Kardinalzahl (;32MC). Somit ist die Theorie
(ZF) + (AC) + (32MC) inkonsistent. Dann ist nach Solovay
[38], Theor. 2, auch die Theorie (ZF) + (AC) 4+ (3 RMC < 2)
inkonsistent. Insbesondere impliziert also (ZF) 4 (AC) die
NichtmeBbarkeit des Kontinuums. Dann impliziert nach Ulam
[40], Satz 3, (ZF) 4 (AC) aber auch die Nichtexistenz einer
reellmeBbaren Kardinalzahl. Die Umkehrung folgt unmittelbar
aus Satz 5.5.1. o
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