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Einleitung.

Neben die Theorie der RadonmaBe auf lokalkompakten
Riaumen von Bourbaki [7] sind in den letzten Jahren eine
Reihe von weiteren MaBtheorien auf topologischen R#éumen
getreten. Wir denken hierbei insbesondere an die Arbeiten
von Alexandroff-Varadarajan [1], [41], Gould-Mahowald [17],
Schwartz [37] und Krickeberg [27]. In diesen Arbeiten werden
jeweils MaBe auf allgemeineren topologischen Réumen als
lokalkompakten betrachtet. Obwohl jeweils von unterschied-
lichen Voraussetzungen ausgehend, ist doch allen diesen
Theorien gemeinsam, daf sie nur spezielle MafBle auf dem
zugrunde liegenden topologischen MafBraum behandeln und
daB man fiir den Spezialfall eines lokalkompakten Raumes
nicht die volle Theorie der RadonmaBe von Bourbaki zuriick-
erhialt. Den allgemeinsten Standpunkt nimmt Varadarajan
ein — doch bei thm werden nur beschrankte MaBe behandelt.
Die Hauptziele dieser Arbeit sind deshalb :

10 Erweiterung der Theorie der RadonmaBe von Bourbaki
auf vollstindig regulire (*) Raume;

20 Erweiterung der MaBtheorie von Varadarajan auf nicht
beschrinkte Mafe.

Interessanterweise haben beide Probleme eine gemeinsame
Lésung.

Das Problem 1° wird unter dem Gesichtspunkt behandelt,
einen moglichst groBen Teil der reichen Struktur, die fiir die
Theorie der RadonmaBe auf einem lokalkompakten Raum zur

(1) Die Beschrinkung auf vollstindig regulire Riume in dieser Arbeit hat rein

beweistechnische Griinde. Die gleichen Uberlegungen lassen sich ebenfalls fiir belie-
bige topologische Rédume durchfiihren, wobei lediglich einige Aussagen der beiden
letzten Paragraphen leicht zu modifizieren sind. Durch den bekannten ProzeB der
Quotientenbildung (vgl. auch Abschnitte 3.4 und 3.5) kann zudem der allgemeine
Fall stets auf den hier behandelten zuriickgefiihrt werden.
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Verfiigung steht, auf vollstandig regulire Ridume zu iiber-
tragen. Die Struktureigenschaften der RadonmaBe hingen
aber eng mit der Struktur des Ringes J aller stetigen reellen
Funktionen mit kompaktem Triger zusammen. Um auf einem
voelstindig reguliren Raum X einen Ring von stetigen
Funktionen mit dhnlichen Struktureigenschaften, wie sie der
Ring R auf einem lokalkompakten Raum besitzt, zu defi-
nieren, muBl man auf X ein System von Teilmengen auszeich-
nen, das die Rolle der kompakten Mengen in den lokalkompak-
tem Réumen iibernimmt. Dies leistet der von Gould [16]
eingefiihrte Begriff des « bounding system ». Anstelle der
unter Umstédnden recht einschrinkenden Voraussetzung der
Lokalkompaktheit — man denke etwa an topologische Vektor-
raume — tritt dabei die schwichere Forderung nach der
Existenz einer « beschriankten » Umgebung fiir jeden Punkt
von X. M.a.W.: man ersetzt die lokale Kompaktheit durch
lokale Beschrinktheit. Das Beschrinkungssystem % kann
dabei je nach Problemstellung verschieden gewihlt werden.
Der Ring R(X, #) aller stetigen, reellen und beschrinkten
Funktionen auf X mit beschranktem Trager 148t sich dann
mit den gleichen Strukturen versehen wie der Ring X auf
einem lokalkompakten Raum. Definiert man ein Mall auf dem
lokalbeschrinkten Raum (X, #) als stetige Linearform auf
R(X, B), so ist klar, daB dann auch der Raum der MaBe auf
(X, ®) als Dual von X(X, #) analoge Strukturen besitzt wie
der Raum der RadonmaBe auf einem lokalkompakten Raum.
Unter anderen Gesichtspunkten wurde das Problem 1° bereits
von Kélzow [23]-[25] behandelt. Er betrachtet Paare m,, m,
von Mengensystemen, wobei m, als Ersatz fiir die kompakten
Mengen dient. Hierbei 1aBt sich m,; als System der offenen
Mengen einer Topologie deuten [24] und dann M, in eine
(eineindeutige) Beziehung zu einem Beschriankungssystem
bringen. Seine Untersuchungen beschrianken sich auf t-stetige
MaBe, obwohl sein Ansatz aufgrund der obigen Bemerkungen
sowie der Def. 1.4.2 (¢) dieser Arbeit auch die Untersuchung
straffer Mafle gestattet. Einen weiteren Ersatz fir die kom-
pakten Mengen fiihrte bekanntlich Marczewski [30] (vgl. auch
Pfanzagl-Pierlo [35]) ein. Die zugehorige MaBtheorie erfafit
jedoch im wesentlichen nur die straffen und beschrinkten

Male.
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Das Problem 2° fiihrt auf shnliche Uberlegungen wie bei
Problem 1°. Ausgangspunkt bei Varadarajan ist eine endlich-
additive Mengenfunktion auf der von den z-Mengen eines
topologischen Raumes X erzeugten Algebra &. Auch hier
legt der Versuch, nicht beschrinkte MaBle auf X sinnvoll zu
definieren, die Einfiihrung eines Beschriankungssystems %
auf X nahe. Anstelle der Algebra & tritt dann der von den
beschriankten z-Mengen erzeugte Ring £4. Analog konnen
dann die Baireschen bzw. Borelschen Mengen von (X, %)
definiert werden als der von den beschréankten z-Mengen bzw.
abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen erzeugte
o-Ring. Dies entspricht i1m Falle eines lokalkompakten
Raumes X mit den kompakten Mengen als Beschriankungs-
system dem Standpunkt von Halmos [18]. Da sich die (verall-
gemeinerten) MaBe auf dem Ring 8 und die stetigen Linear-
formen auf H(X, %) eineindeutig entsprechen, fithren die
Probleme 1° und 2° in der Tat auf das gleiche Konzept von
MaBen auf lokalbeschriankten Réaumen.

Die MaBe auf einem lokalbeschrankten Raum (X, %)
unterscheiden sich jedoch in einem wesentlichen Punkt von
den RadonmaBen. Wihrend diese stets straff sind, konnen die
MaBe auf (X, #) rein-unstetig sein. Es i1st daher eine Klas-
sifizierung der MaBe nach ihren Stetigkeitseigenschaften, wie
sie von Le Cam [28] eingefithrt worden 1st, erforderlich. Die
weiteren Aufgaben dieser Arbeit bestehen somit in:

3° Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der Male
auf (X, #) mit Hilfe der #-Kompaktifizierung;

40 Untersuchung der Zusammenhénge zwischen der Struk-
tur eines lokalbeschrinkten Raumes und der Stetigkeit seiner

MaBe.

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Paragraphen. § 1 ist den
grundlegenden Eigenschaften eines lokalbeschrinkten Raumes
sowie des Raumes seiner MaBe gewidmet. In § 2 wird das
MaB p auf die Menge der p-integrierbaren Funktionen fort-
gesetzt und der zugehérige MaBraum (X, B, 1) abgeleitet.
Die verwendete Fortsetzungsmethode ist rein funktionalana-
lytisch und unabhingig von dem speziellen Stetigkeitscharak-
ter von w. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, daf eine
gemeinsame Konstruktion des Riemann- und des Lebesgue-
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Integrals angegeben wird. In den Abschnitten 2.3 und 2.4
wird dann die Beziehung zu den Fortsetzungsmethoden von
Daniell-Stone und Bourbaki mittels des Oberintegrals w*
hergestellt. Es zeigt sich, daB beide Methoden dquivalent sind.
Das eigentlich iiberraschende Ergebnis ist jedoch, dal die
gleiche Fortsetzungsmethode auch fiir das Riemann-Integral
durchfiihrbar 1st.

In § 3 werden die erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen der
Integrationstheorien von Loomis [29], Daniell-Stone [11],
[39] und Bourbaki [7] verglichen. Es zeigt sich, daB} der in § 2
entwickelte Integralbegriff je nach Stetigkeitseigenschaft des
zugrunde liegenden MaBes entweder dem Riemann-Integral
nach Loomis oder dem ersten bzw. zweiten Stoneschen Integral
oder, falls der Raum lokalkompakt ist, dem Bourbakischen
Integral entspricht. Die in § 2 entwickelte Fortsetzungs-
methode faft demnach die genannten Integrationstheorien
zusammen. Ferner wird gezeigt, daB} sich die abstrakten Integra-
tionstheorien von Loomis und Stone stets auf den konkreten
Fall eines MaBes auf einem lokalbeschrinkten uniformen
Raum zuriickfiihren lassen. Im Gegensatz zu der Riickfithrung
auf die Theorie der RadonmaBe mittels Kompaktifizierung
durch Bauer [3], [4], wird hierbei der urspriingliche Mafiraum
beibehalten, und es stimmen nicht nur die Aquivalenzklassen

?, sondern auch die Riume 9% der p-fach integrierbaren
Funktionen in der abstrakten und in der konkreten Theorie
iiberein. Im Falle des zweiten Stone-Integrals (auch « ab-
straktes Bourbaki-Integral » genannt) machte Kolzow [23]-[25]
bereits analoge Aussagen.

§ 4 bringt eine Charakterisierung der Stetigkeitseigen-
schaften der MaBe auf (X, %) mittels der #-Kompaktifi-
zierung X@g. §5 untersucht die Zusammenhénge zwischen der
Struktur eines lokalbeschrinkten Raumes und der Stetigkeit
seiner MaBe. In 5.4 werden insbesondere eine maBtheoretische
Kennzeichnung der reellkompakten Riaume oder Q-Rédume von
Hewitt [20] gegeben und damit die — leider falschen —Charak-
terisierungssdtze von Go-Din Hu [15] und Knowles [22] rich-
tiggestellt. Aus diesem Charakterisierungssatz folgen einige
Resultate, die auch fiir RadonmaBe auf lokalkompakten Rau-
men neu sind. Ferner enthidlt dieser Satz Ergebnisse der
Arbeit von Choquet [9] als Spezialfall. SchlieBlich wirft der
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Charakterisierungssatz neues Licht auf das « allgemeine
Problem der MafBitheorie » — nimlich auf die Frage nach der
Existenz meBbarer Kardinalzahlen.

Grundlegend fiir diese Untersuchungen waren die beiden
Arbeiten von H. Bauer [3], [4], die die Beziehungen zwischen
den abstrakten Integrationstheorien von Loomis und Stone
und der Theorie der RadonmaBe herstellen. Der Verfasser
dankt seinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. H. Bauer, fiir
sein Interesse und seine Anregungen, wodurch diese Arbeit
sehr gefordert worden ist, sowie den Herren Prof. K. Jacobs
und D. Kélzow fiir einige sehr wertvolle Hinweise.

Bezeichnungen.

Fiir jeden topologischen Raum X bezeichnet €(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X und Cu(X) den
Teilring der beschriankten Funktionen. Ist Y ein Unterraum
von X, so bezeichnet g|YeC(Y) die Restriktion von
geC(X) auf Y.

Fiir jeden Vektorverband ® (bzgl. der iiblichen Ordnung
« < ») von reellen Funktionen auf X bezeichnet fVg das
(punktweise) Supremum von f, ge®. Analog fAg das
Infimum. Mit dieser Schreibweise ist f+ = fVO0, f~= —fVO0
sowie |f| =ft+ f~. R, oder ,R bezeichnet die Menge aller
feR mit f=f+. Fir jedes fe®R sei ferner:

[f <a]: ={zeX: f(z) < a}

Z(f) : [f = 0]

E(f) : [f=1]

P(f): =1[f> 0]
Z(R) bezeichnet das System {Z(f): fe®R}. Analog &R)
sowie ZE(R). Die Elemente aus 32(C) werden z-Mengen

(« zero-set » [13]) genannt. Die Dualrdume von & werden wie
folgt bezeichnet :

o

R’ topologisches Dual;
R* algebraisches Dual;
R0  ordnungstheoretisches Dual.

Eine Teilmenge $ einer geordneten Menge heilt aufsteigend
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filtrierend (kurz : aufst. filtr.) bzw. absteigend filtrierend (kurz :
abst. filtr.), wenn jede endliche Teilmenge von § eine
Majorante bzw. eine Minorante in § besitzt. Ist §F = (S,)qea
speziell ein System von Teilmengen einer Menge X, so

bedeutet die Schreibweise S, ¢, daB §F bzgl. « c»
abst. filtr. ist und gilt [ ]S, = ¢.

aEA
Die charakteristische Funktion einer Menge A wird mit 14

bezeichnet.

1. MaBe auf lokalbeschrankten Raumen.

1.1. Lokalbeschrinkte Rdume.

Die Forderung, daf jeder Punkt eines topologischen Raumes
eine kompakte Umgebung besitze — m.a.W. daf der Raum
lokalkompakt ser — ist u.U. recht weitgehend. Fiir einen
separierten topologischen Vektorraum z.B. bedeutet diese
Forderung bekanntlich, daB der Raum endlich-dimensional
1st.

Man kann jedoch die Voraussetzung der Lokalkompaktheit
abschwichen, ohne die wesentlichen Strukturen eines lokal-
kompakten Raumes zu verlieren, indem man fiir jeden Punkt
nur die Existenz einer beschrinkten Umgebung fordert. Dies
ist der Sinn der folgenden Definitionen, die auf Gould [16]
zuriickgehen.

Derinttion 1.1.1. — (X, B) heift ein lokalbeschrinkter
Raum, wenn gilt:

1. X st ein vollstindig reguldrer topologischer Raum ;

2. B ist eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B
pon X mit folgenden Eigenschaften:

(B1) % st aufsteigend filtrierend
(B2) ® iiberdeckt X <d.h. XcUB)

BeR
(B3) Zu jedem B;e® existieren ein B;je®B und eine
stetige reelle Funktion [ auf X, derart daf3 gilt:

flz) = 3(1) ngB
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DerinitioN 1.1.2. — Eine Teilmenge des lokalbeschrinkten
Raumes (X, B) heifft genau dann beschrinkt, wenn sie in
einem Element von $ enthalten ist.

DeriniTiON 1.1.3. — (X, #) heibt ein beschriankter Raum,
wenn (X, B) lokalbeschrinkt und X als Teilmenge von (X, &)
beschréinkt ist. In diesem Fall heifft das Beschrinkungssystem $
entartet.

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften der be-
schrinkten Teilmengen eines lokalbeschriankten Raumes :

Sarz 1.1.4. — (Gould [16]):

(a) Jede endliche Vereinigung von beschrinkten Mengen sowie
jede Teilmenge einer beschrinkten Menge ist beschrinkt ;

(b) Der Abschluf einer beschrinkten Menge ist beschrinkt ;
(c) Jeder Punkt von X besitst eine beschrinkte Umgebung ;
(d) Jede relativ kompakte Menge ist beschrinkt.

Die Eigenschaft (c¢) insbesondere rechtfertigt die Bezei-
chnung « lokalbeschridnkt » in Analogie zur Definition der
lokalkompakten Réaume. Diese konnen als spezielle lokal-
beschrinkte Ridume aufgefaft werden, in denen die kompakten
Mengen ein Beschriankungssystem bilden. Genauer gilt:

Satz 1.1.5. — X sev ein vollstindig regulirer Raum und
B =8 das System aller kompakten Teilmengen von X. Dann
gilt: (X, B) ust genau dann lokalbeschrinkt, wenn X lokal
kompakt ist, und das System $ = & st das grobste Beschrin-
kungssystem auf X.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig, da nach Satz 1.1.4(c)
und Def. 1.1.2 jeder Punkt von X eine relativ kompakte
Umgebung besitzt. Umgekehrt erfiillt das System % offen-
sichtlich die Bedingungen (B1) und (B2). Da n. Vor. jeder
Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt, folgt (B3)
aus der vollstindigen Regularitit von X. Der Rest der
Behauptung folgt aus Satz 1.1.4 (d). o

Weitere Beispiele von lokalbeschriankten Raumen (X, %)
sind :

(1) X sei ein metrischer Raum und # das System aller
abgeschlossenen Kugeln von X;
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(1) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %
ein aufsteigend filtrierendes System von symmetrischen
konvexen Korpern in X, das X iiberdeckt. (Die Eigen-
schaft (B3) zeigt mit Hilfe des Minkowski-Funktionals);

(") X sei ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum, dessen
Topologie durch die Familie der Halbnormen (p;);c1 gegeben
1st. B sei das System

(l:pl < n])nEN
Dann ist fiir jedes 1e1 (X, #) lokalbeschrinkt;

(11) X sel ein separierter topologischer Vektorraum und %
das System aller im iiblichen Sinne beschrinkten abgeschlosse-
nen Teilmengen von X, d.h. aller abgeschlossenen Mengen,
die von jeder Nullumgebung absorbiert werden. Dann gilt
nach [26], S. 163, sowie Satz 1.1.4 (¢) : (X, %) ist dann und nur
dann lokalbeschrankt (im Sinne der Def. 1.1.1), wenn X
quasinormierbar ist. In diesem Fall stimmt somit die Defi-
nition der Lokalbeschranktheit mit der von Kothe [26] fir
topologische Vektorrdume gegebenen iiberein.

1.2. Definition eines Mafles.

I.f. bezeichne (X,%) stets einenlokalbeschrinkten Raum X
mit Beschrinkungssystem %. Fir eine stetige Funktion f
auf X bezeichne T, den Trdiger von f, d.h. den AbschluB
der Menge [f # 0] in X. Mit XX, $#) (oder kurz Xg
oder R) werde die Menge aller stetigen und beschrinkten
reellen Funktionen auf X, deren Trager (bzgl. %) beschrankt
ist, bezeichnet. K(X, ®) ist wegen (B1) offensichtlich ein
Unterring des Ringes C,(X) aller stetigen und beschrinkten
reellen Funktionen auf X wund ein Vektorverband bzgl. der
induzierten Ordnung.

Man verifiziert leicht, daB das System

Bo = (E<g))ye£}{$

ebenfalls ein Beschrinkungssystem auf X bildet, das zu #
aquivalent ist, d.h. die beschriankten Mengen in X bzgl. %,
und ® stimmen iiberein. %, heiBt das kanonische Beschrin-
kungssystem von X.

Fir jede nichtleere beschriankte Teilmenge Y von X
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bezeichne HA(X, Y) den Banachraum aller Funktionen aus
Cy(X), deren Trager in Y enthalten ist, versehen mit der
Topologie J% der gleichmiBigen Konvergenz auf Y. Der
Ring g ist p. Def. die Vereinigung der aufsteigend filtrie-
renden Familie der Banachrdume HA(X, B)seg. Fir B;cB;
ist die kanonische Injektion von H(X, B;) in X(X, B))
J%, — J§, — stetig. Somit existiert der induktive Limes

J% = lim ind J§.

Be®R

Nach [8], chap. 2, ist J3 eine lokalkonvexe Hausdorff-
Topologie auf Rg, und (%, Jp) ist als induktiver Limes von
Banachrdumen tonneliert [8], chap. 3.

A% bezeichne den ordnungstheoretischen Dualraum von g,
d.h. R = K5 — K5

Derinttion 1.2.1. — Maf auf (X, B) heifft jedes Element
e K. (X, B) (oder Mog) bezeichne die Menge aller Mafe
auf (X, R).

Nach [7], chap. 11, 1st (X, B) i1dentisch mit der Menge
aller relativ beschrinkten Linearformen auf R(X, #) und
ein vollstandiger Rieszscher Raum bzgl. der zu # dualen
Ordnung.

Taeorem 1.2.2. — Jdbg ist der Dualraum von (Rg, Ig).

M.a.W.: Eine Linearform @ auf Rg ist genau dann ein
Map auf (X, B), wenn sie folgender Bedingung geniigt :

(1) VvBe® 3M >0, Vged(X, B): |n(g) < Mgl

Beweis. — Die Bedingung ist hinreichend. Sei namlich
eine Linearform auf # und geX,. Dann gilt fir alle feX
mit |f| < g: TycT,cB fir ein Be®%. Aus (1) folgt die
Existenz einer positiven Zahl Mg, derart daB gilt:
|w(f)] < Mgllfl < Msg|g|. Somit ist u relativ beschrinkt.

Fir den Beweis der Notwendigkeit geniigt es zu zeigen,
daB jede positive Linearform auf R stetig ist. Nach Axiom
(B3) existiert zu jedem Be® ein gyed, mit BcE(g).
Somit gilt fiir alle ge (X, B):|g| < | g| g,- Fiir jede positive
Linearform p auf & und jede Funktion ge (X, B) folgt
somit : |u(g) < (l8l) < p(go)lgl. o
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DeriniTioN 1.2.3. — JMoy(X, B) (oder kurz JAb,) bezeichne
den Dualraum vom R(X, B) versehen mit der Topologie I°
der gleichmdfligen Konvergenz auf X. Die Elemente aus Jb,
heiflen beschrinkte Mafe auf (X, %).

Da fiir jedes Beschriankungssystem # auf X die Topo-
logie J* groberist als die Topologie J%, gilt nach Theor. 1.2.2.
stets b, c M. b, 1st ein Banachraum bzgl. der Norm

Il = sup {|p(g)l: ge=%a, gl < 1}

Ist (X, ®) beschrinkt, so ist wegen Jg = J* jedes Mall auf X
beschrankt (s. Bsp. (ii) und (iii)).

1.2.4. — Beispiele von Mafen :

(1) Set (X, $) lokalkompakt (d.h. % sei das System der
kompakten Teilmengen von X — wvgl. Satz 1.1.5). Dann ist
Mo(X, B) die Menge aller RadonmaBe auf X [7].

(1) Sei (X, B) beschriankt. Dann ist Hg die Menge Cy(X)
aller stetigen und beschriankten reellen Funktionen auf X.
Nach Theor. 1.2.2. ist (X, B) = by(X) der Dualraum
Cy(X), d.h. die Menge aller MaBe auf X 1im Sinne von Alexan-
droff-Varadarajan [1], [41].

(1) Ser (X, B) beschriankt und MW(X, B) die Menge aller
Linearformen p auf Xg = C,(X) mit der Eigenschaft:

(e, K) Ve >0 3kp. KX Vg e Cy(X):
lgl <14, g K=0—|ug) <e.

Dann 1st M(X, B) die Menge aller Male auf X 1im Sinne
von L. Schwartz [37]. (Die MaBe, die der (¢, K) Bedingung

von Schwartz geniigen, sind genau die straffen MafBle auf

(X, ) — vgl. Def. 1.4.2 (¢)).
1.3. Verschiedene Topologien auf Mo(X, $).

Fiir ein beliebiges System & von beschriankten Teilmengen
von Rg ist auf Jbg die lokalkonvexe S-Topologie der gleich-
mibBigen Konvergenz auf den Mengen von & erkliart ([8],
chap. 3). JMg(X, B) (oder kurz Jbg) bezeichne den lokal-
konvexen Raum Jb(X, $) versehen mit der &-Topologie.
Ist die Vereinigung der Mengen aus & eine totale Teilmenge
von Rg, so ist Jdbz hausdorffsch; iiberdeckt & den Raum
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Az, soist Jdbg auBerdem quasivollstindig, da Hg tonneliert
ist ([8], chap. 3, p. 31).

Eine kompakte Teilmenge H in Rg heiBe strikt kompakt,
wenn ein Be$ existiert mit H < X(X, B). Man betrachte
folgende Systeme & von Teilmengen aus %gz:

@,: = System von einpunktigen Mengen, deren Vereini-
gung total ist in Hg;

&, : = System aller einpunktigen Mengen von X%g;

@; : = System aller strikt kompakten Mengen von %g;

@,: = System aller kompakten Mengen von Hg;

@5 : = System aller beschrinkten Mengen von 3.

Mit J;(t =1 ... b) werden die zugehoérigen &;-Topologien
bezeichnet. Die J,-Topologie heift auch die vage Topologie
auf Jbg. Aufgrund der Definition der &-Topologie ist jede
der fiinf Topologien jeweils grober als die folgende.

Da der Raum $g nach 1.2 tonneliert ist und die vage
Topologie auf Jbg nichts anderes ist als die schwache Topo-
logie bzgl. der Dualitit (JMbg, Hgp), folgt aus [8], chap. 4,
p- 65, unmittelbar das folgende Resultat :

Sarz 1.3.1. — Sei H eine Teilmenge von Jog. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent :

(1) H ust vag beschrinkt.

(1) H st vag relativ kompakt.

(m) H st gleichgradig stetig.

(1v)
VBe® 3IMz>0 VueH VgeX(X, B): |k(g) < Mslgl.
Analog wie in [7], p. 62, folgt aus dem vorstehenden Satz:

Satz 1.3.2. — (a) Die beschrinkten Mengen der lokalkonyexen
Riume Mg (X, B) sind die gleichen fir =2, 3, 4, 5.

(b) Auf jeder vag beschrinkten Teilmenge von JMog fallen die
Topologien J; (v =1, 2, 3, 4) zusammen.

Beweis. — (a) Da jede der Topologien J; (1 = 2, 3, 4, )
feiner ist als die vorhergehende, ist jede beschrankte Menge in
Mg, (1 =2 ...5) vag beschrinkt und somit nach Satz 1.3.1
gleichgradig stetig. Jede gleichgradig stetige Menge ist aber
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nach [8], chap. 3, p. 26, beschrinkt bzgl. jeder &-Topologie.

(b) Da jede vag beschrinkte Teilmenge von Jbg gleich-
gradig stetig ist, folgt die Behauptung aus [6], chap. x, p. 29.

1.4. Klassifizierung der Mafle nach thren Stetigkeitseigen-
schaften.

Bekanntlich besitzt jedes RadonmaB p auf einem lokal-
kompakten Raum X die folgende Stetigkeitseigenschaft
auf dem Ring H(X) aller stetigen reellen Funktionen auf X
mit kompaktem Triager: (M*) Fiir jedes aufst. filtr. System
H c A(X), dessen obere Einhiillende zu %(X) gehort, gilt:
(J-(:lelg g) = sup (g). DaB ein MaB auf (X, ) die Eigen-

schaft (M*) nicht zu besitzen braucht, selbst wenn X lokal-
kompakt ist, zeigt das folgende Beispiel :

Bewspiel 1.4.1. — X = (0, 1) sei das offene Einheitsintervall

mit der iiblichen Topologie; BX seine Stone-Cech-Kompakti-
fizierung. Das Beschrinkungssystem $ sei entartet, also
Rg = C4(0, 1). Fiir jedes ge % bezeichne g die eindeutige
stetige Fortsetzung auf BX. Auf Xg werde die Linearform p
definiert durch p@(g): = g(z,) fir einen festen Punkt
zo € BX\X. Offensichtlich ist @ positiv und somit ein Mal
auf (X, #). . geniigt jedoch nicht der Bedingung (M*). Zu
jedem ze X existiert nimlich ein g, efg mit 0 < g, < 1,
g:(z) =1 und g, (z,) = 0. Somit folgt:

1=u(1) = (sup &) # sup p(g) =0

Es ist somit eine Klassifizierung der MaBle auf (X, #) nach
ihren Stetigkeitseigenschaften erforderlich, wie sie u.W. zuerst
1957 von Le Cam [28] fiir beschrinkte MaBe eingefiihrt
worden ist. Fiir diei. allg. nicht beschrankten MaBe auf (X, #)
versagt jedoch die Le Camsche Definition der « Straffheit »,
da die Triger eines Systems von stetigen Funktionen, das
gleichmiBig auf den kompakten Mengen gegen Null strebt,
« fortlaufen » und beliebig grofes MafB annehmen kénnen.
Es ist jedoch klar, wie die Definition der Straffheit fiir nicht
beschrankte MaBe zu modifizieren ist, wobei sich zum ersten
Mal die Bedeutung der Einfithrung des Beschrankungssystems
$ auf X zeigt.
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Fiir jedes B e® bezeichne Jg die Topologie der kompakten
Konvergenz auf J(X, B), die von der Familie der Halbnormen

rx(g) = sup lg(z)] = lglx (K kompakt < B)

erzeugt wird. Da jedes B € # abgeschlossen ist, ist fiir B, ¢ B,
die kanonische Injektion von (X, B;) in X(X, B,) J§ — Jp-
stetig. Somit existiert nach [8], chap. 2, p. 72/76, der induktive
Limes
% = lim ind J§
BeR

der lokalkonvexen Topologien J3. Die lokalkonvexe Topologie
Jg auf B(X, B) heiBe die Topologie der B-kompakten Konyer-
genz. Aus der Eigenschaft des induktiven Limes sowie aus der
Definition von J§ folgt: Die Linearform p auf Xg 1st
genau dann stetig bzgl. der Topologie der $-kompakten
Konvergenz, wenn gilt :

(2) VvBe® 3kp.KcB 3IMz>0 VgeX(X, B):
|(8)l < Myl gl x.

Spezalfiille der Topologie J5 :

(1) Ist (X, B) beschrinkt, so ist offenbar J§ die Topologie
der kompakten Konvergenz auf Cy(X).

() Ist (X, %) lokalkompakt, so ist Jg die « starke»
Topologie auf R(X) ([7], p. 41), d.h. der induktive Limes der
Topologien der gleichméBigen Konvergenz auf den Banachrau-
men RA(X, K) (K kp.in X).

Wir fithren noch folgende Bezeichnungen ein:

Xg: = {ge KX, B): |g| <1}
Yp: = {geR(X, B): |gl <1} (Be%R).
Nunmehr lassen sich die MaBe auf (X, %) wie folgt klassi-

fizieren :

DeriniTiOoN 1.4.2. — Set w ein Map auf (X, #). Dann
heife :

(a) . o-stetig <> Fiir jede absteigende Folge (g,) < g mat
g\ 0 gilt u(g,) —0;

(b) @ 7-stetig <> Fiir jedes abst. filtr. System (g,) c Rg mat

ga\o gilt P‘(ga)_>0;
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(¢) i straff <> ist stetig auf Xg bzgl. der Topologie der
R-kompakten Konyergenz.

Geniigt @ keiner der Bedingungen (a)-(c), so heiBe
unstetig. M°, Mb*, M' bezeichne resp. die Teilmenge der
o-stetigen, t-stetigen und straffen MaBe von Jb = Jb(X, B).
Dann gelten folgende Inklusionen: Jb'c Mo® c Jb° c Jb.

Hierbei bedarf nur die erste Inklusion einer Erlduterung;
die restlichen sind aufgrund der Definitionen evident. Sei also
(g2) ein abst. filtr. System in %g, das gegen Null konvergiert.
Offenbar gilt (g,) c K(X, B) fiir ein Be®. Nach dem Satz
von Dini [6], chap. x, strebt (g,) gleichmaBig gegen Null
auf den kompakten Teilmengen von B. Somit folgt aus der
Straffheit von w: lim p(g,) = lim p(g, A1) = 0.

Satz 1.4.3. — S bezeichne eine der Mengen Jb, M7, Jb*
oder J¥. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(1) weS

(1) p*,p~eS

(ii1) || e S.

Der Beweis verlduft analog zu den entsprechenden Sitzen 7,
8 und 9 im Teil I von Varadarajan [41], wobei lediglich
iiberall der Ring €(X) durch den Ring H(X, #) zu ersetzen
1st.

In 4.2 werden Charakterisierungen der Stetigkeitseigens-
chaften der MaBe auf (X, #) mit Hilfe des Darstellungssatzes
gegeben. Der Paragraph 5 ist den Zusammenhingen zwischen

der Struktur eines lokalbeschrinkten Raumes und den Stetig-
keitseigenschaften seiner MaBle gewidmet.

1.5. Trigerfilter und Triger von Maflen.

Der Triager eines RadonmaBes g ist bekanntlich das Kom-
plement der groften offenen @-Nullmenge. Die Existenz einer
solchen Menge hingt mit der t-Stetigkeit der RadonmalBe
zusammen. Aus diesem Grund definieren Varadarajan [41]
und Krickeberg [27] den Triager nur fiir t-stetige MaBe.
DaB diese Definition fiir allgemeinere MaBe wie die in Abschnitt
1.2 definierten versagt, kann man sich leicht an dem nachste-
henden Beispiel 1.5.2 klarmachen.
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Der Begriff eines « Tragers » ist jedoch auch fiir nicht
t-stetige MaBle sehr niitzlich, wie sich insbesondere in den
Paragraphen 4 und 5 zeigen wird. Da sich einem nicht t-stetigen
MaB jedoch keine ausgezeichnete Teilmenge von X als
Trager zuordnen l48t, definieren wir:

DeriniTion 1.5.1. — (a) Set . ein Map auf (X, $B). Fiir
eine beliebige Teilmenge Y von X bedeute die Aussage
« Y tragt wo», daf fir alle Funktionen g aus Rg, welche
auf Y verschwinden, gilt |u|(|g]) = 0.

(b) Das System der Teilmengen
Jp: = {Z eZXR): Z tragt p}

heife der Tragerfilter von .

Die Beschrinkung auf z-Mengen in der Definition von J
ist notwendig, damit J, einen Filter bildet. Dal J, tatsach-
lich ein z-Filter [13] ist, wird in 5.3 mit Hilfe des Darstel-
lungssatzes gezeigt.

Beispier 1.5.2. — (X, 8), X und g seien wie in Beipiel
1.4.1 definiert. Dann ist der Tragerfilter J, der z-Ultrafilter
A*e (siehe [13], 6.5); d.h. das System aller z-Mengen in X
mit z, als Adhérenzpunkt.

Das obige Beispiel zeigt, daB der Filter J, auf X mnicht
« fixiert » zu sein braucht, d.h. es kann gelten nJ, =g.

Fiir 7-stetige MaBe gilt jedoch:

Satz 1.5.3. — Set pe W (X, B). Dann existiert eine kleinste
nichtleere abgeschlossene Teilmenge von X, welche @ trigt,
nimlich T, = nJ,. T, heifit dann der Trager von .

Beweis. — Sei geXg mit T,cZ(g). Man betrachte
folgendes aufst. filtr. System in Ag:

D:={feRg: 0 < f<|gl, ZcL(f) fir ein ZeJ,}.

Wegen der vollstindigen Regularitat von X gilt sup 9 = |g|.
Aus der 7-Stetigkeit von |p| folgt somit:

ll(1gl) = sup |l (f) = 0.
red

Da das System Z(R) nach [16], p. 228, eine abgeschlossene
















































































































































