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METHODE DE MAHLER EN CARACTERISTIQUE
NON NULLE : UN ANALOGUE DU THEOREME DE
KU. NISHIOKA

par Gwladys FERNANDES (*)

RiESUME. —  En 1990, Ku. Nishioka démontre un théoréme fondamental pour
la méthode de Mahler, qui constitue ’analogue du théoréme de Siegel-Shidlovskii
pour les fonctions mahlériennes. Le but de cet article est d’établir une version du
théoréme de Ku. Nishioka qui soit également valable pour des systémes mahlériens
définis sur des corps de fonctions en caractéristique non nulle. Nous reprenons ’ap-
proche introduite dans un cas particulier par Denis en 1999. Celle-ci s’appuie sur
un critere d’indépendance algébrique général da & Philippon. La motivation princi-
pale de notre travail repose sur le fait remarquable, découvert par Denis, que dans
le contexte des corps de fonctions en caractéristique non nulle, des analogues de pé-
riodes comme 7 ou les valeurs aux entiers de la fonction ¢ de Riemann s’obtiennent
comme valeurs de fonctions mahlériennes en des points algébriques.

ABSTRACT. —  In 1990, Ku. Nishioka proved a fundamental theorem for
Mabhler’s method, which is the analog of the Siegel-Shidlovskii theorem for Mahler
functions. In this article, we establish a version of Ku. Nishioka’s theorem which
is also valid for Mahler systems over function fields of positive characteristic. We
follow the approach introduced by Denis in 1999 in a particular case. It is based on
an algebraic independence criterion from Philippon. The main motivation of this
work is built on the following remarkable fact discovered by Denis. Over function
fields of positive characteristic, analogs of periods such as 7 or the values at integer
points of the Zeta Riemann function can be obtained as values of Mahler functions
at algebraic points.

1. Introduction

La problématique a l'origine de ce texte peut étre énoncée ainsi : y a t-il
équivalence entre l'indépendance algébrique sur Q(z) de fonctions analy-
tiques f1(z),..., fn(2) dont les coefficients de Taylor sont dans I’ensemble

Mots-clés : Méthode de mahler, caractéristique non nulle, théoréeme de Ku. Nishioka,
indépendance algébrique, transcendance.

Classification Mathématique (2010) : 11J85.
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2554 Gwladys FERNANDES

Q des nombres algébriques, et 'indépendance algébrique sur Q de leurs
valeurs f1(a),..., fn(a), en un point algébrique «?

Une relation algébrique non triviale sur Q(z) entre les fonctions fournit
par évaluation en z = « une relation algébrique non triviale sur Q entre
leurs valeurs en « : l'indépendance algébrique des valeurs entraine donc
celle des fonctions. La réciproque est fausse en général (voir par exemple
la discussion dans [18, p. 250]). Toutefois, en demandant aux fonctions de
vérifier certaines équations fonctionnelles et en sélectionnant des nombres
algébriques adaptés, il existe au moins trois cadres dans lesquels sa véracité
a été établie : le théoréme de Siegel-Shidlovskii [26] pour des solutions de
systémes différentiels, le théoréme de Ku. Nishioka [20] pour des solutions
de systeémes mahlériens, et le théoréeme de Anderson, Brownawell et Pa-
panikolas [5] (en caractéristique non nulle) pour des solutions de systémes
aux o-différences.

Le théoreme de Ku. Nishioka est un théoréme fondamental pour la mé-
thode de Mahler. L’objectif de cet article est d’en établir une version qui
soit également valable pour des systémes mahlériens définis sur des corps
de fonctions en caractéristique non nulle. Nous commencons par rappe-
ler briévement le double contexte (détaillé dans la section 2) dans lequel
nous nous placerons, en soulignant la forte analogie existant entre corps
de nombres et corps de fonctions en caractéristique non nulle. Cela nous
permettra d’énoncer notre résultat principal avec des notations communes
aux deux contextes en présence.

Corps de nombres Corps de fonctions
en caractéristique p > 0

A=z A=F,[T) q=p'

K=Q complétion par rapport a
‘ la valeur absolue classique

K = v T) complétion par rapport a

dEGT(Q) degr (P)
W)'w
R=F, ((%))

=R ‘ cléture algébrique

F,(
K
R = |
K -
Are algébrique ‘ ( (%) )
C C %mpletlon par rapport a |- |

sur C, notée | - | <

< 00
K
K

|
C =
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Etant donné un entier naturel d > 2, une fonction f(z) € K[z] est dite
d-malhérienne sur K(z) §’il existe des polynomes Py(z),..., Py, (2) € K[z],
P, (z) # 0, tels que

Po(2)f(2) + Pi(2) f(z%) + -+ Pu(2) f(z*") = 0.

L’entier m minimal vérifiant ’équation précédente est appelé l'ordre de
f(2). On dit que le vecteur colonne composé des fonctions fi(z),..., fn(2)
€ K[z] vérifie un systéme d-mahlérien §’il existe une matrice A(z) €
GL,(K(z)) telle que

fi(z7) f1(z)
(1.1) C o =ae |
falz9) fn(2)
Toute fonction d-mahlérienne s’insere dans un systeme d-mahlérien a
I’aide d’une matrice compagnon et réciproquement, toute fonction coor-
donnée d’'un vecteur vérifiant un systéme d-mahlérien est d-mahlérienne.

DEFINITION 1.1. — On dira qu'un nombre o € C est régulier pour le
systéme (1.1) si pour tout entier naturel k, le nombre a?” nest pas un pole
de la matrice A(z) ni de la matrice A='(z).

Remarque 1.2. — Si I’on suppose les fonctions {f;(2)}1<icn analytiques

au voisinage de origine et 0 < |a|o < 1, alors, 'hypothése selon laquelle
dk s A —1 .

pour tout k € N le nombre o® n’est pas un pole de A~'(z) garantit que
les fonctions { fi(#)}1<i<n sont bien définies en o, pour tout k € N.

Notre résultat principal est le suivant. Il est valable pour tout choix de
I’'un ou 'autre des deux contextes du schéma précédent.

THEOREME 1.3. — Soit K une extension finie de K. Soient n > 1,
d > 2 deux entiers et fi(2),..., fn(2) € K{z} des fonctions analytiques
au voisinage de I'origine vérifiant le systéme d-mahlérien (1.1). Soit a € K,
0 < |ajeo < 1, un nombre régulier pour le systéme (1.1). Alors, I'égalité
suivante est vérifiée :

(1.2) degtrig{f1(a), ..., fu(a)} = degtry() {f1(2), -, fu(2)}-

Le cas ou K est un corps de nombres est dii & Ku. Nishioka. Il s’agit
de I'analogue du théoreme de Siegel-Shidlovskii pour les fonctions mah-
lériennes, que Kubota [11, 12] et Loxton et van der Poorten [13, 14, 15]
entre autres cherchaient a obtenir depuis les années 1970. La démonstra-
tion établie par Ku. Nishioka [20] (voir aussi [21]) s’appuie sur la méthode
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2556 Gwladys FERNANDES

de Mahler et la théorie de ’élimination mise en place par Nesterenko (voir
par exemple [19]) & la fin des années 1970.

Nous reprenons approche introduite par Denis [9] en 1999 dans sa
preuve d’un cas particulier du théoreme 1.3. Celle-ci se fonde sur un critere
d’indépendance algébrique établi par Philippon [24] (voir aussi [23]). Cette
méthode de démonstration a I’avantage d’étre valable aussi bien pour les
corps de nombres que pour les corps de fonctions en caractéristique non
nulle, et permet notamment de retrouver le théoreme de Ku. Nishioka. No-
tons que ce point de vue ne peut étre considéré comme étant radicalement
différent de celui adopté par Ku. Nishioka puisque la démonstration du cri-
tere d’indépendance algébrique de Philippon contient les outils développés
par Nesterenko sur lesquels reposent la démonstration de Ku. Nishioka.
Toutefois, sa puissance réside en la validité du critere d’indépendance al-
gébrique de Philippon dans un cadre tres général qui confére a la méthode
de Mahler, et donc a notre démonstration, son indépendance vis-a-vis de
la caractéristique.

La motivation principale de notre travail repose sur le fait remarquable,
découvert par Denis, que dans le contexte des corps de fonctions en carac-
téristique non nulle, des analogues de périodes comme 7 ou les valeurs aux
entiers de la fonction ¢ de Riemann s’obtiennent comme valeurs de fonc-
tions mahlériennes en des points algébriques. Cela fait de la méthode de
Mahler un outil puissant pour I’étude des périodes de modules de Drinfeld
(ou plus généralement de t-motifs). L’exemple suivant [10] servira d’illus-
tration a ce phénomene. Par analogie avec la fonction ( de Riemann, on
définit pour tout s € N* :

Cels)= Y ai

a€F4[T]
a unitaire

Carlitz a montré dans [8] I’égalité suivante.

+oo (_1)h5

Cels) =) @)

=0

VIgsgp_17

oflL():letpourtouth;1:
Ly = (th - T) (th’l - T) (T —T) = (th - T) Li_1.

En posant :

S (~1)"

(13) fG(Z) = h h—1 s
2 G D) o —T) = T)
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on a :
fs(T):CC(s)v Vi<s<p-—1,
et
fs(21) = (-1)" (27 = T)° fo(2) = (-1)" (z* =T)°, V1I<s<p-—1,

ce qui donne :

1 1 o ... ... 0 1
f1(z9) —c1(z) ca(z) 0 ... 0 f1(z)
(1.4) : - : .. : ’
fp*l(zq) _Cpfl(z) Cpfl(z) fpfl(z)

ou pour tout s € {1,...,p—1}:
e0(2) = (~1)°(z1 — T)°,

Si les fonctions {fs(z)}1<s<p—1 sont algébriquement indépendantes sur
K(z), le théoréme 1.3 implique que les nombres {(c(s)}1<s<p—1 le sont sur
K. Dans cet esprit, Denis a déja démontré en 2006 que ces nombres sont al-
gébriquement indépendants sur K. Celui-ci a en effet prouvé dans [10] que
les p — 1 fonctions fi(2),..., fp—1(%) sont algébriquement indépendantes
sur K (z) et établi un cas particulier du théoréme 1.3 correspondant aux
matrices de la forme (1.4). C’est en lappliquant qu’il a obtenu l'indépen-
dance algébrique des p — 1 nombres (¢ (1),...,lc(p — 1) sur K. Il est en
fait possible de pousser cette approche afin d’obtenir toutes les relations
d’indépendance algébrique entre les valeurs aux entiers de la fonction (¢
(voir [22, p. 30]). A titre de comparaison, on conjecture que les nombres
7,¢(3),¢(5),¢(7) ... sont algébriquement indépendants sur Q mais on ne
sait toujours pas démontrer que le nombre ((3) est transcendant.

Remarque 1.4. — Notons que l'utilisation de cette méthode, comme celle
de la méthode aux o—différences évoquée précédemment, nous ramene au
calcul du degré de transcendance de fonctions et donc souvent a ’étude
d’un groupe de Galois, qu’il n’est pas toujours aisé de réaliser. Cependant,
dans certains cas, typiquement lorsque les fonctions vérifient une équation
mahlérienne inhomogeéne d’ordre 1, il est possible de se passer de la théorie
de Galois. C’est ce que fait Denis pour démontrer I'indépendance algébrique
des fonctions {fs(2) }1<s<p—1-

Ce texte se découpe comme suit. Dans la section 2 nous décrivons les
contextes des corps de nombres et des corps de fonctions en caractéristique
non nulle dans lesquels nous nous placerons. Dans la section 3 nous énon-
cons le critere d’indépendance algébrique de Philippon et dans la section 4
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2558 Gwladys FERNANDES

nous démontrons le théoréeme 1.3. Enfin, dans la section 5 nous établissons
et illustrons par un exemple 'analogue d’un théoréme de Mahler [17] dans
le cadre des corps de fonctions en caractéristique non nulle, qui constitue
le pendant du théoréme 1.3 pour des fonctions f(z) € K[z] solutions d’un
autre type d’équation mahlérienne, au sens suivant. Il existe un entier d > 2
et deux polynoémes A(z, X), B(z, X) € K[z, X], B(z,X) # 0, tels que :

- 4243

Remerciements. L’autrice tient a remercier Patrice Philippon pour lui
avoir confirmé que son critere d’indépendance algébrique s’appliquait au
cadre de cet article et pour avoir répondu avec rapidité, précision et bien-
veillance a ses innombrables questions & ce sujet ; Federico Pellarin pour les
pistes de réflexion et les éclaircissements qu’il lui a apporté-e-s autour des
corps de fonctions en caractéristique non nulle ; Evgeniy Zorin pour toutes
les discussions enthousiastes et enrichissantes sur la théorie de ’élimination
notamment ; Laurent Denis pour son retour encourageant sur cet écrit et
les ouvertures intéressantes qu’il lui a indiquées pour la suite; Jean-Paul
Allouche pour l'attention qu’il accorde a son travail; le-la rapporteur-se
pour sa remarque sur les calculs des hauteurs qui lui a permis d’en simpli-
fier I'expression et, évidemment, Boris Adamczewski pour ses nombreuses
et patientes relectures et corrections de ce texte. Il est entendu que toute
critique ne saurait étre imputée qu’a la seule autrice de cet article.

2. Contextes

Dans cette section nous introduisons des notations communes au cadre
des corps de nombres et des corps de fonctions en caractéristique non nulle,
fondées sur les analogies en présence, et dont le sens dépendra du contexte
choisi.

2.1. Corps de nombres

On note A = Z 'anneau des entiers relatifs, K = Q le corps des fractions
de A. On note R = R le complété de K pour la valeur absolue usuelle | - |oo.
On note K = Q et C = C les clotures algébriques respectives de K et R.
Le corps C est complet pour |-|. La notation K désignera une extension
algébrique finie de K.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.2. Corps de fonctions en caractéristique p>0

On fixe un nombre premier p et ¢ = p” et on note A = F,[T] 'anneau
des polynomes en la variable 1" et a coefficients dans le corps fini F; de
caractéristique p, K = Fy(T) le corps des fractions de A, R =F, ((%)) le
complété de K pour la valeur absolue |- | associée & la valuation (1/7)-
adique v définie sur K de la facon suivante :

(21) v K — K
(2.2) gg; s dogp(Q) — dogp(P),

ou deg,(P) désignera dans toute la suite et pour toute caractéristique le
degré du polynéme P en T'. Puis :

(2.3) | oot K — K
(2.4) Ur—s g o),

On note K et R les clotures algébriques respectives de K et R. La valeur
absolue | - |« se prolonge de fagon unique sur R et on note C' le complété
de R par rapport & |-|s. Le corps C est algébriquement clos. On pose
par convention : deg(0) = —oo. La notation K désignera une extension
algébrique finie de K.

2.3. Extensions finies et formule du produit

Dans toute la suite, les notations suivantes :
A7K7Fa R7§7 | : |OO,CaKa

introduites ci-dessus, auront des significations différentes selon que 1'on
considere des corps de nombres ou des corps de fonctions en caractéristique
non nulle. Tout énoncé les contenant sera valable dans chacun de ces deux
contextes. Si K est une extension finie de K, on rappelle qu’une place de
K est une classe d’équivalence de valeurs absolues définies sur K (que l'on
associera & I'une de ses représentantes), ot deux telles valeurs absolues sont
dites équivalentes si elles définissent la méme topologie sur K. On rappelle
également qu’une valeur absolue | - | définie sur K est dite ultramétrique (ou
non-archimédienne) si elle vérifie pour tous z,y € K l'inégalité suivante :

|z + y| < max{|z|, [y[}.

Elle sera dite archimédienne dans le cas contraire. Une place associée a une
valeur absolue ultramétrique sera appelée finie. Elle sera dénommée infinie
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2560 Gwladys FERNANDES

dans le cas d’une valeur absolue archimédienne. On notera My 1’ensemble
des places de K et Mk o, I'ensemble des places infinies de K. On supprimera
le symbole K des deux précédentes notations s’il n’y a pas d’ambiguité sur
le corps concerné. Pour une place w de K étendant une place v de K, on
note K, et K, les complétés respectifs de K et K par rapport a w et v et
on pose d, = [K,, : K,]. La notation |-| désignera dans toute la suite la
valeur absolue |- | distinguée précédemment.

Pour tout x € K*, la formule suivante, dite formule du produit, est
vérifiée :
(2.5) IT leli =1,

wEMpg

avec |z|, = 1 pour toute place w de K a l'exception d’un nombre fini
d’entre elles.

DEFINITION 2.1.
(1) Soit K une extension finie de K et soit a € K. On définit la hauteur

logarithmique absolue de Weil de a par :

! > duylog(max{1, |al,}).

"R 2

(2) Soit P € K[Xy,...,X,]. On définit sa hauteur logarithmique abso-
Iue de Weil par :
1

h(P):[K:K]

> dylog(max{l, |ag|w}),

wEMg
ou le maximum est pris sur I'ensemble des coefficients de P.

Remarque 2.2. — Par construction, les quantités h(a) et h(P) ne dé-
pendent pas de l'extension finie de K contenant a et les coefficients de P
choisie.

Nous rappelons les égalités et inégalités fondamentales suivantes (voir
par exemple [22]).

PROPOSITION 2.3.

(1) Soit K une extension finie de K et soient a,b € K,n € Z et P €
K[Xo,...,X,]. On a h(a + b) < h(a) + h(b) + log(2), et h(ab) <
h(a) + h(b).

(2) Sia#0, alors h(a™) = |n|h(a).

(3) Inégalité de Liouville : Si a # 0, alors log |a| > —[K : K]h(a).

(4) On a h(P) < ), h(as), ot la somme porte sur I'ensemble des
coefficients de P.
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3. Critére d’indépendance algébrique de Philippon

Le théoréme 1.3 repose sur le critere d’indépendance algébrique suivant
(voir [24] et [9]).

THEOREME 3.1 (Philippon). — Soient w = (1,w1,...,w,) € C"! et
s € {0,...,n}. On suppose que pour toute constante ¢; > 0, il existe
d(t),o(t),e(t),p(t),t € N quatre suites croissantes a valeurs réelles supé-
rieures ou égales a 1, vérifiant les conditions suivantes :
(1) 8(t) < o(t)
(2) elt) < plt +1)
() Timys 4oo(8(8) + (1)) = +o
e(t) , -
(4) ((5(t)+g(t))5(t)s . est une suite croissante.
e(t s+1

(5) §(t)5_1[e(t(+)1)5+p(t+1)5] 2 c1(6(t) +o(t))
On suppose de plus que pour tout entier naturel t, il existe un polynéme

homogeéne P, € K[ Xy, ..., Xy,] satisfaisant aux hypothéses suivantes :
(6) deg(Py) < 6(t),h(P,) < o(t)
(7) —p(t) <log|Pi(w)] < —€(t)
Alors, on a :
degtrg{wi,...,wn} > s.

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.2. — Soient w = (1,wy,...,w,) € C"" s€{0,...,n},
et (n(N))nen une suite de nombres entiers pour laquelle il existe une
constante cy indépendante de N telle que pour tout N € N :

(3.1) n(N) = co N5t

Supposons que pour tous N, k € N, il existe un polynome homogéne Py j, €
K[Xo, ..., X,] tel que :

(3.2) deg(Pyx) < c3N,h(Pn ) < c4d®N,

(3.3) —c5d"n(N) < log | Py x(w)| < —ced*n(N),

ot les ¢; sont des constantes strictement positives indépendantes de N et

de k. Alors :
degtrg{wi,...,wn} = s.

Démonstration. — On se place sous les hypotheéses et notations du corol-
laire 3.2. On se donne une constante ¢; > 0. On fixe par ailleurs un entier
N € N que l'on suppose assez grand en un sens précisé dans la suite. On
pose t = k, §(k) = c3N, o (k) = c4d* N, e(k) = ced*n(N), p(k) = csd*n(N).

TOME 68 (2018), FASCICULE 6



2562 Gwladys FERNANDES

Nous allons montrer que les suites §(k), o(k), e(k), p(k) et les polynoémes de
I'ensemble {Pn 1} satisfont aux conditions du théoréme 3.1.

Les conditions (6) et (7) sont vérifiées. On note qu’alors ¢5 > cg, ce
qui implique la condition (2). Les conditions (1) et (3) sont également
satisfaites. Il reste & montrer que les conditions (4) et (5) sont remplies.

Pour tout k € N :

e(k) B cedFn(N)
(5(k) +o(k))d(k)*  (csN + cad*N)egNs'
Or, on vérifie que la fonction f définie sur R* par
fla) = — o)
(3N + csd*N)csN
est croissante sur R™. Donc la condition (4) est vérifiée.
Enfin, un calcul donne pour tout k& € N :

e(k)*+1 _ d*n(N)
S (R Ry s Vo B o
(3.5) > cgd®N?, d’apres (3.1),

ou c¢7 et cg désignent des constantes strictement positives indépendantes
de N et de k. Puisque (3(k) + o(k)) = on—s+00(d* N?) uniformément en k,
si 'on a choisi N assez grand, la condition 5 est satisfaite. On conclut en
appliquant le théoreme 3.1. O

4. Démonstration du théoréme 1.3

Dans cette section nous démontrons le théoreme 1.3 & 'aide du corol-
laire 3.2. Nous reprenons les notations de ce théoreme. Comme « est algé-
brique sur K, quitte a remplacer K par K(«), on peut supposer que a € K.
Notons

I = degtrg{fi(a),..., fa(@)} et I = degtrg ) { f1(2),. .., fu(2)}.
Remarquons que toute relation algébrique non triviale a coefficients dans
K(z) entre les fonctions f;(z) peut se ramener & une relation algébrique non
triviale entre ces fonctions, & coefficients dans K[z] et premiers entre eux
dans leur ensemble. Il en résulte que I’évaluation en z = « d’une relation
algébrique non triviale a coefficients dans K(z) entre les fonctions f;(z)
fournit une relation algébrique non triviale a coefficients dans K entre les
nombres f;(«). Par conséquent, on a :

1<,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ainsi, démontrer le théoréme 1.3 revient a démontrer que 'on a [ > I’. Si
I =0, cela est clair. Par conséquent, il suffit de prouver que 'on a | > I
lorsque I’ > 1. On suppose donc que I’ > 1.

Démonstration du théoréme 1.3. — On notera dans toute la suite wg = 1
et pour tout ¢ € {1,...,n}, w; = fi(a). On rappelle que I'on suppose que
a € Ketl’” > 1. D’apres le corollaire 3.2, il suffit de construire, pour
tous N,k € N, un polynéme Py ,(Xo,...X,) € K[Xo,...X,] tel que son
degré, sa hauteur et la petitesse de son évaluation en X; = w; vérifient les
inégalités (3.2) et (3.3), avec pour tout N € N :

n(N) = e, NV 1.
Afin de construire, & N fixé, un polyndme
Pn (Xo,..., X)) = Pu(Xo, ..., Xn) € K[Xo,...,X,]

petit en X; = w; (au sens de (3.3)), on commencera par construire un
polynéme Ry(z, Xo,...,Xn) € K[z, Xo, ..., X,] prenant une petite valeur
en z = o, X; = w;. Pour ce faire, on cherchera Ry(z, Xo, ..., X,) tel que la
fonction de z : Ry(z,1, f1(2),..., fn(2)) prenne une petite valeur en z = 0.
Ceci car en itérerant k fois le systéme (1.1), pour un nombre k assez grand,
on obtiendra, dans I'idée, un polynéme

Rk(Z,Xo, - ,Xn) S K[Z,XQ, - 7Xn]
tel que :
Ri(z, 1, £1(2),- - fal2) = Ro(z® 1, A1(Z7), . £a(27)),

dont ’évaluation en z = «a, X; = w; sera de fait petite. On vérifiera alors
que le polynéme Py (Xo, ..., X, ) défini par :

Pu(Xo, ..., Xn) = Ri(o, Xo, ..., Xn) € K[Xo, ..., X,]

prend une petite valeur en X; = w; et satisfait aux hypothéses du corol-
laire 3.2.

Construction de Ry(z, Xo,...,Xn) € K[z, Xo, ..., Xn]. — Soit N > '
un entier naturel fixé jusqu’a la fin de cette preuve. Dans la suite de cette
démonstration, pour tout j € N, le terme c; désignera une constante stric-
tement positive ne dépendant que de K, des f;(2) et de o et ¢;(N) désignera
une constante strictement positive ne dépendant que de K, des f;(z), de «
et de N. Nous noterons par ailleurs | - | la fonction partie entiére définie
sur I’ensemble des réels.

Cherchons Ry(z, Xo, ..., Xn) tel que la fonction de z :

Ro(Z, 1, fl(z), ey fn(z))
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soit de grand ordre en z = 0, ce qui garantira sa petitesse recherchée
en z = 0. Par définition et quitte a renuméroter, on peut supposer que
les fonctions f1(z), ..., fir(z) sont algébriquement indépendantes sur K(z).
Il existe alors un polynéme non nul R(z, Xi,...,Xy) € K[z, Xq,..., Xy]
vérifiant les conditions suivantes :

(a) deg,(R) < N

(b) degy(R) < N

() n(N) :=ordao R(z, f1(2), ..., fir(2)) > 20 e oy N+,
En effet, en regardant R comme un polynome en les X; a coeflicients des
polyndémes P(z) de K[z], on obtiendrait cela en résolvant un systéme de

[%J + 1 équations en les

(N+1)<l/ ;N>

inconnues que sont les coefficients des polynémes P(z), équations a coeffi-
cients dans K. Puisque :

l/ +N (N+ 1)l,+1
(NH)( N )> "

’ U U'+1 1
_ N1 n ijo( j )N]
o "

Nl’+1
> {Z"J +1, car N>l >1,

il en existe bien une solution non triviale & coefficients dans K.

Notons :
400
Ex(2) = R, (o) s fu(2) = 3 ay(N)22,
j=n(N)
Comme les fonctions f1(z),..., fir(z) sont algébriquement indépendantes,
En(z) #0.
Construction de Ry(z,Xo,...,Xn) € K[z, Xo,...,X,]. — Soit Ro(z,

Xoy..-,Xn) € K|z, Xp,...,X,] le polynéme homogene de degré N en
Xo, ..., X, vérifiant :

(41) RQ(Z,I,Xl,...7Xn):R(Z7X1,...,Xl/).

On va construire Ry par récurrence sur k, en itérant I’application : z —
24, En utilisant le systeme (1.1) vérifié par f(z) = (f1(2), ..., fn(2))?, et en
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notant A;(z) la i-éme ligne de la matrice A(z) et <-,-> le produit scalaire
usuel sur (C{z})", on peut écrire :

RO(Zd, 1, fl(zd)’ SRR fn(zd))
= RO(Zda ]-7 <A1(Z),?(Z)>, R <An(z)7?('z)>)

Comme les coefficients des lignes A;(z) sont des fractions rationnelles et
que 'on veut manipuler des polynémes, on considére a(z) un polynéme de
K[z] tel que pour tout i € {1,...,n}, a(2)A;(2) € K[2]" et dont, pour tout
keN, @ nest pas un zéro (ce qui est possible puisque pour tout k € N,
o nest pas un pole de A(z)). Notons M(z) = a(z)A(z) et M;(z) la i-éme
ligne de la matrice M(z). Cela donne :

(4.2) Ro(z% a(2),a(2) f1(z), ..., a(2) fu(z))
= Ro(2% a(2), <My (2), f(2)>,...,<M,(z2), f(2)>).
On définit alors pour tout k& > 1
(43) Rk(Z,Xle,...,Xn)
= Rip_1(2% a(2)Xo, <Mi(2), X>,...,<M,(2), X>),
X =(Xy,...,X,)"

On remarque que pour tout k € N, le polynéme Ry, est homogeéne de degré
N en Xj,...,X,. Donc en particulier :

degy(Ri) =N, VkeN.

De plus, on obtient par récurrence sur k :
N

(4.4)  Ri(z,1, f1(2), ..., falz Ha ¥y En(z"), VkeN.

Par ailleurs, un calcul rapide montre que pour tout k assez grand par
rapport & N, disons k > ¢o(NN), on a :

(4.5) Ex(a™) #0,
et
(4.6) — erd*n(N) < log |[En(a®)| < —csd*n(N).

L’assertion (4.5) et le fait que pour tout k € N, ad" nest pas un zéro de
a(z) impliquent que :

(4.7 Ri(a,wo,...,wn) #0, Vk=co(N).
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Puis, en posant :
a(z) = 2"b(z), avec v € N, b(0) # 0,

on obtient a I'aide de (4.4), pour tout k € N :

k—1 k-1
log | Rk (o, wo, ... wn)| = ylog|a|NZdj +N210g|b(ad7)\
5=0 3=0

k
+10g|EN(ad )|

Comme b(z) est uniformément borné sur tout compact et que b(0) # 0, on
a pour tout k € N et pour tout j € {0,...,k—1}:

(4.8) — o < log [b(a®)] < c10.

En constatant que :

k—1 dk 1
4.9 ="~ <d" VkeN
(4.9) JZ::O T : €N,

et d’apres (4.6) et (4.8), il vient, pour tout k > ¢o(N) :

(4.10)  —¢11d*N — cgkN — C7dkn(N) < log | Ri (o, wos -+, wh)|
< ¢10kN — cgd™n(N).
En remarquant que :
EN = 0p 400 (dFn(N)),

que d’apres (c) :
1
C1
et puisque les constantes impliquées dans (4.10) sont strictement positives,

on obtient, quitte & augmenter ¢o(N), que pour tout k > co(N) :
(4.11) — ¢12d"n(N) <log|Ri(a,wo, . .. ,wn)| < —c13d*n(N).

Il nous reste & contréler la hauteur de Rj. Pour ce faire, nous avons
besoin d’étudier le degré en z de Ry.

Notons ¢4 le maximum des degrés du polyndéme a(z) et des polynomes
de la matrice M(z). Comme Rj_1(z, Xo,...,Xn) est homogene de degré
N en Xy,...,X,, on obtient d’apres (4.3) :

degz<Rk) < cl4N +dx degz(kal)a vk > 1.
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D’ou par récurrence sur k :

k—1
deg,(Rk) < c1aN % Zdj + d" deg,(Ry), Vke€EN,
§=0
D’aprés (4.9) et comme deg,(Ry) < N, il vient :
(4.12) deg,(Ry) < ¢15d"N, Vk€N.

On a par ailleurs besoin du lemme suivant.

LEMME 4.1. — Quitte a augmenter c¢o(NN), on peut supposer que pour
tout k = co(N) :
(4.13) h(Ry) < cook?.

Démonstration du lemme 4.1. — Pour tout k£ € N, posons :

. n s

Ri(z Xo,..., Xn) = Y ax 2" XP X1 X0, ax; €K
%

Notons £ C K l'ensemble des coefficients du polynéme a(z) et des poly-
ndémes de la matrice M (z). On rappelle que 'on note c14 le maximum des
degrés du polynéme a(z) et des polynémes de la matrice M (z).

On a d’apres (4.3) :

(414) D ap P XPXP Xy

= Z ak,l)zzdjn“ (a(z)Xo)j"(<M1 (z),Y>)j1 e (<Mn(z),Y>)j".

On pose :
C14
a(z) = Zaszs, as € K,
s=0
C14
M;(z) = (Z mi,j’lzl> , mi1 €Ki e {1,...,n},
1=0 1<j<n

Uk—l,l(zv X07 s 7Xn)
= ap_1,y20 1 (a(2) Xo) " [ (<Mi(2), X>)”

Ji

_ c14 Jo n n  Cia
(4.15) = ak_l,lzd]"“ (Z G,SZSX0> H Z Z mm,llej
s=0 j
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En développant (4.15) terme & terme, on obtient une somme d’au plus
(era + 1) ((era + Dn)7H L efy

monomes en les z, Xo, ..., X,.

Par ailleurs, d’apres (4.12) et comme Ry_1(z, Xo, ..., X, ) est homogene
de degré N en Xy,...,X,, le polynéme Ry_1(z, Xo,...,X,) possede au
plus

N+n _
( n )(015dk 1N+ 1) < 017(N)le8

mondmes en les z, X, ..., X,. Donc le développement terme a terme du
membre de droite de (4.14) produit une somme d’au plus

e x c1r(N)cfg < c19(N)cl

mondmes en les z, Xo, ..., X,,.
Donc chaque élément a2+ X°X ' ... X du membre de gauche
de (4.14) est la somme d’au plus c19(N)ckg mondmes du type

uz XX X u e K,
fournis par le développement terme & terme du membre de droite de (4.14).

De plus, chaque coefficient u de tels monémes est un produit de N coefli-
cients de £ par un coefficient de

Rk_l(Z, .Xv()7 PN ,Xn)

Par conséquent, d’'une part, pour toute place archimédienne w de K, on
peut écrire :

max ag g < e10(N)eks(max el ) x maxag 4l

w)-

< cro(N)chs (max (1, elo)™ x max(L, a1

Donc :
(4.16) log(max(1, |ak;|w)) <log(cig(N))+klog(cis) +N10g(m€a§<(1, le]w))
w))-

D’autre part, pour toute place ultramétrique w de K, on trouve plus

+log(max(1, [ax—1,
i

simplement :
max |ag,i|w < (max|e|w)N X Max |ak—1,4|w
2 ecé 7

< (max(1, fefw))™ x max(L, |ag—1,|w)-
ec& z
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Donc :

(4.17) log(max(L, |ak,ifw)) < N log(max(1, el ))+log(max(1, |ak—-1,:|w)).

Remarque 4.2. — Dans le contexte des corps de fonctions en caracté-
ristique non nulle, toutes les places sont ultramétriques. Dans celui des
corps de nombres en caractéristique nulle, les places archimédiennes cor-
respondent aux plongements réels et aux paires de plongements complexes
non réels de K, de sorte que :

KK 2 do=1,

wEM

ol M, désigne I’ensemble des places infinies de K.
Les lignes (4.16) et (4.17) donnent :
h(Rk)

Z dw [log c19(N)) + klog(ers) + N log(max(1, elu))
wGM

+ log(mlax(l, |ak_17¢|w))}

1
+ KK wg\/l: dy [Nlog(max(l le]w)) +1og(m?x(1,|ak_1,i|w))}

( Z d ) [log(ci9(N)) + klog(cis)] + caoN + h(Ry—1)

<lo g(clg(N)) + klog(clg) + co0N + h(Rg—1), d’apres la remarque 4.2
< co1k 4+ h(Rg—1), pour k assez grand par rapport a N.

Puis par récurrence sur k on obtient, quitte & augmenter ¢o(N), pour tout
k 2 CO(N) :
h(Ry) < co1k? + h(Rp) < cogk?. O
Elimination de la variable z. — Posons pour tout k € N :
(4.18) Py(Xo,...,Xn) = Rg(a, Xo, ..., X,) € K[Xp,...,X,], VkeN.
D’une part :
deg(Py) =degy(Rr) =N, VkeN

D’autre part, nous aurons besoin du lemme suivant.
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LEMME 4.3. — Quitte & augmenter ¢o(N), on peut supposer que pour

tout k > co(N) :
h(Pk) g Cg5de.

Démonstration du lemme 4.3. — Pour tout & € N, notons b, ; € K
les coefficients du polynéme Py (Xy,...,X,) et rappelons que lon note
ar,; € K les coefficients des polyndmes Ry(z, Xo, ..., X,). D’apres (4.18),
on voit qu'un coefficient de Py(Xo,...,X,) est une somme de produits

d’une puissance de « par un coefficient de Ry. D’aprés (4.12), le nombre
de termes de cette somme est majoré par

Cl5de +1 < CdikN.

Par conséquent, d'une part pour toute place archimédienne w de K, on
obtient :
max [by, jw < c23d"N x max |al, x max|ag i|w
J = 0<j<deg, (Rk) i h
. ,
Cewd N x  max (1 ]af]) x max(L, |aggl)
0<j<deg, (Rk) i

< ea3d" N x (max(1, ] )) 8= B8 max (1, |ak ;|w)-
¥ i
Donc pour tout k assez grand par rapport a N :

(4.19) log(max(1, |bk jlw)) < coak + deg, (Ry) log(max(1, |aly))
] 7

+ log(max(L, [aki|w)).
2

D’autre part, pour toute place ultramétrique w de K, on trouve plus
simplement :
b ol < J % .
mel kgl < oo hax lali, m?XIak,zlw
< 1L]ap) x 1, |an
< ogiﬁl«?gf(m( »loy) < max(L, |agifw)
< (max(1, |afy)) 5= ) max(1, ayifw)-
7 i
Donc pour tout k assez grand par rapport a N :

(4.20) log(mjax(l,|bk’l»|w))

< deg, (Ry) log(max(1, aly)) + log(max(1, |ag, i|w))-
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Les lignes (4.19) et (4.20) fournissent pour tout k assez grand par rapport
anN:

h(Py) < cask + c15d"Nh(a) + h(Ry), d’apres (4.12) et la remarque 4.2

< couk + clsdeh(a) + c90k?, d’apres (4.13).
En constatant que :
k2 = 0+ s oo (d"N),
et quitte & augmenter co(N), il vient pour tout k > ¢o(N) :
h(Py) < ca5d®N. O

Afin d’achever la démonstration du théoréme 1.3, on remarque que,

d’apres (4.11) et (4.18), on a pour tout k > c¢o(N) :
—c12d"n(N) < log|Py(wo, .. ., wn)| < —c13d™n(N).

On conclut la démonstration du théoréme 1.3 en appliquant le corollaire 3.2,

avec s =1['. O

Remarque 4.4. — Cette démonstration contient les quatre étapes clas-
siques des preuves d’indépendance algébrique, qui ont servi ici a établir une
majoration du degré de transcendance des nombres wy,...,w, et que 'on
peut décrire comme suit.

(i) Construction, pour chaque entier N, d’une fonction analytique de
la variable z, dite fonction auxiliaire, ayant un grand ordre n(N)
(minoré en fonction de N) en z = 0.
(ii) Vérification du fait que cette fonction est non identiquement nulle.
Pour chaque entier naturel N fixé, (i) et (ii) permettent d’obtenir par ité-
ration (ici de I'application z — z¢) des polynémes non nuls

{Pn (X0, X0) i
prenant de petites valeurs en X; = w;.
(iii) et (iv) Pour chaque N fixé, choix d’un polynoéme
Pxn(Xo,- -, Xp) = Py )Xo, - - X,)
parmi les {Pnx(Xo,...,Xn)}r et majoration et minoration du

nombre | Py (wo, . ..,wy)| & laide de méthodes analytiques. L’ordre

n(N) apparait naturellement dans la majoration et la minoration.

On applique ensuite un critére d’indépendance algébrique du type du
théoréme 3.1 dans lequel on doit notamment vérifier la condition (5). La
quantité n(N) apparaissant naturellement dans (iii) et (iv), cette condition
s’incarne, dans 'idée, en posant t = N et €(t) = p(t) = n(t). Or, il s’avére
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en général difficile d’étudier le comportement du quotient n(N)/n(N + 1)
en fonction de N. Il est alors nécessaire de faire appel a un type de résultat
souvent délicat & démontrer, appelé lemme de multiplicité, qui fournit une
majoration de n(NN) en fonction de N. Croisée avec la minoration de n(N)
considérée en (i), celle-ci permet de vérifier la condition (5) du théoréme 3.1.
On retrouve par exemple ce schéma de démonstration dans [7].

Ici, pour chaque N fixé, on sait en fait majorer et minorer tous les
nombres {| Py i (wo, - - .,wn)|}k, €t pas simplement 'un d’entre eux, en (iii)
et (iv). Pour chaque N fixé, l'indice k est donc libre de varier. Cela nous
permet de poser t = k et, dans I'idée, €(t) = p(t) = n(N)d! et de rendre
le quotient €(t)/e(t + 1) facile a contrdler par rapport a ¢. Cela permet de
vérifier directement la condition (5) du théoréme 3.1 sans avoir recours a
un lemme de multiplicité qui compliquerait la démonstration. Cette parti-
cularité constitue un avantage notable de la méthode de Mahler.

5. Analogue du théoréme de Mahler pour les corps de
fonctions en caractéristique non nulle

Dans cette section, nous nous intéressons a des fonctions f(z) € K[z]
pour lesquelles il existe un entier d > 2 et deux polynémes

A(z,X),B(z,X) € Kz, X],B(z,X) £ 0,

tels que :
Az, f(2))
5.1 2% = A
o1 &) =BG 1)
On fixe pour la suite les notations suivantes :
A(z,X) =Y ai()X",B(2,X) = > _bi(2)X",
i=0 i=0

a;i(2),b;(2) € K[z], V1 <i<m et m=max{degy(A),degx(B)}.

Enfin, A(z) € K[z] désignera le résultant des polynémes A et B par rapport
a la variable X.

Pour ce type d’équation fonctionnelle, la définition d’un point régulier
est la suivante.

DEFINITION 5.1. — On dira qu’un nombre o« € C est régulier pour
k
Iéquation (5.1) si pour tout k € N, a®" n’est pas un zéro de A(z).
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Nous énongons ci-dessous le théoréme que nous souhaitons établir dans
cette section. Celui-ci est valable pour tout choix préalable de I'un ou I'autre
des deux contextes des sous-sections 2.1 et 2.2.

THEOREME 5.2. — Soit K une extension finie de K. Soit f(z) € K{z}
une fonction analytique dans un voisinage V de l'origine inclus dans le
disque unité de C' et solution de ’équation (5.1). On suppose de plus que
Ion a :

m < d.

Soit a € KNV un nombre non nul régulier pour I'équation (5.1).
Alors, I’égalité suivante est vérifiée :

(5-2) degtry{f(a)} = degtrg(.){f(2)}.

Autrement dit, si la fonction f(z) est transcendante sur K(z), alors le
nombre f(«) est transcendant sur K (et réciproquement).

Le cas ou K est un corps de nombres est dit & Mahler [17] (voir aussi [21,
p.- 5]). Nous nous proposons de démontrer ce théoréme dans esprit de
la démonstration du théoréme 1.3. Celle-ci sera encore une fois valable
aussi bien pour les corps de nombres que pour les corps de fonctions en
caractéristique non nulle. La principale différence avec la démonstration
du théoreme 1.3 provient du fait que notre étude ne porte plus sur 'indé-
pendance algébrique mais seulement sur la transcendance. Nous n’aurons
donc pas besoin d’utiliser un résultat aussi fort que le critére d’indépen-
dance algébrique de Philippon. En remplacement, I'inégalité de Liouville
(proposition 2.3(3)), qui elle est élémentaire, suffira.

Démonstration. — On suppose que la fonction f(z) est transcendante
sur K(z) (notons qu’alors m > 0) et on veut montrer que le nombre f(«)
est transcendant sur K, la réciproque étant claire. Quitte a remplacer K
par K(«a), on supposera avoir a € K. Soit N un entier naturel non nul fixé.
Dans la suite de cette démonstration, pour tout j € N, le terme c; désignera
une constante strictement positive ne dépendant que de K, de f(z2) et de «
et ¢;(IN) désignera une constante strictement positive ne dépendant que de
K, de f(z), de o et de N. Il existe un polynéme non nul R(z, X) € K[z, X]
vérifiant les conditions suivantes :

(1) deg,(R) < N

(2) degyx(R) < N

(3) n(N) :=ord,—g R(z, f(z)) > N?
En effet, en regardant R comme un polynéme en X a coefficients des po-
lynémes P(z) de K[z], cela revient & résoudre un systéme de N? équations
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en les (N + 1)? inconnues que sont les coefficients des polynomes P(z),
équations a coefficients dans K. Puisque N? < (N + 1)2, il en existe bien
une solution non triviale a coefficients dans K.

Notons :
+oo

En(z) =R(z, f(2) = Y a;(N)2.
j=n(N)
Comme f(z) est transcendante, En(z) # 0.
Posons Ry(z, X) = R(z, X) et pour tout k > 1:
a Az X)
" B(z, X)

(5.3) Ry(z,X) = Ry_1 <z ) B(z, X)™" N,

On montre par récurrence sur k que pour tout k € N, Ry (z, X) € K[z, X]
avec :

(5.4) degy (Ry) < mFN,
et :

k—1 ; ; mk—1-ipN .
(5:5) Rz () =[] B (=" r:")) By (™).
§=0
D’autre part, un calcul rapide montre que, pour tout k assez grand par
rapport & N, disons k > ¢o(N), on a :

(5.6) Ex(a®) #0,
et :
(5.7) — c1d"n(N) < log |EN(adk)| < —codfn(N).

Par ailleurs, I’équation (5.1) entraine que pour tout k > 1 :
Bla® f(a” ) () = A@@”, fa® ),
Comme A(adkil) = 0 par hypothese, il vient :
(5.8) B fa® ) £0, VE>1
D’apres (5.5), (5.6) et (5.8), on trouve pour tout k > c¢o(N) :
(5.9) Ri(a, f(a)) 0.

L’égalité (5.5) est 'analogue de (4.4) de la démonstration du théoréme 1.3
et on en déduit de la méme fagon & laide de (5.7), et en utilisant de plus
le fait que m < d, que, quitte & augmenter co(N) :

(5.10) log |Ri (e, f(a))] < —e3d®*n(N), VY k= co(N).
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Posons pour tout k € N :

(5.11) Pi(X) = Rig(a, X) € K[X].
On a d’apres (5.9) et (5.10), pour tout k = ¢o(N) :
(5.12) Pi(f(e)) #0,

et :

log | Py (f(a))] < —esd*n(N).

Supposons par I'absurde que f(«) est algébrique sur K. Quitte a rempla-
cer K par K(f(«)), on peut dire que f(a) € K. Cela et (5.12) entrainent
que Py(f(a)) € K* pour tout k > ¢o(N). L’inégalité de Liouville fournit
alors :

(5.13) log |Pk(f(a))| 2 —cah(Pe(f(@))), ¥k = co(N).
Estimons & présent la hauteur h(Px(f(c))). Etudions tout d’abord les
quantités deg, (Ry) et h(Ry).
Par récurrence sur k, on obtient :
k=1 _
deg.(Ri) < ;N Y mId* 17 4 d*deg,(Ry), VkeN,
j=0
ou
Cs = max{degz (A)a degz (B)}
En remarquant que, pour tout k € N :

k-1

k-1
Ggk=1=3 — gk=1 (1L ™ ... (@)
S mia N (R
7=0
< cgdf Y, car m < d,
il vient :
(5.14) deg,(Ry) < cyd* "N +d*N < cgd*N, VEkeN.

De maniere analogue a la démonstration du lemme 4.1 dans la preuve du
théoréme 1.3, on peut montrer que l'on a ici, quitte & augmenter c¢g(N) :

(5.15) h(Rg) < com®N + c10k?, Yk > co(N).
Posons pour tout k € N :

(5.16)  P(f(a)) = Rila, fl@) = D drija'fla), diij €K,
i<deg. (Ry)
Jj<degx (Rk)
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Par conséquent, d’une part d’aprés (5.4) et (5.14), pour toute place ar-
chimédienne w de K, on peut écrire :

[Pe(F (@) < (esd®N + 1)(m*N + 1) x max|d i
x (max{1, |al, }) N x (max{1,|f(a)] })™ ¥
D’ou :
(5.17) log(max{1, |Py(f(a))|w}) < c11(N )+012k+10g(H;2X{1a|d/~c,i,j|w})
+ cgd” N log(max{1, |a|w})
+m* N log(max{L, | f(a)],}).

D’autre part, pour toute place ultramétrique w de K, on trouve plus
simplement :

k
| Pr(f ()| < maX|dk 1J|U1 (max{1, |O‘|w})csd N

x (max{L, | f(a)] })™" N
D’ou :
(5.18) log(max{1, |Pe(f(a))lw}) < log(max{L,|dy.i ;l})
+ cgd® Nlog(max{1, |a|,})
+mF N log(max{1, | f(a)]})-

Quitte & augmenter ¢o(N), pour tout k > c¢o(N) les lignes (5.17) et (5.18)
et la remarque 4.2 impliquent que :

h(P(f(a))) < en1(N) + ok + h(Ry) + csd"Nh(a) + m* Nh(f(«))
c13k + com® N + ciok? + cgd*Nh(a) + m*Nh(f(a)),
ceci d’apres (5.15)

<
<

< c14de, car m < d.
Ainsi, (5.13) devient :
(5.19) log | Pe(f())| = —c15d"N, VYV k= co(N).
D’apres (5.10) et (5.19), on obtient :
—c15d" N <log |Py(f(@))| < —czd™n(N), V k= co(N).
D’ou :
—c15d"N < —c3dfn(N), VY k> co(N).
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En divisant par d* les deux c6tés de I'inégalité précédente, on trouve :
7015N < 76371(]\7), vk > Co(N).

Or,on a:

n(N)>=N 2,
En choisissant au début de cette preuve N assez grand, on aboutit a une
contradiction.

Donc f(«) est transcendant, ce qui conclut la démonstration du théo-
réme 5.2. g

Nous donnons a présent un exemple d’application de ce théoréme dans
le contexte des corps de fonctions en caractéristique non nulle de la sous-
section 2.2. Soit n € N tel que p 1 n. Cela garantit que n—lk € Zy, pour tout
entier naturel k. Le théoréme de Lucas [16] (voir aussi [4]) permet alors de
définir la fonction suivante :

(5.20) Fz) = ﬁ (1 - Tzqk) "
k=0

Notons que la fonction f(z) est analytique sur {|z| < é} et que f(z) €
F,(T)[z]. On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 5.3. — Sin < g, alors pour tout nombre

— 1
ae K ﬂ{|z|<},
q

f(a) est un nombre transcendant sur Fq(T).

Démonstration. — La fonction f(z) satisfait a ’équation suivante :
)"
5.21 9 = .

Par ailleurs, on remarque que la fonction f(z) a une infinité de zéros sur
K, ce qui implique qu’elle est transcendante sur K (z). De plus, on observe
que :
A(z)=(1-T2)".
Donc les seules singularités de I’équation (5.21) sont les racines ¢*-iémes de
%, pour tout entier naturel k, dont aucune n’appartient & 'ensemble {|z| <
é} Ainsi, comme n < ¢ par hypothese, on peut appliquer le théoréme 5.2
avec :
d=q, m=n, A(z,X)=X", B(z,X)=(1-T2)",

etae K N{lz| < %} pour conclure que le nombre f(«) est transcendant
sur K. ]
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6. Perspectives

Si 'on consideére un vecteur solution (fi(z), ..., fn(2)) du systéme mah-
lérien (1.1) et que l'on suppose la fonction fi(z) transcendante sur K(z),
le théoréme 1.3 ne permet pas de conclure que le nombre fi(«) est trans-
cendant sur K, ou « est un nombre algébrique non nul régulier pour le
systéme (1.1) (mais seulement qu’il existe un nombre transcendant parmi
les fi(«)). Ce type d’implication nécessite un raffinement du théoréme 1.3
garantissant que s’il existe un polynéme homogene P(Xi,...,X,) €
K[X1,...,X,] tel que P(fi(c),..., fa(a)) = 0, alors il existe un poly-
néme Q(z,X1,...,X,) € K[z, X1,...,X,] homogéne en X;,..., X, tel
que Q(z, f1(2),..., fa(2)) =0 et Q(a, X1,...,Xpn) = P(Xq,...,X,). Au-
trement dit, il serait intéressant d’établir que, sous les hypothéses du théo-
reme 1.3, toute relation algébrique entre les nombres est obtenue comme
spécialisation d’une relation algébrique entre les fonctions. Cette précision
a été apportée au théoreme de Siegel-Shidlovskii par Beukers [6] en 2006.
Pour les systémes aux o-différences, ce résultat est dit a Anderson, Brow-
nawell et Papanikolas [5]. Une telle description dans le cadre du théoréme
de Ku. Nishioka pour les corps de nombres a été obtenue par Philippon [25]
en 2015 dans le cas de relations algébriques inhomogenes et parachevée par
Adamczewski et Faverjon [1] la méme année. Dans le cas ot f(z) est une
FE-fonction ou une fonction mahlérienne, a coefficients dans un corps de
nombres et définie en un nombre algébrique «, les raffinements respectifs
des théoremes de Siegel-Shidlovskii et Ku. Nishioka mentionnés ci-dessus
permettent de construire un algorithme capable de déterminer si le nombre
f (@) est algébrique ou transcendant [2, 3].
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