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LE PROBLEME DE RIEMANN HILBERT

SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE

par Raymond GERARD
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Notations et notions d’ordre général.

Nous noterons :

Mo(p, g, C) : Pespace vectoriel sur C des matrices & p lignes et ¢ colonnes
a coefficients complexes.
M(p, C) = Mo(p, p, C).G(p, C): le groupe linéaire complexe.
Pour toute variété analytique complexe V, nous noterons :

RK(V) : le revétement universel de V,
v : la projection canonique de R(V) sur V,
(V) : le groupe fondamental de V,

#6P><4(V) :l'espace vectoriel sur G des applications holomorphes de V
dans Jb(p, ¢, C).

J6P><P(V) :Tensemble des éléments inversibles de F6P><P(V).

MP>9(V) :Tespace vectoriel sur C des applications méromorphes de V
dans Jb(p, q, C).

QP<p(V) :lensemble des formes différentielles de degré 1 holomorphes
sur V et a valeurs matricielles carrées d’ordre p.

JP><p(V)  :Tensemble des systémes de Pfaff complétement intégrale de la
forme df = of ou e QP>p(V).

Le groupe m(V) opére a gauche sur R(V); pour tout QeR(V) et
tout gem(V), nous noterons g.Q, le résultat de I'action de g sur Q.
On appellera représentation canonique de m;(V) dans le groupe

Aut(36r>p(R(V)))

des automorphismes de H#HP><P(R(V)), I'application qui, & tout gem,(V)
associe I'élément g* de Aut(#P<P(R(V))) défini par:

(g P)Q = @(g™.Q

pour tout @ eFHP=<PAR(V)) et tout QeR(V).
Dans toute la suite D désignera un disque du plan complexe et:

b=p— {0}
P = (D)» x Dmn,

(E* désignant le produit cartésien de k exemplaires de I'ensemble E.)






Introduction.

Soient V une variété analytique complexe connexe de
dimension finie m et A un sous-ensemble analytique de V
de codimension 1 en chacun de ses points dont les compo-
santes irréductibles sont sans singularité et posons

V=V -—A
Nous désignerons par QP<P(V, A) le sous-ensemble de
QP<P(V — A)

des formes différentielles coefficients des systémes de Pfaff
du type de Fuchs (cf. [1], chapitre 11). A

Soit y4 = 7y, une représentation de w,(V) dans Gl(p, C),
nous dirons qu’une application ® e #P<?(R(V)) réalise la
représentation y si pour tout gem,(V),

g P = Oy (g).

Nous nous proposons essentiellement dans la suite d’étudier
les problémes suivants:

ProBLiME 1. — Déterminer U'ensemble Si(y) des applications
® e #P<2(R(V)) réalisant la représentation .
Nous verrons (§ 2) que Sy(y) s’identifie & 'ensemble des

sections holomorphes d’un fibré analytique principal sur V
de groupe Gl(p, C).

Prosrime II. — Déterminer Uensemble Su(y) des appli-
cations ® e #P<P(R(V)) réalisant la représentation Y et
vérifiant de plus d®.P1 e QP<P(V A).

Nous verrons (§ 6) qu’'un certain sous-ensemble de Sy(y)
s’identifie aux sections holomorphes d’un fibré analytique
principal & sur V de groupe Gl(p, G).
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ProBrimE III. — Trouver un systéme de Pfaff du type de
Fuchs appartenant a JI>P(V, A) et dont une matrice fonda-
mentale réalise la représentation .

Remarque 1. — Tout élément de S;;(y) donne une solution
du probléme IIl et réciproquement toute solution du pro-
bléeme III donne des solutions du probléme II.

Remarque 2. — Par une modification de Hopf on peut tou-
jours se ramener au cas ou les composantes irréductibles de A
sont en position générale car une telle modification ne change

ni le groupe fondamental ni le revétement universel de V.

Nous supposerons dans la suite, sauf aux § 1 et 2, que les
composantes irréductibles de A sont en position générale et
sans singularité. Les problémes analogues pour une variable
sont connus sous le nom de Probléeme de Riemann-Hilbert et
H. Rérhl en a donné la solution compléte sur une surface de
Riemann [3]. Nous monterons en particulier que le probléme I1
a toujours une solution sur une variété de Stein contractile.
Nous introduirons également dans la suite la notion de classe
de Riemann, cette notion est intimement liée aux problémes
énoncés ci-dessus. Pour une surface de Riemann S, cette
notion a été étudiée dans [4] par H. J. NastoLp qui a obtenu
des résultats analogues en ce qui concerne les relations entre
classe de Riemann et sections de fibrés vectoriels holomorphes
sur S. Dans ce cas, I’étude est plus facile du fait que les
points de 'ensemble analytique A sont tous isolés.

Les résultats de ce mémoire ont été annoncés dans [2] et

prépubliés dans les volumes de la R.C.P. 25.

1. La notion de classe de Riemann
sur une variété analytique complexe.

Dans toute la suite JAb désignera Jo(p, C) oubien Gl(p, C).

DeériniTion 1. — On appelle donnée de Riemann sur une
variété analytique complexe V, a valeur dans b, la donnée
d’un sous-ensemble analytique A de V de co-dimension 1

en chacun de ses points et d’une représentation ¢ de (V)
dans Jb.
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Une donnée de Riemann sera notée R(yq, A, Jb) ou
simplement R(y¢) lorsqu’aucune confusion n’est possible.
La représentation y¢ et I’ensemble analytique A seront
respectivement appelés la monodromie et U’ensemble de rami-
fication de la donnée de Riemann R(yg, A, Jb).

DiriniTIoN 2. — Nous dirons qu’un élément ®  #r<2(R(V))
réalise la représentation Y4, si pour tout ae (V)
a*® = Dyqo(a).
DeérinitioNn 3. — On appelle classe de Riemann associée

a la donnée de Riemann R(yq, A, M), Uensemble des éléments
® e 36r<2(R(V)) réalisant la monodromie Y4 de R(yg, A, Jb).
Une telle classe de Riemann sera notée C(yg, A, Jdb) ou plus
simplement C(y)¢. On appellera également monodromw (resp.
ensemble de ramification) de cette classe de Riemann la
représentation ¢ (resp. I’ensemble analytique A).

DeriniTiON 4. — On appelle classe de Riemann d’ordre fini
au point M (resp. sur A) associé a la donnée de Riemann
R(ys, A, db) le sous-ensemble CY(yq, A, M) (ou CY(yy))
(resp. CA(y4, A, Jdb) (ou CA(yyg))) des éléments de C(yq, A, .JlIlo)
qui sont d’ordre fini au point M (resp. sur A). Pour la notion
d’ordre fini voir [1].

ProrositioNn 1. — Les matrices d’une classe de Riemann
d’ordre fint ou non forment un module sur I’anneau des fonctions
holomorphes sur V. La vérification de cette proposition est
immédiate.

DErinitiON 5. — On appelle classe de Riemann inversible
associée a la donnée de Riemann R(yq, A, Jb), lensemble
Cilxes A, M), (ousimplement C(y4)) des éléments @ e #62<P(R(V))
réalisant la monodromie vyy.

La notation Ci(yg, A, db) (ou Ci(yg)) désigne donc la
classe de Riemann des éléments inversibles et d’ordre fini
sur A. On a évidemment les inclusions

CH(xe) < Gilxe) < C(xs)-
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On vérifie facilement la :

ProrositioNn 2. — St ® et O’ sont deux éléments de

ei(x% A, Gl(p, Q)),
il existe g e 3r<e(V) tel que:

Q.9 = 9oy
Cororraire 1. — St @, e C(yy, A, W) alors pour toutb
O eC(yq, A, M), il existe ¢eIbP<P(V) tel que:
¢ = (¢ o '\l’?)‘po

En effet @, eC(y¢) entraine que yq¢(g) est inversible.

DeériniTioNn 6. — Deux classes de Riemann C(yg, A, M)
et C(y9, A, Mb) sont dites équivalentes si les deux représentations
Y9 et y¢ sont semblables. .

Pour toute représentation y¢ de (V) dans Jb, notons
¥¢ la classe d’équivalence de cette représentation pour la
relation d’équivalence qu’est la similitude. Enfin notons

E(%9, A, ) Yensemble des classes de Riemann équivalente
a la classe C(yyg, A, Jb).

TutoriMe 1. — Tout systéme de Pfaff
af = of
appartenant & IP>P(N — A) définit une classe de représentation

v$ donc une classe Cy(y$, A, Gl(p, C)).
Ce théoréme est une conséquence immeédiate de la:

ProrosiTion 3. — Toute matrice fondamentale ® du
systéme de Pfaff (s) définit une classe de Riemann C(x$, A,
Gl(p, C)) et deux classes de Riemann associées & deux matrices
fondamentales de (s) sont équivalentes.

Cette proposition résulte du fait suivant: si @ est une
matrice fondamentale de (s), g*® en est une également

pour tout ge (V).

DeriniTioN 7. — La classe de la représentation §§ associée
a (s) est appelée la monodromie du systéme (s).
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Prorosition 4. — Tout élément @ eCyyq, A, Mbo) définit
un systéme de Pfaff df = wf appartenant a J><P(V) et

(%3, A, Gl(p, €)) =E(7%, A, Gl(p, C)).
La vérification de cette proposition est immédiate.

o =dp.p? et w e Qr<r(V).

Prorosition 5. — Etant donnée une classe de Riemann
Ci(xv, A, Gl(p, Q)), alors chaque élément ® e C(yq, A, Gl(p, C))
possédant la propriété:

« Les colonnes de ® engendrent un espace vectoriel faiblement
singulier sur V » est la matrice fondamentale d’un systéme de
Pfaff du type de Fuchs.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de la propo-
sition 4 et de la définition des systémes de Pfaff du type de
Fuchs [1].

2. Etude du probléme I.

Concernant le probléeme I nous démontrons les résultats
suivants :

TutoriME Ay — Il existe un fibré analytique principal 5
sur V de groupe Gl(p, C) et une bijection naturelle entre
Si(y) et Uensemble des sections holomorphes de g.

TatoriME By. — Le module C(ys, A, db(p, G) est isomorphe
a celui des sections holomorphes d’un fibré vectoriel analytique %
sur V de fibre Jb(p, C) et de groupe Gl(p, C).

En langage de classe de Riemann le théoréme A; peut
s’énoncer sous la forme:

TrtoriME Cr. — Il existe un fibré analytique principal ]
sur V de groupe Gl(p, C) et une bijection naturelle entre
Cxs, A, Gl(p, C)) et l'ensemble des sections holomorphes de .

Démonstration du théoréme A;. — C’est une démonstration
classique de la théorie des fibrés [5] et [6], rappelons rapi-
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dement son déroulement. Le groupe 1':1(\7) opeére a gauche sur
RK(V) par

g: % —>g.%

(g.% désignant la composition des chemins).

A Taide de cette opération le revétement universel R(V)
de V peut étre considéré comme fibré analytique principal

de groupe (V). De l'opération ci-dessus on déduit une

opération a gauche sur les applications holomorphes de R(V)
dans Gl(p, CG) par

g.0(#) = ®(g.7'%)  pourtout F<R(V)
et gem(V).

D’autre part, par I'intermédiaire de la représentation 1y,
(V) opére a droite sur Gl(p, C), en effet nous posons pour
tout AeGl(p, C) et tout gem(V): A.g = A.ye(g) .

Ces opérations permettent de faire opérer le groupe (V)
4 gauche sur le produit ®(V) X Gl(p, C) par:

g- (&, A) = (2.2, A.x(g)™):

Nous savons alors d’aprés des résultats classiques de la théorie
des fibrés [6] que le quotient de ce produit par les opérations

de (V) nous donne, un fibré § de fibre Gl(p, C) et de
groupe (V) que I'on peut considérer comme fibré principal
de groupe Gl(p, C). Comme le fibré 5 est associé a R(V)
considéré comme fibré principal de groupe m,(V), il résulte
que le fibré 3 est a transformations coordonnées localement

constantes. Le théoréme suivant, classique dans la théorie des
fibrés [6] nous donne immédiatement le théoréme A;.

Tutortme F. — Soit H wun fibré analytique principal
de groupe G et F un fibré associé & H tel que G opére a
drotte sur la fibre F de &, alors les sections holomorphes de &
sont en correspondance bijective avec les applications holomorphes

® de H dans F vérifiant:

O(s.z) = O(x).s71 pour tout zeH e seG.
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Pour obtenir le théoréme By, il suffit dans ce qui précede de

considérer le fibré associé & R(V) de fibre J(p, C), au
lieu de prendre le fibré associé de fibre Gl(p, C).

Soient @ un point de ’ensemble analytique A et U(a) un
voisinage de coordonnée de a pour A. (Cf. [1], chap. i,
§ 1.). Notons J, la restriction de ¥ a IAJ(a) = ¥V n Ua).
La représentation
v : m(V) = Gl(p, C)

.

induit une représentation
Ka* Ttlaj(a)) g Gl(p, C);

par l'intermédiaire de I’application
j: m(0(a)) - my(V)
induite par I'injection de U(a) dans V.
Désignons par ¥, le fibré construit a I'aide du théoréme A,,
a partir de R(U(a)) et Yar

Nous avons:

Prorosition 6. — Les fibrés %, et 3. sont analytiquement
isomorphes.

3. Etude des ramifications d’une classe de Riemann.

Dans ce paragraphe, les composantes irréductibles de A
sont supposées en position générale. Soit C(y4, A, Ab) une
classe de Riemann associée a la donnée de Riemann R(yy, A,
Jdb). Nous allons étudier le comportement des éléments de
C(yxs, A, Mb) au voisinage de A. Soient M un point de A

(par exemple Me ﬁAk(n < m)) et W(M) un voisinage de
k=1

coordonnée de M pour A, c’est-a-dire qu’il existe un iso-
morphisme analytique p de D" sur W(M) tel que:
(M) 0,0, ...,0) D"
e~ (Ax n W(M)) {(z1, 23, ..., xp) € D"|2, = 0}

1l

pour tout k=1, 2, ..., n.
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Pour toute composante connexe ¢ de ¢~1(W(M)) cR(V), il
existe une application p, de ®(D) sur ¢ réalisant R(D) comme
revétement de ¢. Comme m,(V) opére transitivement sur les

feuilles de R(V), il suffit d’étudier la restriction de chaque
élément @ e C(y4, A, JMb) a une seule composante connexe c¢
de ¢1(W(M)). Notons j lapplication de =,(W(M)) dans
7, (V) induite par Iinjection canonique de W(M) dans V;
remarquons que cette application n’est en général ni injective
ni surjective. La représentation yg4: (V) > M induit une
représentation y¢ de w,(W(M)) dans Mb dela maniére suivante :

tw(ew) = yo(j(aq))  pour tout  ag e (W(M)).

Le groupe fondamental de W(M) est isomorphe a celui de 9
qui lui est abélien libre de type fini. Soient g, gs, ..., &
des générateurs de =,(9) possédant les propriétés suivantes :

gi(log.Q;) =log.Q; pourtout j # k
avec j=1,2, ...,n et k=1,2,...,n
gi(log.Q,) =log.Q, + 2ni  pour tout k=1,2, ..., n,
ot Q=(Q Qs .. Q) =RA).

Il en résulte que la représentation y¢ est entiérement
déterminée par la donnée de n matrices deux a deux permu-
tables,

M M M

GH, G)Y, ..., G}
appartenant & Jb. Résumons la situation ainsi décrite dans la
Prorosition 7. — Pour tout M e A, il existe un voisinage

W(M) tel que pour tout @ eC(yq, A, JMb) et toute composante
connexe ¢ de {H(W(M)) on ait:

D — B p, « HPHR())
et
g0 = QUGM pour tout k=1,2,...,n

DériniTioN 8. — Le sous-ensemble des éléments @, de

Clyew, AnW, db) pour lesquels, il existe ®eC(yq, A, db) tel
que
Ple=2
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est appelé classe de Riemann locale au point M relative & ¢
associée a C(yq, A, Jb).

Entreprenons maintenant I’étude d’une classe de Riemann
locale associée a C(y¢, A, Jb); pour ce faire, nous allons
étudier la classe de Riemann C(y 4, A n W(M), db) qui contient
toute classe de Riemann locale au point M associée & C(ys,
A, Mb). En d’autres termes, il suffit d’étudier la classe C(x9,
e(A), M) ou x9 est la représentation déduite de ¢ par
I'isomorphisme p. Pour simplifier I’écriture cette classe de
Riemann sera notée C(9).

La représentation %9 est définie par les images G, (k =1,
2, ..., n) des n générateurs de (D) choisis comme nous
Pavons indiqué ci-dessus.

Prorosition 8. — L’ensemble CYD) n’est pas vide car il
contient U'élément
n -l—log.G
o, = Q 27i k
0 );I;_.lll( k)
Démonstration. — Analogue a celle de la proposition 3 du

§ 6 chapitre 1 de [1].

Prorosition 9. — St ®eC(D) et D' eCyD), alors il
existe ¢’ € JP<P(D) telle que

(1) VOr=¢ oy o Y=g

Cette proposition est la proposition 2 du § 1 appliquée a la
classe locale considérée.

CoroLLaIrE 2. — Etant donnée @ <C(®), Papplication
de Ci(D) dans FP<P(D) qui a D' eCy(D) associe la matrice
¢’ € #6°><P(P) définte par (1) est une bijection.

Prorosition 10. — Pour qu'un élément @ e Cy(9D) appar-
tienne a C)D) il faut et il suffit que la restriction de Uapplication
d a CAD) soit a valeurs dans JoP<P(D).

Cette proposition résulte du fait qu’une matrice holomorphe
sur 9 et d’ordre fini a l'origine a au plus une singularité
polaire sur A et réciproquement.
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Remarque 3. — Si ® < CYP) alors @ est un isomorphisme
de Co(D) sur MP<P(D).

CororLAIRE 3. — Pour qu’'une matrice ® € C(D) appartienne

a C%D), ul faut et il suffit qu'il existe @ e NoP=<P(D) telle que:
@ == (? o 4‘) .@0.

Derinition 9. — Deux matrices ®, et ®, appartenant a

C(D) sont dites équivalentes si B,(®;) (donc également Dy(®,))
est holomorphe inversible dans D™

Derinition 10. — Soit ®eCy(D), nous dirons qu'un
élément @' eCy(D) est D-holomorphe (resp. @-holomorphe
inversible) au point QueR'(D), s'il existe ¢ e FHbr=<P(D™)
(resp. #6!<(D™)) telle que

Q" = (¢" » §)2.

On vérifie facilement la:

Prorosition 11. — Si @, et @, sont deux éléments équi-
valents alors toute matrice ®eC(D) qui est D,-holomorphe
(resp. ®,-holomorphe inversible) au point Q, est également
®,-holomorphe (resp. ®,-holomorphe inversible) au point Q,
el inyersement.

Donc: pour tout ®eCy(D) la notion de ®-holomorphie ne
dépend que de la classe d’équivalence de ®.

Prorosition 12. — St @, et P, sont deux éléments de
CiD) et s’il existe un élément O e C(D) holomorphe inversible
par rapport & ®, et ®, alors @, et @, sont équivalentes.

La vérification de cette proposition est immédiate.

4. Famille cohérente de solutions locales du probléme II.

Soit @ un point de A et U(a) un voisinage coordonnée
de a pour A; la représentation 7y induit une représen-

A

tation yp de w(U(a)) dans Gl(p, C) par l'intermédiaire
de lapplication naturelle

i+ m(0(a) = =y (V).
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LemMME 1. — Pour tout aeA, il existe un voisinage U(a)
de a dans V tel que Su(ypw # 9.

En effet la matrice ®, définie dans la proposition 8 du § 3
est un élément de Su(ypw)-

Remarque 4. — Comme Si()p) c Su(yps) nous avons éga-
lement Si(yg) # #.

DériniTioNn 11. — Tout couple formé par un ouvert U(a)
et un élément de Su(Ypw) est appelé une solution locale au
point a du probléme II.

Nous parlerons également de solutions locales au point a
du probléme I. .

Soit alors cp,, une composante connexe de {3 (U 0) « R(V),
il existe une application p,, de R(0) sur cy telle que si g

désigne la projection canonique de R(U) sur U, I'on ait:

bo = 9 © Pep-
De plus, si Joye Su(yp), il existe une application J; de
cy dans Gl(p, C) telle que:

oy = Jlecﬁ ° Pey

Les résultats du § 3 entrainent immédiatement les résultats
suivants :

Prorosition 13. — Si ®eSy(y) et si JoyeSu(yp) alors
D . (Jor)~t = #7<(0)

pour toute composante connexe cy de ul;v U)cR(V ). Si
® eSu(y) alors @.(f,)™ admet au plus une singularité
polaire au point a.

St Mg et Sy sont deux éléments de Su(yp), il existe

Wy e #6<(0) telle que:
Joy = Wil

Derinition 12. — Nous dirons que Jog e Su(yp) (resp.
Si(yp)) et JopeSu(xp) (resp. Si(yp)) sont équivalents si
Wy est la restriction d U d’un élément de Fo7><P(U).
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DeriniTion 13. — On appelle famille cohérente de solutions
locales du probléme 11, la donnée d’un recouvrement U = {U,},es
de A par des ouverts de V et d'une famille {Jo,},er d’appli-
cations ayant les propriétés suivantes:

1° Pour tout aeA, J, € Su(ys,)-

20 Si U,nU, # 4.
o (B, € #7P(U, n U,)

pour toutes composantes connexes ¢, et c, respectivement de

qa—l(lja) et q;—l(IAJ,,) périfiant c,nc, # 8.

DeérinitioNn 14. — Deux familles cohérentes de solutions
locales

o= {heer e N = {M}ien

sur le méme recouvrement U = {U,},ea sont dites équivalentes
st L, est équivalente a o, pour tout aeA.

Lemme 2. — Il existe une famille cohérente de solutions
locales du probléme I1.

Démonstration. — Pour tout aeA, désignons par U(a)
un voisinage coordonnée de a pour A, nous savons (§ 3)

que nl(IAJ,,) est abélien libre et qu’il existe un nombre fim

A

de générateurs g, g3, ..., g&, de m(U,) tels que:

(g)*log.Q;=1og.Q, si [ #k
avec
k=1,2,...,n, et 1=1,2,...,n,
(g1)*log.Q, = log.Q, + 2mi

k=12, ..., n,

(Nous identifions implicitement U, avec 9.)

La représentation vyg, est entiérement déterminée par
la donnée des images Gj, Gj, ..., G2 des générateurs
g, 8, ..., & de wl(lja). Les matrices Gj, G3, ..., G&,
sont inversibles et deux a deux permutables.

On peut supposer que dans U, les composantes irréductibles
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Aik=1,2,...,n,) de AnU, sont définies respectivement
par les équations:
fi=0,

oules f¢ (k=1,2,...,n,) sont des fonctions holomorphes
dans U,, irréductibles et tel que pour tout k, le germe de f}
en tout point de A engendre l'idéal associé au germe d’en-
semble analytique défini par Aj en ce point.

Pour tout k=1, 2, ..., n, la fonction matricielle

1 log. Gy

Fi = (7)™

est holomorphe inversible sur ®(U,).
Pour tout k=1,2, ..., n, et =1, 2, ..., n,, nous
avons :
(g)'Fe=F, st j#k

et

(80" Fi = FiGg.
Il en résulte que:

Je., = [ F:
k=1

réalise la représentation ypo,.
On vérifie alors facilement que

d(B,,) . N, e QP<P(U,, An U,),

c’est-a-dire que

Joc, & Su(y0,)-
Considérons maintenant une composante connexe ¢, de
$1(0,) c R(V). La variété R(U,) est un revétement de c,;
comme J, réalise yp,, on voit facilement que Jf, se
factorise par (¢, (projection de R(0,) sur ¢). On peut
donc considérer J, comme étant définie sur c, c’est ce

que nous ferons dans la suite sans introduire d’inutiles compli-
cations de notations. On montre alors que la donnée:

10 du recouvrement U = {U,},ex de A par des ouverts
de V choisis comme ci-dessus;

20 de la famille de solutions locales du probléme II:
b = {&,},., constitue une famille cohérente de solutions

locales du probléme II.
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DeriniTion 15. — Une solution ® du probléme 1 est dite
holomorphe inversible sur A pour la famille cohérente

b = {f,}oen

de solutions locales du probléme 11 sur le recouvrement
U = (Ua)aEA

st pour tout ae A et toute composante connexe c, de

$1(0,), . (k)

A,

est la restriction ¢ U, d’une matrice holomorphe inversible sur

U,.

Remarque 5. — Si on a la propriété ci-dessus pour une

composante connexe de $~(U,), on1’a pour toutes les autres.
Les propositions 11 et 12 du § 3 entrainent:

Prorosition 14. — S’il existe ® e Sy(y) holomorphe inver-
stble par rapport a deux familles cohérentes de solutions locales
du probléme I1: Jo et N’ relatives au méme recouvrement, alors
Qo et b’ sont équivalentes. St Jo et N’ sont équivalentes alors
toute matrice ©eSi(y) qut est holomorphe par rapport a
Vune Uest par rapport a Uautre.

Les considérations ci-dessus nous conduisent & ’étude du:

Probléme 1I. — Déterminer le sous-ensemble Sy(y, b) de
Su(y) des applications holomorphes inversibles sur A pour
une famille cohérente de solutions locales .

Nous verrons dans le paragraphe 6 que cet ensemble
Su(y, &) s’identifie aux sections holomorphes d’un certain

fibré vectoriel sur V prolongeant 9.

5. Etude des prolongements 2 V du fibré 7.

Rappelons que les composantes irréductibles de A sont
en position générale et sans singularité.
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A. Prolongement local de ¥ au voisinage de I'ensemble
analytique A.
Pour tout point M de A, nous appellerons voisinage

épointé de M tout ensemble U(M) de la forme
UM) — UM)n A

ou U(M) est un voisinage de M dans V et nous noterons

Yom la représentation induite par y sur U(M).
Soit a un point de A, W(a) un voisinage de coordonnée de

a pour A. Notons Jg le fibré induit par F sur Wi(a).
Ce fibré est analytique principal de groupe Gl(p, C). Dans
toute la suite nous noterons

4= {(Ula et h = {hi}ia, ja

respectivement le recouvrement de V et le cocycle associé
définissant R(V) comme fibré principal localement trivial.

Enfin § = {§;,}ier ja désignera 'image par y du cocycle A.
Rappelons que c’est le cocycle § qui définit %. Enfin pour
simplifier ’écriture nous écrirons :

U, a la place de U;nU

J
et
Uik a la place de U;nU;n U,

Lemume 3. — A toute section holomorphe du fibré principal de
i, sur un voisinage épointé de a est associé un prolongement
F, de ¥, au point a. Réciproquement tout prolongement F,
de %, au point a sobtient & partir d’une section holomorphe
de 9, sur un voisinage épointé U(a) du point a. De plus,

10 st 6L et o sont deux sections holomorphes de §, sur
Ola), il emiste %e<P(U(a)) tel que

(1) oL = 752 sur U(a);
20 §’il existe ©e H{><P(U(a)) telle que

(2) 1 =1 0(a),
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les deux prolongements de J, associés a ol et o2 sont équi-
valents et réciproquement.

Démonstration. — Soit 5, une section holomorphe de %,
sur un voisinage épointé U(a) de a, cette section est définie
dans le recouvrement ‘Ul par la donnée des matrices (5, .);e;
holomorphes inversibles sur U;n U(a) vérifiant:

Gaj = Guifi,j sur U; jn U(a).

Pour obtenir un prolongement de &%, au voisinage de a,
il suffit de prolonger P'atlas {4, g, ;}, ceci se fait de la maniére

suivante. Au recouvrement ‘U, = {U;n IAJ(a)}i,EI de Ula),
on ajoute 'ouvert Uy, = U(a) pour obtenir un recouvrement

U, = {U;n ﬁ(a)}iem“‘ de U(a). Aux transformations coor-
données g;; = g; ;]U; ;nU(a), on ajoute les matrices

8ai = Oai holomorphes inversibles sur U(a) n U;

et
8.0 = identité; g, , = (0,;)* sur U,

On vérifie alors facilement que pour tout i, j, k appartenant

a lu{a}
8i,j-8i,k — 8i,k sur Ui,j.k'

Ce qui prouve qu’a la section holomorphe &, de ¥, est associée
un prolongement du fibré %, au voisinage du point a.
Réciproquement soit &, un prolongement de §, au
voisinage du point a. Comme le fibré principal J, est loca-
lement trivial, il existe un voisinage U(a) de a dans V
tel que p(U(a)) cF, (p désignant la projection de F, sur
U(a)) soit trivial c’est-a-dire qu’il existe une section holo-
morphe ¢, sur U(a) du fibré principal &, Mais alors
&, = 0,/U(a) est une section holomorphe de ¥, sur Ij(a).
Soient maintenant ci et 62 deux sections holomorphes
de &, sur le voisinage épointé U(a) de a. La section &}
(resp. 62) est définie par la donnée des matrices &%;.(resp. 62))
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holomorphes inversibles sur U;n U(a) et nous avons: sur
Touvert U;; (1el et jel)

Gij = G5 (resp. 64 = G3:g;,)-
Ce qu entraine:
(6207 (52)) = &y = (85)7".(52y)-
Nous avons donc pour tout ¢ et tout j appartenant a I:
oli.(c2)t =ol;.(c2) =7

ou % e U(a)).
Nous utiliserons le résultat suivant de la théorie des fibrés.

ProrositioN F. — Soient $, et B, deux fibrés holomorphes,
de méme base, de méme fibre, de méme groupe Gl(p, C) et
ayant de plus les mémes ouverts de trivialisation locale et dont
les transformations coordonnées sont respectivement gi; et gi;
Alors ces deux fibrés sont équivalents su et seulement s’il existe

pour tout jel une application holomorphe A;:U; — Gl(p, C)
telle que pour tout 1el et jel

(1) )\jg?,j = g},i)\,' sur U

i
Supposons qu’il existe T e #!<P(U(a)) tel que:
7| O(a) = 4.

Alors pour montrer ’équivalence des deux fibrés F. et 2

., . A pas oy

associés aux sections 6: et 62 de ¥, nous utilisons la propo-
sition F en posant: pour tout te I, A; = identité et A, = .
Réciproquement supposons que les deux fibrés Ji et 2
soient équivalents, les sections 6} et 6% ayant servi a les définir
vérifient

A \ A

ot = 7a2 ou T e #!P(U(a)).
Il reste & montrer qu’il existe 7 e #{><?(U(a)) tel que:

| Ij(a) = 1.
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Nous savons que pour tout iel 1l existe A; appartenant a
#7>P(U(a)) tel que pour tout 1el et jel Ajgh, = gh:A;
sur U; ;. Maissi ¢ et j appartiennent & [ Iégalité

2 ___ o1
8ii = 8j.i

entraine que pour tout iel, A; = identité. Sur U;, nous
avons :

7\ag§,i = g:lz,i A; ou A, %fxp(U(a»

Comme
2 __ A2 1 __ A1
8a,i = Oa,i 8a,i = Oa,i
nous avons sur U,;
22 ___ A1
)\aca,i —_— o'a,i

et vu la relation qui existe entre ces deux sections:
A=12 sur U,
En d’autres termes, il existe 7t e #[>?(U(a)) tel que:
7| 0(a) = 2.

Ce qui prouve le lemme 3.

LemME 4. — Pour tout voisinage épointé U(a) de a, il
existe une bijonction entre C(Ypw, A nU(a), Gl(p, C)) et

Pensemble des sections holomorphes de F,.
Ce lemme est une conséquence immeédiate du théoréeme F

et du fait que ¥, est isomorphe &

_ #(U(a)) X Gl(p, C)

F x
™ (U(a))

CoroLrAIRE 4. — Comme Cyygpw, A nU(a), Gl(p, C) # g,
il existe en tout point ae A un prolongement local de § en

ce point.
B. Recollement des prolongements locauz.

Pour assurer le recollement des prolongements locaux définis
ci-dessus, 1l suffit de montrer que pout tout aeA et be A
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tels que les voisinages associés vérifient U,nU, # g, il
existe une matrice g,, holomorphe inversible sur U,n U,
telle que

gii8ik = 8ik sur Uik

pour tout i, j, b appartenant & IuA.

Lemme 5. — St U,n U, # ¢, alors pour que les deux
prolongements locaux F, et F, se recollent il faut et il suffit
qu’il existe une matrice g,,< #!<P(U,,) telle que pour tout
tel

Ga,i = 8a,b Ob,i sur Uas,i
ou &, (resp. 5,) désigne la section sur 0, de 4, (resp. sur 0,
de ) ayant permis de définir &, (resp. F,). Ce lemme est
une simple vérification.

Désignons par J, (resp. J,) I'image de o, (resp. a,) par
la bijonction donnée dans le lemme 4.

>

LemMe 6. — Pour qu'il existe g,,e #!<P(U,;) vérifiant
pour tout 1el

Gai = 8a0b,i
il faut et il suffit qu’il existe g,, e #<P(U,,) tel que=
Jlga == ga,b‘Rgb

Ce lemme se vérifie facilement en utilisant la bijection du
lemme 4 et le théoréme F.

Mais alors ’existence d’une famille cohérente de solutions
locales du probléme II entraine

TratoriME 2. — Il existe un fibré F sur V tel que
V= 5.

Donc a toute famille cohérente b de solutions locales du
probléme II est associé un fibré holomorphe F(H) sur V
tel que

F(H)| V = .
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D’autre part les considérations sur les familles cohérentes
de solutions locales et les résultats ci-dessus entrainent:

CoroLrLAIRE 5. — St M et N’ sont deux familles cohérentes
de solutions locales équivalentes du probléme 11, les deux fibrés
F(L) et F(N') sont équivalents.

Nous avons un résultat analogue concernant le fibré &'.

Tatorime 2. — Il existe un fibré F sur V tel que
gV =5.
Ce théoréme se démontre comme le théoréme 2, en utilisant
cette fois au voisinage de tout point a de A le fibré principal

e 78 5 I3 : :

4, associé & ¥, On a également le corollaire ci-dessus pour
A

le fibré ¥ et ses prolongements.

6. Etude du probléme II’.

Les notations de ce paragraphe sont celles des deux para-
graphes précédents. On se propose ici d’étudier le:

Prosrime II'. — Déterminer le sous-ensemble Sy(y, )
de Si(y) des applications holomorphes inversibles sur A pour
la famille cohérente de solutions locales Jo.

Remarque 6. — Comme la notion d’holomorphie pour un
élément de Sy(y) par rapport 4 une famille cohérente de
solutions locales & ne dépend pas que de sa classe d’équi-

valence Jo, Iensemble Sjh(y, Jo) ne dépend que de Ko et
pour cette raison il sera noté Si(y, Jo). Nous avons:

TutorEME Ay. — Il existe un fibré F(Jo) sur V et un
seul & une ivsomorphie prés tel que:

1o F(X)V = &;
20 il existe une bijection naturelle entre Sp(y, J) et len-
semble des sections holomorphes du fibré 9.

Existence. — A 1'élément Joe o est associé un fibré F(Jo)
sur V tel que F(b)|V =54
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Montrons que ce fibré posséde la propriété 2 du théoréme Ayy..
Soit ® un élément de Sy(y, &b). Pour tout aeA et
toute composante connexe ¢, de ¢~*(U,), nous avons:

Dlc, = Wb, ou W, e#</(U,).

Comme @ est solution du probléme I, il lui est associé une

section & de ¥ définie par la collection (5),., ou pour tout
i, o; est une application holomorphe de U; dans Gl(p, C)
telle que pout tout tel et jel l'on ait:

A —_— A
0; = 0:8i,j

Montrons maintenant que hypothése ® e Si(y, &) entraine
que & se prolonge en une section holomorphe de J(A). La
section & définit une section &, de ¥, sur U,; celle-ci
est bien définie par la restriction de ® & ¢, car on passe

d’une composante connexe de 14—1(1’.\1“) a une autre par une
opération de (V). Posons, pour tout iel et acA

ol = g; sur U;.

o2 =W, sur U,.

Ces matrices définissent une section o, de F, sur U,
en effet pour tout ¢ et j appartenant 4 Iu {a} nousavons:

(1) ol =odig; sur U,
car
1051 tel et jel la relation (1) est évidente;
2051 t=ua et jel, Pégalité (1) se réduit a
o) = 0ig,; = W.g., = Wl

ou 1] est la section définie par N, (celle qui permet le
prolongement local au point a cf. § 5). Mais alors comme

Dlc, = W h,
Iégalité ci-dessus est vénfiée.

3 St j=aeA et i1el la vérification se fait comme dans

le 20,
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40 S1 1 =j]=aeA la relation (1) se réduit a
c; = oy car g,, = tdentité.

La donnée de la collection {c;};aus et du recouvrement
U = {U;};aua définit une section holomorphe du fibré F(A).
En effet pour qu’il en soit ainsi, il suffit de vérifier que pour
tout teluA et tout jeluA nous avons:

0; = 0;8; sur U; ;.

Mais vu les considérations ci-dessus, il suffit de vérifier cette
relation pour 1 =beA et j=aecA.
Avec ces notations nous avons a vérifier que

Op = Gofap sur U,,.
C’est-a-dire que I’on doit avoir

W, = W.g., sur U,

$1(U,p) nco = $71(U,y) n ey

Or celle-ci est vérifiée vu la défimtion de g,, (cf. § 5) et
la relation

ou sur

Wb = Wa‘ﬂga<'ﬂgb) -1 .

Donc toute solution du probléme II’ donne une section holo-

morphe du fibré F(N).

Réciproque. — Soit ¢ une section holomorphe de F(&),

alors 6 =o|V est une section holomorphe de %, a cette
section est associée une solution ® du probléme I. Il reste
a vérifier que cette solution @ est holomorphe inversible sur
A pour la famille cohérente de solutions locales Jf. Pour
tout a< A, la section ¢ est définie sur U, par une matrice
holomorphe inversible o,. Mais comme pour toute compo-

sante connexe c¢, de qu(ﬁa)céR(V). On a:

A,

Dle, = Wb, ot W,ea<0,).

Il résulte que o, = o-alfl,, est la section de %, associée a
Papplication W, b, et cette section se prolonge au fibré %,
a l'aide de la matrice holomorphe inversible o, sur U,.
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Nous avons pour tout tel et acA:
C; = Gufai sur U,
c’est-a-dire que:
Wa‘R"a| q’_l(Ua,i) ne, = O'a‘ﬁ"al \p_l(Ua,i) N C,
En d’autres termes, pour tout tel

W, =g, sur U,;
En particulier

A,

W, =g, sur U..

Ce qui prouve que W, est la restriction 3 U, d’une
matrice holomorphe inversible sur U,, ceci étant valable
pour tout ae A l'application @ est holomorphe inversible
sur A pour la famille cohérente de solutions locales .

L’unicité du fibré a une isomorphie prés résulte du fait que
deux familles cohérentes de solutions locales équivalentes
donnent des fibrés isomorphes et que la notion d’holomorphie
ne dépend que des classes d’équivalence de familles cohérentes
de solutions locales.

A coté du théoréeme Ay, on peut également énoncer un
théoréme concernant le fibré %. Notons A° la famille cohé-
rente de solutions locales du probléme II construite dans le
lemme 2 du paragraphe 4.

TutoriME Bu,. — Il existe un fibré F'(X%°) sur V et
un seul d une isomorphie prés tel que:

1o g'(Joo)|V = §".

20 Il existe un isomorphisme entre le module C*(y, A, Mo(p, C)
et le module des sections méromorphes de F'(%°) ayant au plus
une singularité polaire sur A.

30 Il existe une bijection entre le sous-ensemble de CA(y, A,
JMo(p, C) des éléments holomorphes inversibles sur A pour Jo©
et les sections holomorphes de F'(J°).

Ce théoréme donne donc une interprétation trés simple de

la notion de classes de Riemann, il est bien entendu possible
d’énoncer des résultats analogues concernant C(y, A, Jb) et

Ci(x, A, Mo(p, Q)).
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7. Etude du probléme II.

Rappelons I’énoncé de ce probléme:

Probléme II. — Déterminer I’ensemble Sy(y) des appli-
cations @ e #H>*P(R(V)) réalisant la représentation y et
qui vérifie de plus dPP1e Qr>r(V, A).

La condition @9 e Q?*P(V, A) peut étre remplacée par la
suivante :

« Les colonnes de ® engendrent un sous-espace vectoriel
de dimension finie p de #P<(R(V)) faiblement singulier
sur A.»

Notons A° la famille cohérente de solutions locales du
probleme II construite dans le lemme 2 du § 4 et F(A°) le
fibré sur V qui lui est associé. Nous avons:

TatoriME Ap. — Il existe une injection de Sy(y) dans
Pensemble des sections méromorphes sans singularité sur V
du fibré  F(R°).

Ce théoréme résulte du théoréme By, du § 6 car toute
matrice @ vérifiant dPP! e QP<P(V, A) est d’ordre fini sur
A. Soit a un point de A et U(a) = U, le voisinage de a
choisi comme nous I’avons indiqué dans le paragraphe 6.

Nous noterons &y, l’ensemble des applications holomorphes
de U, dans Gl(p, C) de la forme:

W, [] QK.
=1
ou

W, e #/>*(U(a)).
K, est une matrice complexe réguliére.

Ag est pour tout j =1, 2, ..., n, une matrice diagonale
a coefficients entiers, telle que

szll (F) T Ka(xow(8)e) Ko I[ 945 e #62<P(U(a)).

Enfin notons § I’ensemble des sections de F telle que pour
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tout ae A, il existe un voisinage U(a) de a dans V tel que
o1 0(a) € Sper

TatorimME Bn. — Il existe une bijection entre Sy(y) et
Pensemble des sections de F(A°) appartenant a &.

Démonstration. — Dans cette démonstration nous utili-
serons les résultats de [1] (chap. 1).

Soit @ un élément de Sy(y), nous savons que P est une
solution du probléme I, il lui est donc associée une section o
du fibré 4.

Comme @ engendre un sous-espace vectoriel E de
#HP>1(R(V)) de dimension finie p et faiblement singulier sur
A, 1l existe pour tout ae A un voisinage U(a) dans V tel
que pour toute composante connexe ¢, de qr'l(ﬁ(a)) de
K(V) Ton ait:

D|c, = WL[ QA L[ QUK, ou K,eGl(p, C)

(cf. [1], nous utilisons une base adaptée pour engendrer E).
Nous supposerons dans la suite que le voisinage U(a) est
choisi tel qu’il joue le réle du voisinage U, des paragraphes
précédents. Pour simplifier ’écriture nous poserons dans la
suite pour tout B,, B,, ..., B,

n
= H Q%
7.
=1
Nous savons que la matrice
Q+.Q"

réalise la représentation Y0
D’autre part, pour tout : =1, 2, ..., n,, nous avons:

M=M+E

ot AY est une matrice diagonale décomposée en blocs dont
chacun est un multiple de I'identité.

A% est une matrice diagonale & coefficients entiers ayant
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certaines propriétés (cf. [1], chap. 1). Nous savons que:

K;—{—F‘J!:—i—log.D}

2T
donc

~ 1 jog.0%
Dlc, = W, QA x Q&= "

Du fait que @ réalise ypw, on en déduit que pour tout
=12, ..., n,
DK, = K,G4

D’autre part, comme @ est solution du probléme II en se
référant 4 ce qui a été fait dans [1] (chap. 1), on voit que
pour tout j=1,2, ..., n,

QA“D;Q-A“

est holomorphe sur U(a).

Mais alors en revoyant la décomposition en blocs de ces
matrices telle qu’elle a été utilisée dans [1] (chap. 1, § 3),
on en déduit que

QT‘“DS‘-Q—X"

est holomorphe sur U(a).
Donc:

Q* x K, X Gj x Kg* x Q™ .
= Q" X K, X ypw(g5) X K&' x Q*
est holomorphe sur U(a).
Nous avons donc:
~q -L og.D%
Ble, = W, x Q¥ x Q="
= W,Q¥Kh2

Mais, alors si on revoit comment on a prolongé a JF(A0°)

la section G, on constate que pour faire ce prolongement on
prend :

s, = W,Q*K,.

Ce qui prouve la partie directe du théoréme By.
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La réciproque est facile. Soit & wune section de F(A°)
appartenant a &, alors

(1) o, = W,Q¥K, sur U,

et reprenant les calculs ci-dessus, on voit que si @ est la

. . ., N . A A
solution du probléme I associée a la section ¢ =o|V de &,
. celle-ci vérifiée pour tout ae A et toute composante connexe

¢ de $(0,) cR(V).
d(®|c)(P|c.)t « Q<#(U,, A n U,)

et donc:

dd. 01 Qr<(V, A).

Remarquons que nous avons supposé implicitement que
. . L
Pouvert U, est celul que 'on ajoute au recouvrement U de

V pour faire le prolongement de ¥ au point a et que sur
cet ouvert I'on a également (1), on peut toujours supposer
qu’il en est ainsi.

8. Conclusions sur le probléme de Riemann-Hilbert
sur une variété analytique complexe.

Dans le cas ou V est une surface de Riemann, H. Rohrl a
donné une solution compléte de ce probléme.

S1 V est une variété de Stein contractile alors chaque fibré
F(S) admet une section continue et donc une section holo-
morphe d’aprés un théoréme de H. Grauert [7]. Il en résulte
que S;(y) # ¥, ce qui veut dire que le probléme de Riemann
Hilbert admet toujours une solution sur une variété de Stein
contractile.

Il en est de méme s1 V n’est plus contractile mais si un des
fibrés JF(A) admet une section continue.

Il reste un cas intéressant a étudier c’est celui ou V est
un espace projectif complexe; on a quelques résultats dans
ce sens concernant le plan projectif complexe et le probléeme
de Riemann Hilbert lié aux fonctions hypergéométriques [8].
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