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PRINCIPE DU MAXIMUM, INEGALITE DE HARNACK
ET UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR LES OPERATEURS ELLIPTIQUES

DEGENERES
par Jean-Michel BONY

Les opérateurs elliptiques dégénérés du second ordre ont fait
I'objet de nombreux travaux, consacrés essentiellement au probléme
de Dirichlet : existence, unicité, régularité des solutions (voir [10],
[7] et [2]), et a I’hypoellipticité [6]. Nous nous intéressons ici prin-
cipalement aux diverses propriétés intervenant en théorie classique
du potentiel.

L’opérateur L, défini dans un ouvert de R”, étant du type
suivant

Lu = Xiu+Yu+au,

1

T~

ou X,,...,X,, Y sont des opérateurs différentiels homogénes du
premier ordre, nous obtenons les résult::is les plus importants sous
I'une ou l'autre des hypothéses suivantes :

1) L’algébre de Lie engendrée par X,,...,X, et Y est en
tout point de rang n.

2) L’algebre de Lie engendrée par X,,...,X, est en tout

point de rang n.

r

Sous I'hypothése 1), Hormander [6] a démontré que ’opérateur
L est hypoelliptique. Nous montrons ici que I'on peut résoudre
le probléeme de Dirichlet dans des ouverts convenables, (§ 5) et qu’il
existe une fonction de Green réguliére (§ 6). Nous obtenons ensuite,
pour ces opérateurs, la forme affaiblie de l’inégalité de Harnack
connue pour les opérateurs paraboliques (§ 7).

Sous I’hypothése 2), nous montrons que toute solution u de
Lu = 0 qui atteint son maximum en un point est constante (§ 3)
et nous obtenons la forme classique de I’inégalité de Harnack (§ 7).
Si, de plus, les coefficients de L sont analytiques, nous démontrons
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que toute solution u de Lu = 0 est identiquement nulle dés qu’elle
est nulle au voisinage d’un point (§ 4).

Ces théorémes sont conséquences de résultats précis sur la
propagation des maximums et la propagation des supports des
solutions u de Lu = O pour un opérateur L quelconque (§ § 3 et 4).
Leur démonstration repose sur des considérations de géométrie
infinitésimale (§ 2).

Enfin, nous étudions les relations des résultats précédents avec
les théories axiomatiques du potentiel (§ 8). Pour que les solutions
u de Lu = 0 satisfassent aux axiomes de Brelot (resp. de Bauer)
il suffit que I’hypothése 2) (resp. I'hypothése 1)) soit réalisée, ces
conditions étant d’ailleurs presque nécessaires. Du point de vue de
la théorie du potentiel, sous I’hypothése 2) (resp. ’hypothése 1)),
Popérateur L a exactement les mémes propriétés qu’un opérateur
elliptique (resp. parabolique).

1. Quelques définitions.

Dans tout ce travail, nous désignerons par L un opérateur
différentiel du second ordre, a coefficients réels de classe C*, défini
dans un ouvert connexe £ de R",

n

Lu(x) = 2 a;(x) uf;(x) + _‘é‘,‘ a;(x) uj(x) + a(x) u(x) ,

i,j=1
et possédant les trois propriétés suivantes :

1) La forme quadratique (ai,.(x)) est positive pour chaque x,
mais non nécessairement définie positive (L est un opérateur elliptique
dégénéré)

Vx EQ, VEER", Zq,(x) § §>0.

2) On a a(x) < 0 dans .

3) Il existe des champs de vecteurs(') X, X, etY,de
classe C*, tels que

() Nous identifierons toujours un champ de vecteurs X de composantes
a (x),...,0,(x),

avec Popérateur différentiel homogéne du premier ordre Xu (x) = Zo;(x) u; (x).
On note X* u = X(Xu).
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r
Lu= ) X: u+Yu+au.
k=1
Remarquons qu’un opérateur possédant la premiére propriété

ne posseéde pas nécessalrement la troisiéme. On ne peut pas toujours
décomposer la forme quadratique (a,.i(x)) en somme de carrés qui
soient des fonctions de x de classe C*. Il en est cependant ainsi lorsque
le rang de la matrice (a,.l.(x)) est constant.

Lorsque la seconde propriété n’est pas réalisée, on peut s’y
ramener localement moyennant une hypothése supplémentaire assez
faible (cf. proposition 5.1)

Les opérateurs elliptiques dégénérés possédent la propriété sui-
vante (forme faible du principe du maximum).

PROPOSITION 1.1. — Si une fonction u de classe C* atteint en
un point x un maximum local positif, on a Lu(x) < 0. Si ce maximum
est strictement positif et si a(x) <0, on a Lu(x) <O0.

En effet, la forme quadratique (u,f; (x)) est négative au point x,
d’ou Za;(x) u,',' (x) < 0. D’autre part, u;(x) =0, d’ou résulte la
proposition.

Le crochet [X, Y] de deux champs de vecteurs X et Y étant
défini par la relation [X, Y] u = Y(Xu) - X(Yu), nous introduisons
la notation suivante

DerINITION 1.1. — Etant donnée une famille de champs de vec-
teurs X, ,...,X,, nous désignerons par (X, ,...,X,) l'algébre de
Lie engendrée par X, ,...,X,, c’estd-dire le plus petit C™-module,
stable par 'opération crochet et contenant X, ,...,X,.

Pour que Z appartienne a £ (X, ,...,X,), il faut et il suffit

que Z soit égal 4 une somme finie de termes de la forme
X X, s X X

Le rang de £(X,,...,X,) en un point x est la dimension de
I’espace vectoriel formé par les vecteurs Z(x) lorsque Z parcourt
L£(X,;,...,X,). Si ce rang est constamment égal & p au voisinage
d’un point, on peut, d’aprés le théoréme de Frobenius, trouver
des coordonnées locales y,,...,y, telless que £(X, ,..., X)) soit
identique a I’ensemble des champs de vecteurs dont les composantes
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suivant Vps15--->Y, sont nulles. Si ce rang est égal & n en tout
point, tout champ de vecteurs appartient 4 £2(X, ,...,X,).

2. Quelques résultats de géométrie infinitésimale directe.

Dans le cas particulier ol les ensembles fermés considérés
sont limités par des surfaces réguliéres, les résultats démontrés
dans ce paragraphe sont des propriétés élémentaires des solutions
des équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre.
Pour souligner ces analogies, nous introduisons les deux définitions
suivantes, dans lesquelles F désigne un sous-ensemble fermé quelconque
de 'ouvert 2.

DEFINITION 2.1. — Un vecteur v est dit normal (extérieurement)
d F en un de ses points x,, s’il existe une boule ouverte contenue
dans QL[ F, centrée enun point x,, telle que x, soit adhérent d cette
boule, et que v = N(x, — x,), avec A > 0.

Remarquons que, en diminuant au besoin le rayon de la boule,
on peut toujours supposer que x, est le seul point de F adhérent
a cette boule.

DEFINITION 2.2. — Un champ de vecteurs X(x) est dit tangent
au fermé F si, pour tout point x, de F et tout vecteur v normal a F
en x,, les vecteurs X(x,) et v sont orthogonaux.

THEOREME 2.1. — Soient § un ouvert de R" et F un fermé de
Q. Soit X(x) un champ de vecteurs lipschitzien dans S2 et tangent
a F. Alors, toute courbe intégrale de X qui rencontre F en un point
est entiérement contenue dans F.

La démonstration de ce théoréme est trés voisine de la démons-
tration classique du théoréme d’unicité de Cauchy-Lipschitz pour
les solutions des équations différentielles ordinaires.

En raisonnant par I’absurde, supposons qu’il existe une courbe
x (¢) vérifiant x' () = X (x(¢)), rencontrant F et non contenue dans F.
On peut alors trouver un intervalle [z, , ¢,] tel que

x(t)=x, €F et x(@®¢F pour t€]J¢,1].
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Démontrons les deux lemmes suivants.

LeEMME 2.1. — Soit 6(t) la distance de x(t) @ F. Il existe une
constante positive K telle que, pour t appartenant d t,, t,] on ait
IO ) T ()

lim inf =-Ko6@).
h—>0 |h|

Soit h, une suite tendant vers O et soient x = x(¢) et
x,=x@t+hn,).

Pour chaque n soit y, une projection de x, sur F. En extrayant au
besoin une sous-suite, on peut supposer que y, converge vers un
point y de F qui est alors une projection de x. On a

1
8@ +h,)-0@)=
X @@ +hn,)-58@) ]

n

W, —x,1 — 1y, — x)

d’ou

f S(t+h)—-5@)

lim in ] =2 — | X(x)| |cos «] ,

ol « désigne I'angle des vecteurs X(x) et (y -- x). Par hypothése,
les vecteurs (y — x) et X(y) sont orthogonaux, d’ou, X étant
lipschitzien

lcos af < [sin (X(x) , XODI<K' 8(1),

ce qui démontre le lemme.

LEMME 2.2. — Soit f une fonction numérique continue sur un
intervalle et vérifiant en tout point t de cet intervalle

fim inf JEE W =TSO

im i 7 M avec M>0

alors f est lipschitzienne de rapport M.
En effet, supposons qu’il existe deux points s, et s, tels que

fGs,) — f(s;) = N(s; —s,) avec [N|>M.

Soit alors ®(¢) = f(t) — N(¢t — s,). Cette fonction admet un maxi-
mum sur lintervalle [s, ,s,] et, au point ou ce maximum est atteint,
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on aboutit facilement & une contradiction en considérant la quantité

L P+ h)—-D0
lim inf il .

Fin de la démonstration du théoréme 2.1. — Posons
. 1 _ ,
0= 1nf((tl — 1), -2-2-) et € =sup 6(f) pour tE[t,,t, + 0]

D’aprés les deux lemmes précédents, la fonction § est, dans cet inter-
valle, lipschitzienne de rapport Ke. D’ou sup 8 (¢) < 6Ke < g/2 pour
t €[ty ,t, + 0], ce qui est la contradiction cherchée.

ProPOSITION 2.1. — Soient X, ,...,X, des champs de vecteurs
de classe C” et soit Z appartenant a (X, ,...,X,). Toute courbe
intégrale de Z peut étre approchée uniformément par des courbes
différentiables par morceaux, dont chaque arc différentiable est
une courbe intégrale de l'un des champs de vecteurs X,.

Il suffit de démontrer la proposition dans les deux cas suivants :
Z=\X, +\X,, et Z=I[X,X].

On utilisera le lemme classique suivant.

LEMME 2.3. — Soit x(t) la solution de
X)) =Zx@®) ;x©0) =x,,

et soit d'autre part une fonction lipschitzienne y (t) vérifiant presque
partout

YO =Z0@) + @@ ;y0) =x, .

Alors 1x(8) — y (0 <€ﬁ (eM* — 1), o € = sup lw(®)| et o M est

la constante de Lipschitz de Z.
Pour une démonstration, voir par exemple [8] (chapitre V, § 4).

I cas. — Z(x) =N (X)Z,(x) + N, (x) Z,(x).

Considérons la courbe différentiable par morceaux I' décrite par
le point x(¢) et définie de la fagon suivante, 8 désignant un nombre
positif, et k parcourant ’ensemble des entiers :
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x(0) = x,

x'@®) =NQkOX, (x(®) pour tE[2kO,(2k + 1)0]

x'(t) = N, (2k0) X, (x (1)) pour t€E€[QRk+ 1)0,Q2k + 2)0].
Soit d’autre part I'; la ligne brisée décrite par le point y(¢), parcou-
rant d’'un mouvement uniforme le segment joignant les points x (2k6)
et x[(2k + 2)0] lorsque ¢ est compris entre k0 et (k + 1)0. D’aprés
le lemme 2.3., lorsque 6 tend vers 0, la courbe I'; converge uniformé-
ment vers la courbe intégrale de Z issue de x,,. D’autre part, la distance

entre I" et I'; tend vers O avec 6, ce qui démontre la proposition dans
ce premier cas.

2éme cas. — Z(x) = [X, (x), X, (0)].

Considérons la courbe différentiable par morceaux I' décrite par
le point x(¢) et définie par les conditions suivantes :

x(0) = x,

x'(t) = X, (x (@) pour t € [4k0, (4k + 1)6]

x'() =X, (x@®) pour t €[4k + 1)0, (4k + 2)0]

x'(t) = —X,(x(®) pour tE€E[(4k+ 2)0, (4k + 3)0]

x'(t) = —X,(x(#)) pour tE][(4k+ 3)0, (4k + 4)0].

Un calcul élémentaire montre que
x((4k + 4)0)— x(4k0) = 0>Z(4k0) + 0(6°) ,

ou la majoration du terme 0(6%) ne dépend que d’une borne des
dérivées secondes de X, et X,.

Soit alors I', la ligne brisée décrite par le point y(f) parcourant
d’un mouvement uniforme le segment joignant les poimats x(4k0) et
x((4k + 4)0) lorsque ¢ varie entre k0% et (k + 1)02. Lorsque 0
tend vers O, il résulte du lemme 2.3. que la courbe I'; converge uni-
formément vers la courbe intégrale de Z issue du point x,. D’autre
part, la distance entre I et I'; tend vers O avec 6, ce qui démontre
la proposition.

THEOREME 2.2. — Soient S0 un ouvert de R" et F un fermé
de K. Soient X, ,...,X, des champs de vecteurs de classe C~
dans S, chacun d’entre eux étant tangent au fermé F. Soit d’autre
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part Z appartenant a £(X, ,...,X,). Alors, Z est tangent au fermé F
et toute courbe intégrale de Z qui rencontre F en un point est entie-
rement contenue dans F.

En effet, soit I' une courbe intégrale de Z passant par le point
xo € F. On peut 'approcher par des courbes différentiables par mor-
ceaux dont chaque arc est une courbe intégrale de 'un des X;. D’aprés
le théoréme 2.1., ces courbes sont contenues dans F, et 4 la limite,
I' CF. Le champ de vecteurs Z est alors nécessairement tangent a F.
En effet, s’il existait une sphére extérieure 4 F et ne le rencontrant
qu’en un point x, et si la normale a la sphére en ce point n’était pas
orthogonale & Z(x), la courbe intégrale de Z passant par x, péné-
trerait dans la sphére et ne serait plus contenue dans F.

Le résultat suivant est un raffinement du théoréme 2.2., nous
nous bornerons a donner quelques indications sur sa démonstration.

THEOREME 2.3. — Soient X, ,...,X, des champs de vecteurs
tangents au fermé F, et soit Y un champ de vecteurs possédant la
propriété suivante : pour tout point x, de F et tout vecteur n normal
extérieurement a F en x, le produit scalaire n. Y (x,) est négatif. Soient
\ une fonction positive de classe C=, Z un champ de vecteurs appar-
tenant a £(X, ,...,X,), et x(t) une solution de

XO=Zx®)+AYxQ®) .

Alors, si on a x(t)) € F,on a x(t) € F pour t 2 t,.

Compte tenu de la proposition 2.1, on peut se ramener au
cas o on a x'(¢) = Y(x(¢)). La démonstration est alors semblable
a celle du théoréme 2.1., les lemmes 2.1. et 2.2. étant remplacés
par les résultats suivants (8(¢#) désignant toujours la distance du
point x(¢) &4 F) :

S(t+h)—-6(

1) lim inf ( ) @)
h—>0 |l
n<o

=—Ké(@)

2) Si une fonction continue f(¢), nulle pour ¢t = 0, vérifie

t+ h) - f(t
liminff(—-—-)——f—(—)>—M,M>O,
h—>0 |hl
h <O

on a f(t) < Mt pour t = 0.
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3. Propagation des maximums.

Rappelons que L posséde les propriétés énoncées au para-
graphe 1.

Lu =ZX;u + Yu + au = Zayuy + Zau; + au.

La proposition suivante généralise la démonstration classique de

Hopf de la forme forte du principe du maximum pour les opérateurs
elliptiques (cf. [9]).

ProrosITION 3.1. — Soit u une fonction de classe C? dans Q,
telle que Lu = 0. Supposons que le maximum de u soit positif, et
qu’il soit atteint en au moins un point de S). Soit F l'ensemble des
points ou u atteint son maximum. Chacun des champs de vecteurs X,
est alors tangent a F.

Soit en effet B une boule fermée de centre x,, de rayon p ren-
contrant F en un unique point x,. Nous allons montrer que la quan-
tité suivante :

a = Za;(x,) (xh — x}) & — x))
est nécessairement nulle, ce qui établit la proposition.
Supposons au contraire a > 0. Considérons la fonction suivante,
ou k est un nombre positif

2
—k|x—xq| _ _kpz

v(ix) =e e

On a
2
Lv(x,) = e ¥ [4k a« — 2k Z(a; + ;6 — xEN] .

Si k est choisi suffisamment grand, Lv est strictement positif au
point x,, et donc aussi dans un voisinage convenable V de x,. Consi-
dérons la fonction suivante, ou A est strictement positif :

wx)=ulx) + vk .

On a Lw > 0 dans V. Si on désigne par m le maximum de «, on a
w < m hors de B. D’autre part, & condition de choisir A assez petit,
on a w<m sur la partie de 0V située dans B par raison de compa-
cité. Comme w(x,) = m, la fonction w atteint un maximum positif
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en au moins un point de V. Ceci est incompatible avec Lw > 0
d’aprés le principe du maximum (proposition 1.1.).

THEOREME 3.1. — Soit u une fonction de classe C? dans Q,
vérifiant Lu = 0. Soit Z un champ de vecteurs appartenant a

LX,,...,X,)

et soit I" une courbe intégrale de Z. Si le maximum de u est positif
et est atteint en un point de T', ce maximum est atteint en tout
point de T'.

Ce résultat se déduit simplement de la proposition précédente
et du théoréme 2.2. On en déduit le corollaire suivant.

CoROLLAIRE 3.1. — Supposons que £(X, ,...,X,) soit en tout
point de rang n. Une fonction u de classe C? et vérifiant Lu=>0
ne peut atteindre son maximum positif en un point sans étre cons-
tante dans la composante connexe de ce point.

Remarque 3.1. — Un opérateur vérifiant ’hypothése du corol-
laire 3.1 peut étre tel que la forme quadratique (a,.i(x)) soit “trés
dégénérée” en chaque point. Il en est ainsi, par exemple, de I'opé-
rateur suivant, défini dans R""! (les coordonnées étant notées
Xo» Xy 5enesX,):

3’ 3 , 0 . 0\
L= 22 +(xowl+xo x, + ...+ x5 an> .

Remarque 3.2. — Le résultat précédent admet presque une
réciproque. Supposons en effet que, dans un ouvert non vide, le

rang de £(X,,...,X,) soit égal & p <n. Il résulte du théoréme
de Frobenius que 'on peut trouver des coordonnées locales n,,..., 1,
telles que I'opérateur L se mette sous la forme :
14 2 n
3 0°u ou
Lu= 2 —+ X o — +au.

) + Y
i,j=1 a" ani aTIi i=1 ani

En changeant au besoin n, en —n,, on peut trouver un sous-ouvert
non vide out o, < 0. La fonction v définie par v =0 pourn, < 0
et par v = — 173 pour 1, = 0, vérifie Lv > 0 et atteint un maximum
positif sans étre constante.
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Pour un opérateur possédant la propriété forte de maximum
énoncée dans le corollaire 3.1, le rang de £(X, ,...,X,) est donc
nécessairement égal a »n sur un ouvert dense.

De la méme mani€re, on peut montrer que le théoréme 3.1
est (presque) le meilleur résultat possible, lorsque Y appartient a
LX,,...,X,). Dans le cas général, le role de Y dans la propaga-
tion des maximums est précisé de la facon suivante.

THEOREME 3.2. — On suppose que le rang de £(X, ,...,X,)
est constant. Soit u une fonction de classe C? dans Q, vérifiant
Lu =2 0. Soit Z un champ de vecteurs appartenant @ (X, ,...,X,)
et soit x(t) une courbe vérifiant x'(t) = Z(x(t)) + A\Y(x(¢)) ou
\ est une fonction positive de classe C”. Supposons que le maximum
de u soit positif, et qu’il soit atteint au point x(t,). Ce maximum
est alors atteint au point x(t) pour t 2 t.

Compte tenu du théoréme 3.2, en désignant par F I’ensemble
des points ou u atteint son maximum, il suffit de montrer que
pour tout vecteur » normal & F en x,, le produit scalaire

V.Y (x,) est négatif. En désignant par p le rang de £(X, ,..., X)),
on peut trouver des coordonnées locales 7, ,...,n, telles que
p 2 n
0'u \ ou
Lu = Z . + 2 . — 4 au ,
i,j=1 Ol" an,. an,. i:l OL, an,.

et que la boule(®) de rayon 1, centrée au point d’abscisse 1 sur
laxe des 7m, ne rencontre F qu’a lorigine. Le théoréme sera dé-
montré si on peut prouver que o, est nécessairement négatif.

Les maximums se propageant selon les directions 7, , ..., Mp>
il en résulte que le cylindre défini par

7?,2,+1+"'+72,2,_1+(77n—1)2<1

ne contient pas de points de F en son intérieur. Soit § la fonction
définie par

S =eml+ ) +ni, -0l 0, -1,

ou 0 < g< 1. Lellipsoide d’équation 6§ <1 ne rencontre F qu’a
I'origine. Considérons la fonction

(®) Les termes “origine”, “boule”, ... sont ici relatifs aux nouvelles coordonnées.
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2
vx)=e % —1.

On a
P

L) =—2€ 2 o, + 2a, .
1
Si a, était strictement positif, on pourrait choisir € assez petit
pour que Ly soit strictement positif au voisinage de l'origine. On
aboutirait alors & une contradiction de la méme maniére que dans
la proposition 3.1. On a donc a, < 0, ce qui démontre le théoréme.

4. Unicité du probléme de Cauchy.

Pour ne pas introduire de notations supplémentaires, nous nous
bornons 4 I’étude des opérateurs L considérés jusqu’ici, bien que
les résultats de ce paragraphe s’étendent de fagon immédiate a toute

une classe d’opérateurs différentiels d’ordre quelconque (cf. remarque
4.2).

Rappelons qu’une surface définie au voisinage d’un point x, par
f(x) = f(x,), ou f est une fonction de classe C' telle que

grad f(x,) # 0,

est caractéristique en x, si

0, 0
Ea,,(xl) a_xf; (x,) -a—i-: x)=0

I1 est équivalent de dire que le vecteur grad f(x,) est orthogonal
aux vecteurs X, (x,) pour k=1,...,r

Le théoréme d’unicité de Holmgren (voir [5] théoréme 5.3.1)
peut s’énoncer ainsi :

On suppose que les coefficients de L sont analytiques. Soit
f(x) = f(x,) une surface non caractéristique en x,, et soit u une
distribution vérifiant Lu = 0. Si u est nulle pour f(x) < f(x,), u est
nulle au voisinage de x,.

DEFINITION 4.1. — Nous dirons que la surface définie par

fx) =fx,)
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est fortement caractéristique au point x, si le vecteur grad f(x,) est
orthogonal d Z(x,) pour tout Z appartenant ¢ £(X, ,...,X)).

THEOREME 4.1. — On suppose les coefficients de L analytiques.
Soit f(x) = f(x,) une surface non fortement caractéristique en x,.
Soit u une distribution vérifiant Lu = 0 et nulle pour f(x) < f(x,).
Alors u est nulle au voisinage de x,.

Soit F le support de u. Montrons que les champs de vecteurs
X, sont tangents & F. Pour toute boule rencontrant F en un unique
point y,, la distribution » est nulle & Pintérieur de la boule. Si la
sphére n’était pas caractéristique en y,, on devrait avoir ¥ = 0 au
voisinage de y,, ce qui contredit le fait que y, appartient au support
de u. La sphére est donc caractéristique au point y,, ce qui prouve
que les champs de vecteurs X, sont tangents a F. '

Revenant 4 I’hypothése, soit Z un élément de £(X, ,...,X,)
tel que Z(x,) ne soit pas orthogonal & grad f(x,). La courbe inté-
grale de Z passant par x, traverse en ce point la surface d’équation
f(x) = f(x,). Si x, appartenait & F, cette courbe intégrale devrait
étre contenue dans F, d’aprés le théoréme 2.2. La distribution u étant
nulle d’un cdté de la surface, il est donc impossible que le point x,

appartienne au support de u, ce qui démontre le théoréme.

Nous obtenons en fait un résultat un peu plus général que
lunicité du probléme de Cauchy, nous montrons que le support
d’une solution de Lu = 0 se propage le long des courbes intégrales
des champs de vecteurs de £(X, ,...,X,).

COROLLAIRE 4.1. — On suppose que les coefficients de l'opé-
rateur L sont analytiques, et que R£(X,,...,X,) est de rang n
en tout point. Soit u une distribution vérifiant Lu = 0 dans un
ouvert connexe. Si u est nulle au voisinage d’un point, u est iden-
tiquement nulle.

Cela résulte immédiatement du théoréme 4.1. Dans le cas ol
les coefficients ne sont plus analytiques, nous ne savons pas démon-
trer ce résultat. La méthode utilisée montre qu’il suffirait de dé-
montrer qu’il y a unicité du probléme de Cauchy pour les surfaces
non caractéristiques.

Remarque 4.1. — On peut montrer que si le rang de






