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SUR F ARITHMÉTIQUE
DES EXTENSIONS GALOISIENNES

A GROUPE DE GALOIS DIEDRAL D^ORDRE 2p

par Jacques MARTINET

Introduction.

Hilbert, dans son célèbre rapport sur la théorie des nombres
algébriques [10], donne l'énoncé suivant :

"Une extension abélienne K de degré M dont le discriminant D
est premier avec M possède une base normale" (Théorème 132).

Ce théorème peut s'énoncer sous la forme suivante : si une
extension abélienne K des rationnels de groupe de Galois G a un
discriminant premier avec son degré, l'anneau des entiers de K est
un Z[G]-module libre.

En fait, l'énoncé de Hilbert est encore vrai lorsqu'on remplace
la condition : "D est premier avec M" par la condition moins res-
trictive : "l'extension K/Q est modérément ramifiée" ; sa démons-
tration s'adapte aisément à ce cas. On peut trouver une autre dé-
monstration dans l'article de Leopoldt (Uber die Hauptordnung der
ganzen Elemente eines abeischen Zahikôrpers, Théorème 8 [12]) ;
le résultat sur les extensions modérément ramifiées y est un cas parti-
culier de son "Hauptsatz", théorème de structure sur les extensions
abéliennes absolues, valable sans hypothèse sur la ramification. Dans
tous les cas, les démonstrations se font en plongeant l'extension dans
un corps cyclotomique, ce qui ne permet pas d'étendre facilement
le résultat aux extensions non abéliennes.

Le résultat le plus important de ce travail est :
Soit N une extension galoisienne du corps Q des rationnels,

dont le groupe de galois G est un groupe diédral d'ordre 2p, p premier
impair. Alors, si l'extension N/Q est modérément ramifiée, l'anneau
des entiers de N est un Z[G]-module libre. (Théorème VI.6).
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D'autre part, on démontre (Théorème 11.1) :
Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions,

L une extension galoisienne de K, de groupe de Galois G, B la clôture
intégrale de A dans L. Alors, B est un module projectif sur A [G] si
et seulement si l'extension L/K est modérément ramifiée.

Ainsi, l'intérêt des résultats précédents est lié au problème de
l'existence de Z[G]-modules projectifs de type fini non libres, G étant
un groupe fini, abélien ou diédral d'ordre 2p. Ce problème est posé
par H. Cartan et S. Eilenberg (Homological algebra [5]), et a été
étudié par D.S. Rim. Soit G un groupe fini. On dit que deux Z[G]-
modules projectifs de type fini P et P' sont équivalents s'il existe
deux modules libres de type fini L et L/ tels que P © L soit isomorphe
à P1 © L'. La loi de composition (P , P') ——> P © P' munit l'ensemble
quotient P(G) d'une structure de groupe. Le résultat de D.S. Rim
s'énonce alors de la façon suivante :

Si G est un groupe cyclique d'ordre premier p, P(G) est iso-
morphe au groupe des classes d'idéaux du corps des racines p-ièmes
de l'unité. Il est bien connu que pour certaines valeurs de p, par
exemple p = 23, ce dernier groupe n'est pas réduit à l'élément neutre.

On possède un résultat analogue dans le cas où G est un groupe
diédral d'ordre 2p : M. P. Lee (Intégral représentations of dihedral
groups of order 2p [11]) a montré que P(G) était alors isomorphe
au groupe des classes d'idéaux du sous-corps réel maximal du corps
des racines p-ièmes de l'unité. On connaît des nombres premiers p,
par exemple p = 257, pour lesquels ce dernier groupe n'est pas réduit
à l'élément neutre. On trouve d'autres exemples dans l'article de
Ankeny-Chowla-Hasse (On thé class number of thé maximal real
subfield of a cyclotomic field [ 1 ]).

Plan du travail.

Le premier chapitre rappelle des résultats connus concernant les
modules sur les anneaux de Dedekind. On a insisté sur l'étude des
réseaux : pour deux réseaux X et X' d'un espace vectoriel V, relati-
vement à un anneau de Dedekind A, on définit une fonction x(X, X')
à valeurs dans le groupe des idéaux inversibles de A. Lorsque V est
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muni d'une forme bilinéaire non dégénérée, on sait en outre définir
le discriminant d'un réseau (voir J.P. Serre, Corps locaux. Chapitre III
[20]). On peut alors, soit en utilisant la fonction x? soit au moyen de
calculs de discriminants, étudier si un réseau est un module libre
sur A, ce qui permet de démontrer le "critère d'Artin" (Questions
de base minimale dans la théorie des nombres algébriques [2]). Ces
méthodes jouent un rôle important dans le chapitre IV.

On étudie dans le second chapitre les modules sur l'algèbre
A [G] d'un groupe fini G, A désignant un anneau de Dedekind» On
démontre le théorème 11.1 cité plus haut, et on étend la notion de
base normale à des extensions supposées seulement séparables.

Dans le troisième chapitre, et dans toute la suite, on considère
un anneau de Dedekind A, de corps des fractions H, et une extension
galoisienne N de H ayant pour groupe de Galois G un groupe diédral
d'ordre 2p. On détermine le discriminant de l'extension N/H. On
étudie la structure de l'anneau des entiers de N comme module sur
l'anneau des entiers de k, k désignant la sous extension de N quadra-
tique sur H.

Le quatrième chapitre est fondamental pour la suite. On étudie
l'arithmétique d'une sous extension K de H, de degré p sur H, par
la "méthode de Kummer". Notons K9 Fextension de H obtenue par
adjonction d'une racine primitive p-ième de l'unité a), et H le sous-
groupe d'ordre p de G ; on forme les "résolvantes de Lagrange"
< 9 , x > = S X(o~1) (oQ), associées à un élément 6 de K et à un

CT6H

caractère \ de H à valeurs dans le groupe multiplicatif de H'. Les/>^
résolvantes de Lagrange permettent de définir une sous-extension k de
N(co), contenue dans k(ù}). On ramène l'étude des entiers de K à
celle d'idéaux de k qui sont associés à K et à un caractère x- Nous
les appelons "idéaux essentiels de K relativement à x^- L'étude de
ces idéaux conduit directement aux résultats du chapitre suivant.

Dans le cinquième chapitre, on étudie les entiers de K. On
prouve en particulier que, si A est un anneau principal et si pA
est un idéal maximal de A, le A-module des entiers de K possède

une base du type 1, <^, V/, oi^ + a~^, o1^ + a"^ V/ ( 1 < i < —-—) ,

a désignant un élément d'ordre p de G.
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Le but du dernier chapitre est la démonstration du théorème
VI. 6, cité dans l'introduction. Supposons N/H modérément ramifiée.
Lorsque A est un anneau principal, dans lequel pA est un idéal
maximal, on prouve que le A-module des entiers de K possède une
base normale dans le sens du chapitre II. Lorsque A est l'anneau Z
des entiers rationnels, on construit une base normale d'entiers de
N/Q à l'aide d'une base normale d'entiers de K/Q, qui existe d'après
le résultat précédent, et d'une base normale d'entiers de ^/Q.



CHAPITRE 1

ANNEAUX DE DEDEKIND

1. Propriétés générales.

Les définitions et les résultats de ce chapitre peuvent être trouvés
dans les ouvrages suivants :

a) Bourbaki, Algèbre Commutative, Chapitre VII [4].
b) J.P. Serre, Corps Locaux, Chapitres I, III, IV [20].
c) Samuel-Zariski, Commutative Algebra, Volume I, Chapitre V

[19].
Rappelons qu'on appelle anneau de Dedekind un anneau com-

mutatif, unitaire, qui est noethérien, intégralement clos, et dans lequel
tout idéal premier non nul est maximal.

Soit A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L une
extension finie de K, B la clôture intégrale de A dans L. On sait
que B est un anneau de Dedekind (cf. Bourbaki, Algèbre Commu-
tative, Ch. VII, § 2, n° 5 corollaire 3 de la proposition V). Nous
supposons en outre l'extension L/K séparable ; il résulte de cette
hypothèse que B est un A-module de type fini (C.L., Ch. I, § ).

DEFINITION 1.1. - Soit % un idéal premier non nul de A ; l'idéal
^B de B s'écrit %B = V\ %^. L'entier e^ est appelé l'indice de

s'\ï
ramification de <Sf ; l'entier f^ = [B/%' : A/%] est appelé le degré
résiduel de SE'. L'extension L/K est dite modérément ramifiée en
<S! si :

1) B/S2' est une extension séparable de A/%
2) la caractéristique de A/% ne divise pas e^.
L'extension L/K est dite modérément ramifiée en un idéal non

nul tt de A si elle est modérément ramifiée en tout facteur premier
de tt B. L'extension L/K est dite modérément ramifiée si elle est
modérément ramifiée en tout idéal premier non nul de B.



6 JACQUES MARTINET

2. Modules de type fini sur un anneau de Dedekind.

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau de Dedekind, K son
corps des fractions, et M un A-module de type fini. Rappelons qu'on
appelle rang de M, et l'on note rg(M), l'entier n = dim^M «^ K.

THEOREME 1.1. — Supposons M sans torsion, de rang n > 0.
a) M est projectif
b) // existe des idéaux non nuls U ^ , . . . , U^ de A, tels que M

n
soit isomorphe à la somme directe © n^.

< = i
n

c) Si M' = ® ^f, les ^\ étant des idéaux fractionnaires non
/=i

nuls de A, M et M' sont des A-modules isomorphes si et seulement
si (n tt^) (F! ît^-1 est un idéal principal de A (cf. Bourbaki, Algèbre
Commutative, Ch. VII, § 4, n° 10, prop. 22 et 24 et exercice 19).

Il résulte du théorème ci-dessus que, étant donné un A-module
M de type fini, sans torsion de rang n > 0, on peut trouver un idéal U
tel que M ^ A71"1 ® ît, et que, si U ' est un idéal de A pour lequel
M ^ A"~1 ® U', n et tt ' sont équivalents. Cela nous permet de poser la

DEFINITION 1.2. — Etant donné un ^-module M, de type fini,
sans torsion, de rang n > 0, on appelle classe de M, et l'on note
c/^(M) (pu cl(M) lorsque aucune confusion n'est à craindre) la classe
d'un idéal tt de A tel que M est isomorphe à la somme directe A" ~1 © lî.
On convient que, si M est réduit à 0, sa classe est la classe des idéaux
principaux de A.

On montre facilement que, étant donnée une suite exacte
0 -> M' -» M ->• M" -> 0, où M', M, M" sont des A-modules de type
fini, sans torsion, c/(M) = c/(M') cl(U1').

Supposons maintenant que A ne soit pas un corps. Les A-
modules de torsion de type fini sont les A-modules de longueur finie.
Soit 6^ cette catégorie ; si M G ô^, M possède une suite de Jordan-
Hôlder 0 = MQ C M^ C ... C M^ = M, chaque quotient M^_^/M^ étant
isomorphe à un module A/SS^, où ̂  est un idéal maximal de A.
La suite des A/%^, à une permutation près des entiers 1,. . . , m, ne
dépend que de M.
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DEFINITION 1.3. - On pose \^(M) = ]"J ̂  .
1=1

L'application XA ̂  ^A ̂ ^ ^ groupe des idéaux fractionnaires
non nuls de A est multiplicative dans le sens suivant : si 0 -> M9 -> M
-> M" -> 0 est une suite exacte,

XA<M) = XA(M')XA(M") .

Si n É?^ M^ idéal non nul de A, A/ne (3^ ^ ^(A/^ = u (c- L-
Ch. I, § 5).

THEOREME 1.2. — Soit L une extension séparable de K, B la clô-
ture intégrale de A dans L, M E e^. ^4tor5, M E ô^, ^

XA(M) = NL/K(XB(M)) ,

NI^ désignant la norme de L pur rapport à K. £>z d'autres termes,
XA= NL/K° XB- (C.L. Ch. I, § 5, Prop. 12).

DEFINITION 1.4. - Soit M G Ô ^ . On appelle classe de M, et Von
note cl(M), la classe de l'idéal x^W. Clairement, c/(M) est multi-
plicative : si 0 -> M' -> M -> M" -> 0 est une suite exacte où M', M,
Mff e ®A » ^(M) =-c/(M') c/(M").

3. Réseaux.

Dans ce paragraphe, A est un anneau de Dedekind, K son corps
des fractions, et V un K-espace vectoriel de dimension n.

DEFINITION 1.5. — On appelle réseau de V (par rapport à A) un
sous-A-module de type fini de V, de rang n.

Si X est un réseau de V, il est facile de voir qu'on peut trouver
deux réseaux L^ et L^ de V, qui sont des A-modules libres, et qui
vérifient en outre L^ C X C L^ .

Si X^ et X^ sont deux réseaux de V, et si Xi C X^ , X^/Xi est
un module de longueur finie.
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PROPOSITION 1.1. - Soient X( et X, deux réseaux de V, et soit
X3 un réseau de V, inclus dans X, n X, . Alors, XA(X, 7X3). \^fXy)~l

ne dépend pas du choix de Xy (C.L. Ch. III, § 1, lemme 1).

DEFINITION 1.6. - On note x^, X,) (ou x(Xi , X,) lorsque
aucune confusion n'est à craindre) l'idéal

XA(Xi/X3)XA(X2/X3)-1.

Remarques :

1) x(Xi, X^ == A ; si X^ C X^ , x(X^ , X,) = XA^/X,) .

2) Si Xi , X^ , X3 sont trois réseaux de V,

X(Xi , X^) x(X, , X3) x(X3 , X,) = A

(C.L. Ch. III, § 1, Prop. 1).

3) Un réseau est un A-module de type fini, sans torsion. On
peut donc définir la classe d'un réseau (définition 1.2).

THEOREME 1.3. - Soient X^ et X^ deux réseaux de V. Alors,

c/(X2)=c/(x(Xi,X,))c/(Xi)

Démonstration. - Le théorème 1.1 entraîne qu'il existe des
éléments x^ , . . . , x^ de V et un idéal non nul U de A tels que
X^ = A.XI + • • • + Ax^_i + U^ , la somme étant directe. Notons
L le réseau Ax^ + • • • + Ax^ de V, qui est un A-module libre.
Comme x(L, X^) = x(L/X^) = x(A/tt) = »,

c / (X2)=c / (U)==c / (x (L ,X2) ) ,

et le théorème est démontré dans le cas où X^ = L.
Si Xi est un réseau libre de V, x(X^ , L) est un idéal principal

(C.L. Ch. I, § 5, lemme 3). On a alors x(Xi, X^) = x(Xi , L) x(L, X^),
d'où cl(X^) = c/(x(Xi, X^)). Dans le cas général, soit X3 un réseau
libre de V. La formule x(X^ , X^) = x(X3 , X^) x(X3 , XiF1 entraîne
l'égalité c/(x(Xi , X^)) = cl(X^) cl(X,r\ qui n'est autre que le ré-
sultat cherché.

Nous supposons maintenant V muni d'une forme bilinéaire non
dégénérée T. Pour un réseau X de V, on sait définir le discriminant
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de X par rapport à T (C.L. Ch. III, § 2). C'est un idéal fractionnaire
de A, noté A-p(X). Si X et X' sont deux réseaux de V, leurs discri-
minants sont reliés par la formule :

AT(X') = Ai.(X) x(X , X')2 (C.L. Ch. III, § 2, Prop. 5) .

On déduit alors immédiatement du théorème 1.3 et de la for-
mule ci-dessus le

THEOREME 1.4. (Théorème d'Artin). - Soient X et X' deux ré-
seaux de V, tt l'idéal fractionnaire de A vérifiant ^(X') = Ai.(X) tt2.
Alors,

cKX9) = c/(X). cl(U) .

COROLLAIRE. — Soit X un réseau de V, x^ , . . . , x^ des éléments
de X linéairement indépendants sur K, L le réseau Ax^ 4- • • • 4- Ax^ .
Pour que X soit un A-module libre, il faut et il suffit que le quotient
des discriminants de X et de L soit le carré d'un idéal principal.

Remarque. — L'énoncé ci-dessus a été donné par Artin [2], dans
le cas où V est une extension finie L du corps des fractions K de A,
X la clôture intégrale de A dans L, et T la trace définie par l'extension
L/K.

4. Discriminants dans les extensions séparables.

Dans les paragraphes IV et V, on considère un anneau de Dedekind
A, de corps des fractions, K, et une extension séparable L de K, de
degré fini n. On désigne par B la clôture intégrale de A dans L. B est
un réseau de L par rapport à A. Soit T la forme bilinéaire

(x , y) ——> Tr^/KOoO •

Elle est non dégénérée. Si X est un réseau de L (par rapport à A), on
notera Aj^(X) (ou A(X) lorsque aucune confusion n'est à craindre)
te discriminant de X par rapport à T. Le discriminant Aiw(B) de B
est appelé le discriminant de l'extension ; on écrira souvent A(L/K)
au lieu de A^/i^B)- Si X est un réseau de L,
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A(X)=A(L /K)XA(B,X) 2 .

Un cas particulier important est celui où X est un idéal fraction-
naire de B.

THEOREME 1.5. — Soit lî un idéal fractionnaire non nul de B.

i) A(n)=A(L/K)NL/K(î t ) 2

ii) c/A(n) = c/A(B)c/A(NL/K(tt)) .

Démonstration :

i) Si ûEK*, on a N^K^U) == ^N^dt) et A(ûlt) = Û^AC»).
On est donc ramené au cas où U C B. Alors,

AL/KW = A(L/K)XA(B , n)2 (§ liï). Comme n C B ,

XA(B , U) = XA(B/IÎ) = NL/K ° XB(B/U) (Théorème 1.2)

=N^(û).

ii) résulte immédiatement de i) et du théorème d'Artin (Théo-
rème 1.4).

5. La différente.

On conserve dans ce paragraphe les notations du § IV. Rappelons
que l'ensemble B* des x ^ L vérifiant TT^ÇX^CB est un idéal
fractionnaire de B contenant B (C.L., Ch. III, § 3). L'idéal inverse
B*~1, qui est donc un idéal entier de B, s'appelle la différente de
l'extension, nous le noterons Û^B/A ou ®L/K lo^que aucune confusion
n'est à craindre. Rappelons simplement les deux résultats suivants :

THEOREME 1.6. — Soit » (resp. n ) un idéal fractionnaire de B
(resp. de A) ; alors, TT^WC U ^==> ï6 C U(S)^. (cf. C.L.,
Ch. III, § 3, prop. 7).

THEOREME 1.7. - Soit %' un idéal premier non nul de B, % ̂ 'H A.
i) L/K est non ramifiée en ̂  <=====> 9^ ne divise pas û D i / y K *
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ii) L/K est non ramifiée en 9. < > gS ne divise pas A (L/K).
iii) Soit e l'indice de ramification de 9^ par rapport û%. Alors,

V exposant de ̂  dans ÛE>L/K est au moins égal à e — 1, et est égal à
e — 1 si et seulement si l'extension L/K est modérément ramifiée
en9.\
(cf. C.L., Ch. III, § 5, théorème 1 pour les assertions i) et ii), et
Samuel-Zariski, Commutative Algebra, Ch. V, théorème 28 pour
l'assertion iii)).

Le théorème 1.7 permet de calculer le discriminant d'une ex-
tension modérément ramifiée. Dans le cas où L/K est galoisienne de
groupe de Galois G, et où les extensions résiduelles sont séparables,
on peut calculer le discriminant en faisant intervenir la suite des
groupes de ramification. Etant donné un idéal premier non nul %'
de B, nous noterons G,(%') (ou G^ lorsque aucune confusion n'est à
craindre) la suite des groupes de ramification, l'indice i variant de
— 1 à + °°, G_i(%') désignant le groupe de décomposition de%\ et
Go(%') le groupe d'inertie de %' (C.L., Ch. I, § 7 et Ch. IV, § 1).

6. Extensions de Kummer.

Dans ce paragraphe, on se donne un anneau de Dedekind A, de
corps des fractions K, un nombre premier p, et une extension cyclique
L de K, de degré p. On suppose la caractéristique de K distincte de p,
et que K contient les racines p-ièmes de l'unité. Comme A est inté-
gralement clos, A lui-même contient les racines p-ièmes de l'unité.

On sait ([3], Ch. V, § 11, n° 6, prop. 6) qu'il existe Q G L, tel
que L = K(0) et ffl G K. On peut même supposer que 6 est un élément
de l'anneau B des éléments de L entiers sur K. Alors, û ^ ^ E K H B =A.

On peut déterminer le discriminant de l'extension L/K. Nous
énoncerons seulement le théorème suivant, dans lequel les notations
sont celles qui ont été introduites ci-dessus :

THEOREME 1.8. - Soit % un idéal maximal de A, ne divisant pas
pA, et soit n l'exposant de % dans a. Alors, l'extension L/K est modé-
rément ramifiée en %, et est ramifiée si et seulement si p ne divise pas n.
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Comme % ne divise pas pA, la caractéristique de A/% est distincte
de p. On en déduit immédiatement que L/K est modérément ramifiée.
La suite du théorème se démontre par des arguments standards, ana-
logues à ceux utilisés par Hecke ([9], Ch. V, § 39, Satz 118) pour
prouver le résultat dans le cas où A est un anneau d'entiers algébriques.



CHAPITRE II

MODULES SUR L'ALGEBRE D'UN GROUPE

Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés dans
ce chapitre sont des modules à gauche.

1. Caractérisation des modules projectifs.

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif, et G un
groupe fini.

Soit M un A[G]-module, et soit Mo le A-module sous-jacent
à M. A [G] ®A^O est mum d'une structure de A[G]-module à gauche
lorsqu'on fait opérer G par s ( t ^ x ) = st ®x pour tout x E M g , et
tout 5, tout t de G. Nous considérons la suite exacte de A[G]-modules :

0 -> Ker TT -> A[G] ̂ ^M^-^U^O,

où TT est défini par ir(s ® x) = sx.

DEFINITION 11.1. — On dit que M est un A[G]-module relative-
ment profectif si cette suite exacte est scindée.

PROPOSITION 11.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) M est un A[G]-module relativement profectif,

ii) // existe /€ End^M), tel que ^ sf(s~lx) = x, quel que soit
seG

x G M .
La proposition 11.1 est démontrée dans [5], chapitre XII, lorsque

A == Z ; la démonstration s'étend sans changement au cas d'un anneau
commutatif quelconque.

COROLLAIRE. — Si M est un A[G]-module relativement profectif,
M, considéré comme Z[G]-module, est relativement profectif
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En effet, le A-endomorphisme / de la condition ii) est un Z-
endomorphisme.

PROPOSITION 11.2. - Soit M un A[G]-module. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i) M est un A[G]-module projectif.
ii) M est un A[G]-module relativement projectif, et un A-module

projectif.
Pour une démonstration, voir [18], proposition 2-3.
Soient maintenant B un anneau commutatif, G un groupe fini

d'automorphismes de B, A l'anneau des invariants de G. B est muni
naturellement d'une structure de A[G]-module. On définit l'application
trace (en abrégé Tr) par Tr x = ^ sx, pour tout x ç B. L'application

seG

x -> Tr x est un A-homomorphisme de B dans A (donc un élément
de EndA(B)), et Tr(B) est un idéal de A.

PROPOSITION 11.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) B est un A[G]-module relativement profectif.
ii) Tr(B) = A.

Démonstration :

L'anneau B, considéré comme Z[G]-module, est relativement pro-
jectif (Proposition 11.1, corollaire), donc cohomologiquement trivial.
En particulier, H°(G,B) = 0.
Comme H°(G,B) == A/Tr(B), Tr(B) = A.

Si Tr(B) = A, il existe 9 E B, tel que Tr(0) = 1. Posons/Oc) = Qx.
L'application / est un A-endomorphisme de B et l'on a :

^ sf(s^x) = S sÇOs^x) = ^ s6 . x = Tr(0). x = x .
seG seG seG

B est donc un A[G]-module relativement projectif (Proposition 11.2).
Nous allons appliquer ce résultat au cas où G est le groupe de

Galois d'une extension galoisienne.
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2. Anneau des entiers d'une extension galoisienne.

THEOREME 11.1. — Soient A un anneau de Dedekind, K son corps
des fractions, L une extension galoisienne de K de degré fini, G son
groupe de Galois, B la clôture intégrale de A dans L.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) B est un A[G]-module projectif.
ii) Tr^K(B) = A

iii) L/K est modérément ramifiée (Ch. I, § II, définition 1.2).

Démonstration :

L'anneau B est un A-module de type fini, car L/K est séparable,
et sans torsion, donc projectif (Théorème 1.1, a). D'après la propo-
sition 11.1, i) équivaut à la condition B est un A[G]-module relati-
vement projectif ; l'équivalence de i) et de ii) résulte alors de la pro-
position 11.3, compte tenu de ce que Tr(B), au sens de cette propo-
sition, n'est autre que Tr^/i^B).

L'idéal Tr^/KW est distinct de A si et seulement s'il est contenu
dans un idéal maximal % de A. Pour que Tri,^(B) soit contenu dans
%, il faut et il suffit que SB divise (0^ (Théorème 1.6). Dans B,
% se décompose en un produit d'idéaux premiers sous la forme

%B = (n ^i)6' Mais <SS \0)^ < >^ \GS^ pour tout i <==> L/K

n'est pas modérément ramifiée en %^ (théorème 1.7), C.Q.F.D.

Remarque. — Lorsque L/K est simplement supposée séparable,
la condition "L/K est modérément ramifiée" implique encore que
l'on a Tr^/^B) = A : cela résulte immédiatement de la démonstration
ci-dessus. Mais la réciproque est inexacte : prenons K = Q, A = Z ;
soit L une extension cubique de Q, non galoisienne, telle que 3 ne
se ramifie pas dans L, mais telle que 2 se décompose sous la forme
2 B = S2®', avec % =^%\ Alors, L/K n'est pas modérément ramifiée,
mais Tri/K(B) = Z. On construit aisément un tel exemple à l'aide des
méthodes de [13].
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Le théorème 11.1 donne des conditions nécessaires pour que B
soit un A[G]-module libre. Ces conditions ne sont pas suffisantes :
d'une part, il peut se faire que B ne soit pas A-libre, et, même lorsque
B est un A-module libre, B peut ne pas être A[G]-libre. (Pour un
exemple, voir [13], chapitre 3, § 8, remarque).

3. Notions de base normale.

Dans ce paragraphe, on se donne une extension séparable finie
L/K. On pose n = [L : K]. Lorsque L/K est galoisienne, on note G
son groupe de Galois. Plus généralement, pour une extension galoi-
sienne quelconque L ' / K ' , le groupe de Galois de L'/K' sera noté
Gal(LVK').

On se donne en outre un sous-anneau B de L, ayant L pour
corps des fractions, et l'on pose A = B H K.

Rappelons d'abord la définition usuelle des bases normales.

DEFINITION 11.2. - Soit L/K galoisienne. S'il existe 0 G B , tel que
tout ( ^GB s'écrive sous la forme < ^ = ^ a(s)(s6), avec a(s)G.A,

seG

on dit que (sO)y^Q est une base normale de B/A (ou une A-base
normale de B). Cela s'exprime également en disant que B est un
A[G]-module libre, avec 0 comme A[G]-base.

Cas particulier.

B = L. Alors, A = K et l'on a le

THEOREME DE LA BASE NORMALE. - L/K possède toujours des bases
normales. En d'autres termes, L est un K[G]-module libre, (cf. [3],
Ch. V, § 10, n° 8, Théorème 5).

Nous aurons besoin au cours de ce travail d'une notion plus
générale de base normale, valable pour une extension séparable finie.
C'est l'objet de la définition suivante :

DEFINITION 11.3. - Soit L/K une extension séparable finie, î2 une
clôture séparable de L, N la plus petite extension de L contenue dans
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î2, qui soit galoisienne sur K (en abrégé, on dira que N est une clôture
galoisienne de L/K). Une A-base 6^ ,. . . , 9^ de K est dite normale
s'il existe un système T/(I^/$^) de représentants des classes à droite
de Gal(N/K) modulo Gal(N/L) et une base normale (ar^ ^^G-aHN/L)

l^C^TÎ

de N/K, tels que

fff -Tr^e^ S (ar^).
oreGal(N/L)

II est clair que cette définition ne dépend pas du choix de la
clôture galoisienne N de L/K, et qu'elle généralise la définition 11.2
correspondant à N = L.

PROPOSITION 11.4.
i) Si B/A possède une base normale, Tri/K(B) = A.
ii) Si B/A possède une base normale, les composantes d'un élé-

ment de A dans cette base sont égales.

Démonstration. — Soit @i , . . ., &„ une A-base normale de B,
N une clôture galoisienne de L/K. Avec les notations de la définition
ILS, 0f = TT^(Tf6') = ^ OTfO'. On peut écrire

oeH

1 = t a^ = ^a^OTiQ9.
i=\ i,a

Comme 1 est invariant par Gal(N/K), les éléments a^ sont égaux à a^ .
On a donc

•-.(s/,).
Si a G A, a = (aa^) (^ 0 ^ ) , ce qui prouve l'assertion ii). De plus,

\=i /

n n
l'égalité 1 = û^ S ^ prouve que ^ 0^ est un élément inversible

/=i /=i
de A. Pour tout i,

Tr^) = TW^) = S or,69 = ̂  0/ .
^icr
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II en résulte que Tr^/K^/) est un élément inversible de A, ce qui
prouve i).

PROPOSITION 11.5. — Supposons L/K galoisienne, de groupe de
Galois G, et soit I/ un corps intermédiaire entre K et L ; posons
B' = B H I/. On désigne par H le sous-groupe de G auquel appartient
I/ et par (Sf)^^^^ un système de représentants des classes à droite
de G mod H. Alors, si 6 est une A[G]-base de B, les éléments Tr^n'C^O)
de B9 constituent une A-base normale de B1.

Démonstration. - II est clair que, pour tout i, Tr^/i/C^) est un
élément de B\ Un élément ^ de B^ s^écrit de manière unique sous la
forme ^ = ^ a(t, ï)(ts.Q), les a(r, 0 étant des éléments de A.

fcH
l^i^n

Comme <^ est invariant par les éléments de H, on a pour tout i,
a(t, 0 = a(l , 0. Par conséquent, ^ = S a(l , i)( Z ^@) , ce qui

K/^w \eH /

prouve que les éléments Tr^i/C^) de B' constituent une base du A-
module B\

II reste à voir que les Tr^n'C^Ô) sont en fait une base normale
de B^/A. Soit N' là clôture galoisienne de I//K dans L. Le raison-
nement ci-dessus appliqué à B H N^ permet de ramener la démons-
tration de la proposition 11.5 au cas où L est une clôture galoisienne
de I//K ; c'est alors une conséquence immédiate de la définition 11.3.

4. Bases normales dans les extensions décomposées.

Dans ce paragraphe, on se donne un corps H, une extension ga-
loisienne N de H, de degré fini n, de groupe de Galois G, un sou&-
anneau A^ de N, ayant N pour corps des fractions ; on pose Aj^ = A^ H L
pour tout corps L intermédiaire entre H et N, et AK = A.

DEFINITION 11.4. — Soit k une extension intermédiaire entre H
et N, galoisienne sur H. On dît que l'extension N/H se décompose sur
k s'il existe une extension K intermédiaire entre H et N, linéairement
disjointe de k surK, telle que N = k(K). (voir [17], § III).
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Si H (resp. g) désigne le sous-groupe de G ayant k (resp. K)
pour corps des invariants, H est distingué dans G, et il existe une
section s : G/H -> G de l'application canonique q : G -> G/H, telle
que s (G/H) = g. On traduit cela en disant que le groupe G est produit
semi-direct de H et de g.

Dans le théorème suivant, nous adoptons les notations ci-dessus.

THEOREME 11.2. - Supposons que A^ possède une A-base nor-
male. Il en est alors de même de A^ (voir prop. 11.5). Si œ désigne un
élément de A^ dont les conjugués forment une base normale de
A^/A, il existe 0 G Ay , dont les conjugués forment une base normale
de AN/A, et tel que Tr^W = c»;.

Démonstration. - Le groupe de Galois de k/K est canoniquement
isomorphe par restriction à g. Soit 09 une A[G]-base de Ay. Posons
<^ = T^N/*^01) 5 ( À } f est une A[^]-base de A^ (proposition 11.5). Puisque
<x; et a/ sont deux A[^]-bases de A^ , il existe un élément inversible u
de A[g] tel que G) = u^9. Soit 6 = u0'. Du fait que u est inversible
dans A[g], donc dans A [G], 0 est une A[G]-base de A^ .

D'autre part, Tr^ô) = H s(u0'). Ecrivons u = ̂  a(t)t, où
S€H reg

a(t)ç.A. Alors,

Tr^(0) = Z sa(t)ie' = S a(t)t S O"1^
îeH ieg seïî
teg

= S a(t)t ( S ̂ ) = u^ = cj ,
re^ V^eH /

et 0 répond à la question.

PROPOSITION 11.6. - Supposons que Ajç et A^ possèdent des A--
bases normales. Alors, l'extension N/H est modérément ramifiée.

Démonstration. - II résulte de la proposition 11.4, i) que l'on a
^K/^K) =A» ^k/K^k) == A- Soient alors <p et co des éléments de
AK et A^ vérifiant Tr^/J^) = 1, Tr^(cj) == 1. L'élément o^ de
AN vérifie TrN^(o?^) = 1, ce qui prouve que N/H est modérément
ramifiée (Théorème 11.1).
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5. Bases quasi-normales.

On se donne dans ce paragraphe une extension séparable finie
L/K, avec [L : K] = n ; B désigne un sous-anneau de L, ayant L
pour corps des fractions, et l'on pose A = B H K.

DEFINITION 11.5. — On appelle base quasi-normale de B sur A,
ou A-base quasi-normale de B, une A-base de B du type 1, 0^ ,. . . , Q^ ,
vérifiant la propriété suivante : il existe une clôture galoisienne N
de L/K, une base normale Cî0),çGai(N/K) ^e N/K, et un système (s^\ ̂ ^ „
de représentants des classes à droite de Gal(N/K) modulo Gai (N/L),
tels que pour 1 < i < n, 0/ = Tr^nC^ 0).

Il est clair que, si B admet une A-base normale 6^ , . . ., 9^ ,
1, 0^ , . . . , 0^ est une A-base quasi-normale de B (en effet, on a vu

dans le courant de la démonstration de la proposition 11.5 que ^ 9^
i=l

est un élément inversible de A).
Réciproquement, si B admet une A-base quasi-normale, B peut

ne pas admettre de A-base normale, même si TT^(B) = A. (Pour un
exemple voir [13], Chapitre III, § 8, remarque).

La notion de base quasi-normale est intéressante parce qu'on
peut chercher de telles bases, même lorsque la condition Tr^(B) = A
n'est pas réalisée.

On peut par exemple montrer le

THEOREME. — Soit K/Q une extension cyclique de degré premier
des rationnels, A l'anneau des entiers de K. Alors, A possède toujours
des Z-bases quasi-normales.
(cf. [15], Chapitre III, § 2, corollaire du théorème 8).

Le cas d'une extension de degré premier dont la clôture galoi-
sienne a pour groupe de Galois le groupe non abélien d'ordre îp sera
examiné au chapitre V de ce travail.
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6. Résultats généraux sur les A[G]-modules.

Dans ce paragraphe, on se donne un anneau de Dedekind A, de
corps des fractions K, et un groupe fini G, dont l'ordre n'est pas
divisible par la caractéristique de K. On désigne par M un A[G]-module
projectif de type fini. On pose n = card G, et l'on note n' le rang
du A-module M(n' = dim^M^AK). R.G. Swan ([21]) a démontré le

THEOREME. - Supposons que M®^K soit un K[G]-module libre.
Alors :

1) n est un diviseur de n9 ; posons r =—•
n

2) Si r > 0, M ̂  AIGf"1®!, où î est un idéal projectif de
A[G].

3) Si u désigne un idéal non nul de A, on peut toujours choisir
l de façon à ce que 1 H A soit étranger à U .

L'hypothèse que M <s^K est K[G]-libre est réalisée dans les deux
cas suivants :

a) Les facteurs premiers de l'ordre de G ne sont pas inversible
dans A (Swan, loc. cit.).

b) M est la clôture intégrale de A dans une extension galoisienne
de K, ayant G pour groupe de Galois. En effet, M ^^ K est alors
visiblement isomorphe comme A[G]-module à L, et le théorème de
la base normale (§3) montre que L est K[G]-libre.

On montre à partir du théorème de Swan, le

COROLLAIRE. — Soit A un anneau de Dedekind semi-local (donc
principal), K son corps des fractions, L une extension galoisienne
de K, de groupe de Galois G, B la clôture intégrale de A dans L.

Si la caractéristique de K ne divise pas l'ordre de G, B est un
A[G]-module libre.

En effet, on a B ^ I, où 1 est un idéal projectif de A [G]. Notons
%i , . . . , % „ les idéaux maximaux de A, et posons U = %i . . . % „ .
On peut choisir 1 de façon que 1 H A soit étranger à tt ; on en déduit
alors que 1 H A = A, donc que 1 = A [G].

Remarque. — Un cas particulier de ce corollaire a été donné
par E. Noether ([15]).

3



CHAPITRE III

PROPRIETES DES EXTENSIONS DONT LE GROUPE DE
GALOIS EST UN GROUPE DIEDRAL D'ORDRE 2p

1. Notations.

Dans tout ce chapitre, on se donne un anneau de Dedekind A,
de corps des fractions H, et un nombre premier impair p.

On suppose la caractéristique de H distincte de p.
On se donne en outre une extension galoisienne N de H, de degré

2p, de groupe de Galois G. On suppose que G est un groupe diédral.
Il peut être défini par deux générateurs OQ et ïç , liés par relations
°ê = ^ r^ = l? aoTo = ̂ 'o0^19 ^ contient un sous-groupe d'ordre?,
soit H ; on note k le sous-corps de N fixe par H ; c'est une extension
quadratique de H. Soit K une sous-extension de degré p de N, et g le
sous-groupe de G qui lui ^appartient". K/H n'est pas une extension
galoisienne. Les conjugués de K sont les p corps aK(aEH), appar-
tenant aux sous-groupes aga~1 de G.

Pour toute extension L de H, nous noterons A^ la clôture inté-
grale de A dans L. Nous faisons sur A l'hypothèse supplémentaire
suivante :

Les corps résiduels de A sont des corps parfaits. Il résulte de
cette hypothèse que, pour toute extension L de H, de degré fini, les
corps résiduels de A^ sont des corps parfaits.

Si LI et L^ C L^ sont des extensions finies de H, nous noterons
®L /L ^a différente de A^ par rapport à A^ , et A(Li/L^) le discri-
minant de A^ par rapport à A^ .

On posera A(fe/n) = d, A(K/n) = D, A(N/Â;) = ûD,

A(N/K)= S, A(N/H)= D .

Enfin, pour toute extension L de H, nous noterons L' le corps
obtenu en adjoignant à L les racines p-ièmes de l'unité. Nous poserons
pour alléger l'écriture A' = A^ .
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2. Hypothèses supplémentaires sur l'anneau A.

Nous n'obtiendrons des résultats simples qu'en faisant des hypo-
thèses supplémentaires sur l'anneau A. Le plus souvent nous suppo-
serons que A vérifie les hypothèses suivantes :

Hypothèse (H). — p est inversible dans A, ou pA est un produit
d'idéaux maximaux distincts.

p-i
Hypothèse (H'). — Le polynôme ^ X^ est un polynôme irré-

i'=o
ductible de H [X].

PROPOSITION III. 1. - Pour que A vérifie l'hypothèse (H), il faut
et il suffît que, pour tout idéal premier non nul % de A, divisant
pA, A soit un anneau dévaluation discrète d'idéal maximal pA .

La démonstration de cette proposition est immédiate.

PROPOSITION III. 2.

a) Si l'hypothèse (H) est vérifiée, et si p n'est pas inversible
dans A l'hypothèse (H') est vérifiée.

b) Soit cj =^= 1 une racine p-ième de l'unité. Si les hypothèses (H)
et (H1) sont vérifiées. A' = A[o?], et le discriminant A(x//H) est
l'idéal p^2 A.

Démonstration :

a) Puisque p n'est pas inversible dans A, pA possède un facteur
^P — 1

premier %. Soit f(x) = jc^1 + • • - + x + 1. On a f(x) = ———— »
x - 1

p-i
d'où f(x + 1) = j^-1 + ^ C^jc^-1 ; il est clair que/Oc + 1) est

fc=i
un polynôme d'Eisenstein, d'où a) ;

b) II suffit de faire la démonstration lorsque A est un anneau
de valuation discrète. Soit % son idéal maximal ; si %lpA, il résulte
de a) que A' = A[o? — l], donc A' = A[o;]. D'autre part,
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,,, , pxr-^x- l ) - ( x P - 1)
f(x)=———(x~ïy———'

donc /'(co) =————• Donc, si % ne divise pas pA, /'(a)) est une
a? - 1

unité de A', ce qui entraîne A' = A[c^]. La différente est alors
ÛD^/A == A^A' (C.L., Ch. I, § 6, prop. 17). Le discriminant de

H^HestN^-^)^-2^

3. Ramification dans N des idéaux premiers de A.

Nous étudions les diverses possibilités qu'ont les idéaux de A de
se ramifier dans N, et nous calculons les discriminants de N et de ses
sous-corps. Rappelons que, % ' désignant un idéal maximal de A^ , on
note G^9) (resp. H/%')) la suite des groupes de ramification de %'
dans G (resp. H) (Ch. I, § V).

PROPOSITION III.3. — Soit % un idéal premier non nul de A ne
divisant pas pA, ramifié dans k, et définissons 91 par %A^ = %'2.
Alors ̂  est dans N un produit de p idéaux premiers distincts.

Démonstration. - N/fc étant cyclique de degré p, la décompo-
sition de %' dans N ne peut prendre que l'une des formes suivantes :

i) Q^AN reste premier

ii) %'AN == ^ffp

iii) %'AN = %î ' . . .SÇ, les %^ étant distincts.

Nous allons montrer successivement l'impossibilité de i) et de ii).
i) Si %' reste premier, G_^') = G, H_i(^) = H, Ho(^) = IH.

Comme N/H est ramifiée en %, GQ^) n'est pas réduit à l'élément
neutre. Mais G^) H H = H^). (C.L., Ch. IV, § 1, Prop. 2). Donc,
Go(%') est un sous-groupe d'ordre 2 de G ; mais cela est impossible,
car Go(%') doit être distingué dans G_^') = G.
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ii) Supposons que l'on ait ̂ A^ = ̂ ffp. L'extension N/H est alors
totalement ramifiée en %, ce qui entraîne G_i(%^) = Go(%") = G.
Mais N/fe est modérément ramifiée en % ' : en effet, comme % ne
divise pas pA, la caractéristique de A/%, donc aussi celle de A^/%\
est distincte de p, et ne peut donc pas diviser l'indice de ramification
de %" par rapport à %', qui est égal à p. On a donc H^ (%") = !„, ce
qui prouve que G^91) est un sous-groupe de G dont l'ordre est au
plus 2 (car Gi (%") H H = t^ (%")). Comme G^11) est un sous-
groupe distingué de G_i = G (C.L. Ch. IV, § 1), on a nécessairement
G^(Q2") = 1. Mais on sait que Gç/Gi est un groupe cyclique (C.L.
Ch. IV, § 2, corollaire 1 de la proposition 7), ce qui conduit à une
contradiction, car GJG^ est isomorphe à G.

Remarque. — La démonstration de l'impossibilité de i) n'utilise
pas le fait que % ne divise pas pA.

PROPOSITION III.4. - Soit % un idéal premier non nul de A,
divisant pA, totalement ramifié dans N ; écrivons %AN = <Siff2p. Soit
G^ (resp. H^) la suite des groupes de ramification de €^11 dans G
(resp. H), et soit t l'entier pour lequel G^ = ^ { 1}, G^+^ = {1}. Alors,
t est impair, au moins égal à 1, et G^ = H^ pour i > 1.

Démonstration. — Comme N/H est totalement ramifiée en îS,
G^ = Go = G. Comme A/% est de caractéristique p, les G^ , pour
i > 1, sont des p-groupes. Comme H^ = G/ H H, G^ = H/ pour i > 1.
L'extension N/fc n'étant pas modérément ramifiée en %", 1̂  n'est
pas réduit à l'élément neutre, ce qui montre l'inégalité t > 1. Il reste
à voir que t est impair. Pour cela, nous utiliserons le lemme suivant
(C.L. Ch. IV, § 1, Prop. 2).

LEMME. — Soit L^/L^ une extension galoisienne, B un anneau
de Dedekind ayant L^ pour corps des fractions, % un idéal premier
non nul de B, G .̂ la suite des groupes de ramification de^. Soit
s e GQ , s ' e G/ , s ' ^ G/+i , avec i > 1. Alors,

ss's-1^-1 G G^i <===> s^ G Ci

(C.L. Ch. IV, § 2, Prop. 9, Cor. 1).
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Nous allons appliquer ce lemme en prenant pour s un élément r
d'ordre 2 de G, et pour s ' un élément a de G^, autre que l'élément
neutre (un tel élément existe, par définition de 0. Comme a est
d'ordre p dans G, rar^a'1 = a~2 ^= 1. Donc, TaT~la~l^.G^+^,
d'où l'on déduit que r^ G^ , ce qui implique que t est impair.

Pour calculer le discriminant de N/fc, nous aurons besoin de
majorer l'entier t défini dans la proposition précédente. Nous par-
viendrons à ce but en utilisant l'hypothèse (H) et le lemme suivant :

LEMME III. 1. — Soit A un anneau de Dedekind, K son corps
des fractions, L une extension cyclique de K, de degré p. On suppose
la caractéristique de K différente de p. Soit % un idéal premier non
nul de A, totalement ramifié dans L, %' l'idéal de L au-dessus de^K,
Gf la suite des groupes de ramification de %', t l'entier pour lequel
Gf + (1), G^+i = (1). On suppose que %lpA, et Von appelle e, l'expo-

sant de ® dans pA ; alors, 1 < t < | ——— |, [x] désignant la partie
L P - I J

entière du nombre rationnel x.

Démonstration. - Comme ^A^. = (S1P, L ' / K ' n'est pas modéré-
ment ramifiée en % ; donc, t > 1. Comme on ne change pas la suite
des groupes de ramification de %' en localisant en%, on peut supposer
que A est un anneau de valuation discrète, d'idéal maximal %. Comme
^i/yic'O) = P » et P ^ ^ ^ , Tr^/K^i/)3^- D'autre part, la dif-
férente Û)^K- est (0^^. ==®^+l)^-l). (C.L. Ch. IV, § 1, Prop. 4).
On a les implications suivantes :

t>\ -pe\==^t>p^ => ( r + l ) (p- \)>pe^p-\Y^p - i j p—\
===> o + i) (p - i) > p(^ + i) ==>

^I^LVK'

(carOi^Ai^®^0)

===>A^C%e+l®^

===>Tr^(ALOC%e+l

(Ch. I, § V, Théorème 1.6), ce qui contredit ^U/K'^L') D (s€ '
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Nous sommes maintenant en mesure de préciser le discriminant
de N/fc, lorsque A vérifie l'hypothèse (H).

THEOREME III. 1. - Supposons l'hypothèse (H) vérifiée. Le dis-
criminant (S) de N/fc est alors la puissance (p - l)-ième d'un idéal 3
de A. Plus précisément,

s = u / n ç^/ n ^f n %
S ramifié dans \ \ ^ ramifié dans \ \ 9 totalement

<P/pAN/« i l T |pAN/K J l ramifié
s Ï d f \ s ) [ d f ^ dans^/K.

U désignant un idéal entier de A, produit d'idéaux premiers distincts
de A totalement ramifiés (donc divisant pA) \deplus, U = A sip > 5.

Démonstration. — II est clair qu'il suffit de démontrer le théo-
rème lorsque A est un anneau de valuation discrète, en distinguant
plusieurs cas suivant la ramification dans N de l'idéal maximal S de A.
Comme N/H est galoisienne, la différente Û>N/« es^ un idéal de N,
invariant par G. Par conséquent, si % se décompose dans k sous la
forme %A^ = %^ 9^, S^ et %^ ont même exposant dans (3).

Cas 1.

% ne divise pas pA. On voit (Proposition III. 3) que, si % se ramifie
dans fe, % et (D sont étrangers.

On est donc ramené à la situation suivante : % ne divise pas dA,
et, %^ désignant un idéal de Aj^ au-dessus de %, %^ A^ = %^. Comme
N/fe est modérément ramifiée en %i (car, %i ne divisant pas pA, la
caractéristique de A/%i est distincte de p), l'exposant de %^ dans
û) est égal à p — 1. Les idéaux de Ajç au-dessus de % ayant même
exposant dans <î>, (D=(3ip~\

Cas 2.

%lpA, % / ûfA. Si % ne se ramifie pas dans N,% &t® sont pre-
miers entre eux. Si % se ramifie dans N, et si % ^ désigne un idéal
premier de A^ au-dessus de%, S^AN = Sî^. L'exposant de %i dans
(D est (r + l)(p - 1), où t est l'entier pour lequel H^(%') ̂  (1),
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H^(%') = (1). On peut alors appliquer le lemme III. 1, avec e = 1,

car %i |pA^ , %î / pA^ . On a donc 1 < t < 1 — ^ — ] , d'où r = 1
I P - 1

car p < 3. L -
L'exposant de S^ dans 6i) est donc 2(p - 1), ce qui entraîne

l'égalité
^<g2(p-l^

Cas 3.

S |pA et % |rfA. Si % n'est pas totalement ramifié, % et ® sont
premiers entre eux. Supposons donc % totalement ramifié, et posons
%A^ = ÎS^^AN = S .̂ Avec les notations introduites dans le cas 2,
(0 = S;^1)^-1). On sait que t est impair et > 1 (proposition III.4).

f + i tp_^\
On peut donc écrire (0 = S 2 , ou encore û) = S^"0 U^1

t-i ?

avec n = 9^. Mais %A^ = %'2 ; donc, <Sfî\p^ ,%'3 /pA^. On peut
donc appliquer le lemme III. 1, avec e = 2. On en déduit l'inégalité
t < j ———f • Si p = 3, —p = 3 ; on a donc t = 1 ou t = 3,

d'où U = % ou H = A. Si p > 5, —2P- = 2 + -̂ -1 = 2
L P - U L P -U

comme r est impair, t = 1, et U = A, ce qui achève de prouver le
théorème.

Remarque 1. - Lorsque p = 3, l'éventualité U ^ A se présente
effectivement : c'est le "cas 9" dans [13].

Remarque 2. - Nous verrons au cours du chapitre IV comment
calculer effectivement ®.

Remarque 3. - Si l'hypothèse (H) n'est pas vérifiée, pour tout
idéal premier non nul %' de A^ , l'exposant de %' dans (D est encore
égal à (p - 1) (r + 1), et 03 est donc toujours la puissance (p - l)-ième
d'un idéal 3 de A^ . Mais 3 est plus nécessairement un idéal de A.
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COROLLAIRE.

0^^pg2(p-l) ^ ^y.̂

D = A(klK)P N (̂(D) = rfPQ)2 = ̂ â2^-^

4. Ramification dans K.

PROPOSITION III. 5. — (Ramification dans A^ des idéaux premiers
de A^).

Soit % MM fd^a/ premier non nul de A, 9^ tes idéaux premiers de
AK au-dessus de %. Ator5, ô ^r divisible par l'un des^ si et seulement
si % | d, ,̂ 5f cette dernière condition est réalisée, un et un seul des
9^ divise ô. De plus, N^(S) = d.

Démonstration. — On peut supposer pour faire la démonstration
que A est un anneau de valuation discrète. Si o^ , c^ est une A-base
de A^, <*^ , c^ est une A^-base d'un sous-anneau de A^ , car k et
K sont linéairement disjointes. Il en résulte que ô|d. Donc, si l'un
des %J ô, il divise aussi d et, par conséquent %|d.

Supposons donc que %|d. Si % | 3, %AN = ^[2P, (cf. Théorème
III. 1) %AK = %? , avec %i = %î H AK . De plus, % |pA (Proposition
III. 3). Les extensions N/K et k/K sont alors totalement et modérément
ramifiées en %. On a donc ô = % i , d = % , et d = N^(6), car,
%i étant du premier degré, N^^i) =9î. Supposons maintenant que
% / 3 . On a alors %A^ = %'2, %'AN = n ̂  , avec < = a< (Pro-

oreH
position III.3). Les groupes de décomposition des %^ sont des groupes
d'ordre 2, conjugués de l'un d'entre eux. Quitte à modifier l'indexation
des %^ , on peut supposer que K est le corps de décomposition de%'i .
Posons %i = 9\ H AK , 9^ = NN/K(^ ). Alors, dans K, %AK = %i THf ^ ,

^i
le produit étant calculé pour a parcourant les classes de conjugaison
de H par G. ̂  se ramifie dans N, les %^ se décomposent pour a ̂  1.
Donc, %i | S, ï£^ / 6 pour a =^ 1. Lorsqu'on complète A, le complété
N de N s'identifie à un produit de p corps quadratiques, et la clôture
intégrale de A dans chacun de ces corps est un anneau de valuation
discrète ayant pour idéal maximal le complétée de%^ (C.L. Ch. II,
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§ 3, Théorème I). L'égalité d = N^(ô) résulte alors de CL., Ch. III,
§ 4, corollaire de la proposition 10.

THEOREME III. 2. - On suppose que A vérifie l'hypothèse (H).

i) D=dp^3p-l.
n) Un idéal maximal % de A se ramifie dans K si et seulement

si % |D. Si S; |3, % devient dans K /a puissance p-ième d'un idéal
premier. Si % | d, % / 3, % se décompose dans K 50^ la forme
%AK = %i 9^ . .. %|^, les <S.^ étant des idéaux premiers de A^ deux

~~~T"
à deux distincts.

Démonstration :

i) D = d^20"^ == D^K/JÔ). On a donc

D2 ̂ ^S2^), d'où i).

ii) Le fait que les seuls idéaux de A ramifiés dans K sont ceux
qui divisent D est évident ; le reste du théorème résulte trivialement
des calculs effectués au cours des démonstrations des propositions
IIL3 et Iiï.5.

5. Structure du A^-module A^.

THEOREME III.3. — On suppose que A vérifie l'hypothèse (H).
Alors, si AK et Ajç sont des A-modules libres, Ay est un A^-

module libre ; en particulier, si A est principal, A^ est Ajç-libre.
La démonstration de ce théorème s'appuiera sur le

LEMME III. 2. — Soit L une extension quadratique séparable deK,
B la clôture intégrale de A dans L. Alors, si B est un A-module libre,
la différente (O^i^ est un idéal principal de B.
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Démonstration du lemme :

Cas L

La caractéristique de H est différente de 2. On peut écrire
L = H(0), avec O2 = m G H. Le discriminant du réseau A 4- AO de L
est égal à 4m ; comme B est A-libre, d/(4m) est le carré d'un idéal
principal de A (Théorème d'Artin). Comme 4m = (20)2 et d = ®^ ,
®L/K est 10len un ^déal principal de B.

Cas 2.

H est de caractéristique 2. Comme L/H est séparable, on peut
écrire L = H(0), 0 étant racine d'une équation x2 + ax + & = 0, dans
laquelle a =^ 0. Le discriminant du réseau A + A0 de L est 4é - a2 = a2,
ce qui prouve que d/a2 est le carré d'un idéal principal de A, donc
que ®L/^ est un idéal principal de A.

Démonstration du théorème. - Soit û;i , . . . , a? une A-base de
AK . Le réseau A^i + • • • 4- A^cOp de N par rapport à A^ a pour

P-I
discriminant D = d 2 ^p-1. Le discriminant de A^ par rapport à

p-i
A^ est 3 p . Le quotient de ces deux discriminants est d 2 , ce qu'on

/ £-^L\2

peut encore écrire ®^1 = \((Q^) 2 ) • Comme ®^ est un idéal
principal, le théorème d'Artin montre que A^ est un A^-module libre.

Si A est principal, A^ et A^ , qui sont des A-modules de type
fini, sans torsion, sont libres et A^ est bien un A^-module libre.

Remarque 1. - Le théorème d'Artin montre que, si A^ est un
A-module libre, A^ est un A^-module libre si et seulement si d / 6
est le carré d'un idéal principal de A^. Cette condition peut ne pas
être réalisée, même si A est principal. Pour un exemple, voir [13],
Ch. II, § 2, exemple.

Remarque 2. - Le problème de la recherche de bases de A^/A^
est traité dans [14], lorsque p = 3, A étant l'anneau Z des entiers
rationnels.
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Le tableau suivant résume les décompositions possibles dans
k, N et K d'un idéal premier non nul de A.

Idéal maximal
^ de A

^ \d
%| »====> ^{pA

^\d
^ Ï Ï

9.ïd

^l3f

^non
ramifié
dans N

Décomposition
dans A^

<3i'2

^'2

^f

<3if^f

^

^i

Décomposition
dans AN

^2P

^...^p2

^î'f

^ÎP^

^(1)
6e'l...6lîp(2)

%;<
%; .. .%p%;\..%^

Décomposition
dans A^

6gPj, ^

W...^

«î
a,

«i%î...a^(3)

«i
®, . . .®p

(1) Cette éventualité ne peut pas se produire lorsque A/% est un corps quasi-fini
(en particulier fini). C'est par exemple le cas lorsque A est l'anneau des entiers
d'un corps de nombres. Par contre, % reste premier lorsque A est un anneau
de polynôme à une variable sur un corps, et N provient d'une extension du
corps des constantes.

(2) Les idéaux ̂  ,. . . ,%p sont de degré 2.
(3) On peut supposer que %i est de degré 1, ^2 ' • • • > ^ p + i étant de d^6 2-

L'idéal ^ reste alors premier dans A^, devenant de degré 2. Les idéaux
^,.. ., ̂  +1 , au contraire, se décomposent dans A^ en un produit de deux

idéaux premiers du second degré.



CHAPITRE IV

ADJONCTION DES RACINES DE L'UNITE

On conserve les notations du chapitre III. Dans tout ce chapitre,
nous supposons en outre que H vérifie l'hypothèse (H'). Rappelons que,
pour un corps L, I/ désigne l'extension de L obtenue en adjoignant
à L les racines p-ièmes de l'unité. L'hypothèse (H') signifie que l'on a
[H': H] = p - 1.

Nous supposerons en outre que H n'est pas de caractéristique 2.

1. Le corps N .̂

DEFINITION IV.l. - On désigne parK^ la sous-extension de K ' / K
P - 1de degré ——— sur H.

On a donc [n : HQ 1 = 2. Nous poserons, pour alléger l'écriture,
.*\.<» —" £\ d f\..,* ~~ - — o •

Remarque. — Si H = Q, H^ est le sous-corps réel maximal de Q\
Nous allons maintenant distinguer deux cas, selon que k et H'

sont ou ne sont pas des extensions linéairement disjointes de H ; mais,
dans tous les cas, nous notons G' le groupe de Galois de N'/H.

Cas A. k n'est pas un sous-corps de K\

Le groupe de Galois de î i ' / H ' est canoniquement isomorphe par
restriction au groupe de Galois G de N/H ; dans cet isomorphisme, le
groupe de Galois de î i ' / k 9 a pour image H. Nous convenons de noter
encore G le groupe de Galois de î i ' / K ' et H celui de N'/^. Nous
notons r l'élément d'ordre 2 de G laissant fixe K ' , et g le groupe de
Galois de N'/N. Le groupe g est canoniquement isomorphe par res-
triction au groupe de Galois de K ' / K ; il est donc cyclique d'ordre
p — 1. Pour tout i ̂  0 mod p, il existe un élément et un seul de g,
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noté S f , vérifiant ^co = (jù1 pour toute racine p-ième de l'unité a;
de N\

L'application < -^ ̂  est un isomorphisme de (Z/pZ)* sur ^. Le
groupe G' est isomorphe au produit direct de G et g, et g est le
centre de G'.

Le graphique suivant résume la situation. A côté de chaque corps
figure le sous-groupe de G' auquel il appartient :

(g , T) K-

G ' = ( H , ^ , r ) ( H , r , 5 - l )

On peut définir G1 par trois générateurs : Oç engendrant H, s en-
gendrant g, et r, et six relations :

aS = l r2 = 1 sP-1 = 1

Ta0 = ^O17 slo0 = ̂  T5 = 5T.

Dans la suite, nous serons amenés à distinguer 2 cas suivant que
p est congru à 1 ou — 1 mod 4. Ces cas seront notés respectivement
A^ et A^ .

Cas B. k est un sous-corps de H\

On a alors k9 = H'. Le groupe de Galois de N'/Â/ est canoni-
quement isomorphe par restriction au groupe de Galois H de N/Jk ;
on notera encore H le groupe de Galois de N ' / k ' . Le groupe de Galois
g de N'/K est canoniquement isomorphe par restriction au groupe
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de Galois de K ' / K . On notera encore ^ ses éléments, ^ étant carac-
térisé par SfG} = c^ pour toute racine p-ième de l'unité G}. Le groupe
G' est produit semi-direct de son sous-groupe distingué H par g, ce
dernier opérant sur H par shs~1 = h si s G g2, shs~1 = h~1 si s C g ,
s^g2. Il résulte de cette remarque que le centre de G' est cette fois
g2 (ensemble des carrés des éléments de g), et a N pour corps des
invariants. Le groupe g lui-même n'est pas distingué dans G'.

Si p = 1 mod 4, G' ne contient aucun sous-groupe isomorphe à
G, car les éléments d'ordre 2 de G' sont visiblement dans g2, donc
dans le centre de G'. Ce cas sera désigné dans la suite par "cas B^ ".

Si p = 3 mod 4, g contient un élément d'ordre 2, à savoir s_
qui n'est pas dans le centre de G'. Le sous-groupe de G' engendré
par H et 5_i , est isomorphe à G. Son corps des invariants est le

sous-corps Ho de n9 de degré—-— sur H. Ce cas sera désigné par

"cas B^\

Le graphique suivant résume la situation. A côté de chaque
corps figure le sous-groupe de G' auquel il appartient :

G - ( H , ^ )

On peut définir G' par deux générateurs : Oç engendrant H et s
engendrant g, et trois relations :

a^= 1 sP-1 = 1 sa = a-1 s .

Remarque 1. - Dans le cas B, k est le corps n(^/(- l)"2"?).
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Remarque 2. - Dans le cas B^ , k est un sous-corps de HQ .
Dans le cas B^ , k n'est pas inclus dansn^ , et H' est le corps com-
posé de k et de KQ .

2. Résolvantes de Lagrange.

Notons H* le groupe des caractères de H à valeurs dans le groupe
multiplicatif de n' ; c'est un groupe d'ordre p. Désignons par Xo le

caractère trivial ; on a donc x^Ça) = l P0^ fout a G H.

DEFINITION IV.2. - Soit 0 e N', X e H*. On appelle résolvante
de Lagrange de 0 et de \, et l'on note < 6 , x > l'expression :

<0 ,x>= Z x^-1)^).
acH

Pour pouvoir écrire commodément les formules relatives aux
résolvantes de Lagrange, nous introduisons la

DEFINITION IV.3. - Soit i un entier, i ̂  0 mod p. On appelle i '
l'entier défini de la manière suivante :

— Dans le cas A, i ' = i
— Dans le cas B, i ' = i si i est reste quadratique mod p

i ' = — i si i n'est pas reste quadratique.

Remarque. — si a € H

SfO = aSf si i = i ' , s^a = a"1^ si i = — i 9 .

PROPOSITION IV. 1. - On a les formules suivantes :

(a) < 0 , X o > = = T r N ^ ( 0 )

( b ) a < 0 , x > = < o 0 , x > = X(a) < 0 , X > pour tout a <= H

(c)^1! <0 ,x>=- 1 - (Tr^«0 + S < 6 , x >)
P xeH» ? ^ XS^Xo /

( d ) s i 0 G K , ^ < 0 , x > = < 0 , X r >
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(e) Dans le cas A, si 6 G K , r < 0 , \ > = < 0 , x-1 >

(f) £)û^ fe CÛ5 A, 57 0 G K , T5_i < 0 , ^ > = = < 0 ^ >

La démonstration de ces formules découle simplement des défi-
nitions et de la remarque suivant la définition IV.3.

PROPOSITION IV. 2 - Soit 0 E N.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) (oO)y^ est une k-base normale de N.

ii) < Q , \ > =^= 0 pour tout \ G H*.
De plus, il existe des 6 E K tels que (o0)^ soit une k-base

normale de N.
Pour une démonstration, voir [17], § III, lemme 5.

Remarque. - Si 6 G K vérifie les conditions équivalentes de la
proposition IV.2, Tr^/JO) =^ 0, et K=n(0) . Réciproquement, dans
les cas A et BI , les conditions Tr^(0) ̂  0 et K == n(0) entraînent
que (oO)y^ est une base normale de N/fe. Mais ceci n'est pas exact
dans le cas B^ .

3. Le corps k,

DEFINITION IV.4. — k désigne l'extension de H engendrée par les
puissances p-ième des résolvantes de Lagrange des éléments de K.

Remarque. - Cette définition est conforme à celle de [13], Cha-
pitre I, § 1, ainsi qu'à celle de [17], § III, comme il est facile de le
voir.

La proposition suivante caractérise l'extension î parmi les sous-
extensions de N\

PROPOSITION IV.3. - Soit OQ un élément de K, tel que les
^O^CH forment une base normale de N/fc, et soit Xo ^ caractère
trivial
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a) Pour^ tout x ̂  Xo. < 9o , X >p est un élément primitif de
l'extension k/K.

b) Dans les cas A e t B , , /^ < ̂  , X >", X^ H*, x ^= X o , ̂ r
fey éléments conjugués de k/K , dans le cas B^ , ^i désignant un carac-
tère non trivial, les <0 ,\>p sont conjugués de < 9 , Xi >p OM &
< 0 , Xi ' > ,̂ <0,Xî>p et < 0 , x71 >^ ^û^ pas eux-mêmes
conjugués.

c) ûûw les cûwBi (resp. B^), on aie =K' (resp. * = Ho).

d) Dans le cas A, fc est le sous-corps de k' fixe par s_^r.

e) Dans tous les cas, k est une extension dex^ .

Pour prouver cette proposition, nous établissons auparavant le

LEMME IV. 1. - Soit OQ un élément de K, tel que les (06^)^
constituent une k-base normale de N, et soient \ et \9 deux carac-
tères distincts ; alors les éléments < 0^ , \ >P et <QQ ,\' >P deî
sont distincts.

Démonstration du lemme. - Supposons que l'on ait

^^^«^X^.

Alors, il existe une racine p-ième de l'unité a; telle que Fon ait dans
N' régalité < 6^ , \ > = ^ < 0^ , ̂  >. En faisant opérer H, et en
utilisant la proposition IV.l,b), on voit que cette égalité entraîne que
l'on a l'égalité \(a) = ^(a) pour tout a G H, d'où \ = \\

Démonstration de la proposition IV. 3. - La proposition IV.l,b)
montre que, dans tous les cas, î est un sous-corps de k\ Etudions
d'abord le cas A. La^ formule (0 de la proposition IV. 1 montre
immédiatement que ^ est fixe par S_^T ; on en déduit l'inégalité
[k : H] <p - i. La formule (d) de la proposition IV.l peut s'écrire
dans le cas A sous la forme ^ < 0 , \ > = < Q , ̂  > ; appliquée à
un caractère Xi ^ Xo. elle montre que les < 0 , x >^ X ̂  Xo sont
conjugues de l'un d'entre eux. Le lemme IV.l, entraîne alors que
l'on a [k : H] > p - 1, ce qui prouve (a), (b) et la première partie de
l'assertion (d) dans le cas A. De plus, on voit que le groupe de Galois
de k/^i est canoniquement isomorphe par restriction à g, d'où le fait
que k/n est cyclique de degré p - 1.
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Enfin, (e) résulte de ce que H^ est fixe à la fois par r et s__ i .
Etudions maintenant les cas B^ . Comme p = 1 mod 4, l'appli-

cation i ———> i ' est un automorphisme de (Z/pZ)*.
La formule . s ^ < 0 , x > = < 0 î X r > permet de montrer comme

ci-dessus que les < 6 , x >>p, X ^= Xo , sont distincts* La démonstration
se poursuit alors comme dans le cas A.

Il reste à étudier le cas B^ . Si i est reste quadratique modulo p,

i ' = 7, et Sf < OQ , % > = < QQ , x^ > • Comme il y a —-— reste qua-

^ n — 1
dratique modulo p, [fc : 6] > ——— . Mais s_^<6,\>=<9,\>

quels que soient 0 et x . On a donc fc C H^ , d'où k = HQ ; il ne reste
plus qu'à prouver l'assertion (b), et cela ne présente aucune difficulté.

PROPOSITION IV.4. - Soit 6 G K et soient x et \9 E H*.

a) si < 0 , XX' > + 0, < e ? x > < 0 ? x ^fc £w particulier,

^<0,X>^0,^^e^.

b) 5f 0^ ̂  un autre élément de K, et si < 0 , x > =^ 0, ûtor^

————— ^5^ ^w élément de k.
< 0 , X >

La démonstration résulte immédiatement de la détermination de
r*^

k effectuée dans la proposition IV. 3.

PROPOSITION IV.5. — Soit OQ êK, formant avec ses conjugués une
base normale de N/fc Alors, l'application x——^ < QQ , X ^>p définit
par passage au quotient un isomorphisme de H* sur un sous-groupe de
k*fk*P^ et cet isomorphisme ne dépend pas du choix de OQ .

Démonstration. — Le fait que l'application x ——^ <^ ^o » X ̂ ^
de H* dans ̂ /^^ est un homomorphisme résulte de la proposition
IV.4,a) ; le fait que cette application ne dépende pas du choix de QQ
résulte de la proposition IV.4,b) ; enfin, le lemme IV. 1 prouve que
l'application est injective.
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PROPOSITION IV.6. - Soit 0} une racine primitive p-ième de
l'unité, et soit ^ un élément primitif de k/K, tel que ^GH. Alors,
dans le cas A, Ï = H ((a? — a?"1 )^p).

Démonstration.

T5_i (co - a?-1 )(p = 5_i (co - a?-1 ). TV? = (û;-1 - û;). (- <p) = (c<; - a;-1 ) ̂ .

Donc, (<*; - cj-^efc. Comme [(co - cj~1)^]2 est visiblement un
élément primitif de HO/^ et ̂  (cû - <^~1)<P change de signe par
s-i , (<^ ^ (J"1)^^ . Donc, (cj - û;"1)^ est bien un élément pri-
mitif de fc/H.

Remarque sur le corps k - II résulte de la détermination de Ï
faite dans les propositions IV.3 et IV.6 que Te ne dépend que de k,
dans le sens suivant : si N^ est une extension de H, galoisienne, non
abélienne, de degré 2p, et si K^ est un sous-corps de degré p de N^ ,
les puissances p-ièmes des résolvantes de Lagrange des éléments de
K^ engendrent le même corps que les puissances p-ièmes des résol-
vantes de^Lagrange des éléments de K. Cela justifie a posteriori la
notation k.

4. Discriminant de k.

Dans ce paragraphe, on suppose que A vérifie l'hypothèse (H).
Bien entendu, on suppose toujours que H vérifie l'hypothèse (H1).
Rappelons qu'on a posé A^ = A', A^ = A^ . Nous poserons en outre
AS = A.

PROPOSITION IV.7. - Soit 9^ un idéal premier non nul de A^ ,
% = ̂  H A.

a) Si % / ?A, l'exposant de 9^ dans ^(k^) est égala l'exposant
de % dans d.

b) Si % |pA, l'exposant de 9^ dans A(fc/^) est égal à 1 si % / d
ou si p = 1 mod 4, à 0 si % | d et p = 3 mod 4.
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Démonstration :

1. Cas B^ .
Ona^=H^ , etA(fe/^) == A^ . Comme? == 3 mod 4, ̂  = K(^/~p)

et rf == p. Donc, si % / pA, % fd et a) est vérifiée. Si % | pA, on a
évidemment % | rf, car d = pA, et p = 3 mod 4, d'où b).

2. Cû5 BI .

Nous remarquons que A' = Ao[co]. En effet,

^/^(Ao+AoC^^-û;-1)2

est un idéal premier de A^ . Comme Ao[o;] C A\ A' = A'o[cj].
Si % / pA, 8^ ne se ramifie pas dans A (car A = A', et

^/(o;-^-1)2),

et %o / d, car d = pA.

Si % |pA, %o se ramifie. A cause de l'hypothèse (H), % |d,
«2 / d, et %^ I (co - <^-1)2, %o2 / (ex; - oj-1)2. Comme p = 1 mod 4,
l'exposant de%o dans A(^/Ho) a bien la valeur cherchée.

3. Cas A.

On se ramène immédiatement au cas où A est un anneau de
valuation discrète, ayant % pour idéal maximal.

a) Si % / pA, AOt'/H) = A. Comme % ne se ramifie pas dans H',
A(Â;7x') ^ d. On a donc A^/n) = IS^ (d) == d^-1. Mais fe' = ^(ûj).

p-i
Donc, A(?/Â;) = A, et A(^/n)2 = rfp~l. On a donc AWH) = d 2 et

p-i
A(fe/H) = N^ (A(fcAi^)) A(H^/H) 2 , ce qui entraîne

N^/JA^^/7".

Comme fc/H est galoisienne, les différents idéaux de AQ ont même
p-i

exposant dans A(fc/^). On a donc N^(A(fc/>^)) = A(fc/Ho) 2 ,
/«^ -

d'où A(fc/Xç) = d, ce qui prouve a).
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b) Si % |pA, alors % = pA, à cause de l'hypothèse (H). Le corps
A/% est de caractéristique^ ; donc, fc/H^ est modérément ramifiée.
L'exposant de %o dans ^(k^) est par conséquent 0 ou 1. On peut
écrire A^ = A[^/w], pour un m convenable. Si % / d, % / m. L'expo-
sant de%o dans w(o; - co~1)2 est alors égal à 1. L'exposant de %o
dans A(^/Ho) ne peut alors être égal qu'à 1. Si %|rf , l'exposant de

^'o dans w est alors p——— (car % |m, %2 / m). L'exposant de %o

dans m(ûj - or1)2 est égal à p—— + 1 = -̂î—1 , et a même parité
^ 2f

que l'exposant de %o dans A(^/H^) (car m (a; - a;-1)2 est le discri-
minant du réseau A^ + A^CCO - a?- l)^/m contenu dans A). L'exposant
cherché vaut donc 1 s i p = 1 mod 4, 0 si p = 3 mod 4.

Grâce à la proposition précédente, on peut donner une expression
du discriminant A(^/x^). On trouve facilement dans le cas :

p-i
cas A^ (p == l mod 4) : A(^/H^) = d V\ 9^ H %." 2

^ol^o ^ôl^S)
^ol^b

cas A^p = 3 mod 4) : A(fc/Ho) = ûf H %^ n ^~ £r"
^ôl^b ^ol^b
^ô^^b ^bl^b

Afin d'obtenir une écriture unique valable dans les cas A^ et A,,
F P - 1—-— si p = 1 mod 4

nous posons t(p) ==^
^ + 1—-— si p = 3 mod 4.

Comme ? %^ est l'idéal principal (a; - ar^Ao , on trouve la
^ôl^b

formule suivante :

A(^/Ho) = d(o; - c^1)2/ n Si^-2^
^b'P^

l^bl^b

Nous allons appliquer les calculs de discriminants ci-dessus à
l'étude de A considéré comme Aç-module, Rappelons, qu'étant donné
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un réseau X relativement à un anneau de Dedekind A, on a défini la
classe de ce réseau (C1(X), ou c/^(X) si l'on désire préciser A) (Cha-
pitre I, définition 1.3). Si A' est un anneau de Dedekind contenant A,
qui est un A-module de type fini, et si h est une classe d'idéaux de A,
on associe à h une classe d'idéaux de A' de la façon suivante : on
prend un idéal U de h, et on associe à h la classe dans A' de l'idéal
(UA'). Avec cette convention, on peut énoncer le

THEOREME IV. 1.

a) Dans le cas B, A est un A^-module libre.
b) Dans le cas A,

c/^ (A) = ci^\) ci^ 1 n sA-^
0 ^ôlpAo °

pl^b j

c) Si A est un anneau principal, et si l'une des hypothèses sui-
vantes est réalisée :

1) p est inversible dans A.
2) pA est un idéal maximal de A.

Alors, A est un Aç-module libre.

Démonstration :

a) Dans le cas B^ , k == Hç et A = AQ ; il n'y a donc rien à dé-
montrer. Dans le cas Bi , k = K\ A = A'. On vérifie facilement que
A' = Ao[<x;], ce qui montre que A' est un AQ-module libre, ayant
pour base ( 1 , a?).

b) On écrit k = H(<p), où ^ est tel que <p2 = m G H et l'on pose
^ = (cj — a?"1)^. On a alors k = HQ (<^) (Proposition IV.6) ; de plus,
X = AQ -+- AO<^' est un réseau libre de k par rapport à Aç , dont le
discriminant est A(X) = 4^2 = 4m (a? — <jû~1)2. Par ailleurs A -h A^p
est un réseau libre de k par rapport à A, de discriminant 4<^2 = 4m.
Le quotient d/4m est le carré d'un idéal fractionnaire u de A, et
le théorème 1.4 (théorème d'Artin) montre que cl^(Ajç) = cl^(U).

De même, le quotient ———°- est le carré d'un idéal fractionnaire »

de AQ , et le théorème d'Artin montre que cl^ (A) = Cl^ (»). En
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utilisant le calcul du discriminant de Te par rapport à KQ , on trouve

"^^^'•^""/'A2^'-^-^
^ol^b / ^ôl^o

montre b).
c) La formule b) montre que l'on a toujours cl^. (A) = cl^(A^)

lorsque les idéaux premiers de A^ au-dessus des facteurs premiers de
pA sont principaux. Cette condition est vérifiée lorsque p est inver-
sible dans A, et aussi lorsque pA est un idéal maximal de A : en effet,

£-1
dans ce cas pA^ == <SQ ï , où %o est l'idéal principal (co - co-1)2 Aç .

Lorsque A est en outre principal, A^ est un A-module libre, et A
est par conséquent un AQ -module libre.

5. Idéaux essentiels.

Soit A' un anneau de Dedekind, n un entier positif, et tt un idéal
fractionnaire non nul de A\ II est clair que » s'écrit de manière unique
sous la forme U = U ^ U\ U\... u^ , où tt^ est un idéal fraction-
naire de A', et les ^(i^f^-^sont des idéaux entiers de A9, premiers
entre eux deux à deux, et sans facteurs carrés. Nous allons appliquer
cette remarque pour associer à K des idéaux de fcl

Pour cela, nous nous donnons un 6 G K, tel que les (06)^^
forment une fc-base normale de N (un tel 0 existe, d'après la propo-
sition IV. 2). A tout x e H*, nous associons le nombre a(\)=<0 ,x>p ,
c'est un élément non nul de fel (proposition IV. 2).

L'idéal principal a(\) s'écrit de manière unique sous la forme
p-i ^

^(X) = %(X)P n ^(X/, où % est un idéal fractionnaire de k, et où
/^/

les n^)(x) sont des idéaux entiers de k, premiers entre eux deux à deux,
sans facteurs carrés.

Soit Q9 G K, formant avec ses conjugués une A-base normale de
N ; écrivons </(x) = < 9 9 , \ >p. On décompose de même a'(x) sous
la forme
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^(x)=^wn »a)(x)'.
/=!

D'après la proposition IV.4,b) on peut trouver X(x) =^ 0, X(x)€Jfc,
tel que < 0\ x > = X(x) < 0 , x > . On a donc a'(x) = X(x)^(x),
d'où

(Mx^W TÏ û(o(X/ = ̂ (Xf Ïf W^-
/=! /=!

Il en résulte que les U(^(x) sont égaux aux U^(x), et que
%'(X) est un idéal équivalent à »(x). Nous avons donc prouvé la

PROPOSITION IV.8. - Les idéaux U^(x) et la classe de % (x) sont
des invariants du corps K.

DEFINITION IV.5. - Les idéaux H(,)(X) et % (x) s'appellent les
idéaux essentiels du corps K relativement au caractère x- (voir A.
Châtelet, [6] et [7]).

Remarque. - Lorsque X == X o > ^Xo)^^- on a donc dans ce
cas U(,)(Xo) = A? et ^WXo)) = 1. Ce cas étant sans intérêt, nous
n-. considérons plus que les idéaux essentiels associés à un caractère
non trivial de H*. Rappelons qu'on a associé à tout entier f, i ̂  0 mod p,
un entier i ' (Définition IV.3). Pour étudier de plus près les idéaux es-
sentiels, nous introduisons deux nouvelles définitions :

DEFINITION IV.6. - Pour tout entier i, on désigne par T l'entier
vérifiant i = i mod p, et 0 < i < p - 1.

DEFINITION IV.7. - Pour tout entier i, i ̂  0 mod p, on désigne
par i* l'entier vérifiant K* = 1 mod p, et 1 < i* <p - 1.

PROPOSITION IV.9.

^o^^o/x^)

Démonstration :

^^^(xr^u^xy.» = i
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Pour tout 7 ^ 0 mod p, on a

a(xo ==% (x7^ "n "(o^= ̂ ^ "n ̂ ^
/=! /=!

Mais on a vu (proposition IV.4,a) que j3^(x) = ——Lx—;. était un
^ < 0 » X >

élément de k. On a donc :

^(X7) = ^(X)? ^(X)7 = tf/X) % (X)/)P Î71 U (oCx)^
/=!

= (^,(x) ^(x^n »(,)(x) "—^f ff tt^^x)^.
P /=!

On déduit des deux expressions trouvées pour a(x^) Fégalité
^i/X) = tt(,7) (X7) pour tout i, tout /, i , /=^0 mod p. En faisant/ == i*
dans cette égalité, on obtient le résultat cherché. Nous écrirons pour
simplifier U(i)(x) = (x). Avec cette convention, on peut énoncer le

COROLLAIRE. —La décomposition de a(x) en idéaux essentiels est :

<^(x) = %(X)F îï ̂ v^ ^w n1 u<^
i'=l /=!

PROPOSITION IV. 10. - Pour tout if 0 mod p, ^u(x) = ttCxQ
^ ^ % ( x ) = ^(x^ .

Démonstration. - On a vu (Proposition IV. 1,3) que

s, < 0 , x > = < 6 , x^ > .

On a donc ^a(x) = c^). On en déduit l'égalité

^(X'y ̂  n (X^y = (^»(X))P ft1 Si UCx^ ,
7 =1 /=!

et l'unicité de la décomposition en idéaux essentiels entraîne le résultat
cherché.

PROPOSITION IV. 11. — La décomposition de a(x) en idéaux es-
sentiels peut se mettre sous la forme suivante :



SUR L'ARITHMETIQUE DES EXTENSIONS GALOISIENNES 47

Dans le cas A, a(x) = 910^ ̂  ^u(x)^
/=!

Dans le cas B^ , a(x) = % (x)^ ̂  ^ u(x)^
/=!

Z)û^ fecû5B^ , a(x)=^(xy n (^(x^^lKx"1))^"^.
(^

Démonstration. — Dans le cas A, i = ^, donc U (x^) = ^ tt(x).

Dans le cas B^ , i1 =(~~U Comme (——\ = + 1, f ' parcourt

tous les entiers ^ 0 modulo p lorsque i varie de 1 à p — 1.

Or U (x^) = ^û(x) ; donc, a(x) = ^(x)^ ̂  u (xr)r'
1=1

=%(x)p T'T'^uCx)^ .1=1
Dans le cas B^ , i1 parcourt uniquement les classes modulo p

qui sont des carrés lorsque i parcourt (Z/pZ)*.

si (-\ = + 1, on a u (x^) = ^ n(x), car f = i1 .

si (-) = - 1, on a u (x^) = ^ U(x~1), car i = - i ' .

On a donc a(x) = % (x)p FI ^ U(x)^ n ^ tt(x~1)^ .
(^ (i)-!

En changeant f en — i dans le dernier produit, on obtient le résultat
cherché, compte tenu de ce que (— O* = p — î*.

Remarque. — Vue la définition de i ' , la formule

aœ-^w Tf ^»(x)^
/=!

est correcte dans les cas A et B^ .
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Application à l'étude de la ramification dans N.

PROPOSITION IV. 12. - On suppose que A vérifie l'hypothèse (H).
Soit % un idéal premier non nul de A, ne divisant pas pA. Les

propositions suivantes sont équivalentes :
i) %13 (voir théorème III. 1).

ii) SI n U ( X ) .
X^Xo

Démonstration. - On a les équivalences suivantes, \ désignant
un élément de H* distinct de Xo ' ' ^ 1 3 < > tout facteur premier
de % dans k est dans N la puissance p-ième d'un idéal premier < >
tout facteur premier de % dans k est produit de puissances p-ième
d'idéaux de N' (car p / [N' : N]).
<; > tout facteur premier de % dans k' est la puissance p-ième

d'un idéal de N' (car p / [k' : k])

<==> l'exposant dans a(\) des facteurs premiers de % dans k ' n'est
pas divisible par p (théorème 1.8)

<=> ̂ iTf^x^

<=> %i n »(x1)1=1
<==> %i n it(x).

X ^ X Q

COROLLAIRE. - Si % 13, % /pA, % ^r complètement décom-
posé dans î^

En effet, si % n^est pas complètement décomposée dans îk, il existe
un facteur premier % de % dans î dont le groupe de décomposition
n'est pas réduit à l'élément neutre. Il existe donc un entier i ̂  1 mod p
^ ± 1 mod p dans le cas B^) pour lequel ̂  % = %. Comme ̂ %|^u(x),
% 1 ̂  U(x) = It (x^). Comme i ' ^ 1 mod p u (x) et u (x^) sont premiers
entre eux, ce qui conduit à une contradiction.
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Remarque 7. - Le fait que les facteurs premiers de fj tt (x)
X ^ X Q

doivent être complètement décomposés entraîne en particulier que
II tt (x) est premier au discriminant d de fc/H. Dans le cas A, en
calculant d par la formule d = A(Ho/n)2 N^ (A^/Kç)), on retrouve
le fait que les facteurs premiers communs à d et à 3 doivent diviser
pA (voir proposition III.3).

p-3 ^

Remarque 2. - Comme A (HO/H) = p 2 A, d ne peut être pre-
mier à p que si p = 3.

Le calcul de A(A:/Ho) fait dans la proposition IV.7 montre qu'en
outre p doit diviser d. Le cas particulier où p et Y] tt (x) ne sont pas

x
premiers entre eux peut se produire : c'est le "cas 9" de [13]. Les
idéaux essentiels donnent ainsi une interprétation du rôle particulier
joué par p = 3, déjà rencontré auparavant (Chapitre III, remarque 1
suivant le théorème III. 1).

6. Le réseau M^ .

Nous définissons un espace vectoriel V sur H de la manière sui-
vante : dans les cas A et B^ , nous posons V = k ; dans le cas B^ ,
TOUS posons V = k x k = H^ XK'Q . Il résulte de la détermination de
k (Proposition IV.3) que dim^V = p — 1.

L'espace V est muni naturellement d'une structure de KQ -espace
vectoriel. Lorsque nous parlerons d'un réseau de V, nous préciserons
s'il s'agit d'un réseau relativement à A ou à A^ . Clairement, un réseau
relativement à A^ peut être considéré comme un réseau relativement
à A.

Pour étudier les entiers de K, nous aurons besoin d'introduire
un réseau par rapport à A^ noté M^ .

DEFINITION IV.8. - Donnons nous un élément 0 G K qui cons-
titue avec ses conjugués une base normale de N//^, et un caractère
X^H*, qui n'est pas le caractère trivial. On désigne par M^(x) (ou
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M^ pour simplifier) l'ensemble % (x)~^ û?ûw5 les cas A et B^ ,

»(X)"1 e 9t(X~1)"1

(fe/î5 fe cû5 B^ .

Il est clair que M^ est un réseau de V par rapport à A^ et à A.
Considérons l'idéal F7 tt (x) de A:. Il s'identifie dans le cas B^ (resp.

X^XQ

dans les cas A et Bi) à l'idéal N^[u(x)n(x~1)] (resp.N^ [tt(x)D
étendu à A. Vues les conventions usuelles faites sur les idéaux, il
peut être considéré comme un idéal de chacun des corps intermédiaires
entre H et k, donc en particulier comme un idéal de KQ . Compte tenu
de cette remarque, on peut énoncer le

THEOREME IV. 2. - Si A vérifie l'hypothèse (H), alors

c^(M,)=c/^(A)c/^( ? lt(X)).
X ' XQ

Démonstration. — Dans le cas B^ , cl^, (A) = 1,

et M, =»(x)~1 ^(X"1)"1 •

II résulte du théorème 1.1, c) que l'on a

(̂Mi) = c/Ao^œs'KX"1)]"1 .

En utilisant les propositions IV. 10 et IV. 11 on voit que la décom-
position en idéaux essentiels de a(\) = < Q , x '>1' est :

a(x) = «(X)" n IKX )̂'* IKX'V"'* .
^•n

De même, a(x-1 ) = » (x~* )" ]~\ U (X'V* 0 (X')^*
( î

Comme a(x)ot(x-l) est la puissance p-ième d'un élément j3_i(x) de
k, on a :

<3-i (X) = » (X) » (X'1) n It (X') tt (X"') ,
(^

ce qui démontre le théorème dans le cas B, .



SUR L'ARITHMETIQUE DES EXTENSIONS GALOISIENNES 51

Dans les cas A et B^ , la classe de M^ est donnée par la formule :

c/^(M,) = c^(A)c/^[N^(%(x)-1)]

(Théorème I.5,ii).
Comme la norme relativement à Hç de a(x) est la puissance

p-ième d'un élément j3_^ (x)de H^, la décomposition en idéaux essentiels
entraîne la formule :

^(yf = N^s^x^ n N^(n(xW

Mais 5_^ (x) = U(x~1) (proposition IV. 10) ; donc,

N^(n(x))=N^(u(x- l)).

On peut donc écrire l'égalité précédente sous la forme :

î
^(X)^ ̂ '^W n N^(tt(xV U(X/)P-/'

1=1
p^

-^^(^(x^ n N^dKx^,
1=1

qui entraîne immédiatement le résultat cherché.

COROLLAIRE.

a) Supposons que A soit un anneau principal, et que l'une des
conditions suivantes soient réalisées :

i) p est inversible dans A
ii) pA est un idéal maximal de A.

Alors, M^ est un ^-module libre.
b) Dans le cas B, M^ est un ^-module libre dès que A est

principal.

Démonstration. - L'idéal n tt(x), considéré comme idéal de
X^XQ

A, est égal à N^(tt (x)) dans les cas A et Bi , et à N^(u(x). tt (X~1))
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dans le cas B^ . C'est donc toujours un idéal principal. Comme A est
A^-libre dans le cas B, on a prouvé b) et il reste à montrer a) dans le
cas A ; cela résulte du théorème IV.l,c).

7. Cas où H est le corps Q des rationnels.

Lorsque H est le corps Q des rationnels, un certain nombre de
résultats de ce chapitre peuvent être exprimés plus simplement, et
rattachés à des notions connues. Dans ce paragraphe, nous examinons
les plus importants.

Q contient l'anneau Z des entiers. Comme pZ est un idéal maxi-
mal, Z vérifie l'hypothèse (H), et, par conséquent, Q vérifie l'hypothèse
(H'). En fait, S désignant une partie multiplicative de Z ne contenant
pas 0, A = S~1 Z vérifie aussi l'hypothèse (H).

Rappelons que, si L est une extension de degré fini des rationnels,
on peut associer à L un discriminant qui est un nombre entier, positif
ou négatif, A(L/Q). L'idéal de Z engendré par ce nombre coïncide
avec le discriminant de la clôture intégrale B de Z dans L par rapport
à Z défini dans le chapitre I, § 4. Dans ce paragraphe, d, D et D
désigneront les nombres, discriminants de k, K et N respectivement.

PROPOSITION IV. 13. - Soit f l'entier positif tel que 3 = fZ (voir
chapitre III, Théorème 11.1). Alors :

E^L
a) D = d 2 f^1

b) D ==dP/2^-1)

Démonstration, — II résulte des résultats du chapitre III que les
formules ci-dessus sont vraies au signe près.

Pour les démontrer, nous nous appuierons sur le résultat suivant
(voir [8]) : si L est un corps de nombres ayant ^ conjugués réels et
2/2 conjugués imaginaires, le discriminant de L a le signe de (— 1/2.

Si d > 0, les membres de droite de a) et b) sont des nombres
positifs. Le corps k est réel, et N, qui est une extension cyclique de
degré impair d'un corps totalement réel est aussi un corps totalement
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réel ; il en est de même de K, qui est contenu dans N. On a donc
D > 0 et D > 0, d'où a) et b) lorsque d > 0.

Si d < 0, k est un corps imaginaire ; il en est donc de même
de N, et N^est donc totalement imaginaire. N ayant 2p conjugués
imaginaires, D a le signe (- 1)̂  On a donc D < 0 ; comme d < 0, b)
est démontrée dans tous les cas. D'autre part, N possède un sous-
corps réel de degré p, et un seul, faute de quoi il serait réel. K possède

£-!
donc un conjugué réel. Il en résulte que D le signe (- 1) 2 , et c'est

£-1
aussi le signe de d , c.q.f.d.

PROPOSITION IV. 14. - Si A est un anneau S^Z, A et M^ sont
des A'Q-modules libres.

En effet, A est principal, et p est un élément inversible de A
si pZ H S ^= 0, ou engendre un idéal maximal de A si pZ H S = 0.
La proposition résulte alors immédiatement du théorème IV.l, c, et
du corollaire du théorème IV. 2.

PROPOSITION IV. 15. - On suppose que A = Z. Soit q un nombre
premier ^ p, ne divisant pas d. Pour que q soit complètement décom-

posé dans k, il faut et il suffit que l'on ait (—)== q mod p.^q^
Dans le cas B^ , cette condition équivaut à q = 1 mod p ;
Dans le cas B^ , cette condition équivaut à q = ± 1 mod p.

Démonstration. — Pour prouver la proposition précédente, nous
utiliserons les propriétés de la substitution de Frobenius à valeurs
dans le groupe de Galois de k ' I Q (C.L., Ch. I, § 8). Pour une extension
abélienne L/Q des rationnels, et un nombre premier q non ramifié
dans L, nous notons F^ la substitution de Frobenius attachée à q :
on a donc, pour tout idéal premier % de L au-dessus de q la congruence
Fq(.x) = xq mod % quel que soit l'entier x de L. Il résulte de C.L.,
Ch. I, § 8 que :

a) Si L = Q', F^ est définie pour tout q =^ p, et n'est autre que
l'élément de Gal(Q'/Q) que nous avons noté s .
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b) Si L est une extension quadratique k de Q, de discriminant d,
F est définie pour tout q ne divisant pas d, et, en identifiant le
groupe de Galois de k/Q au sous-groupe { ± 1} de Q*, est égale au
symbole de reste quadratique (d/q).

Rappelons qu'un nombre premier q de Q est complètement dé-
composé dans une extension abélienne L de Q si et seulement si sa
substitution de Frobénius F est l'élément neutre du groupe de Galois
de L/Q.

^^ iDans le cas B^ , comme k = Q et F — s , q est complètement
décomposé dans k si et seulement si q = 1 mod p. Comme q est aussi
complètement décomposé dans k, on a aussi (d/q) = + 1, d'où
q = (d/q) mod p, et réciproquement, on vérifie sans peine que
q = (d/q) mod p entraîne q = 1 mod p.

^/ . r*-^
Dans le cas B^ , k = QQ. Le groupe de Galois de k/Q s'identifie

au quotient du groupe que nous avons noté g par son sous-groupe
d'ordre 2, et F est l'image de s dans ce quotient. Cela entraîne que
q est complètement décomposé dans k si et seulement si s^ = s^ ou
5_i , c'est-à-dire si q = ± 1 mod p., Comme d = — p, il n'est pas dif-
ficile de vérifier que cette condition équivaut à q = (d/q) mod p.

Dans le cas A, on remarque que q, qui ne divise ni d ni p, est non
ramifié dans k ' . Le groupe de Galois de k ' / Q s'identifie au produit
direct du groupe de Galois { ± 1} de k/Q et du groupe de Galois g de
Q^/Q. Soit F la substitution de Frobénius de q à valeur dans le
groupe de Galois de k ' / Q . Sa composante dans le facteur {± 1} est
(d/q), et celle dans g est ^. Dire que q est complètement décom-
posé dans Ï revient à dire que l'on est dans un des cas suivants :
ou ^ = (d/q) = + 1, ou ^ = (d/q) = - 1. Il est clair que cette
condition peut encore s'écrire q = (d/q) mod p, C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. — Soit q un nombre premier. Si q divise le
produit rf lî (x)? Q vérifie une des conditions suivantes :

X ^ X Q

i ) q = = p = 3 e t d = — 3 mod 9

ii) q =^ p et q = ( — } mod p.
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Démonstration. — Lorsque q ̂  p, cela résulte de la proposition
ci-dessus et du corollaire de la proposition IV. 12. Le cas q = p ne
peut se produire que si p = 3, car q ne doit pas diviser le discriminant/^/ r^ ^/
d de fe. On a alors d = — 3d. Comme 3 est complètement décom-
posé dans k, d'= 1 mod 3, ce qui entraîne d = —- 3 mod 9.

COROLLAIRE 2. - Soit q un nombre premier distinct de p. Si q
divise /, q == (d/q) mod p.

Cela résulte du corollaire de la proposition IV. 12 et de la pro-
position IV. 15.
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CHAPITRE V

ENTIERS DE K

Nous supposons toujours que les hypothèses (H) et (H') sont
vérifiées (Chapitre III, § 2).

Dans ce chapitre, nous étudions l'anneau A^ des entiers de K
considéré comme A-module. Nous étudions aussi l'existence de A--

bases de AK du type 1, <p, V/, a1^ + o~1^, a1^ 4- a'1 ̂  (l < j < "——) .

Nous verrons au chapitre VI comment on peut, dans certains cas,
construire des bases normales de A^/A et de A^/A à partir d'une
telle base.

Nous nous donnons dans ce chapitre un élément OQ G K, tel
que les (cy0o)oeH forment une fc-base normale de N, et un Xi €H*,
X i ^ X o -

1. Passage de K à V.

Rappelons qu'on a défini (Chapitre IV, § 6) un espace vectoriel
V sur H. On a vu comment associer à OQ et à Xi un réseau M^ de V,
en posant Mi =% (Xi)"1 dans les cas A et B ^ , M^ = %(Xi)~1 e ^(x'i1)'"1

dans le cas B^ .

DEFINITION V.l. - On pose, pour tout Q E K,/(0) = -——^-xl—
<ffo,Xi>

dans les cas A et B, , f(0) =(<e9xl> > ^-LXL——)dans le cas
^^o » X i > <QQ ,Xi >/

B,.
Il résulte de la définition de V (Ch. IV, § VI) que quel que soit

Q G K, f(0) est un élément de V.

PROPOSITION V.l. - / : K ——> V est un homomorphisme sur-
fectif d'espaces vectoriels surK, de noyau K.
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Démonstration. — Les formules

< 0 + ^ , X > = < 0 , X > + < ^ , X > e t < X 0 , x > = X < 0 , X >
pour 0, 0 ^ G K , XGn , X e H* montrent que / est H-linéaire.

De plus, /(0) est évidemment nul pour tout 0€n. Récipro-
quement, si 6 G K vérifie f(0) = = 0 , o n a < 0 , x > = 0 pour tout
X ^= Xo » car les < 0 , x > , X ̂  Xo » sont conjugués de < 6 , Xi >
(resp. de < 6 , Xi > ou < 0 , xi"1 >) dans les cas A et B^ (resp.
dans le cas B^). On a donc Ker/=H. Comme dim^ V = p — 1, on
déduit du calcul de Ker/ que / est surjectif.

PROPOSITION V.2.
a) Si X est un réseau de K par rapport à A, /(X) est un réseau

de V par rapport à A.

b) C/A(X) = C/A(/(X)) C/A(H H X).

Démonstration :

a) H/(X) = /(nX) = /(K) = V ; comme X est un A-module de
type fini, /(X) est aussi de type fini sur A ; c'est donc un réseau de V
relativement à A.

b) II résulte de la proposition V.l que la suite

0 ——> H H X ——> X ——> /(X) ——> 0

est exacte. Les termes de cette suite sont des A-modules de type fini
sans-torsion, d'où b) (voir Chapitre I, définition 1.2 et théorème 1.1).

COROLLAIRE.

^A(AK) = C^(/(AK)) .

PROPOSITION V.3. - Entre les réseaux M^ et /(A^) de V, on a
la double inclusion : p&^ C /(A^) C M^ .

Démonstration :

a) /(A^) C MI . Soit 0 G AK et x ̂  Xo • I-a résolvante < 0 , x >

est un élément de N^ entier sur A. Posons X(x) = ——:———. Alors,
< QQ » X >
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< 0 , X > P A = ^(x)^)]^^ U(X^ est un idéal entier de A.

Comme II U (x^/^n'est pas divisible par la puissance p-ième d'un
idéal premier de A, X(x)%(x) est un idéal entier de A. On a donc
Mx)e 91 (XF1 pour tout X =^ X o » ce q^ prouve a).

b) pMi Cf(A^). Soit À dans les cas A et B^ (Resp. (X, p) dans
le cas B^) un élément de pMi . Soit x =^ Xo et i tel que x = X\ • On
définit X(x) de la façon suivante : dans les cas A et B^ , on pose

MX) = Sf\ ; dans le cas B^ , on pose X(x) = s^p. si (—\ = — 1
\p/

<

X ( x ) = ^ X s i ( < - L ) = + 1
L ^p7

1 y
Posons 0 = - Z, X(x) < 0o » X > . Il est clair que 0 G K. De plus,

P X ^ X Q

pOepA^ : en effet, pour tout x, Mx)^P»(x)~1 car X(x) est con-
jugué de X ou de 11. Il en résulte que 0 est un élément de A^, et
Fon vérifie immédiatement que /(0) = X (Resp. /(0) = (X,^)), .ce
qui prouve b).

Remarque. - Grâce aux propositions V.3 et V.4, il est parfois
possible de déterminer cl (A ^) sans déterminer /(A^). En effet on a
calculé (théorème IV. 1 et IV. 2) la classe de M^ considéré comme
A^-module.

Il est facile d'en déduire la classe de M^ considéré comme A-
module. D'autre part, la proposition V.3 montre que XA^I/AA^))
est un idéal entier, divisant XA(Ml/PMl)» et x^(M^/pM^) est égal à
l'idéal p^A de A.

Supposons que pA soit dans A un produit d'idéaux premiers
principaux (c'est par exemple le cas si p est inversible dans A, ou si
pA lui-même est un idéal premier). Alors, les idéaux divisant pp~l A
sont tous principaux. On en déduit que XA(Ml//(AK)) est un idéal
principal, d'où cl(f(A^)) = c/(Mi).

Nous allons maintenant montrer comment on peut construire
effectivement une décomposition de A^ en somme directe d'idéaux
de A à partir d'une telle décomposition de /(A^).
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THEOREME V.l. - Soient x^ , . . . ,Xp^ ^f(Ay) et î un idéal
fractionnaire de A contenant A, tel que

/(AK) = Ax, 4- • . . + A^_, + Ijc^ .

5'o^yî^ 0i ,..., 0p_^ ûto éléments de AK, ^fa ç^ /(0/) = je/. ^4/or.y,

AK = A + A^ -h • • . -h A^_, + 10^ .

Démonstration. — Considérons la suite exacte

0 ——> A ——> AK / > /(AK) ——> 0 .

Comme /(A^) est un A-module projectif (théorème 1.1), cette suite
est scindée. Soit g : /(A^) ——> AK une section de /, et posons
Q'i = g(Xf). Il est évident que le A-module A^ s'écrit sous la forme
AK = A 4- Ae[ + • • • + A0p_2 + î6p_^ , la somme étant directe.
Comme f(0^) = x ^ , f(Q^ - Q[) == 0. On en déduit que pour tout i,
9f — 9'i ^H H AK = A, ce qui achève la démonstration du théorème.

Remarque 1. - On retrouve le fait que C/(AK) = C/(/(AK)), la
valeur commune étant la classe de l'idéal I.

Remarque 2. — Pour appliquer pratiquement le théorème, il faut
connaître /(A^). La détermination de /(A^) pourrait être faite par
les méthodes de [13], en utilisant le théorème 1.8 et d'autres résultats
plus généraux sur la ramification dans les extensions de Kummer.

2. Etude de A^ au moyen du A^-module ^A^).

PROPOSITION V.4. - Soit X un réseau de K. Pour que /(X) soit
un réseau de V par rapport à A^ , il faut et il suffit que X vérifie la
condition suivante :
quels que soient 0 G X et a G H, a6 + a"10 G X +H .

Démonstration. — Puisque X est un réseau de K, /(X) est un
réseau de V par rapport à A (Proposition V.2). Dire que/(X) est un
réseau de V par rapport à Ag revient à dire que /(X) est stable pour
le produit par des éléments de A^. Or, on a vu (Proposition III. 2)
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que, o? désignant une racine p-ième de l'unité autre que 1, 1, a;,..., a;̂
était une A-base de A'. Cela entraîne que (c^)(l < f < p - 1) est

une A-base normale de A' donc que (^ 4- cj-^) M < i < p——) est

une A-base normale de A^ . Comme G)1 4- co^ peut s'exprimer sous
forme de polynôme en co + eu"1, dire que /(X) est un Aç-module
revient à dire que /(X) est stable par le produit par cj -h or1. Soit
0ex.

La proposition IV.l,b) montre immédiatement la formule sui-
vante, où ton a posé <jù = Xi (o^ ^

/(a0 + a-1 Q) = (cj + co-1)/^).

Il est alors clair que /(X) est stable par (co + or1) si et seulement
si X est stable par a + a""1 modulo H H X.

Nous allons appliquer la proposition précédente à la recherché
de bases particulières du A-module A^.

DEFINITION V.2. - Soit a un générateur de H. On dira qu'un
couple (<p, ^) d'éléments de A^ est une H-base de A^si les p-éléments

1, <^, V/, a^ + a~^, o^ + a~^ Yl < i < ——) forment une base

du A-module A^. On dira aussi que la base de A^ ainsi construite est
une H-base.

Remarque. — La sous-algèbre de A[H] engendrée par les a1 + a"1

y p — 3\
\\ < i < —-—) ne dépend pas du choix de a. Par conséquent, le fait

qu'un couple (^ , ̂ ) soit une H-base de A^ ne dépend pas non plus
du choix du générateur a de H.

THEOREME V.2. - Pour qu'un couple (<p, V/) d'éléments de A^
soit une H-base de A^, il faut et il suffit que le couple (f(^p) ,/(VO)
de /(A^) soit une base de /(A^) comme A^-module.

Démonstration. — Pour tout élément 0 de A^ et tout élément
a de H, (a + a~l)6 est un élément de A^. Cela prouve que /(A^)
est un réseau de V par rapport à A^ (Proposition V.4).
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Le théorème V.2 résulte alors immédiatement du théorème V.l.

THEOREME V.3. — Supposons que A soit un anneau principal,
et que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

i) p est inversible dans A
ii) pA est un idéal maximal de A.

Alors, A^ possède des H-bases.

Démonstration. — Les inclusions pM^ C/(A^) C M^ (proposition
V.3) montrent que XA' (MI/AA^)) est un idéal entier de AQ, qui divise
XA' (Mi/pM^) = (pA^)2. Lorsque p est inversible dans A,

XA,(MI//(AK)) = Ao .

Lorsque p n'est pas inversible dans A, pA^ =^ ((co — cj^1)2 AQ) 2 .
Donc, les facteurs de (pA^)2 sont principaux. Dans tous les cas,
XA' (MI//(A^)) est un idéal principal. Il en résulte que/(A^) et M^ sont
des A^-modules isomorphes. Mais on sait (Théorème IV.2, corollaire)
que, sous les hypothèses du théorème V.3, M^ est un A^-module
libre. Il en est donc de même de /(A^), c.q.f.d.



CHAPITRE VI

BASES NORMALES

On conserve les notations des chapitres III, IV et V. On suppose
que la caractéristique de H ne divise pas 2p. On désigne encore par a
un générateur de H, et par {1 , r} le groupe de Galois de N/K.

1. Etude du A[G]-module A^.

PROPOSITION VI. 1. — Soit M un sous'A[G]~module projectif de
AN , contenant A^ et A^ , et soient ^p et ^ deux éléments de A^ayant
une même trace surn, Alors, il existe un élément 0 de M, vérifiant
Tr^/K^) = ^ ? Tr^/K^^) == V'- De plus, deux choix de 0 diffèrent
d'un élément \ de A^ , de trace sur n nulle.

Démonstration. — Tout d'abord, si 6 et Q9 sont deux solutions
de notre problème, leur différence À vérifie À + TA = 0, aX + ra\= 0,
d'où ton déduit a2 À + r\ = 0, et, par différence, À = o^X. On a
donc X C A^ , et Tr^(X) = X + r\ = 0.

Nous montrons maintenant l'existence d'un 6 vérifiant Tr^/K^)==:<^
Tr^/K^^) = V'- P0111* fai1^ cette démonstration, nous utilisons le fait
que M, qui est un A[G]-module projectif, est un Z[G]-module rela-
tivement projectif, donc cohomologiquement trivial, en remarquant
que l'ensemble des éléments de M fixes par r (resp. par H) n'est autre
que A^ (resp. A^).

a) Démonstration dans le cas ^ = 0.
Dans ce cas, Tr^(^) == 0- Comme H°({1 , T>, M) = 0, il existe

u G M tel que ^ = u + TU. Mais

(1 + r)Tr^(^) = Tr^d + r)u = Tr^,^) = Tr^W = 0.

Comme Ho({ 1 , r}, Aj^) = 0, il existe v ê Aj^ tel que Tr^C^) = y — TV.
Comme H°(H, M) = 0, il existe w G M tel que v = Tr^vv). Alors,
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TTy/kÇu - (w - rw) == v - TV - (y - TV) = 0. Comme H^CH , M) = 0,
il existe 0 ' CM vérifiante -(w - rw) = a0' - a-10'. Posons 0 = 0' - T0'.
L'élément 6 que nous venons de définir est un élément de M, ayant
une trace sur K nulle. De plus,

^N/^0) = 0 + T) (ael " ar0') = (1 + T) (^ - TO-^
= (1 + T)(O- a-^O9 = = ' ( ! + T) (^- (W-TW))

= (1 + T)W = = < / / .

b) Démonstration dans le cas général.

Comme H°({1 , r}, M) = 0, on peut trouver un élément 01 de
M tel que Tr^/K^') = ̂  Posons ^ == TT^^ÇOÔ'). Alors,

TI-K/̂  - VÔ = Tr^) - Tr^Core^) = Tr^C^) - Tr^)

=Tr^(^)-TrK/,(^)=0.

Il résulte de a) que l'on peut trouver un élément Q11 de M vérifiant
^N/K^') = °» ^N/K^0") = V' - ^'. Posons 0 = 0' + 0". Il est im-
médiat que l'on a Tr^/içC0) := ^ et Tr^/iJ^) = ^•

COROLLAIRE 1. — Supposons l'extension N/H modérément rami-
fiée, et soient <p et ^ deux éléments de A^, ayant même trace surK.
Alors, il existe 0 G A ^ , vérifiant T^i^O) == <^, Tr^/KO00) = ^î ^
d^MX cAoïjc ûf^ 0 diffèrent d'un élément de A^ , d^ ^rac^ ^r H ^/te.

En effet, puisque N/H est modérément ramifiée, A^ est un A[G]-
module projectif (Théorème 11.1) auquel on peut appliquer la propo-
sition VI. 1.

COROLLAIRE 2. — Soient ^ et ^ deux éléments de K ayant même
trace surn. Alors, il existe un élément 6 de N, vérifiant Tr^/K^) = ^ »
TT^i^oO) == V/, et deux choix de 6 diffèrent d'un élément de k de
trace sur H nulle.

Ce corollaire résulte du corollaire 1, appliqué en prenant A = H.

PROPOSITION VI.2. — Soit M un sous-A[G]-module projectif de
AN , contenant A^ et A^ . Alors, M = A^ , et l'extension N/H est
modérément ramifiée.
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Démonstration. — Soit 6 E AN . Posons

<^ = Tr^KW , ^ = TrN/K^0).

Il est clair que les traces sur H de ^ et de V/ sont égales. D'après la
proposition VI. 1, il existe un élément 69 de M vérifiant Tr^/K^') = <P ,
^N/ï^0') = ^- Posons X = 0 - Q9. D'après le corollaire 2 de la pro-
position VI. 1, XGfe . Comme 0 et 0' appartiennent à AN,

À e AN n k = A^ ,
donc à M. Il en résulte que 6 = \ + Q' appartient à M, ce qui entraîne
la première assertion. La seconde assertion résulte alors de la première
et du théorème 11.1.

THEOREME VI. 1. - (Critère de base normale).
Soit Q E AN. Si le A-module A [G]0 contient A^ et A^, A [G] 9 = AN ;

autrement dit, Q et ses conjugués forment une A-base normale de AN .

Démonstration. - Le A-module A[G]0 est un A[G]-module
libre, donc projectif, et qui contient A^ et Ajç . D'après la proposition
VL2, A[G]0 = AN .

Remarque. - Soit T : A^ ———> A^ x A^ l'application définie
par T(0) = (TrN/K(0), ^^(06)), et soit T' : A^ x A^ ——> A
l'application définie par T\^, i//) = Tr^^ - VO.

Supposons l'extension N/H modérément ramifiée. Il résulte de
la proposition VI. 1, corollaire 1, que la suite de modules et d'applica-

T T^
fions 0 ——> A^ ——> AN ———> AK x AK ———> A ——> 0
est exacte, A^ désignant l'ensemble des éléments de A^ de trace nulle.
On en déduit, entre les classes des A-modules A^ , AN , et A^ la relation
C/(AN) = cl(A^) cl(A^)2. La suite exacte

Tr,
0 ——> A°, ———> A, ——^-> A ——> 00 ___> A° __> A /K
U ^ A^ ^ A^

montre en outre que cl(A^) = c/(A^), d'où la relation :

C/(AN) = cl(A^) cl(A^)2 .



SUR L'ARITHMETIQUE DES EXTENSIONS GALOISIENNES 65

On peut démontrer cette relation à l'aide des méthodes du cha-
pitre III. On doit alors supposer que A vérifie l'hypothèse (H), mais,
on démontre alors l'égalité ci-dessus sans supposer que l'extension
N/H est modérément ramifiée.

2. Bases normales de A^ •

PROPOSITION VI.3. — On suppose que A^ possède une îl-base,
et que A vérifie l'une des hypothèses suivantes :

i) p est inversible dans A
ii) pA est un idéal maximal de A,

Alors :
a) A^ possède une H-base (<p , \p) où Tr^O^) = Tr^CVC.
b) Si K est modérément ramifiée en p, A^ possède une H-base

(<p, V/), où Tr^O^) = Tr^yO = 1.

Démonstration. - Soit (^ , ̂ f) une H-base de A^ , T = Tr^/J^),
1 — TU == Tr^Cy/). Si p est inversible dans A, posons <p == ^ 4- ———,

P
, 1 - U^ = ^/ + ———. il est évident que (<^, V/) est encore une H-base

P
de AK, et que Tr^^) = Tr^VC = 1.

Si pA est un idéal maximal de A et si K/H n'est pas modérément
ramifiée en p, alors Tr^/^CA^) =^= A (Théorème 11.1). Comme

TrK/JAK^pA,

et que pA est maximal, TT^/K^ÎÙ == PA. Il en résulte que T et U
T U

sont des éléments de pA. Posons ^ = ^ — — , ^ = V/' - — . Alors,
P P

(<^, ^) est clairement une H-base de A^ et Tr^Op) = Tr^CVC = 0.
Si pA est maximal et si K/H est modérément ramifiée en p,

TÎK/^AK) = A

(Théorème 11.1). Alors, Tr^O) = P, Tr^') = T, Tr^^') = U,
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TI-K/K^V + ̂ "V) = 2T, Tr^Ca1 V/ 4- a-^) = 2U. L'idéal TT^(A^)
de A est donc engendré par les éléments p, T et U de A. Il en résulte
que l'un au moins des nombres T, U (T par exemple) n'appartient
pas à pA. On peut trouver des éléments a et b de A, tels que ûT + bp = 1.
Posons \^" = ̂ f — a\J^p — bV + 1. Il est clair que ( ^ ' , ̂ ff) est une
H-base de A^, et que

^K/K^") = U - aUT - &Up + p = p.

Soient alors ^ = cnp' 4- b^99

^=(û-p)<^4-(6+T)^ .

a1^ 4- a-^ = û(aV + a- '̂) 4- bÇa^" + a-^")

a i ^ ^ a ~ i ^ = ( a - p)(ai^pf + a-^') 4- (& + T^a'^" + a-1^11) ;on
peut donc exprimer <^, V/, a^ + a~^, o1^ + a"'^ en fonction de
<//, ^', a^' 4- a~^, a1^' 4- a"'̂ 1 à l'aide de combinaisons linéaires
à coefficients dans A.

( a b \
Mais )€ SL(2 , A). Il en résulte bien que 1, <^,

a — p & 4- T7

^, a^ 4- a"" ,̂ 0^4- a"^ ̂  ^1 < /' < ———) est une A-base de A^,

donc que (</?, VQ est une H-base.
De plus, ^KIK (^) =;= ûT 4- 6p = 1
et Tr^W = (û - p)T 4- (b 4- T)p = 1 ,

ce qui prouve que (<^, ^) est une H-base répondant à la question.

PROPOSITION VI.4. — Si A^ possède une H-base ( ^ p , V/), où

TrK/^-TrK/^),

AK possède une base quasi-normale. (Définition 11.4). Si, de plus,
N/H est modérément ramifiée, A^ possède une base quasi-normale
(1 , 6 , . . . , 6p_i), ^/fe q^ 0^ s'écrive sous la forme TT^^O^O), avec
eeA^.

Démonstration. — D'après la proposition VI. 1, corollaire 2, il
existe un 0 G N, tel que 9 4- r0 = <p, a0 4- ra0 = ^. Posons
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Qi = 0^ + T^O .

Montrons que 1 forme avec p — 1 des éléments 0^ une A-base de A^.

On a <p = 0o » ^ = 6! » a/(^ + a"^ = ^ + 0-/ »

a^ + a~i^ == 0^ + 0i_/ . Les p éléments de la H-base (^, ^) de
A^ s'expriment par les formules ci-dessus en fonction de 1 et des

( v — 1 \
Oi ^"~—2- modp}.

Réciproquement, ces mêmes formules permettent de calculer de

proche en proche les Oj u f- ——— modp) en fonction des éléments

de la H-base (^, V/). Donc, 1, QQ , 9^ , 9^ , . . . , 6 p _ ^ , Op_^ est une
"~T~ ~~T~

A-base de A^. La formule 2 0^ == Tr^/^CO) (voir proposition 11.4)
montre que 1 forme avec (p — 1) éléments quelconques pris parmi
les Of une base quasi-normale de A^/A.

Si N/H est modérément ramifiée, la proposition VI. 1, corollaire 1,
montre qu'on peut prendre 0 G A^ , c.q.f.d.

THEOREME VI. 2. — Soit A un anneau principal ; supposons que
A vérifie l'une des hypothèses suivantes :

i) p est inversible dans A, et [ K ' : H] = p — 1
ii) pA est un idéal maximal de A.

Alors :
a) A^ possède des A-bases quasi-normales
b) *SÏ K/H est modérément ramifiée en p, A^ possède des A-bases

normales.
c) 5Ï N/H ̂  modérément ramifiée, A^ possède des bases nor-

males formées à partir d'un élément de A^.

Démonstration :

a) Le théorème V.3 montre que A^ possède des H-bases. La
proposition VI.3,a) montre que A^ possède une H-base (^ , <//), où
Tr^(^) = Tr^W. La proposition VI.4 prouve alors que A^ possède
une A-base quasi-normale formée avec un 6 E N, pour lequel

TrN/KW=TrK/,(^).
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b) Si en outre K/H est modérément ramifiée en p, la proposition
VLl,b, montre qu'on peut prendre Tr^(^) = 1. Il est clair que, dans
ces conditions, 9 engendre une A-base normale de A^.

c) Si N/H est modérément ramifiée, la proposition VI. 4 montre
que 0 peut être pris dans A^.

Exemples. — Le théorème VI. 2 s'applique en particulier lorsque
A = Z, ou, plus généralement, lorsque A = S~1 Z, S étant une partie
multiplicative de Z ne contenant pas 0.

Si A est l'anneau des entiers d'un corps de nombre dans lequel
p reste premier et si A est principal, le théorème VI. 1 s'applique
encore.

Lorsque p ne reste pas premier dans A, mais ne se ramifie pas,
ou encore lorsque A n'est plus principal, on peut encore essayer de
déterminer le réseau /(A^) et d'étudier l'existence des H-bases. Par
contre, si p se ramifie dans A, l'hypothèse (H) n'est plus vérifiée, et
les résultats des chapitres IV et V ne s'appliquent plus.

THEOREME VI.3. — Supposons que p soit inversible dans A. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) AN est A[G]-libre
iï) A^ et A^ possèdent des A-bases normales.

Démonstration :

i) > ii). C'est la proposition 11.4.
ii) > i). Puisque A^ et A^ possèdent des A-bases normales,

l'extension N/H est modérément ramifiée (proposition 11.6). Il en
résulte que A^ possède une A-base normale obtenue à partir d'un
élément 0 de A^, (Théorème VI.2,c). Quitte à multiplier 0 par une
unité de A, on peut supposer que Tr^/^O) = 1. On peut de même
supposer que A^ possède une base normale (co , TO?) avec

Tr^(û;) = co -h T(JÙ = 1 .

Alors, TrN/^(0) — co est un entier de A^ de trace sur H nulle. On
peut donc écrire cet entier sous la forme Tr^/j^) — (^ = a(o} — rco)

a
avec a € A. Posons 0 = 0 — — (co — rco) ; il est clair que

P
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TÎN/K^) = Tr^/KW, et que 1^(0') = c<;.

Le A-module A [G] 9 ' contient donc A^ et A^ . Il en résulte (Théorème
VU) que 99 est une A[G]-base de A^, c.q.f.d.

3. Propriétés de l'algèbre A [G].

PROPOSITION VI.5. - Soit u C H [G], Si, pour tout f,

(1 +r)a^eA[G],

î7 existe v€A[G], tel que (1 + r)^ = (1 + r^u.

Démonstration. — Ecrivons u = ^ (ûy + ûîr)^, où les ûy et
/ mod p

a9 sont des éléments de H. Alors,

(1 + r^u = S (û /̂ + a'^) (1 + r)^.
/ modp

Comme (1 4- r)Qiu est un élément de A[G], les û y _ / + a^^ sont des
éléments de A quels que soient i et /. On déduit de cette remarque
que, pour tout i, OQ 4- a\ € A et ûç — a^ € A. Posons h^ = a^ — a^ ,
h\ = a^ + ao , et soit y = Si (Ay + Aï r)^. Il est clair que v G A [G],

/ mod p
et que (1 + r)^ = (1 + r)^.

DEFINITION VI. 1. - Dans A [G], ow wtë T l'élément Z (y' ̂
/ mod p

V Vêlement (1 - T)T.
On voit immédiatement que T et T' 50^ d^ éléments du centre

de A[G] ; en particulier T' = T(l - T). Si u = ^ (a/ + ̂ r)^
/ mod p

est un élément de A [G], un calcul facile montre que

ur=ru=( S a^-b^v.
'imodp '

On voit donc que le sous-ensemble AT' de A [G] est un idéal bilatère
de A [G].
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DEFINITION VI. 2. - On désigne par QL l'algèbre A[G]/AT'.
Nous aurons besoin d'étudier les éléments inversibles de A [G]

et de QL. Remarquons que A [G] et OL sont des anneaux noethériens,
car ce sont des A-modules de type fini. On en déduit qu'un élément
de A [G] ou de OL inversible à droite ou à gauche est inversible,
c'est-à-dire possède un inverse à gauche et à droite unique (Bourbaki,
Algèbre, Ch. VIII, § 2, exercices 7 et 8, [3]).

Soit / l'application de G dans A définie par f(a) == + 1 et
/(r) = — 1 ; cette application se prolonge en un homomorphisme
de A algèbres de A [G] sur A, que nous notons encore /.

Il est clair que / est nul sur l'idéal AT' de A [G],

DEFINITION VI. 3. — On note f V homomorphisme de QL dans A
déduit de f par passage au quotient.

PROPOSITION VI.6. - Soit u = L (df + a'^o1 un élément de
i mod p

A[G]. Si l'image u de u dans QL est un élément inversible de OL, alors
2d (âf— a\) est un élément inversible de A.

i mod p

Démonstration. — En effet, la quantité ^ (a^ — a\) n'est
i modp

autre que l'image de u par l'homomorphisme /.

PROPOSITION VI. 7. — Soit r un entier vérifiant 0 < r <p — 1.
Définissons deux suites d'entier h^ et h9^ (0<i<p - 1) par :
h^ = 1 pour 0 < i < r, h^ = 0 pour r + 1 < i < p - 1, h9^ = 0,
A^)= - i pour 1 < i < r, h'^ = 0 pour r + 1 < i < p - 1. Notons

p-i D - 1
u^ l'élément 21 (^(r) + h^r)^ de A[G]. Alors, si ri-1——— ,

i=o 2
rimage dans QL de u^ est un élément inversible de OL.

P - 1Démonstration. - Puisque r ^ —— mod p, 2r + 1 est inver-

sible module p. On peut donc trouver deux entiers positifs n et a
tels que n(2r + 1) = ap - r. Dans A [G], on a l'identité
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(f^Vâ (^^O = î ^ = aï - t ^
'i=-r 7=1 ^ = r + l /=!

On en déduit l'identité :

(l + (1 ~ r) f a1) (l + (1 - r) 1 a<2r+l) /)
v 1 = 1 ' v /=! /

[ ^

= 1 + ( 1 -r) S a '+S ̂ ^
» = i 1=1

+(t o'VÉ a<2r+l)()
"(=1 ' ^=1 /

+(Z a') (Z o^»)')']
'<(=-, / V(=l / J

= ! + ( ! - r)ûT = 1 + aT' = 1 mod AT'.
r

1 + (1 — r) ,̂ a^ est donc inversible à droite dans A[G]/AT'.
/= i

4. Propriétés des bases normales de A^ •

Pour tout Q C N, on note Q^ = ^Q + ra^.

PROPOSITION VI.8. - Soit Q^ (i mod p) une base normale de A^.
// existe 6 ' € N, ^/ q^ 0̂ ' = 0/ , et qui forme avec ses conjugués une
base normale de N/H.

Démonstration. — Supposons qu'il y ait entre Q et ses conjugués
une relation ^ a^Q + a'ra^ = 0, avec des coefficients û y , a^

] mod p
non tous nuls. En faisant opérer (1 + r)^, on trouve, pour tout i,
tout /, ^ (^/-/^ ^y^/) (1 + ^a^ = 0, ce qui entraîne

/ mod p

û^+a^ =0
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quels que soient i et /. On déduit immédiatement de ces relations les
égalités df = OQ et a\ = - a^ quel que soit i. La relation entre 6 et
ses conjugués est donc nécessairement de la forme a^T'O = 0. Soit
alors X un élément non nul de k, vérifiant Tr^(X) = 0. Posons
0' = 6 + X. Il est clair que 6^ = Q [ . De plus,

T'0' == (1 - r) S o ' O ' = 2pX
/ modp

n'est pas nul, car on a supposé la caractéristique de H distincte de 2
et de p.

Donnons-nous un élément 0 de N, tel que les (0/) /modp soient
une base normale de A^, et soit u E A[G]. Si 6 ' est un autre élément
de N tel que 6^ = 6^ , alors, (Q - Q\ = 0. Il résulte de la proposition
VI. 1 que X = Q - Q9 est un élément de A^, de trace sur H nulle.
Alors, pour tout ï, (uQ\ - (ue'\ = (u(Q - 6% = QA)/ = 0.
Par conséquent le p-uple (u6\ ̂ ^p) ^ A^ ne dépend pas du choix
de Q définissant la base normale (Q^ de A^. De même, si v est un
élément de A[G] ayant même image que u dans (SK,

(uQ\ - (y6\ = ((u - v)0\ = (1 + 7)^(14 - v)6 =(1 + r) (« - v)0 = 0 ,

car (1 4- T)(U- v) = 0.

Ce qui précède montre que, à tout élément u^-OL et à toute
base normale B de A^, on peut associer un p-uple d'éléments de A^,
noté u(B) et défini de la manière suivante : on choisit 0 EN, tel que
B == (^)/mod p , et un élément u de A [G] ayant 'u pour image dans
OL, et l'on pose u(B) = ((uQ\ \ ̂  ̂ .

PROPOSITION VI.9. - Soit B une base normale de A^. L'applica-
tion qui a un élément u de QL associe le p-uple u(B) d'éléments de
AK établit une bijection entre l'ensemble des éléments inversibles de
QL et l'ensemble des bases normales de A^.

Démonstration. - Nous choisissons un Q de N, tel que

B^^Umodp

et qui soit une n[G]-base de N (proposition VI.8).
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a) Si u est inversible dans A, i7(B) est une base normale. En
effet, soit u un représentant de u dans A [G]. Nous devons montrer
que l'ensemble O^)f(fmodp) est une A-base de A^. La formule
(u6\ = (1 + 7)0^6 montre que l'on peut exprimer les (u0)f en
fonction des 0^ . Mais, comme u est inversible dans QL, il existe
v e A[G] et a C A tels que vu = 1 4- aî\ Alors,

(yu0\ = 6^ 4- (aT'0\ = ^

car (T^)/ = (1 + ^a^Q == (1 4- r)TV0 = 0 ; cela montre que 0/ ,
qui s'écrit sous la forme (1 4- ^a^ÇuO) peut être exprimé comme
combinaison linéaire à coefficients dans A des (u9\.

b) L'application u ——> u(B) est surjective.
En effet, soit B' une base normale de A^ , et soit 0' une n[G]-base

de N telle que B' = 0[. Il existe deux éléments u et u9 de H [G],
inverses l'un de l'autre, tels que 6 ' = u6, 6 = u'01. En exprimant
9\ = (1 4- r)a^0 en fonction des ^ , on voit que, pour tout i,
(1 +r)a^eA[G]. De même, pour tout i, (1 + r^i/EAlG]. Il
existe donc des éléments v et / de A [G] vérifiant

(1 + r)a^ = (1 + T)a^

et (1 + r)^!/ = ( 1 4 - r)aV pour tout i (proposition VI. 5). On a
donc B[ = (v0\, ce qui s'écrit, en notant V l'image de v dansd,
B' = 7(B). Mais ^ et v d'une part, M' et v9 d'autre part diffèrent d'un
élément de HT'. On en déduit que vv9 ~- uu1 est un élément de
HT 'HAtG] = AT', donc que vv' — 1 eAT\ c'est-à-dire que v est
inversible dans (St.

c) L'application u ——> u(B) est injective.
En effet, soit u et V deux éléments de QL tels que i<(B) = 7(B),

et soient M et v des représentants dans A [G] de ïï et de y". Pour tout i,
(14- 7)0^6 = ( 1 4 - 1)0^0. Comme 0 est une n[G]-base de N, on a
(1 4- r)^^ — v) = 0 pour tout f, ce qui entraîne que u — v€AT',
donc que u = T, c.q.f.d.

On suppose maintenant que p n'est pas inversible dans A et que
N/H est modérément ramifiée en p (c'est-à-dire en tout idéal premier
non nul % divisant pA). On pose S = H (A — %). S est donc une

f|pA

partie multiplicative de A, et S"1 A est un anneau de Dedekind semi-
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local. On notera Ap cet anneau. Pour toute extension L de H,

(Ap^S-^.

Soient ^ et V/ deux éléments de A^, ayant même trace sur H .
La proposition VI. 1 montre qu'il existe un 0 de (A^, tel que
^ = TÎN/K^). ^ = Tr^/K^). Si 0' E (Ap^ vérifie Tr^^) = ̂
^N/K^) = ^ 0' - 9 = X, où XE(A^ et Tr^(X) = 0 (Propo-
sition VI. 1). Donc,

TW^) - Tr^(0) = Tr^(0' - 0) = pXGp(A^) .

On voit donc qu'à tout couple (<^, ^) de A^, tel que Tr^ (<^) = Tr^ ( \p)
est associé un élément de (Ap\/p(Ap\, à savoir la classe dans (Ap\
modulo p(\\ de Tr^OÎ), où 0 est un élément de (A )^ , vérifiant
0 + T0 = ̂  00 + T00 = V/.

si (^)/ mod p est une A-base normale de A^ on a 0/ = ^0 + ra^O
pour un 0 de (Ap)^. La construction précédente, faite en prenant
(<^, VQ = (0o » e! )» associe à la base normale B = (0^ ̂ . un élément
bien déterminé de (\)k/p(Ap\, noté ^(B).

THEOREME VI. 4. - Soit B une A-base normale de A^. Alors,
quel que soit l'idéal premier % de A divisant pA,

(1 -T)^(B)^%(ApVp(A^.

Démonstration. - Comme B est une A-base normale de A^, B
est aussi une Ap-base normale de (Ap)^. On peut donc, pour faire
la démonstration, supposer que A = Ap. L'extension N/H est alors
modérément ramifiée (en p, par hypothèse, en 2, car 2 est inversible
dans A). Comme A est semi-local, A^ est un A[G]-module libre
(Ch. II, § 6). Soit donc 0 ' une A[G]-base de A^ . L'élément Tr^^)
de A^ est une A[G/H]-base de A^. Il en résulte que, pour tout idéal
premier % de A divisant pA, (1 - 7)7:^(0') ̂  %A^.

Notons B' là base normale (^)/modp de A^. Ce qui précède
montre que, pour tout idéal premier % de A divisant pA,

(1 -TW)^A^A^

La proposition VI. 9 montre qu'il existe un élément inversible ~u de
QL pour lequel B' -- u(B). Soit u = S (a, + a;r)a/ un représen-

/ mod p ' î
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tant de u dans A [G], Nous avons :

TrN/^)=( S ^)Tr^(0)+( Z a;)rTr^(0).
7 modp ' v / modp ' •

On en déduit que

gW) =(Z ^) g(B) +(S û;)r^(B),

d'où (1 - T)g(B') == ( S a, - a;) (1 - r)g(B) ,
v/modp /

et cette dernière égalité entraîne le résultat cherché.

5. Construction des A[G]-bases de A^.

Nous arrivons maintenant aux théorèmes essentiels de ce travail.
Nous rappelons dans les énoncés toutes les hypothèses nécessaires.

THEOREME VI. 5. — Soit A un anneau principal, H son corps des
fractions. On suppose que la caractéristique de H ne divise pas 2p,
et que A/pA est un corps à p éléments. Soit N/H une extension de
degré 2p de H , galoisienne, non abélienne, de groupe de Galois G,
K un sous-corps de degré p de N, k le sous-corps quadratique de N,
A^ , A^ et AN les clôtures intégrales de A dans k, K et N respecti-
vement. Alors, si AK et Aj^ possèdent des A-bases normales, A^ est
A[G}-Ubre.

Démonstration du théorème. — On peut supposer que les élé-
ments des A-bases normales de A^ et A^ qui nous sont données ont
une trace sur H égale à 1. Soit donc ((jj , TCO) une A-base normale de
A^ . Alors, ÇA} + TO? = 1. Comme A^ et A^ possèdent des A-bases
normales, N/H est modérément ramifiée (Proposition 11.6). A^ possède
donc une A-base normale (0/)/modp où ^ = ai<^ + Tai^ ^ étant
un élément de A^. Soit X = Tr^/j^ô). Alors,

X + T X = = T r ^ ( 0 ) = T r ^ ( 0 , ) = 1.

Mais A^lpA^ contient p1 éléments. Les p. G A^ , vérifiant p. + rp. = 1
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mod pA,ç se répartissent en p classes modulo pAjç, dont (p — 1)
classes pour lesquelles p. — Tfi^pA^ . Posons Q^ = u^O, u^ étant
réiément de A [G] défini dans la proposition VI. 7.

Comme ^ h^ + h'^ = 1, Tr^^) = 1, d'où Tr^^) = 1.
/ mod p

Comme ^ ^(r) - ̂ (r) = 2r + 1, \ = Tr^^) prend les p - 1
/ mod p

valeurs modulo pA^ pour lesquelles À ^ + r X ^ = 1, X ^ — r X ^ p A ^ .
Pour un r convenable, on a donc X y — rXy,= a? — ro? mod pA^.
Quitte à remplacer Q^ par Q^ + ^, pour un p. convenable de Aj^,
de trace sur H nulle, on peut supposer que X ^ — r X ^ = co — TG}.
Comme X ^ + rXy= 1 = cj 4- TO;, on a alors X^= a;. Il en résulte
que le A-module engendré par 0^ et ses conjugués contient A^ et
A^ , donc coïncide avec A ̂  (Théorème VI.2), c.q.f.d.

Nous étudions maintenant des cas particuliers où H est le corps
des rationnels.

THEOREME VI.6. — (Théorème de la base normale). Soit N une
extension galoisienne non abélienne de degré 2p du corps Q des
rationnels, G son groupe de Galois, Z Vanneau des entiers rationnels,
S une partie multiplicative de Z, ne contenant pas 0, A le sous-
anneau S^Z de Q, B la clôture intégrale de A dans N. On suppose
l'extension N/Q modérément ramifiée (par rapport à l'anneau A).
Alors, B est un A[G]-module libre.

Démonstration. — Soit k le sous-corps quadratique de N, et m
l'entier sans facteur carré tel que k = Q(\/w). Puisque N/Q est modé-

i i /
rément ramifiée, il en est de même de fe/Q. Cela entraîne que ———— ?
1 /ÎÏS"

———— est une A-base normale de l'anneau Ai. des éléments de k2 k

entier sur A : c'est bien connu si m ̂  1 mod 4, et, si m ̂  1 mod 4,
2 est certainement inversible dans A, sinon, fc/Q ne serait pas modé-
rément ramifiée. Par conséquent, A^ possède des A-bases normales.

D'autre part, A est un anneau principal ; si p Z H S ̂  0, p est
inversible dans A. Si p Z H S = 0, pA est un idéal maximal. Nous
sommes alors dans les conditions d'application du théorème VI. 1.
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K désignant un sous-corps de degré p de N, et A^ l'anneau des éléments
de K entiers sur A, A^ possède des A-bases normales. Si p est inver-
sible dans A, le théorème VI.6 résulte immédiatement du théorème
VI. 3. Si p n'est pas inversible dans A, A/pA est alors isomorphe à
Z/pZ, et le théorème VI.6 résulte du théorème VI.5.

Appendice

Monsieur Jean-Pierre Serre m'a fait remarquer que la plupart des
arguments du chapitre VI de ce travail s'appliquent à un A[G]-module
M de type fini, de rang 1 (c'est-à-dire tel que M ®^ H soit un H[G]-
module libre avec un générateur), éventuellement projectif. En fait,
seuls le théorème VI. 3 et le paragraphe V devraient être remaniés ;
partout ailleurs, le fait que le module M soit l'anneau des entiers
du corps N n'intervient plus, sinon pour utiliser le théorème V.3 ;
c'est finalement ce théorème qui est essentiel pour démontrer les
théorèmes VI.5 et VI.6.

Index des définitions

Chapitre Paragraphe

Base n o r m a l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II III
Base quas i -normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II V
Classe (d'un m o d u l e ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 II
Décomposée ( ex t ens ion ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . II IV
H - b a s e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V II
Hypothèses (H) et ( H ' ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III II
Idéaux essen t i e l s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV V
Ramifiée (extension non — , extension modé-
rément — ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1
Relativement projectif (modu le ) . . . . . . . . . . . . II V
R é s e a u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 III
Résolvante de L a g r a n g e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV II
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Index des notations

Nous reproduisons ici les principales notations utilisées dans les
chapitres III à VI.

Chapitre Paragraphe

A, A ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III 1

"fc » "K » "N » • • • ^* — ? jv» N, . . . . . . . . . . . . .

A, A o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV 1
A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV IV
d, D, CD, 6, D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III 1
A(L/K), ®L/K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 IV et V
f (0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V 1
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III III
g. G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m i
G' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV 1
H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III 1
H* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV II
» • * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV II
V, i* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV V
H, *;, K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III I
H', k', ̂  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III I
H o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV I
XA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I III et IV
Xo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV II
M, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV VI
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III I
N ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III I
T, T ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VI III
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