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SEMI-GROUPES DE FELLER
SUR UNE VARIETE A BORD COMPACTE
ET PROBLEMES
AUX LIMITES INTEGRO-DIFFERENTIELS
DU SECOND ORDRE DONNANT LIEU
AU PRINCIPE DU MAXIMUM

par Jean-Michel BONY, Philippe COURREGE
et Pierre PRIOURET

Etant donnée une variété a bord compacte M, I'objet du
présent travail est I’étude des semi-groupes fortement continus
d’opérateurs positifs contractants sur ’espace de Banach
C(M) (semi-groupes de Feller sur M; §0.2) dont le domaine de
défimtion 9, du générateur infinitésimal A contient suffi-
samment de fonctions de classe (2. Cette étude comporte
naturellement :

— un probléme direct: Etant donné un semi-groupe de
Feller sur M, étudier, d’une part la forme W de A sur
Pespace U = C2(M) n 9D, ; et d’autre part la maniére dont est
limité U.

— un probléme réciproque (ou de construction): U < C*(M)
et Popérateur W étant donnés du type précédemment dégagé,
construire un semi-groupe de Feller sur M tel que,

(1) UcC(M)nD, et A=W sur AU

En ce qui concerne le probléme direct, le principe du maxi-
mum positif auquel satisfait le générateur (D,, A),

(i) uedD,, zeM et u(z)=supu>0 = Au(z) <0,
(n° 0.2.4) conduit & étudier la forme des opérateurs linéaires
W de C2(M) dans C(M) (M désignant Pintérieur de M)
tels que,

(iil) uweC}(M),zeM et u(z)=sup u>0— Wu(z) <O.
13
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Dans le chapitre I, complétant les résultats obtenus par
Waldenfels dans [24], on caractérise entiérement (théoréme V,
n® 1.3.1) les opérateurs W vérifiant (1) comme étant de la
forme W =P + S ou P est un opérateur de diffusion sur

M, et S wun opérateur intégro-différentiel d’ordre 2 dont le
symbole principal d’ordre 2 est nul (théoréme IV, n° 1.2.8).
Les résultats obtenus sont valables sur une variété a bord
paracompacte et sont présentés dans ce dernier cas.

Dans le chapitre II, d’une part on déduit des résultats du
chapitre [ la forme cherchée du générateur infinitésimal
(Théoréme IX, n° I1.1.1, et Théoréme X1V, n° I1.4.1), complé-
tant ainsi certains résultats d’Aisenstat [1], Feller [6], Hunt
[9], Neveu [12], Waldenfels [23] et Yosida [25] dans le cas
ou M est sans bord. D’autre part, dans le cas ou M a un
bord non vide, C*(M)n 9D, voit son étendue limitée par la
condition frontiére introduite par Ventcel’ dans [21]: on
introduit (n° I1.2.4) et caractérise par le principe du maximum
au bord (Théoréme X, n® I1.2.6, et Théoréeme XI, n° [1-2-9),
une classe d’opérateurs frontiére [' d’ordre 2 de type intégro-
différentiel a coefficients mesurables bornés qui permet de
préciser cette condition (Théoréme XIII, n° I1.3.1) en la met-
tant sous la forme,

(iv) ueC(M)nd, = [u— Sy°Au = 0.

Le probléme réciproque concernant la construction de semi-
groupes de Feller sur M est étudié dans le chapitre III:
Utilisant une forme du théoréme de Hille-Yosida tenant compte
des propriétés de maximum en cause (« Théoréeme de Hille-
Yosida-Ray ». n° 0.2.4), on se rameéne a la résolution de pro-
bléemes aux limites du second ordre relatifs aux opérateurs
W et [ introduits aux chapitres I et II:

(v) Wu=—f sur M
' [u = —¢ sur oM.

On résoud ces problémes dans les espaces de fonctions
Holdériennes CPA(M) lorsque, pour les opérateurs considérés,
les données sont convenablement Hoéldériennes et le terme
intégro-différentiel est compact [ce qui est une question de
régularité des données, et non d’ordre des opérateurs consi-

dérés; Théoreme XXI et XXII, n® II1.3.4 et IIL.3.6] par
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rapport a une partie principale supposée elliptique (n° I11.1.3
et I[11.2.1) : Traitant séparément les cas ou [' est d’ordre 0
(Probléeme de Dirichlet, Théoreme XV, n° II1.1.4), d’ordre
1 (Théoréme XVII, no I11.2.2), et d’ordre 2 (Théoréme XVIII,
n° II1.2.3), on se rameéne aux problémes elliptiques du second
ordre classiques (Lemmes II1.1.4 et II1.2.2) par utilisation
du Théoreme de stabilité de l'indice par adjonction d’un
opérateur compact (appendice 1) (*).

On obtient enfin les semi-groupes cherchés (Théorémes XVI
et XVI',n0 I11.1.7 et I11.1.8; Théoréemes XIX et XX, n° I11.2.8
et 111.2.10) grice a diverses propriétés deleurs résolvantes déja
utilisées par Sato et Ueno dans [20] (n° IIL.1.6, II1.2.5 et
I11.2.7) dans le cas des opérateurs de diffusion.

Pour plus de détails sur le contenu de chacun des chapitres,
on renvoie a leurs introductions respectives.

Le sujet concerné par ce travail touche a la fois a la théorie
des équations aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques,
a la théorie du potentiel, et & la théorie probabiliste de la
diffusion (processus de Markov). Afin de rendre I'exposé plus
accessible aux spécialistes de 'une ou ’autre de ces disciplines,
on I’a présenté de fagon indépendante de la littérature exis-
tante [exception faite de quelques résultats sur les semi-
groupes de Feller (§ 0.2), les problémes aux limites elliptiques
du second ordre (Lemmes II1.1.4 et 111.2.2), I'indice des opé-
rateurs linéaires (appendice 1) et l'interpolation entre les
espaces C™ et CP" (appendice 2) qui sont rappelés de facon
précise]; en particulier, n’interviennent ni considérations
probabilistes, n1 développements relatifs aux équations para-
boliques.

Chaque chapitre est divisé en paragraphes, eux-mémes scan-
dés par des numéros. On trouvera, d’'une part un index des
notations et un index des définitions pages 372 a 376 ci-
dessous; d’autre part, au bas de chaque page 'indication du
ou des numéros qu’elle contient.

Les auteurs tiennent a remercier icit MM. G. CHOQUET et
J. Neveu pour leurs utiles suggestions au cours de ce travail.

(!) On trouvera dans un prochain travail de J. M. Bony (voir [2]) une extension
de ces résultats au cas ot les données sont seulement continues obtenue en cherchant
les solutions de (v) dans I’espace de Sobolev W%P(M) et en utilisant une généralisation
a ce cas du principe du maximum.
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CHAPITRE 0

PRELIMINAIRES; SEMI-GROUPES DE FELLER

Dans le paragraphe 0.1, on précise les notations utilisées
relativement aux variétés a bord, opérateurs différentiels et
noyaux.

Dans le paragraphe 0.2, on rappelle d’abord les propriétés
generales des semi-groupes de Feller qui interviendront dans
la suite (n° 0.2.2). On établit ensuite un critére d’intégrabilité
de ces semi-groupes (Lemme 0.2.3), et on introduit le principe
du maximum positif auquel satisfait leur générateur infini-
tésimal, ainsi que la forme du Théoréme de Hille-Yosida-Ray
qui sera employée (n° 0.2.4).

§ 0.1. Notations : variétés a bord, opérateurs
de diffusion, noyaux boréliens.

0.1.1. Variétés a bord. On désigne dans tout ce travail
par M une variété a bord de classe C* et de dimension
n>1 et par d3M son bord. On suppose toujours que M
est dénombrable a Uinfint (en particulier, M est paracompacte).
Le bord aM de M constitue une variété (sans bord) de classe
C= et de dimension n—1, et Pintérieur M = M\oM une
variété de classe C* et de dimension n, toutes deux également
dénombrables a D'infini.

On ne suppose pas, sauf mention du contraire, que M =~ ¢
(st M = ¢, M est une variété sans bord), ni que M ou oM
soit connexe ou orientable.

On ne considére que des cartes locales (U, ) de M pour

011
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lesquelles 4 (U) est un ouvert de R™ = {z]z = () e R* et
z" >0}, la coordonnée y" définissant le bord:

zeUnM <= 2eUety"(z) >0
zeUndM <= zeU et y*z) =0.

2

En particulier, tout ouvert (Q de R™ est une variété a
bord dont le bord dQ est I'intersection de Q avec I’hyper-
plan R{ = {zlze R"* et z" =0} (%).

Si U est un ouvert de M, on notera CP(U) (p entier > 0)
I'espace vectoriel (sur R) des fonctions numériques sur U
p fois continuement différentiables (ceci évidemment y compris
au bord). On pose, comme d’ordinaire,

CU)=CoU) et CU)=[ )CrU).
P20

Soit X un sous-ensemble de M. On notera By, (X)
(resp. B(X)) I’espace des fonctions numériques sur X boré-
liennes (i.e. mesurables relativement a la tribu borélienne
$x de X) et bornées sur tout compact de X (resp. bornées
sur X) (3). On dira qu'un champ de tenseurs 6 sur X est
de classe B si1, pour toute carte locale (U,y) de M ses compo-
santes sont des fonctions de By, (U n X).

En chaque point 2z’ €dM, on considérera I’espace tangent
T,(0M) a la variété oM comme un hyperplan de l’espace
tangent T, (M).

On dira qu’un champ de vecteurs ¢ sur oM est stricte-
ment dirigé vers Uintérieur de M (ou seulement strictement
intérieur) si, pour tout z’' € dM, et toute carte locale (U, y)
de M telle que 2’ e UnaM, (d.x" vy > 0.

Si Z est un champ de vecteurs sur un sous-ensemble X
de M, et st fe(C(M), on notera gb% la fonction numeérique
sur X définie par, bE]Zf(x) = {d,f, Z,) (xe X) ou d,f désigne
la différentielle de f au point z.

{1) Sauf si Q = R+, dQ n’est pas la frontiére de () en temps que sous-ensemble
de l’espace topologique R~

(3) By,o(M) (resp B(M)) n’est pas & confondre avec Ly, (M) (resp L®(M)): les
éléments de B, (M) sont des fonctions et non des classes de fonctions p.p. égales
pour une mesure réguliére sur M.

011
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En particulier, si (U, y) est une carte locale de M, et si

f < G1(U), on posera, g (2)=D(f » 1) (1(2))(@ < U, 1<j<n)().

0.1.2. Espaces vectoriels topologiques B, (M), C’(M),
CL(M). Les espaces By, (M) et C(M) seront toujours munis
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de M qu en fait des espaces de Fréchet séparables.

Lorsque M est compacte, B(M) et C(M) sont toujours
munis de la structure d’espaces de Banach associée a la norme

uniforme
Ifl = Sup /(@) (f<BOW)

Si p est un entier >0 ou o, et K un compact de M,
on notera C{(M) (resp. Ci(K)) le sous-espace de C?(M)
formé des fonctions f ayant leur support (supp f) compact
(resp. leur support compact contenu dans K).

Si Q est un ouvert de R** ou R" on pose, pour p entier

> 0 et g e C2(Q),
(0.1.1) lel = 2 sup|D%(z) (*°?).

o<lal<p Z€Q
Pour chaque compact K de Q, I'espace Ci(K) est mumi
de la topologie associée a la norme | [, et l’espace Ci(Q)
de la topologie limite inductive de celles des Ck(K).

Sur la variété M, I’espace CP(M) est muni de la topologie
d’espace de Frechet séparable définie par ’ensemble des semi-
normes f — ||¢-f oy 7Y|p» ou (U,y) est une carte locale de M,
et ¢ € Ci((U)). L’espace Ci(K) (K compact de M) est muni
de la topologie induite par celle de C?(M), et I’espace Ci(M) de
la topologie limite inductive de celles des CE(K).

En particulier, lorsque M est compacte, C?(M) (p entier
> 0) est un espace de Frechet Banachisable, dont on dési-
gnera par | [, une norme définissant la topologie.

(*) Djp(z) = a%jcp(z) (2€Q, o e C1(Q), Q ouvert de f{";)

n
lu.‘?
(%) & = (g, ... &,) € NP, Id.l = 2 a; D*p(z) = 2 ¢
o 02310232 ... bz}‘j

() lolo = lol = sup o(a)].
tEQ

0.1.2
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0.1.3. Opérateurs de diffusion. Ftant donné un entier
p > 0, on appellera opérateur différentiel d’ordre p et de classe B
sur la variété M (n° 0.1.1) toute application linéaire de
C’(M) dans By, (M) telle que, pour toute carte locale (U, y)
de M, on ait

(0.1.2)
Pule)= 3 afa)D¥(u+y)(e) (2= U, usCAM)
ogla|<p

ou les a%(0 << || << p) sont des fonctions de By, (U) qui
seront appelées les coefficients de P dans la carte (U, X). Un
tel opérateur P est continu de CP(M) dans By, (M) (n° 0.1.2).
On dira que P est de classe C° s’il applique CP(M) dans
C(M); 1l faut et il suffit pour cela que ses coeflicients soient
continus.

La partie principale d’ordre p de I'opérateur différentiel P
d’ordre p est 'unique champ de p-tenseurs contravariants
symétrique = de classe B (n° 0.1.1) sur M dont les compo-
santes, dans chaque carte locale (U, y) sont définies par les
coefficients af avec |a| = p, et = s’obtient a partir de P
par la relation,

(0.1.3)
u(ﬁ)‘ﬂ:x(d,y, dv, ..., dz") = lim )\—ri_TP<uei7‘”) (x)’

pour zeM, ueC’(M), v e CP(M).

En ce qui concerne les opérateurs d’ordre 2, considérant
les coefficients sous forme développée, on écrira, au lieu de

(0.1.2),
(0.1.4)

Pu(z) = . izl at(z)

(xe U, ueC(M)).

On appellera opérateur de diffusion de classe B sur M tout
opérateur différentiel P du second ordre et de classe B
sur M tel que, = désignant sa partie principale d’ordre 2,

(0.1.5) =, (w,w)>0 pourtout zeM et WeT;M),

’u O il QU

(z) + a(=) u().

et
(0.1.6) P1(z) <0 pour tout z € M.

0.1.3
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On dira, en outre, que P est elliptique, si
(01.7) wy(w,w)>0 pourtout zeM et weTyM), w£0.

Cela étant,

Lemme. — Tout opérateur de diffusion P de classe B sur
M posséde les propriétés de mazximum suivantes:

(1) Si ueC*M) admet en xeM un mazimum relatif
positif alors Pu(z) < 0.

(2) Soit ¢ un champ de vecteurs sur dM strictement intérieur
(n° 0.1.1). St ueC*(M) admet en 2'edM un mazimum

relatif > 0, et st g—:(w') =0, alors Pu(z’) <0 ().

On établit ces propriétés de fagcon tout a fait classique par
localisation et application de la formule de Taylor a 'ordre
2 (%), en remarquant, en ce qui concerne la deuxiéme, d’une
part que ’hypothése entraine que d,u =0 et d’autre part
qu’une matrice [a¥];; ;<. est positive dés que Y, a'tf; >0
pour tout £ = (§,) e R* tel que &, > 0. b

0.1.4. Fonctions unité locales. On appellera fonction unité
locale sur M toute application ¢ de M X M dans [0, 1] de
classe C* sur M X M telle que,

(1) o(z, y) =1 dans un voisinage de la diagonale Ayxym

de M x M.

(i) Pour chaque compact K de M, il existe un compact
K’ de M tel que les fonctions o, = o(z, .) (x e K) gardent
leur support dans K’ (3).

On peut construire comme suit une fonction unité locale sur
M ayant son support dans un voisinage arbitraire V de la
diagonale Ayxy de M X M: Soit (U,) un recouvrement
ouvert localement fini de M par des ouverts relativement

(1) Voir ci-dessous le corollaire du Théoréme V (n° 1.3.1) ainsi que les Théorémes
VII et VIII (n° I.4.1).

(%) Voir la relation (I.1.16) au n° I.1.4 ci-dessous.

(3) L’intérét de cette notion apparaitra au chapitre I dés le n°® I.1.1. On notera
que, lorsque M est compacte, la fonction constante égale 4 1 est une fonction unité
locale sur M.

0.1.3, 0.1.4
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compacts tel que U (Uy X Uy) e V. On considére une parti-

@
tion de Punité {9, (3,)} de classe C* sur M X M subor-
donnée au recouvrement localement finide M X M formé de
M X M\Ayy et des ouverts U, X U,. Alors, o = ¥ ¢, est
une fonction unité locale sur M nulle hors de V. ¢

0.1.5. Noyaux boréliens. Soient A et B des espaces
localement compacts & base dénombrable d’ouverts, %, et
$Bp leurs tribus boréliennes.

On appellera noyau positif borélien de A dans B toute
application  — N(z, .) de A dans I’espace des mesures posi-
tives sur la tribu %5 () telle que, pour tout ensemble X e By,
la fonction z — N(z, X) soit $B,-mesurable (i.e. borélienne)
sur A. On notera couramment N(z, dy) un tel noyau, et

ﬂ N(z, dy)f(y) l'intégrale de la fonction borélienne positive
f par rapport a la mesure N(z, .).
On dira que le noyau N(z, dy) est borné si

sup N(z, B) < + .
ZTEA

Toute application linéaire positive A de Cy(B) dans Cy(A) (2)
définit un noyau positif borélien borné A(z, dy) de A dans
B par la relation,

(00.8) Af(2) = [, Ma, dy)f(y) [zeA, feCo(B)l.

§ 0.2. Semi-groupes de Feller et Théoréme
de Hille-Yosida-Ray.

0.2.1. Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un espace
localement compact a base dénombrable d’ouverts (espace
LCD), et par Co(E) I’espace des fonctions numériques conti-

(1) Une mesure positive sur $; étant une application w de %, dans [0, + o],
dénombrablement additive et telle que (@) = 0, mais pas nécessairement finie
sur toute partie compacte de B (autrement dit, pas nécessairement de Radon;
voir les n% 1.1.1 et 1.2.5 a ce sujet).

(%) Avec les notations du n°® 0.2.1 ci-dessous.

0.1.5, 0.21
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nues sur E tendant vers zéro a 'infini; en particulier, lorsque
E est compact, Co(E) est identique & l'espace C(E).
L’espace C%(E) est muni de la norme uniforme (notée | |)
qui en fait un espace de Banach.
S1 G est une application linéaire bornée et positive de
Co(E) dans lui-méme, on notera G(z, dy) le noyau positif
borélien borné (n° 0.1.5) associé & G par la relation,

Gf(z) = [, Gz, dy)fly) (z<E, feCyE)).
On note que |G| = sup G1 = sup G(z, E).

0.2.2. Un semi-groupe de Feller sur E est un semi-groupe
(Ni)i>o d’opérateurs linéaires bornés sur I’espace de Banach
Co(E) (NN, = Ny, Vs > 0,¢ > 0; Ny = I), fortement continu
(lli:(r)) INf— fl =0, Vfe Co(E)) et tel que, pour tout ¢ >0,

(0.2.1) feCo(E) et 0<Kf<1=0<NFf<L

Ainsi, pour chaque ¢, il existe un noyau positif borélien

(n° 0.1.4) Ny(z, dy) de M dans M tel que Ny(z, M) <1, et

(0.22) Nf(@) = [Nie, dy)f(y) (weM, feCo(M)).

Le générateur infinitésimal (D,, A) du semi-groupe (N,
sera toujours entendu au sens fort: 9D, est I’ensemble des
ueCy(E) tels que ltilgl—i-(N,u— u) existe (fortement) dans
Co(E), et pour ued,,

(0.2.3) Au = lim % (N — ).

=0

D, est un sous-espace vectoriel dense dans Co(E), et le
générateur infinitésimal (PD,, A) détermine entiérement le
semi-groupe (N,).

La résolpante du semi-groupe (N,) est, comme d’ordinaire
la famille (G,),., d’opérateurs linéaires bornés et positifs
de Cy(E) dans lui-méme définis par,

(0.24) Gof(x) = ["e*Nf(z)dt (zeE, feCy(E)).

0.2.2
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Cela étant (1), pour chaque « > 0,

FeCo(B) et 0<f<l = 0<Gof <

<en particulier, ||G,| <-:T>;
G, applique injectivement Co(E) sur 9,,
(0.2.5) (e« — A)G,f={f  pour tout feCo(E),
et
(0.2.6) Gula — Au=1u pour tout  uePD, ().
En outre,
(0.2.7) 1112 leGof — fll =0 pour tout fe Co(E),
et

(0.2.8)

Go — Gg + (& — B)GaGg =0 pour tout a>0,>0
(« équation résolvante »).

0.2.3. On dira que le semi-groupe de Feller (N,) sur E
est intégrable si, pour chaque fonction positive fe Co(E),

la fonction z — j‘;m Nif(z) dt appartient aussi a Co(E) ().

On définit alors un opérateur linéaire borné et positif G,
de Cy(E) dans lui-méme en posant,

(0.29) Gof(2) = " Nf@)dt (2=E, feCo(E)).
G, sera appelé le potentiel du semi-groupe intégrable (N,).

LemMme. — Pour que le semi-groupe de Feller (N,) soit inté-
grable, il suffit que son générateur infinitésimal (Dy, A) posséde
la propriété suivante :

(I) Il existe une suite (u,) déléments de D, telle que,

(0.2.10)
sup |u,| < + oo et liminf Au,(z) > 1 pour tout z< E.

n>w
(Y) Voir, par exemple, le livre de Dynkin [4], chapitres I et II.

(3) Autrement dit, G, = (¢ — A)~L
(®) Voir la remarque ci-dessous.

0.2.2, 0.2.3
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En particulier, lorsque E est compact, il suffit que A applique
D sur un sous-espace dense de C(E) (%).

Inversement, si (N,) estintégrable, A applique injectivement
Dy sur Co(E), Uopérateur — A=1 coincide avec le potentiel G,
de (N, et on a,

(0.2.41) Gy = Go(I + aGo) pour 0 < o < —

1Goll

En effet, désignant par (u,) une suite d’éléments de 9,
vérifiant (0.2.10), et posant m = sup |u,|, on a, pour « >0
n

|Gal = sup Gyl(a) < sup [z Ga(@, dy) lim inf Au,(y)
< sup lim inf G, Au «(z) d’aprés le lemme de Fatou,

n>ow

< 11m inf |G,Au,| = hm 1nf laGeu, — u,| < 2m

n>0

en vertu de (0.2.6). Ainsi, |G,|] <2m pour tout « > 0.
L’équation résolvante (0.2.8) entraine alors, pour a >0,
8> 0 |G, — Ggl < (B — 0)G.Ggll < 4m?(x + §); dou il
résulte I'existence d’un opérateur linéaire borné et positif G
de Co(E) dans lui-méme tel que hm |Gof — Gf] =0 pour
tout feCy(E); et on a,

G/(@) = lim Guf(e) = lim [ e*Nf(o) dt = [= N{f(a) d
ayvo ayo Jo 0
pour toute fonction positive fe Cy(E), d’apres le théoreme de
Beppo-Lévi, puisque e* croit vers 1 lorsque o« |0 (t>0).
Il en resulte que le semi-groupe (N,) est intégrable et que
son potentiel G, coincide avec 'opérateur G.
Inversement, supposant que le semi-groupe (N,) est inté-
grable, on établit, par un argument classique pour les opéra-
teurs Gu(a >0) (%), que GofePy et — AGf=/[f pour
tout feCo(E) et que Go(— Au) =u pour tout ueD,;
d’ou la relation G, = — A1,
Enfin, la relation (0.2.11) peut aussi s’écrire

Gy — Gy — 2G,Go = 0

(1) Voir la remarque ci-dessous.
(%) Voir par exemple [4], chapitre 1, § 2.
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et résulte de I’équation résolvante (0.2.8) par passage a la
limite lorsque [ tend vers 0. c.q.f.d.

Remarque. — Lorsque E est un espace localement compact
non compact, la définition adoptée ici d’un semi-groupe de
Feller intégrable ne coincide pas avec celle utilisée en Théorie
du potentiel (voir [15], exposé n® 9, page 9.0.1): cette der-
niére est moins restrictive ainsi que le montre ’exemple du
semi-groupe de Wiener-Lévy sur E = R*n>3) dont le
générateur infinitésimal est la fermeture, dans Co(R"), de
Popérateur (C}(R"), A). Cet exemple montre aussi que la
condition « A(D,) dense dans Cy(E) » n’entraine pas nécessaire-
ment I'intégrabilité du semi-groupe (N,) lorsque E n’est
pas compact. Par contre, la condition « A(D,) = Co(E) »
entraine toujours l'intégrabilité du semi-groupe (N,), ainsi
qu’on le voit par une démonstration analogue a celle du lemme
précédent.

0.2.4. Le générateur infinitésimal (94, A) du semi-groupe de
Feller (N,) satisfait au principe du mazimum positif

(0.213) ueD,, zeE et u(x)=sup u>0=-Au(x) 0.
En effet, 1l suffit d’écrire,

~%(N,u(x) — u(z =—-J f, dy)(u(y) — u(z))

+ 49 Nz, E) — 1),
et d’utiliser la propriété (0.2.1) du semi-groupe (IN)).
Inversement, on utilisera ci-dessous le résultat suivant:

TutortME de HirLrLe-Yosipa-Ray. — Soient (1) D un
sous-espace vectoriel de Co(E) et D une application linéaire de
D dans Co(E). On suppose que,

(a) Pour tout B >0, Uopérateur B — D appligue 9P
sur un sous-espace dense de Cy(E).

(b) Pour tout ue®d tel que supu>0, il existe zek
tel que u(z) =supu et Du(z) <O0.

() Avec les notations du n° 9 2.1.

0.2.3, 0.2.4
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Dans ces conditions,

(1) Pour tout B >0, il existe un opérateur borné et positif
Gg de Co(E) dans lui-méme, et un seul, tel que,

(0.2.14)  Gg(p — D)u = u pourtout ue9.

De plus,
(0.2.15) ||GB||<% pour tout B0,
(0.2.16)

Gg— Gg + (B — B )GgGg =0 pour tout B >0, g’ >0.

(2) On suppose, de plus, que D est dense dans Co(E) ou

que lim ||BGgf — fl|=0 pour tout feCo(E). Alors, Popé-
>+

rateur (D, D) est préfermé dans Co(E), et sa fermeture est le
générateur infinitésimal d’'un semi-groupe de Feller (N,) sur
E dont la famille d’opérateurs (Gg)gso constitue la résolvante.

En effet, ’hypothése (b) entraine d’abord que
(0.2.17)
ued ot (B—Du={>0—0<u< I

Soit ue?d tel que (B—Du=f>0. On a d’abord
inf u > 0, car dans le cas contraire il existerait, d’apres (b),
zoeE tel que u(z,) =mmfu<<0 et Du(z,) >0; ce qu
entrainerait f(z,) = Bu(z,) — Du(z,) << 0. On a ensuite

sup u <<—||f||, car dans le cas contraire, 1l existerait, d’apres
(b), 71 < E tel que u(@,) — sup u> %an et Du(z;) < 0;

ce qui est absurde car on aurait alors, f(z;) > [|f|].

De la relation (0.2.17), et de I’hypothése (a), on déduit
Pexistence de Gg et la relation (0.2.15); puis I’équation
résolvante (0.2.16) en appliquant ses deux membres & une fonc-
tion de la forme (B’ — D)u (ue®). D’ou la propriété (1).

La propriété (2) résulte alors du théoréme de Hille-Yosida
sous sa forme concernant les semi-groupes & contraction (%)
en remarquant, d’'une part que la densité de 9 entraine que

() Voir, par exemple, Dynkin [4] chapitre 1, Théoréme 14.

0.2.4
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lim |BGgu — u| =0 pour tout ued & cause de (0.2.14)
> o0

et (0.2.15), donc aussi pour tout ue Cy(E); d’autre part que
la positivité des opérateurs Gp entraine celles des opérateurs
N, a cause de la relation Njf= lim e~ exp (t3*Gp)f
(fe Co(E)). B cqfd.

Remarque. — La conclusion du théoréme précédent [carac-
tére préfermé de (9, D) dans C,(E) et existence d’un semi-
groupe de Feller sur E dont le générateur infinitésimal est
la fermeture de (9, D)] subsiste si on postule seulement:
la densité de 9 dans Co(E), la propriété (b) et D’existence
d’un nombre >0 tel que (f — D) (D) soit dense dans

Co(E) (voir & ce sujet Sato et Ueno [20] Théoréme 1.2, page
534].

0.2.4



CHAPITRE I

SUR LA FORME INTEGRO-DIFFERENTIELLE
DES OPERATEURS SATISFAISANT AU PRINCIPE
DU MAXIMUM

Dans ce premier chapitre, on étudie les opérateurs intégro-

différentiels de C3(M) dans C(M) (M désignant une variété
a bord; n° 0.1.1) qui constitueront les générateurs infinité-
simaux des semi-groupes de Feller étudiés aux chapitres 1I
et III ci-dessous. Dans le paragraphe 1.1, complétant les résul-
tats obtenus par Waldenfels dans [24], on caractérise les opé-

°

rateurs continus de C}Q) dans B, (Q) (Q ouvert de R")
qui ont un noyau positif (Théoréme I, n° I.1.1); avec comme cas
particulier les opérateurs satisfaisant au principe du maxi-
mum (Théorémes II et III, n® I.1.1). Dans le paragraphe 1.2,
on étudie plus spécialement ceux de ces opérateurs « purement
intégro-différentiels » en ce sens que leur partie principale
d’ordre 2 est nulle [« opérateurs de Lévy »; Théoréme 1V,
n® 1.2.8]; et dans le paragraphe 1.3, on précise la décomposi-

tion des opérateurs de C(M) dans C(M) satisfaisant au prin-
cipe du maximum (« opérateurs de Waldenfels ») en la somme
d’un opérateur de diffusion et d’un opérateur de Lévy (Théo-
rémes V et VI, n* 1.3.1 et 1.3.2; et proposition 1.3.3).
Enfin, dans le paragraphe 1.4, on étend aux opérateurs de
Waldenfels elliptiques les propriétés des opérateurs de dif-
fusion elliptiques du type « impossibilité d’un maximum sans
constance au voisinage » (Théorémes VII et VIII (n° L.4.1)).

§ L.1. Cas d’un ouvert de Rt : caractérisation des opérateurs

ayant un noyau positif.

L1.1. Enoncé des résultats. Désignant par Q un ouvert de
R™ ou de R" on va s’intéresser 4 des noyaux positifs boré-

114
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liens s(z, dy) de Q dans Q (*) ayant les deux propriétés sui-
vantes :

(NS,) s(z, {z}) =0 pour tout zeQ.

(NS;) Pour toute fonction positive fe(C,(Q), la fonction

x — ﬂ) s(z, dy) |y — 2|*f(y) (x<Q) appartient & B, (Q) (2).

Désignant par ¢ une fonction unité locale sur Q (n° 0.1.3),
et par s un tel noyau, on définit, en vertu de la formule de
Taylor (%), et de (NS,), une application linéaire S de C3(Q)
dans By,(Q) en posant,

(1.1.1)

Su(a) = [, 5(a, dy)[uly) — o(z, y)(ula) + 3 Dua)(y' — o)
(zeQ, ueCyQ)).

Cela étant, on va établir dans les n® 1.1.3 4 1.1.7 ci-dessous
les trois théorémes suivants:

Tutortme I. — Soit A une application linéaire de C}(Q)
dans By, (Q). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(po) A est continu de C3Q) dans Br,(Q) (%), et

(1.1.2)
zeQ, ueClQ),u>0 e zesupp u —> Au(z)>0.

(w) Il existe un noyau >0 borélien s de Q dans Q ayant
les propriétés (NS;) et (NS;), et un opérateur différentiel du
second ordre P de classe B sur Q (n° 0.1.2) tels que

(L1.3) Au(z) = Pu(z) + Su(z) (zeQ, ueC}Q)),
ou Uopérateur S est défini par (1.1.1).

(1) Voir le n° 0.1.4. On rappelle (n° 0.1.) que Q désigne I'intérieur de () considéré ‘
comme variété a bord (Q =Q si Q est un ouvert de R"). Voir a ce sujet la
remarque a la fin de ce numéro.

(3) Voir le n° 0.1.1. En particulier, pour tout z€{2, s (z, .) est une mesure de
Radon > 0 sur l'espace localement compact Q\{z}.

(3) Voir ci-dessous au n° I1.1.4 la relation (I1.1.16).

(%) Ces espaces étant munis des topologies précisées au n° 0.1.2.
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On note que, si A posséde la propriété (w), le noyau s
et la partie principale (a");; ;<, de P sont déterminés de
fagon unique par A (indépendamment du choix de la fonction
unité locale o(*) grace aux relations,

(1.1.4)

j& s(z, dy)u(y) = Au(z) s1 zesuppu (xeQ, ueCYQ)),

et,

(1.1.5)
2u(z) 12=

a(2)8E, = A(Dfu)(2) — [ s(u, dy)Di(y)u(y)

(xeQ, ueCQ), £ = (5) = R"), ou on a posé,
(1.1.6)

Oi(y) = <él gy — w")>2 (zeQ, ye, EeR).

1

TutortMeE II. — Sotent UV un sous-espace vectoriel de
CHQ) contenant Cp(Q), et A une application de UV dans

BL..(Q) telle que, pour tout ue,
(11.6) zeQ,u>0 et u(@)=0 —> Au(z)>0.

Alors, A se prolonge de facon unique en une application linéaire

o

continue de C3}(Q) dans By, (Q), et ce prolongement, encore
noté A, vérifie la relation (1.1.6) pour tout we CiQ) (3).
En particulier, si A est une application linéaire de C}(Q)

dans By, (), la propriété
(p) ueClQ), zeQ, u>0 et ulx)=0 —> Aux)>0,

entraine la continuité de A et la propriété (p,), donc aussi

(w) (Théoréme I).

Tutortme III. — Soit A wune application linéaire de

C}Q) dans By, (Q) de la forme (1.1.3), ot P est un opérateur
différentiel du second ordre de classe B sur Q, et S Uopérateur
(1) Par contre, la partie du premier ordre de P dépend du choix de &; voir a ce

sujet le paragraphe I.2.
(3) Voir aussi Waldenfels [24] théoréme 2.
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défini par (1 1.1) @ partir d’'un noyau > 0 borélien s vérifiant
(NS,) et (NS,). Alors,

(1) Pour que A posséde la propriété (p,), il faut et il suffit que
la partie principale de P soit positive (n® 0.1.2).

(2) Pour que A satisfasse au principe du maximum positif,
(PM) ueC}Q), ze(Q, et u(z)=supu>0—> Au(z)<<0 (%),
il faut et il suffit que P soit un opérateur de diffusion (n° 0.1.2),
et que,

(I.1.7)

Pl(z) + fg s(z, dy)(1 — o(z,y)) <0 pour tout e

Le noyau s posséde alors la propriété,

(NS,) pour toutouvert Q' de Q, la fonction z— s(z, O\Q)(z « Q')

appartient a By, (Q').

En particulier, si A est une application linéaire de C}(Q)
dans Bp,(Q) satisfaisant au principe du maximum (PM), il
est de la forme (I.1.3), P et s ayant les propriétés énoncées
en (2) ci-dessus [en effet, (PM) implique (p;), et (p1)
implique (w) (Théorémes I et II)]. Ce fait sera explicité au

paragraphe 1.3 dans le cas d’opérateurs sur la variété M (voir
le Théoréme V, n° 1.3.1). '

Remarque. — La considération d’opérateurs de C3}(Q) dans
BL.(Q), ou Q est un ouvert de R™, et non un ouvert de
R", sera utile au chapitre II pour élucider la forme du géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur une variété
a bord (voir les paragraphes II1.3 et 1.4 ci-dessous).

L1.2. Les Théoremes I et Il ci-dessus admettent comme
corollaire les résultats suivants qui élucident la structure des
distributions d’ordre 2 qui sont positives en dehors d’un point:

Prorosition. — (1) Soit T wune forme linéaire sur C}(Q).
Pour que T soit continue et vérifie,
(1.1.8)

ueC}(RY), u>0 et Oesuppu = T(u)>0.
(Y) Voir la remarque de la fin du n° I1.3.1.

111, 11.2
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il faut et il suffit que T soit de la forme,

n

(11.9) T(u) = étmDu(y+zaDw)+amm
+ frotdy) [uy) — 9()(0) + 3 D))

(ue C}(R"), a¥, a'(1 <1, ] < n) et a étant des nombres réels,
¢ une fonction de Cr (R") égale a 1 au voisinage de 0, et p une
mesure de radon >0 sur R™\{0} telle que,

(1.1.10) Srea Iyl 1(dy) < + oo
(2) Soit T wune forme lLinéaire sur C7(R") telle que
(I.1.11)

ueCr(RY), u>0 e u0)=0 = T(u)>0.

Alors T se prolonge en une forme linéaire continue sur CiR")
de la forme (1.1.9), la condition (1.1.10) étant satisfaite et la
matrice (a¥) étant positive.

(Démonstration immédiate a partir des Théoréemes I et II
en prolongeant T en un opérateur de C}(R") dans By, (R"
par O en dehors de I'origine; voir aussi le n® 1.1.5.)

I.1.3. La propriété de « bornitude » (NS,) du noyau s [ou
la majoration (I.1.10) de la mesure ®(n® 1.1.2)] sera obtenue
(voir les n® I.1.4 et [.1.5) grice au lemme suivant:

LemMme. — Sotent B = B,(0) = {z|ze R"et |z] < r} (r > 0),

et g une fonction positive et bornée sur B pour laquelle

(1.1.12) lim g(z) = 0.

x>0

Alors, 1l existe une fonction >0 bornée ke C*(B) telle que,

(I.1.13)  |2|2g(z) < k(2) pour tout ze B;
(L.1.14) k(0) = D;.(0) = D;D;(0) =0 pour 1 < t,] < n.

On commence par traiter le cas n=1: pour cela on
remarque d’abord qu’il suffit de construire & sur I'intervalle
[0, r[. On considére ensuite, sur [0, r[, I'enveloppe inférieure

11.2, 11.3
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g de la famille des fonctions affines (z — az 4+ b, avec
ae R, beR) qui majorent g sur [0, r[. D’une part g est
concave, donc continue sur 0, r[; d’autre part, g est positive
et bornée comme g; g(0) =0 et limg(a) =0 puisque
Vo

Iim g(z) = 0 par hypotheése. Enfin g(z) < g(z) pour tout
zvo
ze [0, r[.

On va alors majorer z?g(x) par la primitive seconde h
de g sur [0, r[: Pour chaque ¢eC([0, r[) soit Py la
primitive de ¢ nulle en O,

= [Ty dt (0<a<r).

En vertu de la concavité de g et de ce que g(0) =0, on a,
(1.1.15)  g(t) > % iz)  pour 2>0,0<t<
D’ou, en appliquant deux fois P et la relation (1.1.15),

Pia) = [ L g(a) di = 5 @(a);

J O x
et

Peia) = P(PR)a) > [ 13(0) de
zf’” ? 3(a) t=—%—x2g(x) 0 <z< 7).

La fonction y = 6P?g répond ainsi a la question dans le cas
n=1.

On en déduit comme suit le résultat dans le cas n > 1:
On pose, pour 0 < p <r, y(p) = sup g(z), et on remarque,
d’une part que zi=e

g(z) < v(l7]) pour tout ze B;

d’autre part que y est bornée sur [0, r[ et que lim y(p) =0
PYvO

d’aprés 'hypothése (1.1.12). On obtient alors une fonction &
cherchée en posant h(z) = y(|z]) (zeB), ou y = 6P2y est
la fonction associée ci-dessus a 1.

cqid.
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I.1.4. Démonstration du Théoréme I. «) On rappelle
d’abord la formule de Taylor avec reste sous forme intégrale :

si ueC}Q),

(1.1.16)  u(y) — u(z) — él Dyu(z)(y* — o*)

= i: (y' — .’lti)(yj - xj)R,-ju<.’D, Y)s

J=1

ou Ryu(z,y) = [ DDulz + tly — 2))(1 — t) dt (x< Q, y < Q);
en notant que la fonction R;u est continue sur Q X Q et
que,

(1.1.17) IR ul < llwl@)

Cela étant, on déduit d’abord de la formule de Taylor précé-
dente et de (I.1.4) que (w)=> (po)-

b) Inversement, soit A une application linéaire de C}((})
dans Br,(Q) ayant la propriété (p,). On déduit de (1.1.2)
Iexistence d’un noyau positif borélien s(z, dy) de Q dans Q
vérifiant (NS,) et (I.1.4). On va montrer que ce noyau vérifie
aussi (NS;). Pour cela, il suffit d’établir que la fonction
z— fg s(z, dy) |y — z|>f(y) est localement bornée sur  pour

toute fonction positive fe C3(Q). Désignant par f une telle
fonction, on va procéder en trois étapes [voir I'alinéa e) ci-
dessous] :

c¢) Soit P: (z, y) > P(z, y) = P,(y) une fonction positive
continue sur Q X Q telle que,

(1) P,eCQ) pour tout z<Q,

(ii) Les fonctions (z, y) > D®,(y) et (z, y) - D;D;D,(y)
(1 <1, < n) sont continues sur (. :

(i) @,(z) = Db,(e) = DD B,(a) =0 (1< i, [ < n, zeQ)
Alors,

(11.18) [, s(z, dy)®(z, yf(y) = AD.f)2) (v<Q),

et la fonction z — [g‘)s(x, dy)®(z, y)f(y) est localement bornée
sur Q. o :

En effet, d’abord, cette derniére propriété résulte de la
relation (I.1.18) et de la continuité de A, puisque I’hypo-

I1.4
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thése (ii) sur ¢ entraine que I'application z — @.f est conti-
nue de Q dans C%(Q). Pour établir (1.1.18), fixant ze(,
on considére une suite croissante (0,) de fonctions positives
de C*(Q) telles que, 6, = 0, au voisinage de z pour tout n,
sup 0,(y) =1 pour tout y=~z, et lLm|0,0.f — D.fj. =0
[on établit 'existence d’une telle suite, en construisant, pour
chaque >0, une fonction positive «, de C*(R") telle
que ay(z) =0 pour |z| p, az) =1 pour |z 2o et
llaglls < Cp ott C est une constante indépendante de p].
En vertu de (I.1.4), on a alors,

(1.1.19)
Jo5(@ a0y Pu(y)f(y) = A(,9.f)(x) pour chaque n;

d’ou (I.1.18) en passant a la limite dans (1.1.19) lorsque n
tend vers I'infini : par monotonie pour le membre de gauche (%)
et par continuité de A pour celui de droite.

d) si g est une fonction positive continue sur R" telle que
g(0) =0, la fonction z— [, s(z, dy)ly — aI? gy — 2)f(y) est
localement bornée sur Q. ~

En effet, en vertu du lemme 1.1.3 ci-dessus, 1l existe une fonc-
tion positive ke C2(R") telle que |z|%2g(z) << k(z) pour tout
ze R*, et k(0)=Dk(0) = DDk0) =0 1 <1, j < n),
et 1l suffit d’appliquer le résultat de I'alinéa c¢) ci-dessus a la
fonction ®(z, y) = k(z — y)(zeE, yeQ).

e) Raisonnant alors par I’absurde, on suppose qu’il existe
un compact K de Q tel que sup jg s(z, dy)ly — 2|*f(y) = + .

€
On en déduit I'existence d’une suite (z,) de points de K et
d’une suite (g, de fonctions positives continues sur R"
telles que, pour chaque n, g,(0) =0, |g.)] <1, et

Jostas dyly — altaly — 2)fl) >
Dans ces conditions, en posant g(z) = Y, 27"g,(z) (ze R"),

on définit une fonction g positive continue sur R" telle que
8(0) =10 et sup fg (@, dy)ly — zl’gly — z)f(y) = + =,

(%) Le fait que s, (z, .) est une mesure posilive est essentiel ici.

11.4
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ce qui contredit le résultat obtenu a I’alinéa d). D’oui la propriété
(NS;) pour le noyau s.

f) Pour achever la démonstration, on définit, & partir de s
et d’une fonction unité locale o, une application linéaire S

°

de C}Q) dans By,(Q) par la relation (I.1.1); et S est
continue (alinéa a) ci-dessus). Désignant alors par Q un

ouvert de R" tel que OQnR*=Q (Q=Q si Q est un
ouvert de R"), u - Au(z) — Su(z) définit une distribution
d’ordre 2 sur Q dont le support est réduit & {z} d’aprés
(I.1.4); A —S est donc un opérateur différentiel du second
ordre P sur Q, qui est de classe B puisqu’il applique

o o

CiQ) dans By, (Q). c.q.f.d.

L1.5. On peut établir directement la proposition 1.1.2 par la
méthode employée ci-dessus allégée des arguments qui four-
nissent ’uniformité locale en z. En particulier, on obtient
(I.1.10) grace a la proposition suivante :

ProrositioN. — Soit @ une mesure de Radon positive sur
Vespace localement compact R™\{0} pour laquelle,

./(;<ly:s1f(y)f"(dy) < 4+ o
pour toute fonction fe C}(R") telle que,

A f(0) = Dif(0) = DD,f(0) (1<sj<n).

Jo<ms1 ly|*w(dy) < + oo.

On déduit cette proposition du lemme 1.1.3 et du résultat
suivant :

Lemme. — Soient E un espace localement compact non
compact, et u. une mesure de Radon positive sur E telle que

j;:fdp.< + o pour toute fonction feCHE) (1). Alors
w(E) < + .

Remarque. — Le théoréme I, la propriété (1) de la proposi-
tion 1.1.2, le lemme I.1.3, et la proposition ci-dessus restent

() fe C$(E) <= fe€C(E), f> 0 et lim f(z) = 0.

I11.5
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valables sans aucune modification lorsque I'ordre 2 est rem-
placé par 'ordre p (p entier > 2). Par contre, évidemment,
c’est précisément 'ordre 2 qui intervient dans le Théoréme I1.

I.1.6. Démonstration du Théoréme II. ¢) On commence par
le cas ou U= C}(E): En vertu du Théoréme du graphe fermé,

pour établir que A est continu de C3Q) dans By, (Q), il

suffit de montrer que pour tout xze( et tout compact K
de Q, 1l existe une constante C(z, K) telle que,

(I.1.20) |Au(x) < C(z, K)|u|e) pour tout ue C3Q).

Or, désignant par o une fonction unité locale sur Q, on

pose d’une part, oi(y) = d(z, y), et oi(y) = ai(y)(y' — &)
(1 <1 << n); d’autre part, pour ue C}(Q)

n

(11.21)  w(y) = uly) — w(@)ody) — X% Du(z)ox(y)
B (ze, ye Q)

On a alors,

(1.1.12)  w = u(z)5% + X Du(z)sl + u,, u,eCiQ)
et,

(1.1.23) U () = Diug(z) =0 (1 << < n).

D’ou, pour ze(), en appliquant A aux deux membres de

(1.1.22),
(1.1.24)

Aulz) = u(@)AG)(@) + 3 Dau()A(oi)(@) + Alug)(a).

i=1

Par ailleurs, en vertu de la formule de Taylor (1.1.16) (n° 1.1.4)
appliquée & u, et de (1.1.23), on a,

|ual < nlfualley'te
en désignant par ', une fonction positive de C°(Q) telle que
Yly) = ly — zf? pour tout y € K c supp o,.
D’ou, d’apres la prop‘l;iété (p1) de A, |
(1.1.25) |A(u)(2)] < nlfuflA(V.)(=).

1.1.6
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L’existence de C(z, K) résulte alors de (I.1.24) et (I.1.25),
puisque, d’apres (I.1.21), i1l existe une constante C'(z, K)
telle que ||uylley = C'(z, K)||u||y pour tout wueCZQ).

b) Dans le cas général ou U est seulement un sous-espace de
C¥Q) contenant C7Z(Q) (1), on ne peut plus employer le
théoréeme du graphe fermé, et il s’agit de rendre localement
uniformes en z (sur Q) les majorations précédentes; pour
cela, il suffit de substituer aux fonctions o) (0 i1 << n) et
§, utilisées ci-dessus les fonctions 7. et ¢, fournies par le
lemme suivant :

Lemme. — Sous Uhypothése du Théoréme 11, pour tout
ZoeQ et tout compact K de Q tel que z,<K, il existe un

compact L de Q, un voisinage V de x, (VcQ), et pour
chaque zeV des fonctions 1%, nh(1 << 1< n) et ¢, de V a
support dans L de telle sorte que,

d’une part, pour chaque zeV,

C(11.26) mi(a) =3 et Dynile) = 3 (1<i, k<n),
(1.1.27)
pl@) =0 o ly—al<qly) pourtout yeK;

d’autre part,

sup Il < + o, sup [AL)(z)] < + » (01

N
3

et

sup [A(gz)(2)] < + oo.

Pour établir ce lemme, on construit d’abord les fonctions
n

15(0 < 1 << n) sous la forme ui(y) = X <i(z)al(y) (zeV,

j=o )

yeQ), ou V est un voisinage compact de =z, dans () sur

lequel la matrice [D,ai,(%)]o<) x<a st inversible (pour z = =,

cette matrice est 'identité), et ou la matrice [ti(x)] estinverse
de [Dyoz(x)] pour chaque zeV. . '

On construit ensuite les fonctions ¢, a partir des fonctions

(1) On peut affaiblir cette hypothése; voir a ce sujet Waldenfels [23] auquel sont
empruntées les idées de cette démonstration, ainsi que I’exposé n° 2 du séminaire [17].
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750 <i<<n): Désignant par 6 une fonction positive de
C2(Q) égale a 1 sur KuV, on pose

Yoly) = ly — =|*0(y),
et

5ult) = 4at) = Yal@2y) — 3 Dfufalri(y)

(zxeV, yeQ).
En vertu de la formule de Taylor (I.1.16), et de la relation
(1.1.26) déja établie, il existe une constante C > 0 telle que
¢(y) <Cly — 2> (zeV, yeQ); les fonctions ¢, = C1§,
(zxeV) répondent alors a la question. D’ou le lemme, et la
continuité de A de C}Q) dans By (Q).

¢) Enfin on vérifie que le prolongement de A a C}Q)
posséde la propriété (p,) en considérant pour ze( et
ueC}Q) tels que u >0 et u(z) =0, une suite (u,) de
fonctions >0 de Cp(Q) telle que u,(z) =0 pour tout n,
et lim |u, — ufe = 0 [on construit de telles fonctions u,

n>o0

sous la forme y — [1 — a(z — y)]a.(y) + %e(y) (), (¢ > 0),

ou u, est la forme quadratique tangente & uw en z et ou
ve C7(Q) approche u ennorme | | pour|y —z| > p] (2).
c.q.f.d:

L1.7. Démonstration du Théoréme IIL a) Il est clair que A
posséde la propriété (p,) si la partie principale de P est
positive. Inversement, compte tenu de (I.1.5) (n° I.1.1), il
suffit de montrer que la propriété (p,) entraine que, si

heC3(Q) et xeQ sont tels que >0 et
h(z) = Dih(z) = 0(1 < i < n),
on a

(12.28)  Ah(z) — [ sz, dy) h(y) >0 ().

Or, désignant par ¢ une fonction de C;(Q) comprise entre
0 et 1 et égale & 1 au voisinage de z, on a, d’aprés (p,),

(*) o, est défini au n° 1.1.5, alinéa c).
(%) Voir la remarque 1 du n° 1.1.7.

1.1.6, 1.1.7
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A(eh)(z) = Ah(z) — A((1 — 9)h)(z) > 0; donc,

Ab(@) — [z, dy)hiy) > — [i 5@, dy)s(y)hiy),

d’apreés (I.1.4), puisque z e supp (1 — @)h.

Mais I’hypothése sur & et la formule de Taylor (1.1.16)
(n© I.1.4) entrainent que, si V<) est un voisinage ouvert du
support de 9, oh < n|jh|jeylv; donc aussi

S 5@, dy)e(y)h(y) < nllhlky [, sz, dy)ly — af2.

Le théoréme de Lebesgue, joint & la propriété (NS,) de s
entrainent alors que I'on peut choisir ¢ & support assez voisin
de z pour que f;) s(z, dy)e(y)h(y) soit arbitrairement petit;
d’ou (I.1.28) et la propriété (1) du théoréme III.

b) Dans la propriété (2), il est clair sur la forme exphclte
(I.1.1) de S que la condition est suflisante. Inversement, s1 A
posséde le principe du maximum (PM), d’une part A satis-
fait (p,), doncla partie principale de P est positive (alinéa a)
ci-dessus). D’autre part, désignant par (§,) une suite crois-
sante de fonctions de C;°({)) comprises entre 0 et 1, égales a 1
au voisinage de z(xe() et telless que sup6,=1, on a,

d’aprés (PM)
(1.1.29) Af,(2) = Pi(2) + J,s(a, dy)(8u(y) — a(@, y) <O

D’ou (17.1.7) (ainst que la propriété (NS;) de s) en faisant
tendre n vers l'infini dans (I.1.29). c.q.f.d.

Remarque 1. — La relation (1.1.28) demeure valable, pour
heCg(Q), st on suppose seulement que la relation (I.1.6) est
satisfaite pour ue C7(Q). On en déduit, grace a (1.1.5), quela
partie principale de P est positive, donc que A posséde la
propriété (p,): on obtient ainsi une autre démonstration de la
derniére assertion du Théoréme II ne faisant pas appel a
Papproximation utilisée dans 1’alinéa ¢) du n° I.1.6.

Remarque 2. — On notera que (I.1.29) est satisfaite, donc
aussi (I1.1.7), sous la seule hypothése [plus faible que (PM)]
que Au(z) <0 pour tout ueC}Q) compris entre 0 et 1

11.7
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et égal & 1 au voisinage de = (xeQ) [voir la propriété (N)
des opérateurs de Lévy (n® 1.2.6) et les remarques 1 et 3 du
n° 1.2.10].

§ L2. Opérateurs intégro-différentiels de Lévy.

Les résultats obtenus au paragraphe 1.1 (Théorémes I, II
et III, n° I.1.1) conduisent, en ce qui concerne les opérateurs
satisfaisant au principe du maximum, a essayer d’isoler la
partie différentielle du second ordre qui constitue une diffusion,
de la partie intégro-différentielle (non locale) qui constitue un
opérateur de Lévy.

1.2.1. Noyaux et opérateurs de Lévy sur un ouvert de R* ou
R". On appellera noyau de Lévy sur Q (Q ouvert de R"* ou
R") un noyau positif borélien s(z, dy) de Q dans Q(Y)
ayant les propriétés suivantes (2):

(NS,;) s(z, {z}) =0 pour tout ze(.

(NS;) pour toute fonction positive fe C,(Q), la fonction

x—>‘j(; s(z, dy)ly — 2|*f(y) (x<Q) appartient a By, (Q) (%)
(NS;) pour tout ouvert Q' de , la fonction

z — s(z, ON\Q') (z Q')

est dans By, (Q) (%).
Cela étant, on appellera opérateur de Lévy sur Q toute

application linéaire S de C}Q) dans Bp,(Q) de la forme
(121) Su(z) = a(z)u(z) + § ai(2)Dyu(z)
_ < i Y10
+ fosta i) [wte) — otz ) (ul2) + 3 Data)tyt — ) |

(*) Voir le n° 0.1.4. On rappelle (n° 0.1.1) que Q désigne V'intérieur de { consi-
déré comme variété A bord (Q =€) si Q est un ouvert de R").

(%) Voir le n° 1.1.1.

(3) Voir le n° 0.1.1. En particulier, pour tout ze€{), s(z, .) est une mesure de
Radon > 0 sur I'espace localement compact QN\{z}.

(#) Voir la remarque 3 du n° I1.2.10.

(%) Cette intégrale est absolument convergente en vertu de la formule de Taylor

(11.16) (n° 1.1.%) et de (NS,).
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pour zeQ) et ueCYQ), ou a et a(1<<i<<n) sont des

fonctions de By, (Q), ¢ une fonction unité locale sur Q
(n° 0.1.3) et s un noyau de Lévy sur Q tels que, pour tout

(122)  a(@) + J,s(z, dy)(1 — a(z, ) <O ().

En vertu des Théorémes I et III (n° I.1.1), I'application
linéaire s définie par (I.2.1) et (1.2.2) est continue de CiQ)

dans Bp(Q), et satisfait au principe du maximum :
(PM)ueCQ), zeQ et u(z)=sup u>0 = Su(z)=0.

En outre, le noyau s est entiérement déterminé par S
et par la relation,

(1.2.3)
Su(z) = /;23(:1:, dy)u(y) désque xe&supp u(zel,ueCHQ)).

On dira que s est le noyau singulier de S, ou que S admet
§ comme noyau.

Par contre l'opérateur S étant donné, les coeflicients a
et @' (1 <i<n) dépendent du choix de & parles relations

(1.2.4)  a(x) = S(o,)(x) (:ve(:))
(I.2.5) &l (z) = S(ab)(z) (zeQ,1 <1< n)(?®

[Cette dépendance conditionne la forme (1.2.1) adoptée pour
S plutét que (1.1.1) (n° 1.1.1); voir aussi & ce sujet la propriété
d’invariance par difféomorphisme au n° 1.2.4.]

1.2.2. Opérateurs de Lévy de classe CO sur un ouvert de R**
ou R" On dira que le noyau de Lévy s sur Q est de classe C°
s’1l peut étre prolongé en un noyau de Q dans Q encore noté
s(z, dy) () de telle sorte que,

(NS)) s(z, {z}) = 0 pour tout zeQ.

(1) Voir la remarque 1 du n° 1.2.10.
(®) oily) =0z, y) ¥—2a) 1 <i<n z€Q, ye).
(3) Les propriétés (NS;) et (NSj) de ce prolongement assurent son unicité.

.24, 1.2.2
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(NS,) pour toute fonction positive fe C,(Q), la fonction
x—>J z, dy)ly — z|*f(y) (xeQ) appartient a C(Q) (1).

(NS;) pour tout ouvert Q' de (), la fonction z - s(z, Q\Q’)
(xe Q') est dans By, (Q').

Cela étant,

ProrositioN. — Soit S un opérateur de Lévy sur Q donné
sous la forme (I.2.1). Pour que S applique continiiment Cf(Q)
dans C(Q), o p est un entier > 2, il faut et il suffit que son
noyau s sott de classe C° et que les coefficients a et a
(1 <i< n) appartiennent & C(Q); les relations (1.2.1) et
(1.2.2) sont alors satisfaites pour tout xe Q.

On dira que Uopérateur de Léoy S estde classe C° s’il applique
continiment C}(Q) dans C(Q) (3).

1.2.3. La démonstration de la proposition précédente repose
sur le lemme suivant:

Lemme. — Sotent s un noyau de Lévy de classe C° sur Q,
® une fonction de By, (Q X Q) continue sur Q X Q\Ag.o (),
et feCy(Q). Alors, la fonction

z— F(z /;2 (x, dy)ly — z|*P(z, y)f(y)

est continue sur Q.
En particulier, pour 1<1i, j<n, la fonction

z > [os(@ dy)y — &)y — o)z, YY)

est continue sur Q.

En effet, on déduit d’abord facilement de (NS’;), que,
si ® est continue sur Q" X Q ou Q' est un ouvert de 0,
la fonction F est aussi continue sur Q'. Pour traiter le cas
général, o Q et ¢ >0 étant donnés, soit ¢, une fonction
de Ci(Q) telle que 0<9.<<1, 9. =1 sur un voisinage
ouvert W, de =z, et fgs(xo, dy)ly — z,|29(y) << e [une
telle fonction ¢, existe en vertu de (NS;)]. Puisque la fonc-
tion z — ﬁls(x, dy)ly — z|*9.(y) est continue d’apres (NS;),

(1) Voir le n° 0.1.1. En particulier, pour tout z €€, s(z, .) est une mesure de
Radon > 0 sur I'espace localement compact Q\{z}. .

(3) Voir la remarque 2 du n° I.2.10.

(®) Aaxaq est la diagonale de Q X Q.

1.2.3
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il existe un voisinage V. de =z, tel que,

(1.2.6) fg s(z, dy)|ly — z2p(y) < e pour tout zeV,,

et V.cK, ou K est un compact de  indépendant de .
On a alors,

F(2) — Flao)| < o 5(x dy)ly — 2o )|z, y)fy)|

+ o 50> dy)ly — wol29e()|D (w0, y)f ()]

+| Jo 5@ dy)ly — 21 — ¢(y)) (=, y)f(y)

— Jas(@o, dy)ly — "L — ey) 2z, Y
D’ou alcl-:il.,lF(x) — F(zy)] = 0 puisque, d’une part |®(z, y)f(y)|
étant borné pour zeK, yeQ par C =zesxl,l.‘}y)egl(l)<m, y)f ()

(C < 4+ o), les deux premiers termes sont majorés, pour
zeV,, par ¢C d’apres (1.2.6); et, d’autre part, pour chaque
e >0, la fonction (z, y) > (1 — 9(y))®(z, y)f(y) étant
continue sur W, X (, le dernier terme tend vers zéro
quand z tend vers z, ainsi quon l’a remarqué ci-dessus.

c.q.f.d.

On établit alors comme suit la proposition 1.2.2: La cgndi-
tion est d’abord suffisante en vertu de (NS;), du lemme ci-
dessus et de la formule de Taylor (1.1.16) (n° 1.1.4).

Elle est aussi nécessaire : supposant que S applique conti-
ntiment C{(Q) dans C(Q), on montre d’abord que les coef-
ficients a et a' (1 <iv<Cn) appartiennent a C(Q) en uti-
lisant les relations (I.2.4) et (1.2.5) (n° 1.2.1) et la continuité de
S de C}Q) dans C(Q). On remarque ensuite que, pour

feCHQ), |
o 5@ dyly — al*f(y) = S(uf)(@),  pour  wel,

ou Y y) =y —2*(reQ, yeQ); On en déduit, grice a la
continuité de S, que la fonction z — /;J s(z, dy)ly — z|*f(y) se
prolonge contintiment & Q pour tout fe C{(Q), donc-aussi
pour tout fe C,(Q). Il en résulte que s peut étre prolongé
en un noyau positif borélien de Q dans  ayant la propriété
(NS;); et, en vertu du lemme ci-dessus et de la formule de
Taylor (I.1.16), (I.2.1) est alors satisfaite pour tout ze(.
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Enfin, désignant par V wun ouvert relativement compact

de Q, et par (0,) une suite croissante de fonctions de C;°(Q)

telle que 1v <0, << 1 pour tout n, et supb,=1, on a,
n

(12.7) a(2) = [, s(z, dy)(Oa(y) — o(z, y)) = S(8.)(=)

pour tout zeV et tout n.

Faisant tendre alors n vers 'infini dans (1.2.7), il résulte de
la continuité de S(6,) pour chaque n, et de ce que la suite (6,)
croit vers 1, que la fonction z — a(z) + ﬁ)s(w, dy)(1 — o(z, y))
est semi-continue inférieurement sur Q; ce qui entraine que
(1.2.2) est satisfaite pour tout ze() ainsi que (NSj).

c.q.f.d.

1.2.4. Les notions introduites aux n® [.2.1 et 1[.2.2 sont
invariantes par difféormorphisme :

Prorosition. — Soient Q et Q des ouverts de R™ ou de
R, ® un C2-difféomorphisme de Q sur Q, s un noyau de
Lépy sur Q et S un opérateur de Lévy sur Q admettant s
comme noyau.

(1) Le noyau 3§ transporté de s par ®(*) est un noyau de
Léoy sur Q. Si s est de classe C°, il en est de méme de 3.

(2) L’opérateur S transporté de S par ®() est un opé-
rateur de Léoy sur Q. Si S est de classe C°, il en est de méme
de 3.

Cette proposition réclame une simple vérification a partir
des définitions, de la proposition 1.2.2 et du lemme [.2.3,
en utilisant la relation suivante, déduite de la formule de

Taylor (1.1.16) (n® I.1.14): posant ¢ = @1,
(128) ¢y —do = % Dud(D(2))[@"(y) — P"(a)]
+ 2 [2"(y) — ©"(=)][P(y) — O'()]Ri(=, y)

(zeQ, yeQ) ou Rj, est une fonction continue sur Q X Q
A<, h L<n).

53 X) = s(@1(3), oX)) (zel, Xegy).
(3) 57(3) = S(f o ®)(@a)) (feClQ), 2e0).

1.2.3, 1.2.4
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1.2.5. On appellera noyau de Lévy sur la variété a bord M ()
un noyau positif borélien s(z, dy) de M dans M (n° 0.1.3)
pour lequel, d’une part s(z, {z}) =0 pour tout ze M, et,
d’autre part, la fonction w—>j;ls(:v, dy)®(z, y)fly) (xeM)

appartient & By, (M) pour toute fonction positive fe Cy(M)
et toute fonction P eC*(M X M) positive, bornée et telle
que, ®(z, ) =0 et d,P(z, .) =0 pour tout zeM (2).

On vérifie sans difficulté que, pour qu’'un noyau positif
borélien s(z,dy) de M dans M soit un noyau de Lévy sur M,
il faut et il suffit qu’il ait les propriétés suivantes:

[NS,] s(z, {#}) =0 pour tout zeM.

[NS;] pour toute carte locale (U,y) de M('), le noyau s,
induit par s sur Pouvert y(U) de R (}) est un noyau de
Lévy (n° 1.2.1). )

[NS;] Pour tout ouvert V de M, la fonction

z — s(z, M\V) (zeV)

appartient & By, (V) (%). .

En particulier, pour tout ze M, s(z, .) est une mesure de
Radon > 0 sur l'espace localement compact M\{z}.

On dira que le noyau de Lévy s sur M est de classe C° s’il
peut étre prolongé en un noyau positif de M dans M, encore
noté s(z, dy) (°), de telle sorte que,

[NS;] s(z, {z}) =0 pour tout zeM.

[NS;] pour toute carte locale (U, y) de M, le noyau s,
induit par s sur 'ouvert y(U) de R™" est un noyau de Lévy
de classe C° (n° [.2.2).

[NS;] pour tout ouvert V de M, la fonction

z — s(z, M\V)(zeV)
appartient a By, (V) (°).

En considérant éventuellement des cartes locales de M

(1) Voir le n° 0.1.

() 2, @(z, .) désignant la différentielle en z de la fonction y— ®(z, y).

(%) 8,(z, Z) = s(x7*(z), x7*(Z)) (z€x(V), Z € B v))-

(%) Lorsque M est compacte, [NS,;] =3 [NS;]; voir la remarque 3 du n° 1.2.10.

(5) Les propriétés [NS]] et [NSi] de ce prolongement assurent son unicité.

(%) Ces définitions coincident avec celles des n® I.2.1 et 1.2.2 lorsque M est un
ouvert de R»* ou R~

1.2.5
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non connexes, on déduit de [NS;] que s vérifie aussi,

[NS{] pour tout feC,(M), la fonction z —>‘/;is(:v, dy)f(y)
(x e M\supp f) est continue sur M\supp f.

On peut donner de la propriété [NS;] une expression
intrinséque analogue a celle figurant dans la définition d’un
noyau de Lévy quelconque. Il est aussi commode de I’exprimer
au moyen d’une distance sur M: Désignant par g une
métrique Riemanienne sur M de classe C° par 1 la mesure
Riemanienne, et par zy la distance géodésique sur M ‘asso-
ciées & g, on déduit du lemme [.2.3 ci-dessus (en utilisant la
propriété [NS;]) que la propriété [NS;] équivaut &,

[NS;] pour toute fonction positive fe C,(M), la fonction
z - [, s(z, dy)TPf(y) (€M) appartient a C(M).

I1 en résulte le procédé de construction suivant: on définit
un noyau de Lévy s de classe C® sur M en posant,

(1.29) [, sz, dy)fly) = [, 75> "k(z, y)f(y)x(dy)
(zeM, feC(M), zesuppf)
ou a est un nombre réel > 0 et k& une fonction positive
continue sur M X M.

1.2.6. Opérateurs de Lévy sur une variété. Etant donné un
noyau de Lévy s sur la variété a bord M (*), on appellera
opérateur de Lévy sur M de noyau s toute application linéaire

continue S de CiM) dans By (M) telle que,
(L,) pour zeM et ueC}M),

(1.2.10)
Su(z) = ﬁa s(z, dy)u(y) dés que Z & supp u.

(Ly) Pour chaque carte locale (U, y) de M TPapplication
linéaire S, de Ci(y(U)) dans BLM(X(U)) induite par
S(?), est un opérateur de Lévy sur Pouvert y(U) de R™*
(n° 1.1.1). .
(N) Su(z) <O pour tout zeM et tout ueC¥(M) tels que
0<u<t et uly)=1 pour y voisin de z (3.

(%) Voir:le n° 0.1.1.

(®) S,plz) = S(p o x)(x~*(2)) [zex(U), ¢ € C3(x(U))]; le noyau de Sl étant le
noyau s, induit par s sur ¥(U).
(3) Voir les remarques 1 et 3 du n° I.2.10.
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"On notera.que, lorsque la variété M est compacte, la propriété
(N) équivaut [compte tenu de (L;)] a la relation S1'<CO0
(il suffit d’écrire Su(z) = Sl(z fQ s(z, dy)(1 — u(y)); voir
aussi 4 ce sujet la remarque 3 du n° 1.2.10].

i On' dira que 'opérateur de Lévy S sur M est de classe C°
s’il applique continiiment Ci(M) dans C(M) (*). .

Compte tenu de [NS,], le noyau s est déterminé de
fagon unique par S et la propriété (L,). On dira aussi que
S admet s pour noyau.

En ce qui concerne la construction des operateurs de Levy a
partir de leurs noyaux, on remarque d’abord que les opérateurs
de Lévy sur M (resp. de classe C°  dont le noyau est nul
(autrement dit qui sont de caractére local) sont exactement les
opérateurs différentiels linéaires du premier ordre Z sur M
de classe B (resp.sur M de classe C°; n°0.1.2) pour lesquels
71 < 0. Dans le cas général, la construction est assurée par le
lemme suivant : :

LemMe. — (1) Tout noyau de Lévy sur M (résp..'d‘e classe
C% est le noyau d un operateur de Lévoy sur M (resp. de classe
Co). :

(2) Sv deux operateurs de Lévy sur M admettent le méme
noyau, leur différence est un opérateur différentiel du premier

ordre sur M de classe B.
En outre,

PROPOSITION. — - Tout opérateur de Levy S sur M satzsfatt au
pnnczpe du maxzmum posztr,f

(PM)ueC2(M) zeM et u’x)zSupu>0 - Su( ) << 0.

1.2.7. Afin d’établir les résultats precedents, on va introduire
une forme « globale » des opérateurs de Lévy généralisant
Iexpression (1.2.1) (n° I1.2.1).

Pour cela, reprenant le procédé de construction d’une
fonction unité locale sur M (n° 0.1.3), on désigne par {(U,,
Y2)} un recouvrement localement fini de M par des cartes

(Y) Voir la remarque 2 du n° 1.2.10.

1.2.6, 1.2.7



410 JEAN-MICHEL BONY, PHILIPPE COURREGE ET PIERRE PRIOURET

locales relativement compactes et par {s,} une famille de
fonctions de classe C* sur M X M telle que,

(.241)  suppo,cU, X U,  pour tout «,

et ) o, = 1 au voisinage de Awxu; et on pose, pour u € C}(M),
zeM, yeM,
(1.2.12) ‘

bu(z,y) = 3 aulw, ) [ule) + 3 2% (@) — i) |

i=1 0 L&
On note les propriétés suivantes du « développement de Taylor »
Ou :
(6;) 01 est une fonction locale unité sur M.
(6;) Pour chaque ueC!(M), bu est continue sur M X M.

(6;) L’application u — 6u est linéaire, et, pour chaque
compact K de M, il existe une semi-norme continue px
sur Ci(M) telle que,

(L2.43)  |u(y) — bu(z, y)| < px(u){[1 — b04(z, y)]
+ § ga(z, y)IXa(y) - Xa(x)P}

pour tout ueCiM), ze K et yeM.
Cela étant,

ProrositioNn. — (1) Soient s un noyau de Lévy sur M, et

Z un opérateur différentiel du premier ordre sur M de classe
B (n° 0.1.3). On définit une application linéaire continue S de

CiM) dans Br M) en posant, pour ueCiM) et zeM,

(I.2.14) Su(z) = Zu(z) ~|—f;‘s(x, dy)[u(y) — Ou(z, y)] ();

et, S est un opérateur de Lévy sur M de noyau s si et seule-
ment si, pour tout reM,

(1.2.15)  ZA(a) + [, s(x, dy)[1 — 01(z, y)] = O.

(*) Cette intégrale est absolument convergente en vertu de la propriété (0,) de
Ou et des propriétés [NS;] et [NSi] de s.

1.2.7
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(2) Pour que S applique continiment Ci(M) dans C(M),
ou p estun entier > 2, il faut et il suffit que s et Z sotent de
classe CO sur M. S est alors de classe C° et les relations
(1.2.14) et (1.2.15) sont satisfaites pour tout ze M.

(3) Inversement, tout opérateur de Lévy S sur M peut étre
mis, et cect de fagon unique (), sous la forme (1.2.14), s et Z

étant liés par (1.2.15) (pour x<M).

Les propriétés (1) et (3) réclament une simple vérification a
partir des propriétés (0,), (0,), (65) du développement de
Taylor 6u, et des propriétés [NS;], [NS,] et [NS;] de s;
et on établit la propriété (2) en se ramenant par localisation a
la proposition (1.2.2).

On en déduit immédiatement, d’une part le lemme 1.2.6;
d’autre part la proposition qui le suit: le principe du maxi-
mum (PM) pour S est tout a fait visible sur la forme (1.2.14)
de S, compte tenu de (1.2.15). c.q.f.d.

1.2.8. Le symbole principal d’ordre 2 d’un opérateur de
Lévy est nul ainsi que I'exprime le Théoréme suivant :

TutoriMeE IV. — Soit S une application linéaire de Ci(M)

dans By, (M). Alors, pour que S soit un opérateur de Lévy sur
M, il faut et il suffit qu’'il posséde les propriétés suivantes :
(Io) S est continu de CiM) dans By, (M). .
(l;) Su(z) >0 dés que u>0 et zesupp u (xeM,
u e C}(M)). ]
(I,) pour tout xzeM, ueCi(M) et ¢e(C2(M),

(1.2.16) lim — —%2— e~ M@S(yeh) (z) = 0
A>+o
() réel)

(N) Su(z) <O pour tout zeM et ueCP(M) tels que
0<<u<! et uly) =1 pour y voisin de =z

De plus, st S est un opérateur de Lévy de classe C° la
relation (1.2.16) a liew aussi pour tout zedM (3).

En effet, par localisation, il suffit d’établir la propriété lorsque
M est un ouvert Q de R*.

(*) Une fois donné le développement de taylor 0.
(%) Voir le corollaire du Théoréme XXI (n° ITI.3.4).

1.2.7, 1.2.8
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D’abord, la condition est nécessaire: Désignant par S
un opérateur de Lévy sur (, les propriétés (I,), (I;) et
(N) étant satisfaites par définition, il reste a établir (I,).
Pour cela, solent o une fonction unité locale sur Q, et 7y
un nombre réel > 1; Calculant S(ue™) (z) en utilisant la
forme (1.2.1) de S et la formule de Taylor (1.1.16) (n° 1.1.4),
et en groupant les termes ne contenant pas A? en facteur,
on obtient,

(1.2.17) % O (ueh?) (z) = D)

ey f s(@, dy)a(z, y)y' — 2)(y* — ), v)

Jik=1
ot Phu(e, y) = [ (1 — )uDpD,(z+ ty — 2))eroe+Ho—=-) dy
est borné indépendamment de A et de y, et ol, en vertu de
la propriété (NS,;) de s, lim P3(z) = 0 pour chaque fonction
unité locale o. A
Etant donné alors &> 0, on choisit d’abord une fonction

unité locale o, telle que oz, .) ait son support assez
voisin de z pour que,

| Ja 5@ dy)aiz, Yy — )" — )l ¥)| < 5
pour 1 <j, k< n [ceci est possible & cause de la propriété
(NS;) de s] On choisit ensuite A, assez grand pour que
|3 (2)] < 7 dés que A >, D’ou, en faisant v =2 dans
%e‘“‘"@S(uen‘”)(x)|< e dés que A >, et (L2.16).

Inversement, la condition est suffisante : En vertu des Théo-
rémes I et III ci-dessus (n°® I.1.1), et compte tenu de la
remarque 2 du n® 1.1.7, (I,) (I;) et (N) entrainent que S
est de la forme (I. 1.3) (n° 1.1.1), la relation (I.1.7) étant satis-
faite. La propriété (l,) entraine alors (voir le n° 0.1.3) que

P est un opérateur différentiel du premier ordre, donc que
S est un opérateur de Lévy. c.q.f.d.

(1.2.17),

Remarque 1. — La propriété (l;) entraine que S est
d’ordre < 2. En fait, 1l existe des opérateurs de Lévy qui ne

1.2.8
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sont d’ordre 7 (!) pour aucun v <<2 ainsi que le montre
Pexemple suivant: On prend M = R et on pose,

oo, i) = "o [ Ly

(f= C(R), = &supp f),

ou ¢ est une fonction numérique borélienne > 0 sur [0, 1]

telle que f liﬂ% dp < + oo [il suffit de reprendre la relation
o 1 —

(I.2.17) ci-dessus, et de vérifier que, pour 7 <2, on peut
choisir u et ¢ de sorte que le deuxiéme terme du second
membre tende vers + oo avec A].

Remarque 2. — La propriété (l;) pose naturellement la
question de la compacité des opérateurs de Lévy de classe C°
de C?*(M) dans C(M) (La variété M étant compacte), et
aussi de C>*(M) dans C**(M) (0 <A <<1): Voir & ce sujet
le paragraphe III-3 ci-dessous (Théorémes XXI et XXII,
n® II1.3.4 et IIL.3.6).

Remarque 3. — La propriété (l,) appelle une classe d’opé-
rateurs d’ordre 2 ayant un symbole principal d’ordre 2 non nul,
et admettant un noyau de Lévy comme noyau [propriété (L,)
n°® [.2.6]. On étudiera une telle classe au paragraphe 1.3
(voir en particulier le n° 1.3.2).

I.2.9. Opérateurs de Lévy d’ordre 1. Supposant, par
exemple, que M est une variété a bord compacte, un noyau
de Lévy s de classe C® sur M sera dit d’ordre 1 s’il vérifie
(avec les notations de la fin du n° 1.2.5):

[N S;] pour toute fonction positive fe C(M), la fonction
z — [ sz, dy)zy f(y) appartient & C(M).

Si s est un tel noyau, et si a est une fonction négative de
C(M), on définit un opérateur de Lévy de classe C° sur M
en posant,

(1.2.18)
Su(z) = a(z)u(z) + As(x, dy)[u(y) — u(z)] (zeM, ue C}M)).
(*) Voir la remarque 1 du n° IIL.3.9.
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Un tel opérateur se prolonge continiiment a C!'(M) par la
méme relation (1.2.18) (*); Il sera dit d’ordre 1.

1.2.10. Quelques remarques sur la définition des opérateurs
de Lévy.

Remarque 1. — On pourrait étudier comme ci-dessus la

classe des opérateurs de C}(M) dans BL,(M) qui sont loca-
lement de la forme (1.2.1) sans la relation (1.2.2), ni la propriété
[NS;] du noyau s, ni la propriété (N) (n° I.2.1 et 1.2.6).
La classe plus restreinte considérée ici ’est en vue du principe
du maximum (PM) [dont la propriété (N) n’est que I’expres-
sion pour les fonctions particuliéres qui y figurent].

La terminologie « noyau de Lévy » « opérateur de Lévy » a été
introduite eu égard aux travaux de Paul Lévy sur le cas des
opérateurs de convolution dans R" (formule de Lévy Khin-
chine; voir & ce sujet [3], ainsi que le paragraphe 3 de I’exposé
n® 2 du séminaire [17]).

Remarque 2. — La classe C° pour un opérateur de Lévy
introduit en fait la régularité a l'intérieur d’une part, et la
regularlte au bord d’autre part (lorsque M == ¢); la premiére
pourrait étre considérée sans la deuxiéme (voir & ce sujet le
n° I.3.3 ci-dessous).

Remarque 3. — La condition [NS;] entraine que ’opérateur
S peut étre défini au moyen de (I.2.1) [ou de (1.2.14)] sur le
sous-espace de C2(M) formé des fonctions bornées; et la
relation (1.2.2) [ou (1.2.15)] s’écrit alors simplement S1(z) <0

pour tout xeQ [cette relation étant équivalente a (N)].
D’ailleurs, avec les notations du n° 1.2.5, la conjonction de
[NS,] et [NS;] équivaut a:

[NS,] pour toute fonction feC(M) positive et bornée,
la fonction

o~ [ s(z, dy)Fpfly)
est dans BLM(M).

On notera que la classe C° pour S n’entraine pas néces-
sairement (lorsque M n’est pas compacte) la continuité de la

(*) Son symbole principal d’ordre 1 étant nul.
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fonction S1 sur M ainsi que le montre I'exemple suivant :
On prend M = R et on pose,

s(z, .) = &1 s z+0 et %#x,
s(—1,.)=s:(1,.)=s0, .)=0,
et Su(z) = — Ly (@)u(z) + [, s(z, dy)[uly) — u(z)]
(zeR, ueCiR)).

S applique C}(R) dans C(R) (st ¢ est une fonction unité
locale sur R, le coefficient

a(z) = S(a,)(z) = 1n\,o;c<w, —i—> —1

est fonction continue de z) et satisfait au principe du maxi-
mum positif; mais S1 = — 1,,; n’est pas continue.

§ L3. Opérateurs intégro-différentiels de Waldenfels.

L3.1. Principe du maximum positif et opérateurs de Wal-
denfels.

TutoriME V. — Soent, sur la variété ¢ bord M (1), UV un
sous-espace vectoriel de C}(M) contenant C(M) (%) et W une

application linéaire de VU dans Br (M) ().
Pour que W satisfasse au principe du maximum positif sur

V:

(1.3.1)

zeM e ulz)=supu>0 => Wulz)<<0 (ue?),
il faut et il suffit que W soit de la forme,

(1.3.2) Wu =Pu+ Su (ue?)

ot P est un opérateur de diffusion sur M de classe B (n° 0.1.2),
et S un opérateur de Lévy sur M (n° 1.2.6). Sous ces condi-
tions, W se prolonge en une application linéaire continue de

() Voir le n° 0.1.1.
(3) Voir la remarque 2 du n° I1.1.2,
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C3(M) dans By, (M) [encore exprimée par (1.3.2) pour ue Ci(M)]
satisfaisant ausst (1.3.1) pour wueCiM) ().

~ On appellera opérateur de Waldenfels sur la variété é bord
M toute application linéaire W de C3}M) dans By, (M)
de la forme Wu = Pu + Su (ueC}(M)) ou P est un opé-
rateur de diffusion sur M (n° 0.1.2) et S un opérateur de
Lévy sur M (n° 1.2.6).

- En vertu du Théoréme V ci-dessus, il revient au méme de dire
que W satisfait au principe du mazimum positif :

(PM) ue Ci(M), ze M et u(z) = sup u > 0—> Wu(z) =0 ()

La démonstration du théoréme précédent va reposer sur les
Théorémes I, II et HI (n° I.1.1) et sur les propmetes des ‘opé-
rateurs de Levy sur M (n° 1.2.6):

D’abord, la condition suffisante et la pos51b1hte de prolon-
ger continiment W & C}(M) résultent des propriétés corres-
pondantes des opérateurs de dlﬂ'usmn (n° 0.1.2) et des opéra-
teurs de Lévy (n° L2 6).

Inversement, soit W une application linéaire de U dans
Bi. (M) vérifiant -(1.3.1) pour tout ue®. :

De (1.3.1), il résulte d’abord que Wu(z) > 0 dés que u >0
et xesupp u (xeM, ue V). Utilisant le fait que C7(M\{z})
est ‘positivement riche dans l’espace localement compact
MX{z} (zeM), on en déduit I'existence d’un noyau positif
borélien s(z, dy) de M dans M (n® 0.1.4) vérifiant [NS ]
(n° 1.2.5) et tel que, pour ze M et ue,

(1.3.3) /}I s(z, dy)u(y) = Wu(z) dés que z&suppu

On va voir que s -est un noyau de Lévy sur- M (n° 1.2.5):
D’une part, si (U, y) est une carte locale de M, il résulte des
théorémes I, IT et IIT que 'opérateur W, induit par W sur
Pouvert y(U) de R™ est de la forme W, = Py 4+ S,
ou P est un opérateur de diffusion de classe B sur y(U) et
S¢ un opérateur de Lévy sur y(U) ayant pour noyau le
noyau s, induit par s sur y(U); Autrement dit, s, est
un noyau de Lévy sur y(U) et s vérifie [NS,].

(1) Ce théoréme complete le résultat obtenu par Waldenfels dans [24]
(3) Voir la remarque a la fin de ce numéro.
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D’autre part, s vérifie [NS;]: il suffit de montrer que la
fonction z — JM s(z, dy)(1 — o(a, y)) est bornée au voisinage
de chaque point de M pour au moins une fonction unité
locale ¢'sur M (n° 0.1.3). Or, si (0,) est une suite croissante de
fonctions de C;(M) telle que 0<C6,<<1 pour tout n et
1x <0, pour tout compact K de M et n > ng, on a,
pour zeM et pour n assez grand, d’aprées (1.3.3),

oy S(@ dy)(0(y) — alz,y)) = WO, — a)(@) .
‘ = Wi,(z) — Wa,(z) < — Wo,(z),

puisque Wb, (z) <0 d’apres (1.3.1) si 4, =1 au voisinage
de z. D’ou, par passage a la limite en n, '

S s(a, dy)(L — s(z, ) < — Wo(a).

On en déduit la bornitude cherchée au voisinage de =, < M,
car, en choisissant ¢ de telle sorte que, pour z appartenant
a un voisinage V de =z,, o, garde son support dans une
carte locale (U, y) de M (avec z,eVcU), on a (avec les
notations ci-dessus), Wo,(2) = P¢y1(y.(2)) + Sep(oz o y (1 (2))
pour tout zeV. '

Ainsi, s étant un noyau de Lévy sur M, il existe, d’apres le
lemme 1.2.6, un opérateur de Lévy S sur M admettant s
comme noyau. Posant P = W — §, on voit que, sur chaque
carte locale (U, y), le moyau de P, = Py + So — S,
étant nul, PX est un opérateur différentiel du second ordre de
classe. B de partie principale positive; il en est donc de méme
de P, et il suffit de poser,

Puz‘Pu—_Pl.u et _Su=Su—|—P1.u (ue?)

p.our obtenir la décomposition. W = P 4 S cherchée [en effet,

Su(z) = Wu(z) pour tout ue C7(M)c U égale a 1 au voisinage

de z; d’ou la propriété (N) de S en vertu de (I.3.1)].
o ’ c.q.f.d.

' CororLLAIRE (Théoréme d’Aisenstat). — Soit, sur la variété
M supposée sans bord, W une application linéaire de C;° (M)
dans C(M) satisfaisant au principe du mazximum positif local :
st ueCe(M), Wu(z) <0 en tout point zeM en lequel u
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atteint un maximum relatif positif. Alors, W est un opérateur
de diffusion sur M de classe C° (n° 0.1.2).

Ce résultat figure en substance dans le mémoire d’Aisens-
tat [1]. Il découle immédiatement du Théoréme V ci-dessous
et du lemme 1.2.6.

Remarque. — Dans le cas ot M a un bord non vide, les
opérateurs de Waldenfels sur M sont caractérisés par le
principe du maximum positif (PM) en tant qu’opérateurs
appliquant C}M) dans Bp, (M) et non pas B, (M). Cette
limitation est éclairée par le fait que, si, par exemple, W
est un opérateur de diffusion sur M (et pas seulement sur M),
la relation

(1.3.4) z’edM et u(z’) =supu>0 = Wu(z’) <0,

n’est pas satisfaite, en général, pour toutes les fonctions
ue CiM). Etant donné un opérateur de diffusion W sur M
[ou plus généralement un opérateur de Waldenfels se pro-
longeant de C}(M) dans Bg,(M); voir les n® 1.3.3 et 1.3.5]
on peut se proposer de chercher les sous espaces vectoriels
U de CiM) tels que (1.3.4) soit satisfaite pour tout ue.
Une telle recherche est étroitement liée a celle des « conditions
frontiére » limitant les domaines de définition des générateurs
infinitésimaux des semi-groupes de Feller [voir le § II-3 ci-
dessous].

1.3.2. Symbole principal et noyau d’un opérateur de Wal-
denfels.

Tuatorime VI. — Soit W une application linéaire de Ci(M)
dans By, (M).

(1) Pour que W soit un opérateur de Waldenfels sur M
il faut et il suffit qu’il posséde les propriétés suivantes :

(wo) W est continu de C3(M) dans Bp,(M). .

(w1) Wu(z) >0 dés que u>0 et zesuppu (zeM,
ue Ci(M)) ().

(*) Voir la remarque 2 ci-dessous.
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(ws) pour tout xzeM, ueCiM) et ¢eC2(M),

A]_:I_:L — % e“""(“)W(ueil”)(x) > 0
() réel)

dés que u(z) >0 (Y. .

(N) Wu(z) <O pour tout zeM et tout ueCy(M) tel que
0<<u<! et uly)=1 pour y voisin de =z (2).

(2) St W est un opérateur de Waldenfels sur M, il existe un
noyau de Lévy s sur M (n° 1.2.5) et un champ de 2 Tenseurs

symétriques contravariants w sur M de classe B (n° 0.1.1)
tels que,

(L.3.5)
ﬁ‘s(x, dy)u(y) = Wu(z) dés que x ¢ supp u (z e M, ue CIM)).
(I.3.6) lim — % e MOW (ue™)(z) = u(z)n,(d,w, d9)

2>+
() réel)

pour tout xeM, ueC}(M) et veC}M). En outre, s et =
sont déterminés de fagcon unique par ces relations, et,

(1.2.7) w(w,w) >0 pourtout zeM et weTHM).

s et ™ seront appelés respectivement le noyau, et la partie
principale d’ordre 2 de Uopérateur de Waldenfels W (3).

Considérant la décomposition W =P 4 S de Popérateur
de Waldenfels W, s est le noyau de 'opérateur de Lévy S
[d’apres le caractére local de P et la propriété (L,) de
S (n° I1.2.6)], et w est la partie principale de 'opérateur de
diffusion P [par définition de = (n°® 0.1.3) et d’apres le
théoréeme V (n° 1.2.8); propriété (l,)) qui assure que le
symbole d’ordre 2 de S est nul].

Ainsi, dans la décomposition W=P + S, P et S sont
déterminés a un opérateur différentiel du premier ordre pres.
En particulier, on peut choisir P et S de telle sorte que

(1.3.7) P1 = 0.

(1) Les propriétés (w,) et (w;) entrainent que cette limite existe ainsi qu’il
résulte des Théorémes I et IV (n° 1.1.1 et 1.2.8).

(3) Lorsque la variété M est compacte, (N) équivaut, compte tenu de (),
a la relation w; < 0.

(8) Voir la remarque 1 ci-dessous.
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Sauf mention du contraire, on supposera cette condition réa-
lisée dans la suite.

En ce qui concerne la propriété (1) du théoréme VI, la
condition est nécessaire en vertu de la propriété (2), et du théo-
réme V. On établit qu’elle est suffisante comme dans la démons-
tration du Théoréme V: (w;) assure I’existence d’un noyau
borélien > 0 s satisfaisant (1.3.5); (N) sa propriété [NS;];
(wo) et (w;) sa propriété [NS,] en méme temps que la
forme locale adéquate de w; enfin (W,) le caractére positif
de la partie principale de P.

Remarque 1. — Les théorémes V et VI entrainent, en parti-
culier, que tout opérateur linéaire W de CZ(M) dans
Br.(M) satisfaisant au principe du maximum est d’ordre 2

[en ce sens que lim 1 e~ MW (uel)(x) = 0 pour zeM,
A>+o )\"l

ue CiM), ve C3(M) et 1 > 2] et admet un symbole principal
d’opérateur de diffusion [donné par (1.3.6)]; les opérateurs de
Lévy étant ceux de ces opérateurs dont le symbole d’ordre 2
est nul [Théoréme IV; voir aussi le corollaire du Théoréme

XXI, no IIL3.4].

Remarque 2. — On pourrait étudier plus généralement la
classe des opérateurs W de C3(M) dans By, (M) ayant les
propriétés (w,) et (w;) ci-dessus (renoncant a la positivité
de = et au principe du maximum positif). On obtient, pour
de tels opérateurs sur une variété une décomposition analogue

Y

a celle des opérateurs de Waldenfels [voir le théoréme I
(n°I1.1.1) dans le cas ot M est un ouvertde R"*, etlaremarque

3 du n° 1.2.10].

L.3.3. Opérateurs de Waldenfels de classe C°; opérateurs de
Waldenfels décomposables et non décomposables. Soit W
un opérateur de Waldenfels sur M (n° 1.3.1).

On dira que W est de classe C° sur M s’il applique C3(M)
dans C(M).

On dira que W est de classe C° s’il applique contini-
ment C}(M) dans C(M).

On dira enfin que W est décomposable de classe C° s’1l est
de la forme W =P + S ou P est un opérateur de diffusion
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de classe C® sur M (*) et S un opérateur de Lévy sur M
de classe . C* (n° 1.2.6).

Ainsi que le montre le contre exemple étudié dans le n® 1.3.4
ci-dessous, un opérateur de Waldenfels peut étre de classe CO
sans étre décomposable. On peut préciser comme suit les pro-
priétés du noyau et de la partie principale de tels opérateurs :

Prorosition. — (1) Soit W un opérateur de Waldenfels de

classe C® sur M. Le noyau s et la partie principale w de
W  possédent les propriétés suivantes :

(a) La fonction w(w, w) [& — To(w,, w,), zeM] est semi-

continue supérieurement sur M pour toute 1-forme w sur M
de classe CO.

(b) Pour chaque fonction ®eC*(M X M) positive et telle
que Ox, 2) =0 et dD(=x, .)=0 pour tout xeM (2), il
existe une fonction ¢g € B, (M) semi-continue supérieurement
telle que la fonction x —>j;us(x, dy)®(z, y)f(y) + vo(2)f(z) sout
continue pour chaque fonction positive feC,(M) (3).

(2) Inversement, st s est un noyau de Lévy sur M ayant la
propriété (b) ci-dessus, s est le noyau d’'un opérateur de Wal-
denfels sur M de classe C° sur M.

En effet, supposant d’abord que W applique C}M) dans

C(M), on vérifie que s posséde la propriété (b) comme suit :
la fonction ®eC2(M X M) étant donnée, on pose, pour
ueC}M) et zeM,

(1.3.8)  Nu(z) = W(Qu)(z) [P, = ®(z, .)].
On définit ainsi un noyau positif N(z, dy) de M dans M
tel que :

(13.9) NfeC(M) pour tout feCy(M),
(1.3.10)

5@ (@, 9)f(y) = [in o N@ dy)f(y) (2 M, feCy(M))
[la relation Nfe C(M) est satisfaite pour feC3(M) en vertu

de (1.3.8), de la continuité de W de Ci(M) dans By, (M)

(%) et pas seulement sur M (n® 0.1.3).
(?) d,@(z, 0) désignant la différentielle en z de la fonction y— D(z, y).
(3) Voir la remarque ci-dessous.
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et de la classe C° sur M postulée pour W; d’ou (L.3.9)
puisque f — Nf est continue (par positivité) de C,(M) dans
C(M); de méme, (1.3.10), satisfaite pour feCZ(M) et
x¢supp f d’aprés (1.3.8) et (1.3.5), I'est aussi pour fe Ci(M)
par « passage a la limite croissante dans les deux membres »].

On en déduit que, pour fe C,(M),
x> [y s(z, dy)0(z, y)f(y) + Nz, {2})f(2) = Nf(a)

est continue; d’ou (b) avec ¢g(x) = N(z, {z}) (z<M).

On déduit alors (a) de (b): par localisation au moyen d’une
carte locale de M, on se raméne au cas ou M est un ouvert
Q de R™; cas ouil suffit d’établir que, pour tout § = (§) € R,
la fonction = — Y a¥(x)EE; est semi-continue supérieurement

i,J
sur Q (ou [aY] désigne la matrice des composantes de la
partie principale =). Or cette semi-continuité résulte, compte
tenu de ’hypothése sur W et de (b), de la relation (1.1.5)
(n° 1.1.1).

En ce qui concerne la propriété (2), on se rameéne d’abord au
cas ou M est un ouvert  de R*t. On définit, dans ce cas,

une application linéaire W, de C3}Q) dans Byg,(Q) en
posant,

Wou(z) = [, s(z, dy)ly — alta(z, y) (v=Q, ueCYQ)),

ou la fonction @ est définie par u(z, ) =0 (zeQ), et

e, y) = {uly) — o(2,y) [u(e) + 3 Dala)(y' — =)

LS DDuE)y — A — )] (y£2)

2 Li=1

ly — =|?
+

(o désignant une fonction unité locale sur Q).
Utilisant I’hypothése (b) faite sur s (pour la fonction

O(z, y) = |y — 2|?) et remarquant que u(z, z) = 0, et que la

fonction @ est continue sur M X M en vertu de la formule

de Taylor (1.1.6) (n° I.1.4), on vérifie que W applique en fait
CxQ) dans C(Q) (*). II reste alors a ajouter a W, un opé-

(%) Voir aussi le séminaire [17] exposé n° 2, paragraphe 2, n°® 2.7.
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rateur de diffusion P de classe C° sur Q de telle sorte que
W, + P soit un opérateur de Waldenfels. 11 suffit, pour cela,
de choisir P de la forme,

Pu(z) =

12

‘n‘M=

@(@)DDju(w) + a(@)u(z) (z=Q, ueCiQ)),

1

ou les fonctions a¥(1 <i,j << n) et a sont continues sur €,
et ou, pour tout ze(,

5, @) — g [ sta, dy)o(w, 9y — )y’ — )EE =0

,',j:l

pour tout § = (§,) e R", et a(z f;] s(z, dy)(1 — o(z,v)) <O0;

ce qui est possible car les fonctlons
7> [o5(@ dyale, Yy — &) — ) 1<i,j<n)
et z —> f o 5@, dy)(1 — o(z, y)) sont localement bornées sur Q.
c.q.f.d.

Remarque. — Ainsi que le montre la démonstration ci-des-

sus, lorsque M est un ouvert Q de R™, la propriété (b)
est satisfaite pour toute fonction ® du type considéré, dés
qu’elle I'est pour la fonction ®¥(z, y) = |y — z|* (voir a ce
sujet le séminaire [17] exposé n® 2).

1.3.4. Un exemple d’opérateur de Waldenfels de classe C°
et non décomposable (}): On prend n=1, M=R, on
désigne par ® wune fonction de C(R) et on pose, pour
ze R, ueCiR),

Wu(z) = [u(z + @(=)) + u(z — (2)) — 2u()]

[®(=)] ( )P

si P(z) £0 et,
Wu(z) = u’(z) = D?u(x) si O(z) = 0.

W ainsi défini satisfait au principe du maximum positif,

() Ce contre exemple est dii a J. Neveu.
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applique Ci(R) dans .C(R) et son noyau s est:donné par,

S(.’E, ) =: .1%4)350;(.’12‘) [(I)(ia:) ]2 (E:H-d)(z), + 51:-—_(1)(549)). (33 € R)7

D’ott la decomposmon

Wu(z) = 1,4 =¢(z)D? +./n z, dy [uly) — (x)] _
- = Pile) + Sulz) (weR, weCHR));

et P et S ne sont pas de classe C° si (I) s’annule sans étre
1dent1quement nulle.

Remarque. — La non continuité soulignée par ce contre
exemple est liée au fait que, dans la formule de Lévy-Khin-
chine de décomposition d’une fonction continue ¥ de type
négatif, la mesure intervenant ne varie pas continliment en
fonction de la donnée V.

'~1.3.5. Symbole principal et noyau d’un opérateur de Walden-
fels décomposable de classe Co.

ProrositioN. — Soient W ‘un' opérateur de Waldenfels
surla variété a bord M, s son noyau et T sa partw principale
d’ordre 2 (n° 1.3. 2).

Pour que W soit décomposable de classe C”, il faut et il suffit
que W applique contintument Ci(M) dans C'(M) et que s
ou w sotent de classe C° sur M; s et w sont alors de
classe -C® sur M et les relations (1.3.5) et (1.3.6) (n° 1.3.2) sont
valables pour tout xe M.

[Vérification immédiate a partir des définitions et du

Théoréeme IV (n° 1.2.8).]

§ I4. Propriétés de Maximum des opérateurs
de Waldenfels elliptiques.

On établit, dans ce paragraphe, les propriétés « strictes » de
maximum des opérateurs de Waldenfels elliptiques sur les-
quelles est fondée 'unicité des problémes aux limites satis-
faisant au principe du maximum (voir le n® I1.2.10 ci-dessous)
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ainsi que la positivité des opérateurs résolvant ces pro-
blémes (voir les n° I11.1.5 et II1.2.5 ci-dessous).

I14.1. Opérateurs de Waldenfels elliptiques; énoncé des
résultats. Soit W un opérateur de Waldenfels sur la variété a
bord M (1). On dira que W est elliptique de classe C° sur M
s’il applique C3M) dans C(M) et si, = désignant sa partie
principale d’ordre 2 (n® 1.3.2), pour tout ze M,

(L.41) m,(w, ) >0 pour weTz(M), w=£0.

On dira que W est elliptique décomposable de classe C° si
W est décomposable de classe C° (n° 1.3.3 et 1.3.5) et s1 la
relation (I.4.1) est satisfaite pour tout ze M.

Cela étant, voici les deux théorémes qui font ’objet de ce
paragraphe :

Tutorime VII. — Soit, sur la variété @ bord M, W un
opérateur de Waldenfels elliptique de classe CO sur M (2), et soit
ue CYM) telle que,

(1.4.2) Wu(z) >0 pour tout xze M.

Alors, st u atteint en xeM son mazimum m = sup u(y)
YeEM

et st m_>0, u est constante dans la composante connezxe de
z (3).

(Voir la démonstration ci-dessous au n° [.4.3).

TutortMe VIII. — Soit W un opérateur de Waldenfels
elliptique décomposable de classe C° sur la variété @ bord M

(avec oM =£ ¢); et soit ue Ci(M) telle que,

(1.4.3) Wu(z) >0 pour tout ze M.
Alors, st u aiteint en z' €dM son maximum m = sup u(y),
et st m>0, on a: TEM

— ou bien u est constante dans la composante connexe de
' (%),

(1) N° 0.1.1 et n° 1.3.1.

(3) Pas nécessairement décomposable: seul importe, en plus de Dellipticité, le
fait que W applique CZ(M) dans C(M).

() On ne suppose pas que M est connexe.
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— ou bien, pour tout champ de vecteurs ¢ sur dM au voisi-
nage de x' strictement dirigé vers Uintérieur de M,

(L4.4) @) <0 ().

(Voir la démonstration ci-dessous au n° [.4.4).

CoroLrLaIrRE 1. — Avec les notations et sous les hypothéses
sur M et W intervenant dans le théoréme VII ou le théoréme
VIII, on suppose que la variété M est compacte et que la fonc-
tion W1 est identiquement nulle. Alors, les conclusions sub-
sistent sans U'hypothése m > 0.

En effet, il suffit d’appliquer les théorémes VII et VIII a

la fonction ¢ = u — sup u.

CoroLrAIRE 2. — En plus des hypothéses sur M et W faites
dans le théoréme VI1I, on suppose que M est compacte, et que
sur chacune de ses composantes connezes dont le bord est vide,
la fonction W1 n’est pas identiquement nulle. Alors,

(L45) ueCM),Wu>0 et Yu<0 =— u<0(.

En effet, supposant que ue C*(M) est telle que Wu > 0,
Yu<<0 et m=supu>0, u ne peut atteindre son maxi-
mum m qu’en un point ze M; et, en vertu du théoréme VII,
u(y) = m pour tout y appartenant a la composante con-
nexe C de z. On a alors, 3C = ¢ puisque Yu <0, et,
en vertu du principe du maximum (PM) et de I’expression
(I.2.14) (n° 1.2.7), 0 < Wu(y) < mW1 (y) pour tout yeC;
ce qui contredit, m étant supposé > 0, I’hypothése faite
sur W. D’ou la relation (I.4.5).

1.4.2. La démonstration des théorémes VII et VIII ci-dessus
repose sur le lemme suivant qui va permettre de se ramener au
principe du maximum positif auquel satisfait W (n° 1.3.1):

Lemme. — Sotent, sur la variété a bord M, W wun opérateur
de Waldenfels de classe C® sur M (resp. décomposable de classe

(*) Autrement dit (n° 0.1 'l), — (a:) < 0 pour toute carte locale (U,yx) de M
au voisinage de z’. oy
(%) Voir le théoréme XII au n° II.2.10.
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C% n° 1.3.3), (U, y) une carte locale de M, V un ouvert de

UnM pour lequel VecU et B =1y(V) est une boule eucli-
dienne de R", et x; un point de dV. On désigne par s le
noyau et par = la partie principale d’ordre 2 de W et on
suppose que,

(a) z,eM (resp z, e dM (1))
(b) W est elliptique en =z, :

(@, ©) >0 pour weTz(M), ©=£0.
(c) s(xy, V) = 0.

Alors, il existe une fonction ¢eCZ(M) telle que,

() >0 sur V, o0 sur M\V et Wo(z;) >0,

(B) b‘;"n(x,) > 0 dans le cas os x, € 0M.

En effet, soit
B = %(V) = {z]ze R" et |z — 2| < p} (p > 0}.

Désignant par ¢ une fonction de C;i(M) comprise entre 0
et 1, égale a1 sur V, et & support dans U, on pose, pour
k réel > 0,

(1.4.6)
o(z) = [T — e o(@) pour we U (3 = 1(a))
et
v() =0 pour =zeM\V.

On va montrer que, pour k assez grand, ¢, répond a la
question. Tout d’abord, Pg,(z,) est de la forme,

(1.4.7) Py (z,) = e7**(C, k2 4 Ck),

ou C; et C, sont des constantes réelles indépendantes de k,
avec C, > 0 en vertu de Uellipticité de P au point z; [condi-
tion (b)].

Ensuite, ¢, ayant son support dans U, S¢,(z;) est de la

(*) Ou bien x,€M, ou bien z,€d0M et W est supposé décomposable.

L.4.2
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forme (I.2.1) (n° 1.2.1); c’est-a-dire,

(1L4.8) Soy(z;) = ﬁa;,D G.(#1)
+ fg sy(#1, dz)(1 — (&1, 2))4(2)

+ ﬁm s, (&1, dz)a (&1, 2)

[74a) — 2@ — 3 & — #)Daan|

i=1

ou o désigne une fonction unité locale sur Q = y(U), et
ou on a posé ¢, = ¢, o ¥ '; D'intégration se faisant sur Q\B
a cause de la condition (C).

Cela étant, on déduit de (1.4.6) et de la formule de Taylor
[.1.16 (n° I1.1.4) I’existence d’une constante C3 > 0 (indépen-
dante de k) (telle que, pour tout k et zeQ\B on ait,

(1.4.9) ID6,(d1)| < Coke="e"
(1.4.10) |0,(2)] << Cae—"¢"
(1.4.11)

n

01(5) — 0u(&1) — X (78— #)Dify(z)| << CokPe™ |z — &, |2

i=1

Choisissant alors o(Z;, .) & support assez voisin de £, pour
que,
- C,

(1442) | _s,(&, da)o(dy, 3)lz — & <505
: < Q\B 2Cs

[ce qui est possible & cause de la propriété (NS,) de s,], on
obtient, en vertu des relations (1.4.7) a (1.4.12), existence de
constantes réelles C, et C; (indépendantes de k) telles que,

(1.4.13)
Wo(zy) > Poy(z,) — [Soi(ay)] = 67 [Cl k? + Cok + Cs]

pour tout k.
D’ou le lemme en prenant ¢ = ¢, avec k assez grand pour
que le second membre de (1.4.13) soit > 0. c.q.f.d.

I.4.3. Démonstration du Théoréme VII. Raisonnant par
I’absurde, on suppose que ueCiM) et zeM sont tels que

L4.2, 143
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Wu>0, u(z) =supu=m_>0 et que, C étant la compo-
sante connexe de z, X = {ylyeC et u(y) = m} £C.

Dans ces conditions, il existe un point ;e X n M, une
carte locale (U, y) de M au voisinage de z; et un ouvert V
de UnM pour lequel B = y(U) est une boule euclidienne
de R™ et tel que VcU, 2,0V et VnX= {z,} (V).

En outre, u(z,) =supu >0 entraine que Pu(z,) <<0
(n°® 0.1.2), donc aussi, puisque Wu(z,) >0, que

Sy 8@, dy)[uly) — u(z,)] =0

[ceci, par exemple, en vertu de la forme (1.2.14) de S, compte
tenu de la relation (1.2.15) (n° [.2.7)]; donc, puisque

u(y) < u(z1)

pour ye V\{z;} et s(x;, {,}) = 0, s(z;, V) = 0. On est
ainsi dans les conditions dapphcatlon du lemme I1.4.2 qu
fournit une fonction ¢eCgP(M) telle que, v >0 sur V,
00 sur M\V et Wo(z,) > 0; et, puisque Wy est une
fonction continue sur M par hypothese, il existe un voisinage
ouvert V' de x; tel que

Wo(y) >0 pour tout ye V.
Posant alors, pour A >0, u;, =u -+ A¢, on a,

(I.4.14) Wuy(y) >0 pour yeV’,
et u(y) < m pour  yeM\V.

() En effet, C étant connexe, MnC est aussi connexe (en temps qu’intérieur
de la variété a bord connexe que constitue C); par ailleurs, I'’hypothése entraine

que XnCnM;é;zi et XnCnlCI;‘:CnL'i; done, X étant fermé, XAM nlest

pas ouvert dans CnM; autrement dit, posant, pour z€ R* et
p >0, By(z) = {z’|z’ e R» et |2’ —z| < p},

il existe un point z, de Xn M, une carte locale (U, x) de M au voisinage de z,
est un nombre p, > 0 de telle sorte que,

X(U) 2By, (Z)) et By (%) Nx(UNX) # 8 (Fo = X(20)-)
Considérant alors un point 3z € B, (%) Nx(UN\X) et posant r = Sup {p|p > 0

et Be(z) Nx(UNX) =g}, ona 0 < r < p, et B,(z) coupe }x(UnX) en un
point z,. Il suffit alors de poser

B=Ba(glotal) @m=xu o V=xiB)

[.4.3
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En outre, le compact VNV’ étant contenu dans M\X, on
peut choisir A assez petit pour que,

w(y) < m pour ye V\V'.

Enfin, u(z,) = m.

Ainsi, u; devrait atteindre un maximum > 0 en au moins
un point de V’, ce qui est absurde en vertu du principe du
maximum positif que vérifie W (n° 1.3.1) et de (1.4.14).

c.q.f.d.

I.4.4 Démonstration du Théoréme VIII. Raisonnant par
I’absurde, on suppose que ue Ci(M) et 2'«dM sont tels que

Wu>0, ul@) =supu=m=>0, bibf(a:')=0 et que u

n

n’est pas constante dans la composante connexe C de z'.
On désigne par (U, y) une carte locale connexe de M au

voisinage de z’, et par V un ouvert de UnM pour lequel
VcU et B=1y(V) est une boule euclidienne tangente en

x(z') & R, bord de R™ [on a évidemment 2’'edV et
VnoM = {z,}]. Cela étant, on note que u(z') =supu>0

%(w') = 0 entrainent que Pu(z’) <0 (n° 0.1.2), donc

aussi, puisque Wu(z') >0, que
(1.4.15) ‘/1;[ s(z’, dy)[uly) — u(z’)] = 0.

[Ceci, par exemple, en vertu de la forme (1.2.14) de S, compte
tenu de la relation (I.2.15) (n° 1.2.7)].

Par ailleurs, en vertu du théoréme VII, on a,

et

(1.4.16) u(y) < m = u(z’) pour tout yeCnM;

done, d’aprés (1.4.15), s(z', CanM) =0, et en particulier,
compte tenu de ce que s(z’, {z'}) =0, on a, s(@’, V) =0.
On est ainsi dans les conditions d’application du lemme
[.4.2 qui fournit une fonction ¢eCZ(M) telle que,

(L417) ¢>0 sur V, ¢<<0 sur M\V,

Wo@) >0 et . :79 (@) >0

1.4.3, L4k
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De plus, puisque Wy est une fonction continue, il existe
un voisinage ouvert V' de 2z’ dans M tel que

Wo(y) > 0 pour tout yeV'.

Posant alors comme au n°® 1.4.3, pour A =0, uy = u + Ay,
on a,

(1.4.18) Wu(y) =0 pour yeV,
et
(1.4.19) uy) < m pour ye M\V.

En outre, le compact VNV’ étant contenu dans Cn M,
d’aprés (1.4.16) on peut choisir A assez petit pour que,

(.4.20) w(y)<m  pour yeV\V.
Enfin,
(1.4.21) u(z') = m.

Cela étant, en vertu de (1.4.19), (1.4.20) et (1.4.21) u; atteint
on maximum supu;>m >0 sur V’; donc, d’aprés
(I.4.18) et le principe du maximum positif, sur V' noM; et
comme u)(y) <m pour yedMcM\V d’aprés (1.4.19),
on a supuy = m. Ainsi,

u(z) — u(z') < — Ao(z) — v(2')] pour tout zeM;

9 N bu ’ bv ’ ’ hY
d’ou b—x“ ()<< — A b—y_" (') <0 et le théoréeme VIII.

) c.q.f.d.
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CHAPITRE I1

GENERATEUR INFINITESIMAL D’UN SEMI-GROUPE
DE FELLER : FORME INTEGRO-DIFFERENTIELLE
ET CONDITION FRONTIERE DE VENTCEL’

Désignant par (D, A) le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe de Feller (n® 0.2.1) sur la variété a bord compacte
M (n°0.1.1), on se propose, dans ce second chapitre, d’étudier
certaines limitations de C*(M)n 9, ainsi que la restriction
de A a cet espace.

Dans le paragraphe I1.1, on déduit du Théoréme V (chap. I,
n® 1.3.1) que, lorsque M est sans bord et que C*(M)c 9,,
A coincide sur C2*(M) avec un opérateur de Waldenfels
(Théorémes IX et IX’, n° IL.1.1 et II.1.2).

Lorsque M a un bord non vide, on introduit dans le para-
graphe I1.2 (n° I1.2.4), et on caractérise par le principe du
maximum positif au bord (Théoréeme X, n® 11.2.6), une classe
d’opérateurs frontiere a coefficients mesurables bornés qui
permet de préciser la condition frontiére de Ventcel’ (Théo-
réeme XIII, n° I1.3.1) et d’étudier ses liens avec le principe du
maximum positif au bord pour les opérateurs de Waldenfels
réguliers au bord (Théorémes XI et XII, n° I1.2.9 et I1.2.10).

Dans le paragraphe I1.3, on reprend entiérement la démons-
tration de la condition frontiére de Ventcel’ afin de I’exprimer
au moyen des opérateurs frontiére introduits au paragraphe
I1.2.

Enfin, dans le paragraphe II.4, on montre que, lorsque 9,
contient suffisamment de fonctions de classe (2, A coincide

sur C}(M)n9, avec un opérateur de Waldenfels (Théo-
réeme XIV, n° IL.4.1).
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§ II-1. Forme du générateur infinitésimal : cas d’une variété
sans bord (!).

II.1.1 Cas d’une variété sans bord compacte.

TutoriME IX. — On suppose que M est une variété sans
bord compacte (n® 0.1.1) et on désigne par (Da, A) le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de Feller (N,) sur M (n° 0.2.2).
Alors, st C*(M) cD,, on a ausst C}(M)cD, et A coincide
sur C*(M) avec un opéraieur de Waldenfels de classe C° sur
M (avec la propriété de semi-continuité étudiée au n° 1.3.3) (2).

En effet, la restriction de A a V= C}M)n 9D, satisfait
au principe du maximum positif (n® 0.2.4); donc, C*(M) étant
contenu dans VU par hypothése, A coincide sur V avec un
opérateur de Waldenfels W sur M d’aprés le Théoréme V
(n° 1.3.1). 11 en résulte que V= C*M): si ueC*(M), il
existe une suite (u,) de fonctions de C*(M) telle que
limu, = u dans C*(M); et on a,

lim Au, = lim Wy, = Wu dans C(M),
puisque W est continu de C2*(M) dans C(M) (Théoréme V);
dot ued, et V= C3(M)cD,, pusque (Ds, A) est un
opérateur fermé dans C(M).

c.q.f.d.

Remarque. — On étudiera au chapitre III une classe assez
large de semi-groupes de Feller sur M pour lesquels C*(M) c¢ D,
(voir le Théoréme XVI’, n° IIL.1.8; voir aussi le livre de
Yosida [25] p. 400). Toutefois cette situation est loin d’étre
la plus générale : prenant pour M le tore & une dimension T,
et pour (N,) le semi-groupe de Feller sur T image du semi-
groupe de Wiener-Lévy sur R par Dapplication z — €~
(x € R), on sait que le domaine de définition 9, du générateur

(1) Le cas d’une variété a bord sera étudié au paragraphe II.4 ci-dessous aprés la
condition frontiére de Ventcel’ (paragraphe II.3).

(%) Ce théoréme compléte le résultat obtenu par Waldenfels dans [23] ainsi que
ceux de Feller, Neveu et Yosida.

11141
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infinitésimal de (N,) est exactement C2(T) (voir Dynkin [7]
chap. 2 § 3 n° 2.16 et chap. 10, § 6, n® 10.26). Il suffit alors
de transformer (N,) par un homéomorphisme de T sur T
non différentiable pour obtenir un semi-groupe de Feller sur
T dont le domaine de définition du générateur infinitésimal
ne contient pas C*(T).

I1.1.2 Cas d’une variété sans bord non compacte.

TatoriMe IX'. — On suppose que M est une variété sans
bord non compacte (n°® 0.1.1) et on désigne par (D, A) le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller (N,) sur
M (n° 0.2.2).

Alors, st CZ(M)cD,, on a aussi Ci(M)cD,, A coincide
sur C}M) avec un opérateur de Waldenfels de classe C° sur
M (n° 13.3), et A applique continiment CiM) dans
CoM) ().

On établit ce théoréme comme le précédent en s’appuyant
sur le lemme suivant :

Lemme. — Soient M une variété sans bord non compacte,
et W un opérateur de Waldenfels sur M appliquant Ci(M)
dans C(M). Pour que W applique CiM) dans Co(M),
il faut et il suffit que, désignant par s son noyau (n® 1.3.2),
on att,

(I1.1.1) lim s(z, K) =0 pour tout compact K de M.

>0

W est alors continu de C}(M) dans Cy(M).

En effet, la premiére partie résulte de la relation (I.3.5)
qui lie W et s (n° 1.3.2); et la continuité de W de C}(M)
dans Cy(M) du théoréme du graphe fermé et de sa continuité

de C}M) dans C(M) (Théoréme V, n° 1.3.1). c.q.f.d.

Remarque 1. — Soit Q un ouvert de R* Tout opérateur
de Waldenfels W sur M est continu de C}Q) dans B, (Q)
lorsque C2(Q) est muni de la topologie définie par la norme
I llz. [Ceci résulte de la formule de Taylor (1.1.16) (n° I.1.4)

(1) Co(M) désigne le sous-espace de C(M) formé des fonctions qui tendent vers 0
a l'infini (n° 0.1.2).

11.1.2
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et de la relation (I.1.7) (n® 1.1.1)]. En particulier, si W
applique C}(Q) dans C¢(Q). W se prolonge en une applica-
tion continue de C3(Q) dans Cyo(Q) ou CiQ) est le sous-
espace de C2(Q) formé des fonctions tendant vers 0 & I'infini
ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a I'ordre 2 muni de la
norme | |,. On en déduit que, si (D, A) est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur M, CiQ)c9D,
dés que CR(Q)cD,.

Remarque 2. — Sans altérer la conclusion, on peut remplacer
Ihypothése C7P(M)c D, intervenant dans le théoréme IX'
(ou le théoréeme IX) par une hypothése de la forme Vc®P,
ou VU est un sous-espace de Ci(M) riche dans C}M) en
ce sens que toute fonction de CZM) est limite, dans CZ(M),
d’une suite de fonctions de U gardant leurs supports dans
un méme compact. Il suffit, & cette fin, de reprendre, pour
un tel sous-espace U, la démonstration du Théoréeme V
(voir a ce sujet Waldenfels [24], Théoréme 2 et le séminaire
[17] exposé n® 2, Théoréme 1.5).

§ IL.2, Opérateurs Frontiére de Ventcel’, et principe
du maximum au bord.

On introduit, dans ce paragraphe, les opérateurs frontiére
qui interviennent dans la condition frontiére de Ventcel’
(voir le paragraphe II.3); on les caractérise par le principe
du maximum positif au bord (Théoréme X, n° II.2.6) et on
étudie leur lien avec le principe du maximum positif au bord
pour les opérateurs de Waldenfels réguliers au bord (Théo-
réemes XI et XII, n° I1.2.9 et 11.2.10).

I1.2.1. Dans tout le paragraphe II.2, on supposera que la
variété 4 bord M (n° 0.1.1) est compacte et que son bord M
est non vide.

On appellera ici opérateur frontiére sur M toute application
linéaire de C2*(M) dans B(dM) (n° 0.1.2).

Si ' est un tel opérateur, et si 2’ «dM, on notera [, la
forme linéaire wu — ['u(z’) sur C2(M).

On dira que [' est local si, pour tout ue C*M), v e C3(M)
et 2’ edM, ['u(z’) = ['¢(z') dés que u = ¢ au voisinage de

’

2’ dans M.

11.1.2, I1.21
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On dira que [' est quasi-local si, pour tout ue C*(M) et
veC(M), l'u=Tv dés que u=y¢ au voisinage de M.

On dira que [' est de classe C° s’il applique C2(M) dans
C(M).

L’opérateur y° de restriction au bord constitue un premier
exemple d’opérateur frontiére.

I12.2. On appellera ici opérateur frontiére de Venitcel’-
Visik (1) toute application linéaire A de C2*(M) dans B(oM)
de la forme,

(IL24)  Au= a:—:’ + Q(y°u) (ueCxM)),

ou

— ¢ est un champ de vecteurs sur ?M de classe C°
strictement dirigé vers U'intérieur de M en tout point de oM (2).

— o est une fonction positive de B(dM).

— Q est un opérateur de diffusion sur la variété oM de
classe B (n° 0.1.2).

On dira que A est transversal si,
(I1.2.2)  a(z') >0 pour tout z' edM (3)

Tout opérateur frontiére de Ventcel’-Visik est continu de
C2(M) dans B(M).

Tout opérateur frontiére A de Ventcel’-Visik est local, et
satisfait au principe du maximum positif au bord :

(PMB) ueC*(M),z’'edM et  u(z')=supu>0=-Au(z")<0.

On caractérise au n° I1.2.7 ci-dessous les opérateurs fron-
tiere de Ventcel-Visik par ces propriétés (proposition I11.2.7).

I1.2.3. Noyaux de Ventcel’. On appellera noyau de Venicel’
sur la variété compacte M (n® 11.2.1) tout noyau borélien
positif t(z', dy) de dM dans M (2’ edM, dy e By; n° 0.1.3)
pour lequel, d’'une part t(z’, {#'}) = 0 pour tout 2z’ edM, et

d’autre part, la fonction z' — fMt(:v', dy)®(z’, y) (2’ €M)

(1) Visik a considéré des opérateurs frontiére de ce type dans [22].

(3) {dox" Vap>0 pour toute carte locale (U, x) de M et tout z’eUndM
(n° 0.1.1).

(3) Lorsque Q est du premier ordre, on retrouve l'opérateur frontiére intervenant
dans le probléme aux dérivées obliques.

11.2.2, I1.2.3
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appartient 4 B(dM) pour toute fonction @ e C2(dM X M)
positive et telle que

(I12.3) O, 2) =0 et  d.(y®,) =0

pour tout z'edM (1).

On vérifie sans difficulté en utilisant la formule de Taylor
(I.1.16) (n° I.1.4) que, pour qu’un noyau positif borélien
t(x’, dy) de aM dans M soit un noyau de Ventcel’ sur M, il
faut et il suffit qu’il posséde les trois propriétés suivantes :

(NV,) ¢, {2'}) =0 pour tout z'edM.

(NV;) Pour toute carte locale (U,A) de M telle que
UndM=~4d, et toute fonction positive fe C(M) a support
dans U, la fonction

(1124) & > [, a)fw) o) + 2 ) — 2]

('€« UndM) appartient & By, (UnoM) (2).

(NV;s) Pour chaque fonction unité locale ¢ sur M (n°0.1.3)
et chaque fonction positive fe C(M),
la fonction

(IL2.5) o' — [ ta', dy)(1 — o', y))f(y) (2’ <oM)

appartient a B(dM).
En particulier, pour chaque z’edM, t(z’, .) est une mesure
de Radon >0 sur l’espace localement compact M\{z'}.
En ce qui concerne la propriété (NV,), on remarque que,

si (U,y) et (U, %) sont deux cartes locales de M, etsi K
est un compact de Un U, il existe C> 0 tel que,

n—1

(I1.3.6) x'(y) + 2 (C'y) — x'(=))

n—1
<CI) + 3 () — )P
pour
' e KnoM et ye K.

(t) @, =D, .) et d,(y°D,) désigne la différentielle (sur dM) de la restriction
v°®,. a dM de la fonction ®,,.

(2) On rappelle (n°® 0.1.1) que c’est la coordonnée ¥" qui définit le bord de M:
X"(y) = 0 pour yeM et y*(y) = 0 <=> ycOM.

11.2.3
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[on le voit en appliquant la formule de Taylor (1.1.16) (n° 1.1.4)
aux fonctions y*oy1 (1 <k<n)] Il en résulte que 'on
obtient une propriété équivalente a (NV,;) en postulant la
propriété (11.2.4) seulement pour un ensemble de cartes
locales recouvrant dM.

On peut aussi donner comme suit une forme plus globale

a la propriété (NV,): soient {(U,, %*)} un recouvrement
fini de M par des cartes locales, et {o,} une famille de
fonctions de C*(M X M) telle que,

supp o, < Uy, X U, et No.=1
a
au voisinage de Am,m; Si on pose

n—1

= 3 oy ) }ate) + 3, (k) — 1ie]

a

(z' e dM, y € M), on définit une fonction positive (z', y) — a?g
de classe C® sur dM X M telle que, pour toute carte locale

(U, x) de M pour laquelle UndM =g, et tout compact
K de U, il existe une constante Cx > 0 de sorte que,

(127) 75 <r0) + 3 (10) — () < Cxy
(«' eKnbM y e K).

Cela étant, la conjonction de (NV,) et (NV;) équivaut a,
(NV,) La fonction z' — j;l t(x', dy)f(y)z'y appartient & B(oM)
pout toute fonction positive fe C(M).

. . T . ’ ’
- La considération de la fonction z'y fournit un procédé de
construction de noyaux de Ventcel’ réguliers (1) : désignant par
g une métrique Riemanienne sur M, par zy la distance géo-
désique et par 7 la mesure Riemanienne sur M associées a
g, on définit un noyau de Ventcel’ sur M en posant:

(11.2.8)
o', X)= [ (@', y)ay"2y <(dy) (2’ <M, X ),

ou k est une fonction de B(dM X M) et ou «>0 [en

effet (11.2.8) définit un noyau positif borélien qui satisfait
(NV,) et (NVy)].

(1) Voir aussi les n° II1.3.2, IT1.3.8 et IIL.3.10 ci-dessous.

11.2.3
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I1.2.4. Opérateurs frontiére de Ventcel’-Lévy. Etant donné
un noyau de Ventcel’t sur la variété compacte M (n° I1.2.3),
on appellera opérateur frontiére de Venicel’-Lévy sur M de
noyau t toute application linéaire T de C*(M) dans B(dM)
telle que,

(V;) Pour 2'edM et ueC3(M),

(IL.2.9) Tu(x JM &', dy)u(y) dés que z' «supp u.

(Vy) Pour chaque carte locale (U, X) de M pour laquelle
UndM£¢ et %(U) est borné dans R", 1l existe des fonc-
tions 7,7, ..., de B(UndM) telles que, pour ue C3(M)
a support dans U et z'e UnaM,

n—1

(11240)  Tu(e!) = n(@')u(z) + 3 7z °—;§ (')
+ Jotetsdy) [utn) — ) =3 2 @)oty) — 1) |

(Vs) Ti(z") <O pour tout z'edM (%).

On note, d’une part, que 'intégrale au second membre de
(I1.2.8) est absolument convergente en vertu des propriétés
(NV,) et (NV;) du noyau ¢ et de la formule de Taylor
(L.1. 16) (n° I.1.4); d’autre part, que la conjonction de (V,),
(Vy) et (V;) est équivalente a la conjonction de (V,) et de la
propriété (V;) obtenue en adjoignant a (I1.2.10) la relation,

(11.2.11) n(@') + t(=’, M\U) <0

En particulier, la fonction n est <O0.

On note enfin que, en vertu de la formule de Taylor (1.1.16),
un changement de carte locale altére les coefficients v, »/
(1<j<<n —1) sans altérer la forme de (I1.2.10); ce qui fait
que (V,) est satisfaite dés que T est de la forme (I1.2.10)
pour toutes les cartes locales d’un recouvrement de oM.

Le noyau de Ventcel’ ¢, qui est entiérement déterminé par
T et les propriétés (V,) et (NV,), sera appelé le noyau de
Dopérateur frontiére T.

(*) Cette définition sera justifiée par les propriétés obtenues aux n° I1.2.6, 11.2.8
et I1.3.1 ci-dessous.
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IL2.5. En ce qui concerne la construction des opérateurs de
Ventcel’-Lévy a partir de leurs noyauz, on remarque d’abord
que les opérateurs de Ventcel’-Lévy sur M dont le noyau
est nul (autrement dit qui sont locaux) sont exactement de
la forme u — Q(y°x) ou Q est un opérateur différentiel
linéaire du premier ordre et de classe B sur la variété oM
tel que Q1 << 0. Dans le cas général, la construction est
assurée par le lemme suivant:

Lemme. — Tout noyau de Ventcel’ sur M est le noyau d’'un
opérateur de Ventcel’-Lévy sur M.

Pour établir ce résultat, on peut introduire (de fagcon ana-
logue & ce qui a été fait pour les opérateurs de Lévy au n° 1.2.7)
une forme « globale » des opérateurs de Ventcel’-Lévy : soient
{(Ugy %a)} un recouvrement fini de M par des cartes locales,
et {o,} une famille de fonctions de C*(M X M) telles que,
supp 6, U, X U, et Y o,=1 au voisinage de Ay.u.

On pose, pour ue CY(M), 2’ M, y e M,
(11.2.12) 0*u(z’, y) = X s(2’, y)

Jule) + 3 25 @)oety) — 2]

j=1
Le « développement de Taylor » 6*u ainsi obtenu posséde les
propriétés suivantes :

(67) 0*1 est la restriction & dM X M d’une fonction unité
locale.

(63) pour chaque wueC'(M), 6*ueC(M X M).
(63) L’application u — §*u est linéaire et il existe C > 0

telle que, |u(y) — 8u(a’, y)| = Cllulle{1 — "L(', y) + &'y},
pour tout ueC*M), z'edM et yeM, ol || || est une

norme définissant la topologie de C2*(M) (n° 0.1.2) et ou xy
est défini comme au n° 11.2.3 par,

(11243) Ty =3 (@', 9)x20) + 3 Ockly) — k@)
(:L‘ M, yEM)

Cela étant, on vérifie sans difficulté que, ¢ étant un noyau de
Ventcel’ sur M, on définit un opérateur de Ventcel’-Lévy
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sur M de noyau ¢ en posant,
(IL2.14) Tu(z') = n(2')u(z’) + %‘.C‘ (')
+ Ju ey dy)(uly) — 0*u(z, y)) (2" <M, ueC2(M)),

ou { est un champs de vecteurs de classe B sur la variété
M (ou encore « tangent &4 dM) et v une fonction de B(M)
telle que,

(11215) (@) + f 1(a', dy)(1 — 0"1(a’, y)) <O

pour tout 2’ edM.

De plus, puisque la différence de deux opérateurs de Vent-
cel’-Lévy de méme noyau est un opérateur différentiel du
premier ordre sur la variété dM, il résulte de ce qui précéde
que tout opérateur de Ventcel’-Lévy sur M de noyau ¢ est
de la forme (I1.2.14), n et t étant liés par (11.2.15).

On en déduit immédiatement que tout opérateur frontiére
de Ventcel’-Lévy T sur M satisfait au principe du mazi-
mum positif au bord :

(PMB) ueC*M), 2'edM et u(z')=supu>0=Tu(z")<<0

[en effet, cette propriété est tout a fait claire sur (I1.2.14),
compte tenu de la définition de 6*u (relation (I1.2.12)) et de
ce que le champ de vecteurs { est tangent a oM].

On en déduit aussi, compte tenu de la propriété (63) ci-
dessus, que tout opérateur frontiére de Venicel’-Léoy est continu

de C*M) dans B(dM).

Remarque. — Introduisant le symbole principal () des opé-
rateurs frontiére, on pourrait énoncer pour les opérateurs de
Ventcel’-Lévy un résultat analogue au Théoréme IV (n° 1.2.8)
caractérisant ces opérateurs par la nullité de leur symbole.

I1.2.6. Caractérisation des opérateurs Frontiére satisfaisant
au principe du maximum au bord.

Tatorime X. — Soit [' un opérateur frontiére sur la
variété a bord compacte M (n° 11.2.1).

() « D’ordre 2 tangentiellement et 1 transversalement »,

11.2.5, 11.2.6
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Pour que 1' satisfasse au principe du maximum positif
au bord,

(PMB) ueC*(M), 2’ edM et u(z')=supu>0=-Tu(z')<0,
i faut et il suffit que T' soit de la forme,
(11.2.16) ['w=Au+ Tu (ueC(M)),

ou A est un opérateur frontiére de Ventcel’-Visik sur M
(n° 11.2.2) e¢ T wun opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy sur
M (no II.2.4).

On appellera opérateur frontiére de Ventcel’ sur M tout
opérateur frontiére [' sur M (n° I1.2.1) de la forme

['u=Au+ Tu (ueC(M)),

ol A est un opérateur frontiére de Ventcel’-Visik sur M
(n° I1.2.2) et T un opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy sur
M (n° IL.2.4).

Tout opérateur frontiére de Ventcel’ sur M est continu de
C*(M) dans B(dM) (n° I1.2.2 et IL.2.4).

Dans le théoréme précédent, la condition est suffisante,
puisque le principe du maximum positif au bord est vérifié
aussi bien par les opérateurs de Ventcel’-Visik (n° II.2.2)
que de Ventcel’-Lévy (n° I1.2.5). Pour établir qu’elle est néces-
saire, on va utiliser les résultats obtenus au chapitre précé-
dent. Soit donc [' une application linéaire de C*(M) dans
B(®M) ayant la propriété (PMB). :

De (PMB), il résulte que ['u(2’) >0 dés que u>0
et 2 esuppu (z'edM, ue(C?(M)). Utilisant le fait que
CHM\{z'}) est positivement riche dans I’espace localement
compact M\ {z'}, on en déduit I’existence d’un noyau positif
borélien (2, dy) de aM dans M (n° 0.1.4). vérifiant (NV,)
(n° 11.2.3) et tel que, pour z'edM et ueC3(M),

(11.2.17)
‘/h; t(z', dy)u(y) = lu(z’) dés que x’ & supp u.

On note d’abord que le noyau ¢ ainsi construit posséde la
propriété (NVj): en effet, soient f une fonction positive de
C(M), o wune fonction unité locale sur M, et zyedM. Il
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existe un voisinage ouvert V de z, et une fonction positive
ueC*M) nulle sur V et telle que (1 — o(2’, ¥))f(y) < u(y)
pour tout yeM et tout 2’ e V; etona, pour 2’ eV, d’apres
(11.2.17),

[utla', dy)(t — olz, YY) < [, dy)uly) = Tu(a),

d’ou la relation (II.2.5) puisque ['u est bornée.

On va ensuite montrer que ¢ posséde la propriété (NV,).
Plus précisément, désignant par (U, y) une carte locale de M
pour laquelle UndM=~g et y(U) est borné dans R",
on va établir que la relation (I1.2.4) (n° II.2.3) est satisfaite
pour toute fonction positive fe C(M) & support dans U, et
qu’ll existe des fonctions V(1 <1, ] << n), I <<, <n — 1),
aet b de B, (UndM) de telle sorte que, pour z' e U ndM,
d’une part, '

o ou 5 N '
(11248) Tula) = ola) i (@) + 3 W) oo (@)
+ 3 ¥@) o5 @) o+ blaule)
’ ’ n—1 oU  nyj Gl
+ Jote's dy) [uly) — wa) = 3 3 @) — e

pour ue(C*M) & support dans U; et d’autre part,

(11.2.19) "il bi(a")EE; >0  pour k= (§) eR",

j=

et
(11.2.20) a(z’) > 0.

Il en résultera d’abord que t est un noyau de Ventcel’ sur
M; ensuite la décomposition ' = A + T cherchée en consi-

dérant un opérateur de Ventcel’-Lévy T de noyau t fourni
par le lemme I1.2.5, et en posant, pour ue C*(M),

Au=Tu—Tu—T1—Tu et Tu=Tu-+ ([1— T

Afin d’établir (I1.2.18), on pose Q = y(U) et on désigne par
Q un ouvert de R" tel que QnR™ =Q, et par ' Pappli-
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cation linéaire de C}Q) dans B(() définie, pour ¢ C¥{Q),
par

Tox) =TG- 2) si  zed0
ou @ désigne la restriction de ¢ a Q= y(U), et
foz) =0 si  zedN\oQ.

Il est clair, en vertu de ’hypothése sur I, que [' satisfait
au principe du maximum positif (PM) sur Q; donc, en
vertu du Théoréme III, propriété (2) (n° I.1.1), T est de la

forme,

(IL.2.21)
Tp(z) =

B/(z)DDg(z) + 3 B(x)Dilz) + b(=)e(2

i=1

165 d9) Joly) — o(5, ) [9() + 3 Dt — .
(peCi@), ze0),

bEMa

ou BY, B (1<i,j<n) et b sont des fonctions de By,(Q),
o une fonction unité locale sur Q et { un noyau de Lévy
sur Q (n° [.2.1), avec la relation,

(I1.2.22) X BUz)EE, >0 pour zel), E=(§)eR™
ii=1

Cela étant, on remarque d’abord que, d’aprés (I1.2.17) et
(I.1.4), © estle noyau transporté de t par y; en particulier,
pour zedQ, la mesure i(z, .) est portée par Q; d’ou il
résulte, puisque ¢ est un noyau de Lévy, que les fonctions
z —->j;t(x', dy)(x/(y) — y/(«'))? sont dans By, (U noM) pour
1<j<n—1 On va alors obtenir les propriétés annoncées

en substituant & ¢ dans (I1.2.12) diverses fonctions convena-
blement choisies :

«) Prenant, pour ze<dQ, ¢,(y) = o(z, y)y" (y=Q), on
obtient, qul(z) = b"(z). D’ou b"( ) > 0, puisque [ ¢(z) >
en vertu de la propriété (PMB) de I
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B) Prenant, pour zedQ, 0,(y) = o:(z, Y)y* (yel), on
o, est une fonction unité locale sur (0, on obtient,

(11.2.23) Tou(s) = B%(2) + [5i(z dy)oa(z, ) — oz, ¥)1y"s
d’ot1, puisque &%(z) >0, d’aprées a),

Sz dy)loi(z, y) — oz y)ly" < Toa(2);

et aussi, Ai(z, dy)oi(z, y)y* < ['ea(z), en faisant décroitre
vers Ag.g le support de la fonction unité locale & choisie

pour exprimer [' par (I1.2.21). Il en résulte d’une part que
le noyau t posséde la propriété (NV,) puisqu’il posséde la
propriété (NV;) (n° IL1.2.3) ainsi qu'on I'a déja établi. Il en
résulte d’autre part que, dans ’expression (I1.2.21) de T,
on peut isoler le terme { fﬁi(z, dy)a(z, y)y"} D,¢(z), et écrire,

(11.2.24) To(z) = &(z)De,(z) + z 57D,D,p(z)

i J=1

+ '3 B(=)Dio(z) + bz)e(z)

i=1

+ Jaits d)jelw) — o »)[#) + 3 Day — ).
e

(peCHQ), ze0)

ou
&(a) = B(a) — 31z dy)olas gyt (s<2).
En outre, pour chaque zedQ, on a &) >0: la relation

(I1.2.23) entraine en effet, puisque ['gy(z) > 0 en vertu de la
propriété (PMB) de T', que

~

i(2) > — [ilz dy)oi(z 9y

d’ou &(z) > 0 d’aprés la propriété (NV,) de ¢, en faisant
décroitre vers Ag.y le support de la fonction unité locale o,.
Y) Pour montrer que &"(z) =0 (z€?Q), on prend

9s(y) = 01z, Y)O(y") (yeQ)
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ou 6 est une fonction positive de C*([0, 4+ oo[); portant
dans (I1.2.24), on obtient,

+ Jilz dyoa(z 9 — 6(0)].

Raisonnant alors par I’absurde, on suppose que 5™(z) = 0.
Ceci entrainerait, en vertu de (I1.2.22), que &™(z) >0, et
(I1.2.25) fournirait une contradiction en choisissant 6, d’une
part, telle que 6 >0 et 6(0) =sup O >0 (ce qui entraine
que ['94(z) <O en vertu de la propriété (PMB) de I et,
d’autre part, telle que 6(0) et 6°(0) soient suffisamment
petits, 6”(0) suffisamment grand, et le support de o, assez
voisin de Agxg pour qu'au second membre de (II.2.25)
le second terme l’emporte sur les trois autres.

8) Enfin, pour montrer que 5"(z) =0, pour 1 <j<<n—1
(z=dQ), ob prend ¢,(y) = o1(3, y)B(y)y", ot O est une
fonction positive de C2([0, + oo[); portant dans (I1.2.24)
on obtient,

(11.2.26) Tou(z) = b(2)8(z!) + a(2)6(z/)
+ [5G dy)alz v)dy)ys

et on remarque que la propriété (PMB) de [' entraine que
['oi(z) >0, puisque o, est positive et nulle en zed.
Raisonnant par l’absurde, on suppose que b"(z) == 0.
La relation (I1.2.26) fournirait alors une contradiction en choi-
sissant 0 >0 de telle sorte que 0(z/) soit assez petit et
0’(z/) assez grand en valeur absolue et de signe contraire a
b”(z) pour que le second membre de (II1.2.26) soit < 0.
Relevant alors (I1.2.24) par y=' et utilisant la propriété
(NV;) de ¢, on obtient (I1.2.18) ainsi que (I1.2.19) et (I1.2.20)
comme conséquences de (I1.2.22) et de ce que & >0 (alinéa
B) ci-dessus). c.q.f.d.

Remarque. — Le théoréme X ci-dessus subsiste pour des
opérateurs frontiére sur une variété & bord M non compacte.

I1.2.7. Noyau et partie principale d’ordre 2 d’un opérateur
frontiére de Ventcel’. Soit ['= A + T un opérateur fron-
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tiére de Ventcel’ sur la variété a bord compacte M (n° I1.2.6),
avec

(11.2.27) Au= a:—:‘+ Q(you) (weC2(M); nI11.2.2).

Le noyau ¢ de T et la partie principale d’ordre 2 ® de Q
sont déterminés de fagon unique par [' au moyen des rela-
tions,

(11.2.28) Jutl@s dy)uly) = Tuly)
deés que
o' esupp u (2’ «dM, ue C}(M)),
(11.2.29)
u(xl)mz’(dz'Yo", dz’YOV) lim —%e—n\"(m)[‘(uet)\u)( ) (1)
A>+o

(@' «dM, weC(M), ¢eC2(M)).

La relation (IL.2.28) résulte immédiatement de (I1.2.9),
compte tenu du caractére local de A; et la relation (11.2.29)
résulte de la relation (0.1.3) qui définit la partie principale
d’ordre 2 de Q (n° 0.1.2) et du théoréme IV (n° 1.2.8) dont

on déduit, par localisation, que

(11.2.30) lim %e‘m’(z')T(uem)(x') =0

A>+

(@' e M, ueC(M), ¢ C2(M)).

Les quantités ¢ et ® définies par (11.2.28) et (I1.2.29) seront
appelées respectivement le noyau et la partie principale (d ordre
2) de Uopérateur frontiére de Ventcel’ T.

Pour qu’'un opérateur frontiére de Ventcel’ ' soit local
(n° I1.2.1) 1l faut et il suffit que son noyau soit nul, et [' est
alors un opérateur frontiére de Ventcel’-Visik. De plus, le
théoreme X entraine,

Prorosition. — Soit [' un opérateur frontiére sur M. Pour
que [' soit local et satisfasse au principe du mazximum positif

au bord (PMB) (n° 11.2.6), il faut et il suffit que T soit un
opérateur frontiére de Ventcel’-Visik (n° 11.2.2).

(*) Enétendant I' aux fonctions complexes parlarelation I'(u + iv) = I'u + il'v
(uwe C3}M), veCM)).
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On notera que, pour que [' soit local et satisfasse (PMB),
il faut et il suffit qu’il satisfasse au principe du maximum positif
local au bord :

(PMBL) Si ueC?*M) admet au point z'’€dM un maxi-
mum relatif positif, ['u(z") <O0.

I1.2.8. Transversalité des opérateurs fronti¢re de Ventcel’.
Soient ['= A + T un opérateur frontiére de Ventcel’ sur
M [A étant donné par (I11.2.1) (n° I1.2.2)] et ¢ son noyau
(n® I1.2.7). On dira que [' est transversal en z'edM si,

— soit a(z’) >0 (1),

— soit #(z’, MnV)>0 pour tout voisinage V de 2’
dans M.

On dira que [' est faiblement transversal en z'edM si,

— soit a(z') >0,

— soit #(z', M) > 0.

L’intérét de ces notions réside dans les résultats suivants
qui établissent un lien, essentiel pour la suite, entre les opéra-
teurs frontiére de Ventcel’ et le principe du maximum positif
au bord pour les opérateurs de Waldenfels réguliers au bord :

Lemme. — Sur la variété a bord compact M, sotent [' un
opérateur frontiére de Ventcel’ (n° 11.2.6), W un opérateur de
Waldenfels décomposable de classe C° (n° 1.3.1 et 1.3.3) (3),
u une fonction de C*(M) et z’ edM.

(1) S¢ I[' est transversal en 2,

(11.2.31)
[u(z’) =0 et u(z’) = sup u > 0 =>= Wu(z") <0 (3).
(2) St T' est fatblement transversal en z' e dM.

[u(a’) =0, u(z’) =supu>0 e Wule') <0

(11.2.32) et u(y) < u(z’) pour tout ye M

En effet, soit W =P + S la décomposition de W en un

(%) On rappelle que dans la décomposition (I1.2.1) de A, le champ de vecteurs ¢
est strictement dirigé vers l'intérieur de M (n° II1.2.2).

() Voir la remarque 1 ci-dessous.

(3) En vertu du principe du maximum (PMB), on peut remplacer dans (I1.2.31)
Tu(z’) =0 par Tuf2’) > 0.
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opérateur de diffusion P et un opérateur de Lévy S sur M
tous deux de classe C° (n° 1.3.3).

La relation u(z') = sup u >0 entraine Su(z’) =0 ainsi
qu’il résulte des relations (I.2.14) et (1.2.15) qui sont valables
aussi pour zedM puisque S est supposé de classe C° (pro-
position 1.2.7). Par ailleurs, u(z’) =supu >0 et 2—: (@)=20

entraine que Pu(z’) << 0 (lemme 0.1.3). 11 suffit donc d’établir
que,

lu(z’) =0 et u(z’) =supu>0 -—=>:—:)—t(x’) =0

Supposant donc que Tu(z’)=0 et u(z’)=supu>0,

on a, d’aprés la deuxiéme de ces relations,

a(x')g’vi(x')<o, Qyou)(#') <0 et Tu(e') <O;

donc, en vertu de la premiére,

(I1.2.33) a(x’)i’—:(x’) = Q(y°u)(z’) = Tu(z') = 0;
d’ou
o,
b_v(x) =0
dans le cas ou a(z') > 0.
Pour traiter I’autre cas, on écrit, en utilisant ’expression
(I1.2.14) (n° I1.2.5) de T et en tenant compte de ce que

(11.2.34) 0*u(z’, y) = u(z)0*1(z/, y)
et %%(x’) =0 puisque u(z') = sup u,

0= TU(-'D,) == "l(x')u(z') + j;i t(.’l)', dy)u(y)(i - 0*1(x', y))
+ [ty dy)uly) — u(e) U, y);

puisque la somme des deux premiers termes est <0 en
vertu de (I1.2.15) et de la relation u(z’) = sup u >0 ainsi
que le troisiéme terme, il en résulte que,

Sty dy)[uly) — w(z) 181, y) = 0.
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Or, cette relation est incompatible avec %’f (z') < 0, lorsque
v

t(z’, MnV) >0 pour tout voisinage V de z'. La trans-

versalité de [ en 2’ entraine donc que u (") =0;
d’ou la propriété (1) o¢
En ce qui concerne la propriété (2), on remarque, compte tenu

de (I1.2.33) et (I1.2.34), que

Ti(2') = — [, ta', dy)[uly) — u(z')].

Or cette relation entraine, puisque T1 (2) <0, que
Hz, M)=0 si u(y) <u(z') pour tout yeM. Ainsi, la
faible transversabilité de [ et I’hypothése de (I1.2.32)

A ’ . 0
entrainent que a(z’) > 0; donc aussi que _5_'{ (') =0
9

d’aprés (11.2.33). D’ou la propriété (2). c.q.f.d.

On peut alors énoncer la proposition suivante :

ProrositioNn. — Sur la variété a bord compacte M, soient
W  un opérateur de Waldenfels décomposable de classe C°
(n° 1.3.3), [' un opérateur frontiére de Ventcel’ (n° 11.2.6), et
8 une fonction positive de B(dM).

(1) On suppose que [' est transversal en tout point x’' edM
en lequel &(z') = 0. Alors, pour tout ueC:(M),

[u —yWu =0, zeM

(II.2.35) et u(.’l:) = sup u > 0

= Wu(z) < 0.

(2) On suppose que [ est faiblement transversal en tout point
2’ edM en lequel 3(z') = 0. Alors, st ueC2(M) est telle que,

(11.2.36) ['u — &y°Wu =0 et supu>0,
(11.2.37)
il existe xe M tel que u(z) = supu et Wu(z) < 0.

En effet, (I1.2.35) résulte du principe du maximum (PM)
que satisfait W si zeM, de la propriété (1) du lemme pré-
cédent si zedM et O(z) =0, et du principe du maximum
(PMB) que satisfait [' (n® I1.2.6) si zedM et &(z) > 0;
d’ou la propriété (1). La propriété (2) peut étre établie de

I1.2.8
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fagcon analogue (voir la démonstration du théoréme XI au

no 11.2.9).

Remarque 1. — On peut affaiblir ’hypothése faite sur W:
seul compte ici le fait que P et S sont prolongeablesau bord
(éventuellement seulement de fagon borélienne).

Remarque 2. — Dans la proposition ci-dessus, on peut consi-
dérer le sous espace vectoriel U de C2(M) défini par,

(I1.2.38) U = {ulue C}(M) et Tu— y°Wu =0},
ce qui permet d’écrire la relation (I1.2.35) sous la forme,

(11.2.39)
uel, zeM et u(z) =supu>0 = Wu(z) 0.

Cela conduit & la question suivante: Etant donnés un opéra-
teur de Waldenfels décomposable de classe C° sur M, et
un sous-espace vectoriel U de C2(M) tels que (1I.2.39) soit
satisfaite, sous quelles conditions sur W et U existe-t-il
une fonction positive ¢ de B(dM) et un opérateur frontiére
de Ventcel’ [' sur M, transversal en tout point z’edM
en lequel &(z') =0, de sorte que

(11.2.40) uel = [u — 3y°Wu = 0?

L’obtention de la condition frontiére de Ventcel’ (voir le
Théoréme XII au n° I1.3.1 et la proposition I1.3.6) constitue
une réponse partielle & cette question; réponse partielle car on
n’obtient pas exactement le caractére transversal requis pour
([, 8). Ce caractére transversal est trés vraisemblablement lié

a la densité de U dans C(M) (voir a ce sujet les remarques
2 et 4 du n° I1.3.5 ainsi que les n° I11.2.8 et I11.2.9 ci-dessous).

I1.2.9. Opérateurs frontiére de Ventcel’ semi-transversaux.
On dira que lopérateur frontiére de Ventcel’ [' sur M
(n° I1.2.6) est semi-transversal en z’ € dM si,

— soit ['1(z’) < 0;

— soit [' est faiblement transversal en 2’ (n® IL2.8).
Cela étant,

Tratorime XI. — Sur la variété a bord compacte M, soient
W un opérateur de Waldenfels décomposable de classe C° T

11.2.8, I1.2.9
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un opérateur frontiére de Ventcel’ et & une fonction positive
de B(bM) On suppose que [ est semi-transversal en tout

point z'€dM en lequel &(z')=0. Alors, si ueC¥M) est
telle que,

(I1.2.41) Tu —y°Wu >0 et sup u > 0,
(I11.2.42)
il existe xeM tel que u(xr) = supu et Wu(z) 0.

En effet, (11.2.42) résulte du principe du maximum (PM)
auquel satisfait W si u atteint son maximum a I'intérieur de
M. Dans le cas contraire, il existe z’ «dM tel que

(11.2.43) .
u(z’) =supu et uy) < u(a:’) pour tout yeM.

Si 8(2') >0, ona Wu(z') < 3( g ['u(z’) <0 en vertu de

(I1.2.41) et du principe du maximum (PMB) que satisfait I'.

Si 8(z') =0, ona [u(z’) =0 d’apreés (I1.2.41) et (PMB);
donc Wu(z') <0 d’aprés (I1.2.43) et la propriété (2) du
lemme II.2.8 si [' est faiblement transversal en z'; or
ceci a toujours lieu (en vertu de la semi-transversabilité de [
en z'), car u(z’) =supu >0 entraine [compte tenu de

(PMB), (II.2.34) et (I1.2.14) (n° II1.2.5)] que
< TCu(2’) < sup u.T'1(z') < 0;
donc aussi ['{(z’) = 0, puisque sup u > 0.

c.q.f.d.
CoroLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme XI, pour
chaque 8 > 0,
(11.2.44)

ueC?M), l'u —&YWu >0 e (W—Bu>0=u<0.
En effet, raisonnant par ’absurde, on suppose que,
[u —&YWu >0, (W—fu>0 et supu>0.

En vertu du théoréme, 1l existerait alors un point zeM

11.2.9
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tel que u(z) =supu>0 et Wu(z)<<0; donc aussi
(W — Blu(z) <0,

ce qui contredit I’hypothése (W — B)u > 0. c.q.f.d.

I1.2.10. Cas des opérateurs de Waldenfels elliptiques.

Tatortme XII. — Avec les notations du Théoréme XI, on
suppose que W est elliptique décomposable de classe C° (n° 1.4.1)
que [' est semi-transyersal en tout point de M, et que, dans
chaque composante connexe C de M, Uune des deux fonctions

W1 sur C, Tl sur CndM n'est pas identiquement nulle.
Alors,

(I1.2.45)
ueCM), T'u —YWu >0 e Wu>0=-u<0

En effet, supposant que ueC*(M), est telle que,
[u —eyoWu >0, Wu>0 et sup u = m > 0,

on va montrer que u est constante sur toute composante
connexe de M ou elle atteint son maximum: D’une part
si u atteint son maximum en un point zeM, u est cons-
tante sur la composante connexe de z en vertu du Théoréme
VII (n° 1.4.1) et de Dellipticité de W. D’autre part, si u
n’atteignait son maximum en aucun point intérieur mais en
2’ €edM, on aurait,

(11.2.46)
u(y) < u(z’) pour tout yeM et :—Z (") <0,
en vertu du Théoréme VIII (n° I.4.1). Par ailleurs, ’expression

(I1.2.14) de T (n° I1.2.5), jointe aux relations (I1.2.15) et
(I1.2.34) (n° 11.2.8), donne ici,

(I11.2.47)
Pu(e) < (') 32 (@) + mIU(e) + [ ', dy) [u(y) — u(a)];
d’otl, compte tenu de (I1.2.46), de la semi-transversalité de I

I1.2.10
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en z’' et deceque m> 0, ['u(z’) < 0; ce qui contredirait les
hypothéses Wu(z') >0 et Tu(z’) — 8(2")Wu(z') > 0.

Ainsi, il existe une composante connexe C de M telle que,
ulz) =supu=m pour tout zeC.

Il résulte de cette relation, de I’expression (I1.2.14) (n° 1.2.7),
de (I1.2.47) ci-dessus, et des principes du maximum (PM) et
(PMB) que 0 << Wu(z) < mW1(z) pour tout zeC et
0 < lu(z’) < ml'1(2’) pour tout z’eCndM; relations qui
contredisent, m étant supposé > 0, ’hypothése faite sur
W et ['; d’ou la relation (I1.2.45).

c.q.f.d.

I1.2.11. Opérateurs frontiére de Ventcel’ quasi locaux. —
Soient ['= A+ T un opérateur frontiére de Ventcel’
sur M, et ¢ son noyau (n° II.2.7). En vertu de (II.2.28)
(n° I1.2.7), pour que [' soit quasi local (n° I1.2.1), il faut et il
suffit que,

(I1.2.48) t(z', M)=0  pour tout  a’ edM.

La restriction du noyau ¢ a d3M X #,y est alors un noyau
de Lévy sur la variété oM (n° 1.2.5), et 'opérateur de Vent-
cel’-Lévy T est de la forme,

(11.2.49) Tu = To(yu) (ueC3(M)),

ou T, est un opérateur de Lévy sur la variété aM (n° 1.2.6).
Inversement, si T, est un tel opérateur, la relation (I1.2.49)
définit un opérateur de Ventcel’-Lévy sur M.

I1.2.12. Opérateurs frontiére de Ventcel’-Lévy d’ordre 1.
Un noyau de Ventcel’ ¢t sur M sera dit d’ordre 1 s’il vérifie,

(NVy) pour toute carte locale (U, y) de M telle que
UnodM £ g, et toute fonction positive fe C(M) a support
dans U,

(IL.2.50) la fonction 2z’ »j;‘t(x', dy)f ()l (y) — (=)l

appartient a B(oM).
Si t est un tel noyau, et si 7 est une fonction négative de
B(®M), on définit un opérateur frontiere de Ventcel’-Lévy

11.2.11, I1.2.12
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T sur M en posant,
(11.2.51)

Tu(z') = n(@')u(z) + [ t(a’, dy)(uly) — u(z)
(' e oM, u e C*(M)).

Un tel opérateur se prolonge continiment a C!(M) par
la méme relation (I1.2.51). 11 sera dit d’ordre 1.

§ IL.3. Condition fronti¢re de Ventcel’.

I1.3.1. Les notations sont les mémes qu’au paragraphe II1.2.
(n® I1.2.1); en particulier M désigne une variété compacte de
classe C® et de dimension n>1 dont le bord ?M est
non vide.

Cela étant, on peut énoncer comme suit la condition fron-
tiere introduite par Ventcel’ dans [21]:

TutortMe XIII. — Soient (N,) un semi-groupe de Feller
(n° 0.2.2) sur la variété a bord compacte M et (D), A) son
générateur infinitésimal. Il existe un opérateur frontiére de
Ventcel’ I' sur M (n° 11.2.6) et une fonction positive & de
B(aM) tels que, ,

(A) Pout tout z' «dM, ou bien d(z') > 0, ou bien il existe
ue C¥(M) telle que Tu(z') =~ 0.

(B) Pour tout ue C3(M)n9D,,

(IL.3.1) Tu — 8.y°Au =0 (1).

La relation (1I.3.1) sera appelée ci-dessous la condition
frontiére de Ventcel’. On notera 'importance de la propriété
(A) du théoréme qui assure une certaine consistance a cette
condition (voir la remarque 3 du n°® I1.3.5 ci-dessous).

Le théoréme XIII est une conséquence immédiate du lemme
suivant qui serre de plus prés la nature de ce résultat:

Lemume (Ventcel’). — Soit (N,),>o un semi-groupe de noyaux
positifs boréliens et sous markoviens (*) sur M. Il existe un

() Tu(z’) = 8(2')Au(z’) pour tout z’€dM.
B0< Nz, X)<1 (t>0, zeM, XeB,).

11.31
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opérateur frontiére de Ventcel’ ' sur M et une fonction positive
¢ de B(OM) tels que, pour tout ' edM,

(a) ou bien &(z') > 0, ou bien il existe ueC2(M) telle que
['u(z") == 0.

(b) Pour tout ueC:(M) tel que lim -};(qu(x') — u(z"))

existe, on a, sve

(113.2) () Ylim & (Nu(e') — u(@’)! = Cu() (Y).

svo S
Ce lemme sera établi aux n° I1.3.3 et I1.3.4 ci-dessous.

IL.3.2. Pour obtenir le caractére borélien de & et des coefli-
cients de [, on s’appuiera sur le résultat auxiliaire suivant:

Lemme pE MEsuraBIiLITE. — Sotent (X, X) un espace
mesurable, K un espace compact métrisable, Rx sa tribu
borélienne, et (®,),ex une suite d’applications mesurables de
(X, X) dans (K, Rx).

Alors, il existe une application ¢: (p, ) - o,(z) de N X X
dans N, et une application mesurable ® de (X, X) dans
(K, %x) telles que,

\ (1) pour chaque peN, et neN, {z|lre X et g,(z)=n}eX

(2) pour chaque zeX, (o,(2)),en est une suite d’entiers
strictement croissante, et m @ \(z) = ®(z) dans K.

(On construit ¢ en vérifiant que le procédé diagonal d’ex-
traction de sous-suites peut étre « rendu mesurable », ce qui
est bien clair vu son caractére purement dénombrable.)

I1.3.3. Démonstration du lemme de Ventcel’ : mise en place
de la situation. o) On désigne par (E,) une partition finie
de ®M formée d’ensembles boréliens, et, pour chaque £,
par 7y, une application de classe C* de M dans R"
de telle sorte qu’il existe un ouvert U, de M contenant
E. tel que (U, y,.) soit une carte locale de M et que,

(1L33) Dule,y) = 730) + 3 (o) — 7dle') >0,

(1) Voir la remarque 6 du n° II.3.5.
(%) Autrement dit, ¢, est mesurable de (X, X) dans N muni de la tribu discréte.

I1.3.2, I1.3.3
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pour
4
' eE, et ye M\{2'}.

On va déterminer 'opérateur frontiére [' cherché sous la
forme suivante: pour chaque k, 2z'eE, et ueC(M),

(IL3.4) Tu(z’) = a(a’) ;’X (2 )+E (=) axko 7
+ 2 b(z') 2% (2') — b(a')u(z')

ok
+ fu e’ dy)[uty) — wie) — 3 9‘i< edy) — 1@ |

ou t est un noyau de Ventcel’ sur M (n° I1.2.3), et o a,
b, 1 <t,j<Kn — 1) et b sont des fonctions de B(dM)
de telle sorte que,

>0,b>0,b0=0b (1<t,j<n—1),
et

(11.3.5)

n—1
Y b(2)EE; >0 pourtout z'edM et £ = (§)eR?
i’jzl
(11 est clair, d’apres les définitions des n® 11.2.2, I1.2.4 et 11.2.6
que P'on définit ainsi un opérateur frontiére de Ventcel’ sur
M).
B) Fizant désormais k, on écrit, pour 2’ e E,, ue C}M)
et s>0,

(11.3.6)
%(Nsu(w') — u(z')) = — b(z')u(z’) + E bi(2") ﬂ(x')

+ L&) frio Rel@s Ayl y) (),

ou on a posé,

bia') = (1 — N, M) b= [ R(e', dy)akly) — 74",
L) = i; N, dy) Da', )

() Voir la remarque 6 du n° IL.3.5

I1.3.3
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et
uly) — u(z) — 3 2 (&) xkly) — 14(a)
(', y) = XA (y « M\@'));

et ou R,(2', .) désigne la mesure >0 de masse 1 sur M
et ne chargeant pas le point z’ définie par,

’ . 1 ’ ’ ¢
R, X) = ﬂ N,(z', dy)Dy(a’, y) (X e By),

si l(z') =0, et Rz, .) =¢, (o =z, est un point fixé
de M) si I(2') =0 [dans ce dernier cas, on a,

N,(z', M\{a'}) = 0

d’aprés (I1.3.3), donc bi(z') =0 (1 <j<<n—1), et la rela-
tion (II.3.6) se réduit a l'identité
1 ’ ’ 1 ’ ’ ’
L (Nafa) — u@) = = (N, (o)) — Du(a)] ()
On note que les fonctions b,, b, I, sont boréliennes sur
E, et que R, est un noyau positif borélien de E, dans M.
v) On va maintenant transporter la mesure R,(2’, .) (2" € E,)
sur un compactifié de M\{z'} auquel la fonction a(z’, .)
peut étre prolongée contintiment. Pour cela, on pose,

et

(o, y) = L) — 2@ (ily) — y4(a"))
(' eE, yeM\{z'}, 1<i, j<<n—1), et on note que
w(@', y)e [0, 1], &, y)e[—-11] (I<y,i<n—1),
(11.3.7)
w(@', y) + X (', y) =1 (2'eE,, ye M\{2'})

i=1

(1) L’indice k étant fixé dans la suite, on ne le fait pas figurer dans b, b}, [, R,
qui cependant en dépendent.

11.3.3
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et que la matrice §(z’, y) = [§9(2', ¥)]1<i, j<n1 €st symétrique
et positive.

Cela étant, on désigne par M Pespace compact des matrices
carrées (n — 1) X (n — 1) symétriques positives et a coeffi-
cients dans [— 1, 1], et on considére, pour chaque 2’ eE,,
Pinjection ®@,.: y — (y, w(a, y), &(2’, y)) de M\{z'} dans
le sous-espace compact H du produit M X [0, 1] X M
formé des h = (y, w, £) tels que,

n—1

(11.3.8) w+ D=1

La fonction a(2’, ®z%(.)) sur @,(M\{z'}) transportée
par @, dela fonction @, (x, .) se prolonge en une fonction
continue @, (z’, .). sur l'adhérence H, de &,(M\{2'})
dans H: en effet, en vertu de la formule de Taylor (I.1.16)
(n° 1.1.4), lorsque ®,.(y) tend vers le point h = (2, w, §) de
H A\, (M\{z'}), @z, y) a une limite qui vaut,

(11.3.9)

A ’ _ U 1 "l ljil’f_ ’ ’ '
(e, B) = w 25 () + 5 3T (@) (@B,

Désignant alors, pour 2’ e E, et s > 0, par Rz, .) la
mesure >0 sur 'espace compact H 1image de R,(z/, .)
par ®., et notant encore u,(z’, .) un prolongement continu
de u(z’, ®;'(.)) a H (et plus seulement & H,), la relation
(I1.3.6) entraine,

(11.3.10) % (Nu(z') — u(a’)) = — b(@')u(z)
+ ng bi(a') :—;i (@) + 1) L Ry, dh)i (2, h).

En outre, pour s> 0, R,(z', dh) est un noyau borélien
de E, dans H ainsi qu’il résulte de ce que, pour chaque

,l)eC H), la fonction (2', y) - ¢(®,(y)) est borélienne sur
{(z', y)z'edM, yeM\{z'}}, et, pour chaque 2z2'eE,

f{( .) est une mesure >0 sur H de masse 1 comme
R (@', .).

(1) L’indice k étant toujours fixé.

11.3.3
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I1.3.4. Démonstration du lemme de Ventcel’ : passage a la
limite dans la relation (IL.3.10). «) On pose (!),
n—1
(I1.3.11) 6,(2') = bym(z’) + 121 [bim(@)] + lym(a”)
("€ E,, m entier > 0) (?),

= {z'|z' e E, et lim inf 6,(2") > 0}

[Ex est un sous-ensemble borélien de 2M], et on distingue
le cas 2"’ e E\E; et le cas 2’ ¢« E\E;.

Pour 2'eE\E;, on pose o(2')=1 et [, =0(); et
la relation (II.3.2) est ainsi satisfaite pour 2’'e E\E; (et

ueC2(M) tel que lim-—ls—(N,u(x') — u(z’)) existe) en vertu
sv0
e (11.3.10), puisqu’il existe alors une sous-suite (0, (z")) de
(0n(2")) telle que lim 6, (z") = 0.
P>

v) Afin d’étudierle cas ou z e E;, on commence par extraire
au moyen du lemme de mesurabilité (n® I1.3.2) une sous-suite
mesurable (0,,.)(%))ren telle que,

(I1.3.42) lim B, o(2") = 0(z") et 0<B(2') <<+
P>»x

pour z'eE;

Divisant alors les deux membres de (11.3.10) (écrite pour
m = my(z’)) par 6,(z') (que I'on peut supposer >0 d’apres
(11.3.12)), on obtlent une relation de la forme,

1

(11.3.13) Sp(x')s—;(x—,)(N,,,<3>u( ') — u(z'))
= — B@)ulr) + 3 B) 55@) + L) [ Rl dniah)

ou s,(a') = 1m,(z’), 3,(z') = 10 en(@') et
R, (7, .)= f{,p(,.)(w', .) (p entier >0, z'eE));

ou les fonctions ¢o,, b,, bj et I, sont boréliennes sur E; et

(Y) L’indice k étant toujours fixé.
(2) On rappelle que b, et I, sont = 0.
() I',. désignant la forme linéaire u—>I'u(z’) (n° IL. 2.1).

11.3.4



SEMI-GROUPES DE FELLER SUR UNE VARIETE A BORD COMPACTE 461

en vertu de (11.3.11) vérifient la relation,

n—1

(IL.3.14) 1 =b,(z") + El bi(a') + I(2")
(p entier >0, 2’ e E});

et ou R, est un noyau borélien de E, dans H.
v) Appliquant alors le lemme de mesurabilité aux suites de

fonctions (3,), (5,), (B)), (I,) et (R,) a valeurs respectivement
dans les espaces compacts métrisables [0, 4+ o], [0, 1],
[—1,1], [0, 1] et M!(H) (*), et passant a la limite lorsque
p tend vers 'infim dans (11.3.13) (?) et (I1.3.14) on obtient
des fonctions numériques &; > 0 (3, est finie d’apres (11.3.12)),
by >0, b (1<<j<<n—1) et I, boréliennes sur E; et un
noyau positif borélien R, de E; dans H de telle sorte que

\

si ' eE; etsit ueC2(M) est telle que lim—i— (Nyu(z')— u(2'))
existe, o 8

(1L345) (@) Jlim %(Nsu(x') — u(m'))g — — B)u()
sY0
+ 3 ) 2 (@) + i) [ R, il ),
avec
(1L3.16)

n—1

1=0b(2') + X |bJ(@) + L(2) et 0L )<+ o
Jj=1

et la mesure R;(z’, .) étant de masse 1 comme les mesures

R,(z) (z' e E}).

¢) Afin d’expliciter 'intégrale au second membre de (I1.3.15),
on pose, pour z’' € E,,

(IL347)  o(a’) = ll(2') faquomer, R dR)W(R),

et
(I13.18) bi(a)) =42 | Ry(z!, dh)Z¥(R)
2 % H\d).,r(M\{z'D

I<s,ij<n—1),

~

~~

(!) Muni de la topologie vague.
(%) Passage a la limite possible puisque #,(z, .)€ C(H).
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ou W (resp. Z) désigne la projection de M X [0, 1] X M
sur [0, 1] (resp. M); et on désigne par ¢(z', .) la mesure >0
sur M définie par,

(I1.3.19) t(a', {&'}) =0
et

’ 1 ’ T ’ 1
b(a', X) = l(e) | o, @ A s (Xe )
ou iz, .) estla mesure >0 sur M\{z'} image par ®;!
de la mesure induite par Ry(z’, .) sur @, (M\{z'}).

Les fonctions a, et bY (1<i, j<<n— 1) définies par
(I1.3.17) et (11.3.18) sont bornées et boréliennes sur E, en
vertu de ce que ’ensemble {(2', h)|h e D, (M\{z'})} est boré-
lien dans le produit E; X H; et t, défini par (I1.3.19),
est un noyau borélien puisque, pour Xe®By, I’ensemble
{(z'y, h)|he®,(X)} est borélien dans E; X H. Enfin, par
définition de ¢, et puisque I, est borné comme R;, la
fonction '

& > [ ta, dyDi(e, y) = lz)E(a', M\{z'})

est bornée sur Ej, ainsi que la fonction

7 > [y tla's )L — o, YY)
(propriété (NV;) d’un noyau de Ventcel’, n® I1.2.3).

Faisant alors varier k, et juxtaposant les fonctions a,,b¥,
d1<Lt, j<n—1), by, et les noyaux ¢, définis sur les
ensembles E; avec zéro sur les ensembles E,\E, (alinéa
a) ci-dessus), on met, d’aprés (11.3.9), le second membre de
(I1.3.15) sous la forme (II.3.4) avec les propriétés (11.3.5);
et (I1.3.15) fournit la relation (II.3.2), en divisant toutefois
les deux membres par &(z') sur ’ensemble {z'[3,(z') > 1}
pour s’assurer de la bornitude de

¢) Enfin, la consistance de la condition (I1.3.2) (propriété
(a)) peut étre obtenue ainsi: D’abord, si 2’ € E.\E,, é(z')=1
par définition. Ensuite, si a2’ e Ej, et si b (z') = bj(z’) =0
1<j<n—1) et (o, .)=0, ona [(z') =1 dapres
(I1.3.16), et Ri(z', ,.(M\{2'})) = 0; donc Ri(z’,.) étant
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de masse 1, Ri(z’, H\®,(M\{z'})) = 1; d’ou, en vertu de
(11.3.17), (11.3.18) et (I1.3.8) (n° 11.3.3),

n—1

(113.20)  w(a) +2 3 bil@) = bia) = 1.

On en déduit facilement, compte tenu de (I11.3.5), la propriété
(a). c.q.f.d.

I1.3.5. Quelques remarques sur la condition frontiére de
Ventcel’.

1) Le caractére « borélien et borné » obtenu ci-dessus (en
rendant « mesurable » la méthode employée par Ventcel’ dans
[21]) pour les coefficients intervenant dans la condition fron-
tiere de Ventcel’, conduit naturellement & introduire les opéra-
teurs frontiére de Ventcel’ ainsi qu'on I’a fait au paragraphe
I1.2, et & exprimer la condition frontiére en termes de ces
opérateurs, ce qui est un premier pas important vers la cons-
truction de semi-groupes correspondant & une condition fron-
tiere donnée (voir le chapitre III ci-dessous et 'article de

Sato et Ueno [20]).

2) Le probléme est actuellement ouvert de savoir & quelle
condition sur le semi-groupe (N,) dont on part, il est possible
de choisir ¢ et [' plus réguliers que boréliens et bornés, par
exemple, de classe C° ou C%X

Ce probléme rejoint celui consistant a préciser la nature de
I'indétermination du couple (3, I') intervenant dans la condi-
tion frontiére (I1.3.1) [il est clair que si ¢ est une fonction de
B(®M) partout > 0, le couple (¢8, ¢[') est équivalent au
couple (3, I')].

3) Le caractére non dégénéré de la condition frontiére obte-
nue (propriété (A) du Théoréme XIII) entraine que D, ne
peut contenir C2(M) tout entier si la fonction & est iden-
tiquement nulle. Toutefois, dans 1’état actuel de la question,
rien n’élimine le cas ou, ayant au contraire &(z') >0 pour
tout 2’ edM, et ['= 0, la condition frontiére (I1.3.1) serait
satisfaite pour tout weC2(M) grice 4 une dégénérescence
totale de A sur dM (cas susceptible de se présenter, par

I1.3.5
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exemple, lorsque A coincide sur C*(M)n 9D, avec un opé-
rateur de diffusion, elliptique & I'intérieur et nul sur le bord).

4) Toujours en ce qui concerne la propriété (A) de la condi-
tion frontiére (11.3.1), on peut se demander dans quels cas on
peut choisir le couple (3, [') vérifiant I'une ou I’autre des condi-
tions de transversalité introduites aux n° I1.2.8 et I1.2.9.
Une situation raisonnable (dans le cadre différentiable adopté
ici) pour étudier cette question est celle ou sont vérifiées les
deux conditions suivantes :

(D,) C*M)n9D, est dense dans C(M) (%).

(D;) Le générateur infinitésimal (D,, A) est identique & la
fermeture (dans C(M)) de l'opérateur (C2(M)n D,, A).

Cette situation sera réalisée pour les semi-groupes construits
ci-dessous au chapitre III (voir la remarque 1 du n° II1.2.8);
voir aussi & ce sujet le Théoréme XIV (n° I1.4.1) et la remarque

1 du n° I1.4.3 ci-dessous).

5) On notera toutefois que la situation réguliére précédente
est loin d’étre la plus générale: Prenant, par exemple, pour
M le segment [0, 1], et pour (N,) le semi-groupe de Feller
sur [0, 1], image du semi-groupe de Wiener-Lévy sur
R = ]— o, 4+ o[ par Papplication z — y(z) définie par
()= |z — 2k| (ou k estl’unique entier tel que |z — 2k| < 1),
on sait que le domaine de définition du générateur infinité-
simal de (N,) est exactement’espace des fonctions fe C2([0,1])
telles que f'(0) = f'(1)=0 (voir Dynkin [4] chap. 2, § 3,
n® 2.16, et chap. 10, § 6, n® 10.25 et 10.26). Il suffit alors
de transformer (N,) par un homéomorphisme [0, 1] sur
[0, 1] nulle part différentiable, pour obtenir un semi-groupe
de Feller sur [0, 1] pour lequel (D,) n’est pas satisfaite.

On renvoie a ce sujet aux travaux de Feller (voir [7]) et aux
chapitres 15 et 17 du livre de Dynkin [4].

6) Dans le lemme de Ventcel’ on peut, d’une part, sans
modifier la conclusion, supprimer le caractére de semi-groupe
des hypothéses faites sur la famille (N,),.,, et méme ne consi-
dérer qu'une famille (N, ),ex ol (s,) est une suite décrois-
sant vers 0. D’autre part, dans la conclusion (b) n’imposer

(1) On notera ’absence d’hypothése, dans le Théoréme XII, concernant I'étendue
de C*}M)n9,.
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a ueC(M) la classe C* qu’au voisinage de. z’' ([, opére
naturellement sur de telles fonctions).

I1.3.6. Le théoréeme XIII (n° II.3.1), joint au théoréme de
Hille-Yosida-Ray (n° 0.2.4) entraine le résultat suivant qui
peut é&tre considéré comme une réciproque du Théoréme XI
(n° I1.2.8) et fournit une réponse partielle a la question de la
remarque 2 du n°® I1.2.8:

ProrosiTion. — Soient U un sous-espace vectoriel de
C*(M) et W une application linéaire de U dans C(M) tels
que,

(1) W est dense dans C(M),

(2) 11 existe un nombre B > 0 tel que Uespace (f — W) (U)
soit dense dans C(M).

(3) uel, zeM et u(x) = sup u> 0= Wu(z) <0.
Alors, il existe une fonction positive & de B(dM) et un opéra-
teur frontiére de Ventcel’ ' sur M tels que,

(A) pour tout x’' €dM, ou bien d(z') >0, ou bien il existe
ueC¥(M) telle que Tu(z') £ 0.

(B) pour tout uel, l'u — 3.y°Wu = 0.

§ IL.4. Forme du générateur infinitésimal : cas d’une variété
a bord.

IL4.1. Dans tout ce paragraphe II.4, M désignera une
variété a4 bord compacte de classe C* et de dimension
n>1; le bord dM pouvant éventuellement étre vide.

Le théoréme suivant étend au cas « avec bord » le Théo-
réme [X (n® II.1.1) du cas « sans bord »:

TutoreMeE XIV. — Sotent (N,) un semi-groupe de Feller
sur la variété a bord compacte M, et (D, A) son générateur
infinitésimal. On suppose que,

(D) Pour tout xeM, il existe un voisinage V de z tel
que, pour toute fonction ¢eC*(M) et tout ¢ >0, il existe
une fonction ue®D, pour laquelle,

(IL41) Ju—9| <= et u=y9 sur V.

11.3.6, IL41
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Alors, il existe un opérateur de Waldenfels W sur M de
classe CO sur M (n° 1.3.3) tel que,

(11.4.2) .
Au(z) = Wu(z) pour zeM et ueC(M)n9d,.

On note que la propriété (D;) est satisfaite lorsque, M
étant une variété sans bord, C*(M) est contenu dans 9,
(hypothése du Théoreme IX (n° II.1.1; voir a ce sujet les
remarques 1 et 2 du n” I1.4.3 ci-dessous).

I1.4.2. La démonstration du Théoréeme XIV va reposer sur
le lemme suivant:

Lemme. — Avec les notations et sous Uhypothése (D;) du
théoréme X111, pour chaque xzeM on désigne par i, le
sous-espace vectoriel de C(M) formé des fonctions ¢ e C(M)
pour lesquelles il existe une suite (u,) de fonctions de 9D,
telle que, ~

(P,) lLm [u, — ¢ =0 et il existe un voisinage V de
xz tel que u,=¢ sur V pour tout n.

On pose de plus U = mﬂz Alors,

zeM

(1) Dycill et C(M)c4.

(2) Il existe une application linéaire A de U dans C(M)
et une seule telle que, pour tout ze M,

(1L.4.3) Au(z) = Au(x) pour tout ued,
(IL4.4)  Ag(z) = lim Au,(x) pour tout ¢ U

et toute suite (u,) de fonctions de D, ayant la propriété (P,).
3) A satisfait au principe du maximum positif,
(I11.4.5)
pe@l, zeM e  9(x) =sup e >0— Ag(z) <O.

Voici une démonstration de ce lemme:

«) La relation 9, eql résulte immédiatement de la défi-
nition de U puisque, pour ¢ e9,, on peut prendre u, = ¢
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pour tout n; etlarelation C*(M)c 4l est conséquence directe
de ’hypothése (Dy).

f) Pour chaque xeM et chaque voisinage ouvert U
de z dans M, il existe des ouverts relativement compacts
U, et U, de M tels que 2zeU;cU;cUycU,c U, et une
constante C >0 de telle sorte que, pour toute fonction
ued, nulle sur U, on ait,

(11.4.6)  |Au(y)| << Clju| pour tout yeU,.

En effet, « et U étant donnés, il existe, en vertu de (Dy)
des ouverts U; et U, de M tels que

xEUICUICU2CU2CU,

et une fonction ¢ e®P,, positive, nulle sur U; et >1
sur M\U,. Alors, si ue®, est nulle sur U,, on a,

— [ulld < w<ldld;

donc, puisque A satisfait au principe du maximum positif
sur 9, (n° 0.2.3), on a, pour ye Uy,

— [[ullAd(y) < Auly) < [jullAd(y)

d’ou (I1.4.6) et la proprlete annoncée en prenant C = “A.li“
y) Cela étant, U étant donne, on définit, pour zeM,

A¢(z) par la relation (I1.4.4), ou (u,) est une suite de fonc-
tions de 9, liée & ¢ par la propriété (P,), apres avoir
remarqué que la propriété établie en () ci-dessus assure que
lim Au,(z) est indépendant de la suite choisie (lie & ¢

n>w

par la propriété (P,)); la relation (II1.4.3) est ainsi satisfaite
pour tout <M. De plus, on note que, z,e M étant donné,
si (u,) est une suite de fonctions de 9, liée & ¢ par la
propriété (P,.), il existe un voisinage V de z, tel que (u,)
soit ausst liée & ¢ par la propriété (P,) pour tout zeV;
ce qui permet de poser Ag(z) = lim Au,(z) pour tout zeV,

n>ox

et entraine la continuité de A¢ en z, puisque, en vertu de la
propriété établie en B, la convergence de la suite (Au,)

a lieu uniformément au voisinage de z,. La propriété (2)
est ainsi établie.

I1.4.2
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8) Afin d’établir (3), soit pell et zeM tels que
9(z) = sup ¢ > 0.

Par définition de A, il existe un voisinage V de z et une
suite (u,) de fonctions de 9, tels que, pour chaque entier
n’

(IL.4.7)
1 z 1
“ U, — ?“ < ""n—’ U, = ? sur V et IA?(:E) - Aun(x)l < T@"

Par ailleurs, en vertu de (Dy), il existe une fonction ¢ ed,,
et un voisinage V; de z tels que V,cV, {1, {(z) =1
et {(y) << 0 pour tout y <« V,. Posant alors, pour chaque n,

1
Vn=un+—r;'q’, on a,

y,e Dy et v,(x) = sup v, = @(z) + —717 > 0.

Donc, d’aprés le principe du maximum positif de A,
(I1.4.8) Ao, (z) < 0.

On en déduit Ag(z) <O en faisant tendre n vers linfini
dans la relation,

Ag(x) = Agln) — Au,(z) + Avy(a) — = AY(a)

1

< — (1 + [Ad(2))),

n
elle-méme conséquence de (I1.4.7) et (I1.4.8).
c.q.f.d.

Le théoréme XIV résulte alors du Théoréeme V (n° 1.3.1):
en effet, posant V= C*(M)nd, on a C*(M)c® d’apres
la propriété (1) du lemme; donc, en vertu de la propriété
(3) et du Théoreme V, A coincide sur U avec un opérateur
de Waldenfels W sur M; et W applique C*(M) dans
C(M) comme A; donc W, étant continu de C*(M) dans
BL.(M) (Théoréme V), W applique aussi C2(M) dans C(M);
autrement dit, W est de classe C® sur M (n° 1.3.3).

11.4.2
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Enfin, on a, pour zeM,

Au(z) = Au(x) s1 ued, (relation (11.4.3)),
t
° Au@) = Wu(z) si  ueCM)nl ="

D’ou (IL.4.2) et le théoréeme XIV. c.q.f.d.

I1.4.3. Quelques remarques sur le théoréme XIV.

1) Les semi-groupes qui sont construits au chapitre III
possédent la propriété (D;) intervenant dans le Théo-
réme XIV, et méme la propriété (D;) ci-dessous qui 'im-
plique :

(D}) Pour tout compact K contenu dans M, tout
¢eC*(M) et tout &>0, il existe une fonction

ueC(M)n9D,
telle que,

(I14.9) Ju — o] < et u=g¢ sur K.

(voir le n° II1.2.9).

On notera que la propriété (D;) implique que C3(M)n 9D,
est dense dans C(M) (propriété (D,), n® I1.3.5 remarque 4),
mais qu’il n’en est pas de méme de (Dy).

Tenant compte de la forme de la condition frontiére de
Ventcel’ (11.3.1) (n° I1.3.1), on peut dire de facon heuristique
que la propriété (D]) tient au fait que [' est de degré 0 4
Uintérieur de M et de degré 1 au moins au bord ce qui permet,
partant d’une fonction ¢ e C°(M) et la modifiant uniquement
au voisinage du bord et de moins de ¢ en norme uniforme
d’obtenir une fonction wu satisfaisant la condition frontiére
['u = ¢.y°Au, donc présumée &tre dans 9D,.

En particulier, lorsque [' est quasi local et A local,
(D7) peut étre obtenue comme conséquence de (D,) et de la

relation C7 (M) c D,.

2) La situation envisagée dans le Théoréme XIV concerne le
cas des semi-groupes de Feller dont le domaine du générateur
infinitésimal contient « suffisamment » de fonctions de classe
C2, cas qui n’est pas le plus général ainsi que le montre
Pexemple introduit dans la remarque 5 du n° 11.3.5 ci-dessus.

I1.4.3
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3) Le théoréme XIV ne fournit aucune indication sur la
régularité au bord de Popérateur de Waldenfels W obtenu.

On peut seulement affirmer que la fonction Wu se prolonge
continiiment au bord pour chaque fonction u appartenant a
C*M)n9D, cest-a-dire vérifiant la condition frontiére de
Ventcel’. La maniére dont un tel prolongement peut avoir lieu
est 1llustrée par I'exemple suivant: on prend pour M le
segment [0, 1] et on défimit W par,

avec la condition frontiére de Neumann:
u'(0) =u'(1) = 0.
Un développement de Taylor montre alors que,

uw'(0)=20 entraine lim Wu(z) = 2u"(0).

zv0

(voir & ce sujet Feller [5] et le chapitre 15 du livre de Dynkin
[4])-

4) Le Théoréme XIV s’étend sans difficulté au cas d’un
semi-groupe de Feller sur une variété a bord non compacte.
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CHAPITRE III

SOLUTIONS HOLDERIENNES DE PROBLEMES
AUX LIMITES INTEGRO-DIFFERENTIELS ELLIPTIQUES
ET CONSTRUCTION DE SEMI-GROUPES DE FELLER

Dans ce troisieme chapitre, on considére, sur la variété a bord
compacte M, des opérateurs de Waldenfels elliptiques de
classe CP* en ce sens que, dans leur décomposition W=P 4 S,
P est elliptique de classe C»* sur M et S est compact de
Crt2A(M) dans CP*(M) (n° IIL.1.3).

Dans le paragraphe IIL.1, on résout, pour ces opérateurs,
le probléme de Dirichlet dans I’espace C’t2*(M) (Théoréme
XV (n° III.1.4), on introduit 'opérateur de Green et ’opéra-
teur harmonique correspondants, et on construit le semi-

groupe de Feller associé sur M (Théorémes XVI et XVI,
n° I11.1.7 et I111.1.8) apres avoir établi diverses propriétés de sa
résolvante (n° III.1.6).

Dans le paragraphe I11.2, on résout d’abord, dans l'espace
CPMM), les problemes aux limites Wu= —f, [lu=—g¢
associés & un opérateur frontiére de Ventcel’ elliptique T,
d’ordre 1 (Théoréme XVII, n° II1.2.2) et d’ordre 2 (Théo-
réeme XVIII, n° II1.2.3) On construit ensuite, d’une part
un semi-groupe de Feller sur M correspondant a I'opérateur de
Waldenfels W et a la condition frontiére de Ventcel’
Lu = ['u — ¢y°Wu = 0 (relation (i) de l'introduction avec
U = {ulueC*(M) et Lu=0}; Théoréeme XIX, n° III.2.8)
et d’autre part un semi-groupe de Feller sur oM dont le
générateur infinitésimal coincide avec I'opérateur LHg sur’
C>*oM), ou Hp (B >0) est 'opérateur harmonique de
W — 8 (Théoréme XX, n° II[.2.10). Le Théoréme de Hille-
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Yosida-Ray et les propriétés de maximum établies au para-
graphe I1.2 rameénent ces constructions a celles des résolvantes
des semi-groupes en question; c’est-a-dire & I’étude des opé-
rateurs Gg et Jg résolvant les problémes aux limites:

B —Wu=f Lu=0
B—Wu=0 Lu=—g (nolIIL25);

et, plus particulitrement en ce qui concerne la densité dans
C(M) du domaine U, aux liens introduits par Sato et Ueno
dans [20] entre la transversalité de I'opérateur frontiére L

et la relation lim [BGgf — f] =0 (n° IIL2.7).
g+

Dans le paragraphe II1.3, on établit que les opérateurs de
Lévy et les opérateurs frontiére de Ventcel’-Lévy de classe Co
sont compacts de C? dans C (Théoréemes XXI et XXI',
n® I11.3.4 et II1.3.5); et on en déduit, par interpolation entre
les espaces C et CP* (appendice 2) que ces opérateurs sont
compacts de Crt2* dans CP* (0 <A < 1) dés qu'ils
appliquent Crt2¢ dans CP* pour un nombre @ > A (Théo-
réme XXII, n° II1.3.6). On décrit enfin diverses classes de
noyaux donnant naissance a de tels opérateurs, dont certains
ne sont d’ordre v pour aucun v << 2 (Théorémes XXIII et
XXIV no IIL.3.9 et I11.3.10, et remarque 1 du n° IIL.3.9).

§ III.1. Résolution du Probléme de Dirichlet
pour les opérateurs de Waldenfels elliptiques de classe CP*.

IIL.1.1. Fonctions Holdériennes. Si Q est un ouvert de
R* ou de R*™ (n° 0.1.1), et si 0 <A <1, on désignera
par C¥* (Q) le sous-espace vectoriel de C,(Q) (n° 0.1.1)
formé des fonctions f telles que,

(ITLAA) [l = sup L@ =f@N - o

— ylX
seaie0 [z —yl

Si p est un entier >0, on désignera par C{MQ) le sous-
espace vectoriel de C{(Q) formé des fonctions fe Ci(Q)
telles que, les dérivées D*f appartiennent a C*Q) pour
0L < p
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Pour feC{MQ), on posera,

(IL12)  Iflya= 3 IDYI + [Dfls.
0<lalgp

On désignera par CPA(Q) le sous-espace de CP(Q) formé des
fonctions [ telles que fpeCiAQ) pour tout ¢eC(Q).

Sur la variété & bord M (n° 0.1.1), on désignera par
CEAM) (p entier >0, 0 < A < 1) le sous-espace vectoriel de
Cr(M) formé des fonctions f e CP(M) telles que, pour toute
carte locale (U, y) de M, la fonction foy™ appartienne a
CEAx(U)). Si feCiAM), on dira que f est de classe CPL.
On posera CLPMM) = CPAM) n C,(M). CEAM) et CEX¥M)
sont des sous-algébres de C(M).

IIL.1.2. Espace de Banach C?*(M). Dans tout le chapitre
II1, la variété & bord M (n® 0.1.1) est supposée compacte.
On notera alors C»*(M) au lieu de CZA(M); et, désignant par
(Us, %s)ses un recouvrement fint de M par des cartes locales,
et par (¢,),es une partition de 'unité de classe C* subor-
donnée & ce recouvrement, on posera, pour fe CPNM),

Wil = 3 Wedlncu

On définit ainsi une norme || ||, sur CP*(M) qui en fait
un espace de Banach. L’espace vectoriel C»*(M) sera tou-
jours muni de la topologie d’espace de Fréchet « Banachisable »
définie par la norme || |[|,. On note que cette topologie ne
dépend pas du systéme (U, y,, 9,) choisi, et que, sur
C**(M), elle est aussi définie par la norme

f~Iifl +_sup H =T,

zEM, YEM zY
z#EY i
ou zy désigne la distance géodésique associée & une métrique
Riemanienne sur M.
L’espace CP*oM) étant traité de la méme maniére, la
restriction au bord u — y%u est une application linéaire conti-

nue de CP*M) sur CP*(dM). En outre,

Lemme. — Soient p un entier >0 et A, p. deux nombres

réels tels que 0 <<A <<p<1.

11111, II11.2
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(1) CrH (M) c C»*(M) c C»*M) c CP(M).
(2) La boule unité fermée de CP*M) est compacte dans
C»*M) et dans CP(M).

(3) La boule unité fermée de CPHL(M) est relativement
compacte dans CPMM).

(Les propriétés (2) et (3) sont des conséquences élémentaires
du Théoréme d’Ascoli). _

On dira qu’un opérateur différentiel Q sur M d’ordre ¢
(n® 0.1.3) est de classe CP* §’il applique CPt¢ANM) dans
C»XM); il faut et il suffit pour cela que, dans chaque carte
locale (U, y) de M ses coefficients appartiennent & CfA(U).
L’opérateur Q est alors continu de C?t#*M) dans CP*M);
et, en vertu du lemme ci-dessus, il est compact de CPH+-2(M)

dans CPYM) et de Crt¢}M) dans CPYMM) si p>1.

IIL.1.3. Opérateurs de Waldenfels elliptiques de classe C°.
On dira qu’un opérateur de Waldenfels (n® 1.3.1) sur la variété
4 bord compacte M est elliptique de classe CP* (p entier > 0,
0 <A< s’ est de la forme W =P + S, ou

(E;) P est un opérateur de diffusion sur M elliptique (%)
de classe CP* (n° 0.1.3 et II1.1.2).

(E;) S est un opérateur de Lévy sur M (n° 1.2.6) appli-
quant CP2AM) dans CPMM) et compact de CP2A(M)
dans CPYM).

L’opérateur de Lévy S est alors de classe CO (proposition
[.2.7 propriété (2)), et W est elliptique décomposable de
classe Co (n° I.4.1) et applique contintiment CP+2A(M)
dans CPA(M).

On établira au n°® I11.3.6 ci-dessous que tout opérateur de
Lévy sur M appliquant continiment CP2*(M) dans CP#(M)
(0 <p<<1) est compact de CPt#A(M) dans CP*(M) pour
tout A tel que 0 <A <. Il en résulte, en particulier, que
tout opérateur de Waldenfels sur M elliptique décomposable
de classe C° appliquant CP2*(M) dans CP#*(M) est ellip-
tique de classe CP* (au sens précédent) pour tout A tel que
0 <A <p [le probleme est ouvert de savoir s’il I'est aussi
pour A = p] ().

(*) En vertu du théoréme du graphe fermé, un tel opérateur est continu de Cr+%¢(M)
dans Cr:#(M).

II1.1.2, II1.1.3
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II1.1.4. Probléme de Dirichlet pour les opérateurs de Walden-
fels elliptiques de classe C®*.

TrtoriME XV. — Soit W un opérateur de Waldenfels
elliptique de classe CP* (p entier >0, 0 <A <<1) sur la
variété a bord compacte M (1). On suppose que, sur chaque
composante connexe de M dont le bord est vide, la fonction
W1 rlest pas identiquement nulle. Alors, Uapplication

u—> (Wu, you)
est un isomorphisme de CPt>*M) sur CPMM) X CP2-A(dM).

CoroLLAIRE 1. — On suppose que chaque composante connexe
de M a un bord non vide. Alors, pour tout opérateur de Walden-
fels elliptique de classe CP* sur M, Uapplication

u - (Wu, you)
est un isomorphisme de CPr2 (M) sur CPAM) X Crt2-A(oM).

CororraIre 2. — Pour tout opérateur de Waldenfels ellip-
tique de classe CP* sur M, et pour tout >0, Papplication
u - (Wu — Bu, y°u) est un isomorphisme de CPt3AM) sur

CPHM) X CPH2A(M).

Les corollaires découlent immédiatement du Théoréme. On
va établir celui-ci a partir du résultat classique suivant:

LemMe. — Si P est un opérateur différentiel elliptique du
second ordre et de classe CP* sur la variété a bord compacte M,
Papplication u — (Pu, Y°u) est d’indice zéro de Crt2 (M)
dans CPMM) x Crt2A(pM).

(Voir, par exemple, Miranda [11] pour le cas ou M est
un ouvert de R" (n > 2) et les exposés n® 3 et 4 du séminaire
[18] pour le cas général).

On en déduit comme suit le Théoréme XV :soit W=P -+ S
une décomposition de W o P et S ont les propriétés (E,)
et (E;) du n° III.1.3. L’application u — (Pu, y°u) est d’in-

dice zéro dans les espaces considérés en vertu du lemme, et

() La dimension n de M est quelconque (n > 1); OM peﬁt étre vide, et ni M
ni dM ne sont supposées connexes ou orientables (n° 0.1.1).
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lapplication u — (Su, 0) est compacte en vertu de ’hypo-
thése (E;). Donc, en vertu du Théoréme de stabilité de l'in-
dice (appendice 1), I'application

u - (Wu, you) = (Pu, y°u) + (Su, 0)

est d’indice zéro. D’ou le théoréme XV, puisque cette appli-
cation est injective d’aprés le corollaire 2 du Théoréme VII

(n® 1.4.1). c.q.f.d.

III.1.5. Opérateur de Green et opérateur harmonique.
Soit W un opérateur de Waldenfels elliptique de classe
C®* (1) surla variété a bord compacte M (n® IT1.1.1 et I11.1.3)(2).
Pour un tel opérateur, on a & considérer la propriété:

(U9)  Sur chaque composante connexe de M dont le bord
est vide la fonction W1 n’est pas identiquement nulle.
a) On suppose que la propriété (U©°) est satisfaite (3).
En vertu du théoréeme XV, on définit alors des opérateurs
linéaires continus GO et H respectivement de C®*(M)
dans C**M) et de C2>*oM) dans C**M) par les rela-
tions,
pour fe C**M), on a,

(I143) L, — WGof = f
(1i4) GofCHO) et 370G°f=0;

pour ¢ € C**(dM), on a,

(I1LL.5) R WHg = 0
(11L1.6) He=C M) et Jope —o.

De plus, en vertu du corollaire 2 du Théoréme VII (n® 1.4.1):

feCNM) et f3>0=> GOf > 0;
peC>*oM) et ¢>0=-Hep>0.

D’ou il résulte sur GO et H se prolongent en des opéra-
teurs linéaires bornés et positifs, encore notés G° et H, de
C(M) dans C(M) et de C(dM) dans C(M) respectivement qui

seront appelés opérateur de Green et opérateur harmonique de

(1) Voir la remarque 3 du n° II1.2.8.
() N° 0.1.; oM peut étre vide.

(3) Il en est ainsi, en particulier, si chaque composante connexe de M a un bord
non vide.
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Popérateur W [ayant la propriété (U°)]; les noyaux corres-
pondants (n° 0.1.5) GOz, dy) et H(z, dy’) de M dans M
et de M dans dM étant appelés noyau de Green et noyau
harmonique de W.

On notera aussi couramment G et H, au lieu de G©°

et H. On remarque que I’on a, en plus de (I11.1.4) et (I11.1.6),

(IIL1.7) Y9G =0 pour feC(M),
(IIL1.8) YoHee=¢  pour  oeC(M).

b) Dans le cas général ['opérateur W ne possédant pas
nécessairement la propriété (U°)], pour chaque f > 0, I'opé-
rateur W — @8 posséde la propriété (U°); on notera Gf
et Hg respectivement I'opérateur de Green et loperateur
harmonique de W — . G} et HE apphquent respecti-
vement C%*(M) dans C“‘M‘3 et C2 dans C*MM), et
on a,

(111.1.9)
pour feCoMM), GifeC**M) et (B — W)GYf =
(I111.10) pour feC(M), 3feCM) et yoGY = 0.

(I11.1.11)
pour ¢eC>*(dM), Hgpe C**M) et (8 — W)Hgp =0.
(II1.1.12) pour ¢eC(dM), HyzpeC(M) et v°Hpp = ¢.

IIL1.6. Voici diverses propriétés des familles d’opérateurs
(GR)g=o et (Hp)g;o qui interviendront dans la suite. Lorsque
est un opérateur de diffusion, les trois premiéres sont clas-
siques; les autres sont établies par Sato et Ueno dans [20]
(paragraphes 2 et 4) (1):

Prorosition (?). — (1) Pour chaque >0, ||Gf| << B

(1') Pour chaque >0, et pour =0 st (U°) est satis-
faite, ||Hgll <1

(2) pour feCM), >0, B'>0, et pour B=0 ou
B’ =0 st Uhypothése (U°) est satisfaite,

(IIL.1.43)  GY — G&f + (B — B)GIGLF = 0

(*) Voir aussi I’exposé n°® 6 du séminaire [17].
(%) Avec les notations et hypothéses du n® IIL.1.5 (alinéa b)).

II1.1.5, 111.1.6
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(3) Pour ueC(M) telle que you =0, llm HBG u—u||=0.
(4) Pour ueC(M) et zeM, llm BG u(z) =0.

(5) Pour ¢eC(dM), B >0, B >0 et pour B=0 ou
B’ =0 si Uhypothése (UO) est satisfaite,

(IIL1.14) Hgp — Hgo + (B — B)G3Hge = 0.
(6) Pour B>0, >0 et o¢eC(M).
B<B’ et q) O=>H@q9 Hpq)
(7) pour ¢<C@OM) et zeM, lim Hgp(z) =0.
3-)-4—00

(8) Désignant par ¢ un champ de vecteurs de classe CO sur
OM  strictement dirigé vers Uintérieur dee M (n° 0.1.1), lorsque

B tend vers + oo, 2 Hgl décroit vers — oo uniformément
sur dM. v

(9) pour ueC(M), ﬁl_)il:lw I8G3u + Hg(you) — uf| = 0.
En effet:

a) La propriété (1) résulte de ce que les relations G§1 =0
et Y°Gi{1 = O entrainent que G1, n’étant pas ldenthuement
nulle, atteint son maximum > O en un pomt zeM; dou,
dapres (II1.1.9) et le principe du maximum (PM) de W
(n° 1.3.1),

BIGYl = sup BGYL = BGY(z) = 1 + WG (2) < 1;

et la propriété (1') résulte de ce que la fonction Hgl atteint
son maximum sur dM en vertu de (II[.1.11) et du théoréme
VII (n° L.4.1).

b) On obtient I’équation résolvante (II1.1.13) [pour
fe C®*M), donc aussi pour feC(M) par continuité dans
C(M)] en appliquant B — W aux deux membres et en uti-
lisant (II1.1.9) et (IIL.1.10) ().

c) Par définition de Gf (3’ > 0) toute fonction ueC* A(M)
telle que you =0 est de la forme u= G§f avec feC" AM);

(1) On peut aussi déduire les propriétés (1) et (2) de la propriété (1) du théoréme
du n° 0.2.4 appliquée a Dopérateur (U°, W), ou AU° est I'ensemble des
ue C3 M) N Cy(M) tels que y'Wu =0 (voir le n® IIL.1.7).
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et pour de telles fonctions u, on a lim | IBGRu — u| =0

d’aprés (1) et 'équation résolvante (III.1613) D’ou la propriété
(3), encore d’aprés (1), puisque toute fonction u e C(M)
nulle au bord est approchable uniformément par des fonc-
tions de C>*(M) nulles au bord.

d) La propriété (4) résulte de (1) et (3) en considérant une
fonction ¢ e G(M) telle que 0 <<y <1, =1 au voisinage
de 2M et ¢ =0 au voisinage de z(x e M), en écrivant

BGRu(z) = BGR(ud)(2) + BGH(1 — $)u)(2),

puis
(IT1.1.15) 1 > BGiL(2) = BGEL(z) + BGE(L — ¢)(=),

et en remarquant que, lorsque [ tend vers + oo,
BGH(1 — ¢)(z) tend vers 1 d’aprés (3), donc BGRY(z) vers 0
d’apreés (II1.1.15); d’ou

Jlim |BGYud)()] < Jul lim BCRY(o)

et la relation cherchée, puisque lim BG(1 — {)u)(z) = u(=)
d’apres (3). Bt

e) On obtient (1I1.1.14) comme (I11.1.13) [pour ¢ e C2*(aM),
donc aussi pour ¢eC(dM) par continuité de C(dM) dans
C(M)] en appliquant B—W aux deux membres et en utilisant
les relations (II1.1.9) a (I11.1.12); et (6) résulte immédiatement
de (5) et de la positivité de G} et Hg

f) On obtient (7) comme conséquence de (4) en fixant
' > 0 dans (III.1.14) et en faisant tendre [ vers - 0.

g) Pour établir (8), on remarque d’abord que (6) entraine que
%H‘ﬂ décroit lorsque [ croit. Soient ensuite k& un nombre
>0 et ueC**(M) telle que u >%» You =1 et 2—2< — K.

On a, (W — B)(Hpl — u) = Bu— Wu> B — W] >

dés que { > 2|[Wu||, et yo(Hgl — u) = 0; dou, pour f
assez grand, Hgl <Cu d’aprés le corollaire 2 du Théoréme

VII (n° I.4.1), et, par conséquent, :—pHpi <%§‘< — K.
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k) Enfin, pour établir (9), on fixe ' >0, et, posant
¢ = u — Hp(y%u), on a, compte tenu de (III.1.14)

BGYe — ¢ = BGRu — BGEHg(Yu) — u + Hp(you)

= {BGhu — Hy(you) — u} — B'GRHp(you).
mais, d’une part, lim |[|f'GiHp(you)|| =0 d’aprés (1);
d’autre part, lil-:lm BGke — ¢| = 0 d’aprés (3), puisque

1% = 0. D’ou (9) et la proposition.
c.q.f.d.

III.1.7. Construction d’un semi-groupe de Feller sur M.

Tatortme XVI. — Soit W un opérateur de Waldenfels
elliptique de classe CM0 <A < 1) sur la variété a bord

compacte M (1). On désigne par U° le sous-espace de Co(M)
formé des fonctions u e C3(M) telles que

Tou =0 et YWu =0 (3.

(1) L’opérateur (U°, W) est préfermé dans Co(M), et sa
fermeture est le générateur infinitéstimal (Dp, A) d'un semi-
groupe de Feller (N,) sur Uespace localement compact M
(n® 0.2.1) dont la résolvante est la famille des restrictions a
Co(M) des opérateurs G§(B > 0) associés a W (n° IIL.1.5,
alinéa b)) (3).

(2) De plus, sous Uhypothése (U°) sur W (n° IIL1.5),
le semi-groupe (N,) est intégrable (n® 0.2.3) et admet pour
potentiel Uopérateur de Green de W (n° IIL.1.5).

En effet, la propriété (1) résulte du théoréme de Hille-
Yosida- Ray (n° 0.2.4) apphque a Vopérateur (U°, W) sur
Iespace localement compact M: d’une part, pour chaque
B> 0, (B — W)U est dense dans Co(M) puisqu’il contient,
d’apres (I11.1.9) et (II1.1.10) toutes les fonctions fe C°"~(M)
nulles sur dM. D’autre part, la propriété (b) requise est consé-
quence du principe du maximum (PM) que satisfait W

(*) Certaines composantes connexes de M peuvent avoir un bord vide; pour le
cas oi OM = 0, voir le n° III.1.8. Voir aussi la remarque 3 du n° ITI.2.8.

(%) On identifie les fonctions de Co(l\i) avec les fonctions de C(M) nulles au bord.
(®) Voir la remarque ci-dessous.
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(n° 1.3.1). Enfin, lim |BGY — f]l =0 pour tout fe Co(M)

[proposition III.1.6, propriété (3)].

En outre, sous I’hypothése (U°), l'intégrabilité du semi-
groupe obtenu résulte du lemme 0.2.3 en considérant une suite
(f.) de fonctions positives de C;*(M) croissant vers la fonction
1, en posant u, = — G°f, (ou G° est 'opérateur de Green
de W) et en utilisant (111.1.3) et (II1.1.4). De plus, d’aprés ces
relations et la seconde partie du lemme 0.2.3, on a, GOf = G,f
pour tout fe C**M) n Cy(M), donc aussi pour tout fe Co(M)
(ou G, désigne le potentiel du semi-groupe construit). D’ou
la propriété (2). c.q.f.d.

Remarque. — On peut choisir W« suffisamment non local »

pour que Pespace U° ne contienne pas C7=(M). Cependant

U est dense dans Co(M) en vertu de la propriété (3) de la
proposition III1.1.6 puisqu’il contient, d’aprés (IIL.1.9) et
(IIL1.10) toutes le fonctions G§f ou B >0, feC* M)
et yof =0.

II1.1.8. Cas ou M est une variété compacte sans bord.

Trtorkime XVI'. — On suppose que M est une variété
compacte sans bord et on désigne par W un opérateur de Walden-
fels elliptique de classe COY0 << A <<1) sur M(t). Alors,
Popérateur (C2(M), W) est préfermé dans C(M) et sa fermeture
est le générateur infinitéstimal d’'un semi-groupe de Feller sur
M. Ce semi-groupe est intégrable si la propriété (UO°) est
satisfaute.

(Cet énoncé ne fait que reprendre le théoréeme XVI dans le
cas ou M = g.)

§ IIL.2. Systémes frontiére
de Ventcel’ elliptiques d’ordre l et 2 :
Problémes aux limites et semi-groupes de Feller associés.

II1.2.1 Opérateurs Frontiére de Ventcel’ elliptiques. Dans
tout ce paragraphe, on désigne par M wune variété 4 bord

(*) Voir la remarque 3 du n° III.2.8.

II1.1.7, 1I1.1.8, II1.24
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compacte (n° 0.1.1) dont le bord aM est non vide (on note que
n M ni dM ne sont supposées connexes et que, lorsque
M n’est pas connexe, certaines de ses composantes connexes
peuvent avoir un bord vide).

On considére un opérateur frontiére de Ventcel’ ' sur M

(n° I1.2.6): [' est de la forme,
(I112.4) Tu=ali+ Qo) + Tu (ue=C2(M),

ou a«, ¢ et Q ont les propriétés introduites au n® I1.2.2 et
ou T est un opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy sur M
(n° I1.2.4) dont on désignera toujours par ¢ le noyau (n° I1.2.7)
On dira que [' est elliptique d’ordre 1 et de classe CP*
(p entier >0, 0 <A <1) s,
— ¢ est de classe CPt'2 sur oM, ae CPHLAoM), et

a(z’) >0 pout tout z' e dM.

— Q est un opérateur différentiel d’ordre 1 et de classe
Crt12 sur la varitéé oM (n° II1.1.2).

— T est un opérateur Ventcel’-Lévy d’ordre 1 (n° 11.2.12)
appliquant C?*2}XM) dans CPt1A(M) et compact de Crt2A (M)
dans CrH-2(aM).

On dira que [' est elliptique d’ordre 2 et de classe CP*
(p entier >0, 0 <A <<1) si,

— ¢ est de classe CP* sur oM et aeCP*(2M),

— Q est un opérateur de diffusion elliptique de classe CP*
sur la variété oM (n°0.1.3 et IIL.1.2).

— T applique CP*2*(M) dans C»*(dM) et T est compact
de Crt2AM) dans CP*(oM).

On établira au n° II1.3.6 ci-dessous que tout opérateur
frontiére de Ventcel’-Lévy (resp. d’ordre 1) sur M appliquant
continiment Cr>*(M) dans Cr*(M) (resp. CPHLHoM);
0 <pm<<1) est compact de C’*2*M) dans C»*(d0M) (resp.
Crt12 3M)) pour tout A tel que 0 <A < p.

Ezemples. — Les opérateurs frontiére intervenant dans le
probléme aux dérivées obliques classiques sont locaux (t=0)
et elliptiques d’ordre 1; et ceux intervenant dans le Pro-
bléeme de Visik (voir [22]) locaux et elliptiques d’ordre 2.

II1.21
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IT1.2.2. Problémes aux limites elliptiques d’ordre 1 pour les
opérateurs de Waldenfels.

Tatortme XVII. — Sowent, sur M, W un opérateur de
Waldenfels elliptique de classe CP* (p entter >0, 0 <A < 1,
n° I11.1.3), et [' un opérateur frontiére de Ventcel’ elliptique
d’ordre 1 et de classe CP* (n° I11.2.1).

(1) L’application u — (Wu, ['u) est dindice zéro de
Crt2MM) dans

CPA(M) X CPHUAQRM).

(2) St, de plus, dans chaque composante connexe C de M,
Uune des deuz fonctions W1 sur C, 'l sur CndM nlest
pas tdentiquement nulle, U'application u — (Wu, ['u) est un
isomorphisme de CPt2AM) sur

CPMM) X CPHA(oM).

On va s’appuyer sur le résultat classique suivant:

Lemme. — St P est un opérateur différentiel elliptique du
second ordre de classe CP* sur la variété a bord compacte M,
et st [' est un opérateur frontiére de Venicel’ sur M local

(T = 0), elliptique d’ordre 1 et de classe CP*, Uapplication
u— (Pu, T'u) est d'indice zéro de Crt** (M) dans

CPAM) X CPHAaM).

(voir Fiorenza [20] pour le cas o M est un ouvert de R”
(n > 2), etles exposés n® 3 et 4 du séminaire [18] pour le cas
général.

On en déduit comme suit le Théoréme XVII: soit W=P--S
une décomposition de W ou P et S ont les propriétés (E;)

et (E;) dunoIIL.1.3. L’application u — <Pu, a 2—1: + Q(Wu))

est d’indice zéro dans les espaces considérés en vertu du lemme,
et application u — (Su, Tu) est compacte en vertu des hypo-
théses faites sur S et T. D’ou la propriété (1) en vertu du
Théoréme de stabilité de I'indice (appendice 1), et aussi la
propriété (2), puisque, sous I’hypothése qui y est faite, I’appli-
cation u — (Wu, ['u) est injective d’aprés le Théoréme XII

(no 11.2.10). c.q.f.d.

I11.2.2
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II1.2.3. Problémes aux limites elliptiques d’ordre 2 pour les
opérateurs de Waldenfels.

TutortMe XVIII. — Soient, sur M, W un opérateur de
Waldenfels elliptique de classe CP* (p entier >0, 0 <A <<1;
n° II1.1.3), e¢ T' un opérateur frontiére de Venicel’ elliptique
d’ordre 2 et de classe CP* (n° II1.2.1).

(1) L’application u — (Wu, ['u) est d’indice zéro de
CrteMM) dans CPMM) x CrAoM).

(2) On suppose, de plus, que T est semi-transversal en chaque
point de dM (n° 11.2.9) et que, dans chaque composante connexe
C de M, l'une des deux fonctions W1 sur C, I'l sur CnoM,
n’est pas identiquement nulle. Alors, Uapplication y - (Wu, ['u)
est un isomorphisme de CP2AM) sur CPYM) X CPAaM).

En effet, d’abord, la propriété (2) résulte de la propriété (1)
et du Théoreme XII (n° I11.2.10).

Pour établir la propriété (1), on remarque que I’application
u—> (Wu —u, Q(y%u) — y%u) est un isomorphisme de
Cr2AM) sur CPAM) x CPA(M) car elle est composée
de Papplication ¢ — (Wp¢ — ¢, y0) qui est un isomorphisme
de CPt2A(M) sur CP*M) x Cr+22(dM) d’apreés le corollaire 2
du Théoréme XV (n° I11-1.4) et de I’application ¢ - Qp — ¢
qui est un isomorphisme de CP*>*dM) sur CP*(dM) en
vertu du lemme III.1.4 appliqué & l'opérateur de diffusion
elliptique Q — 1 sur dM. Par ailleurs, 'application

ou
u—><u, “3\7_*— Tu—-—y‘)u)

est compacte de CPt2A(M) dans C»*M) X C»*dM) en vertu
de I’hypothése de compacité faite sur T et du lemme II1.1.2.
La propriété (1) cherchée résulte alors du théoréme de stabilité
de I'indice (appendice 1).

c.q.f.d.

II1.2.4. Systémes frontiére de Ventcel’ elliptiques de classe
C%2, On appellera systéme frontiére de Ventcel’ sur M elliptique
d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) et de classe C**0 <A <<1) un
triplet (W, I, ) o, W est un opérateur de Waldenfels sur
M elliptique de classe C%* (n° III.1.3), ' un opérateur fron-

111.2.3, I11.2.4
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tiere de Ventcel’ sur M elliptique d’ordre 1 (resp. d’ordre 2)
et de classe C®* (n° IIL.2.1), et & une fonction positive
de C:* (3M) (resp. de C>*dM)).

Pour un tel systéme (W, [, 8), on a & considérer la pro-
priété (1):

(U) I' est semi-transversal (n® I1.2.9) en chaque point
de oM, et sur chaque composante connexe C de M, I'une
des deux fonctions W1 sur C, ['l sur CndM, n’est pas
1dentiquement nulle.

Au systeme (W, I', &), on associe 'opérateur frontiére L
par la relation, '

(IIL2.2)  Lu=lu— $°Wu (ue CHM)).
L applique continiiment C2*M) dans C**M). En outre,

Lemme. — Pour chaque B >0, et pour 3 =0, si W pos-
séde la propriété (U°) (n° II1.1.5), Dopérateur

f - LG§f (f= COXM)) (%)

se prolonge en un opérateur linéaire borné et positif de C(M)
dans C(M).

On notera LG} lopérateur de C(M) dans C(dM) ainsi
introduit.

Son existence résulte de ce que, pour feC>*M) f> 0,
d’aprés 'expression (11.2.14) de T (n° II.2.5) et compte tenu
des relations WGHf = BGif — f, GI{f >0 et y°G§f =0
(n° II1.1.5), on a, pour z’edM,

LGY(@) = o(a') 3 GYf(&') + [t dy)Gif(y) + 3@ (&) >0

II1.2.5. Résolvante associée a un systéme frontiére de
Ventcel’.

Prorosition. — Sotent (W, T, 8) un systéme frontiére
de Ventcel’ elliptique d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) et de classe
COM0 <A << 1) (®) et L Dopérateur frontiére qui lut est associé

(%) Voir les n° I1.2.10, III.2.2, IT1.2.3 ci-dessus ainsi que les n° II1.2.5 et II1.2.8
ci-dessous ou intervient cette propriété.

(®) G} désignant 'opérateur de Green de W — @ relatif au probléme de Dirichlet
(n° IIL1.5).

(®) Voir la remarque 3 du n° IIL.2.8.

I11.2.4, I11.2.5
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par la relation (11.2.2) (n° 111.2.4). On suppose que T - est semi-
transversal (n° 11.2.9) en tout point 2’ € dM en lequel d(z') = 0.

(1) Pour chaque B >0, et pour B =0 si la propriété (U)
est satisfaite, il existe des opérateurs linéaires bornés et positifs
Gg et Jg respectivement de C(M) dans C(M) et de C(dM)

dans C(M) caractérisés par les relations,

pour fe CtMM) (resp. feC* M)), GgfeC2NM),

(I1123) (B— W)Ggf =f et  LGgf =0,
pour ¢e Cl’l(hM) (resp. @ e C**aM)), Jgp e C2A(M),
(ITL.2.4) (B — W)Jgp =0 et — LJgp = 9.

(2) Pour chaque B >0, et pour B =0 si les propriétés
(Uo) (no IIL.1.5) et (U) sont satisfaites,

(II1.2.5)  Ggf = G§f + JeLGYf (f=C(M)) ()

CoroLLAIRE 1. — Pour chaque >0, et pour 3 =0 sila
propriété (U) est satisfaite, le probléme aux limites

(I11.2.6) B — W)u =, — Lu=1¢ (ueC*M)),

admet une solution wueC2 M) et une seule pour tout
(f, 9) = C*MM) X C**@M) (resp. (f, 9) e C*}M) X C**oM));

et cette solution est donnée par,

(111.2.7) u = pr—-}— Jpq).
CororraIRE 2. — (1) Pour chaque > 0,

1
(111.2.8) 164l <5
(2) Pour chaque B >0,3" >0, et pour =0 ou ' =0
st la propriété (U) est satisfaite,

(I112.9) Gef — Gyf + (B — B)GyGef =0 (= COM).

La famille d’opérateurs (Gg).o sera appelée la résolvante
associée au systéme frontiére de Ventcel’ (W, [, 3).

(1) G} désignant I'opérateur de Green de W — B relatif au probléme de Dirichlet
(no IIL1.5).

II1.2.5
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Lorsque la propriété (U) est satisfaite, les opérateurs G,
et J, seront appelés respectivement opérateur de Green et
opérateur harmonique du systéme frontiere (W, [, 3).

Pour chaque B >0, et pour = 0 siles propriétés (U0)
(n° ITL1.1.5) et (U) sont satisfaites, on notera Kg I'opérateur
linéaire borné et positif de C(dM) dans C(dM) défim par

(I11.2.10) Kgp = voJgp (9 « C(M)).
D’apres (I11.2.4), (II1.2.11) et (II1.1.12), on a,
(2.41)  Jgg = HKgp (p=COM) (1),
ce qui permet d’écrire (II1.2.5) sous la forme,
(II1.2.12)  Ggf = Gff + HprLGgf (fe C(M)) (3).
En outre, Kz est caractérisé par la relation (%), pour
¢ € C2dM) (resp. ¢ e C**oM)),
(IT1.2.13) Kgp e C>X(2M), et — LHpKpp = ¢ (3).

Enfin, cette relation et llngect1v1te de LHg (corollaire 1)
entrainent que, pour ¢ e C2*aM),

(111.2.14) — KgLHgd = .

III1.2.6. La proposition précédente va résulter des théoremes
XVII et XVIII et des propriétés de maximum du paragraphe
I1.2. On établit d’abord le corollaire 1 : le probléme aux limites
(IT1.2.6), s’écrit aussi, par définition de L (relation (II1.2.2)),

B—Wu=f —Tu=9¢—3° (ueCM)

Dans le cas ou (W, [, 3) est d’ordre 1, ce probléme admet une
solution ueC>*M) et une seule pour tout feCo M) et
¢ € C*dM) d’aprés le théoréeme XVII.

Pour traiter le cas ou (W, I, &) est d’ordre 2, on remarque
que lapplication ®: (f, ¢) - (f, ¢ — &y°f) étant un iso-
morphisme de Co*M) X C**dM) sur lui-méme, le Théo-
réme XVIII entraine que l'application uw — (Wu, Lu) est

(!) H, désignant I'opérateur harmonique de W — {3 relatif au probléme de
Dirichlet (n° II1.1.5).

(3) Voir la remarque du n° II1.2.10 ci-dessous.

(®) Si (W, T, 8) est d’ordre 1 (resp d’ordre 2).

I11.2.5, II1.2.6
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d’indice zéro (appendice 1) de C>*(M) dans C**(M) x C%*(dM)
comme composée de u — (Wu, ['u) et de ®; et le corollaire
du Théoréme XI (n° II1.2.9), ou le Théoréme XII (n° I1.2.10)
dans le cas 3 = 0, entraine alors, compte tenu de I’hypothése
de semi-transversalité faite sur [' que le probléme (III.2.6)
admet une solution wueC®»*M) et une seule pour tout
feCONM) et ¢eCO}M).

En outre, ces mémes résultats du paragraphe I1.2 entrainent
la positivité de la solution u obtenue en méme temps que les
données [ et ¢; d’ou le corollaire 1 et la propriété (1) de la
proposition.

Cela étant, on obtient la relation (II1.2.5) ainsi que I’équation
résolvante (I11.2.9) [pour fe Ct*M) donc aussi pour fe C(M)
par continuité dans C(M)] en appliquant 'opérateur § — W
aux deux membres et en utilisant (I111.2.3), (II1.2.4) et 'unicité
de la solution du probléme (I11.2.6).

Enfin, la relation (II1.2.8) résulte de ce que les relations
Ggl >0 et LGgl = 0 entrainent, en vertu du Théoréme XI
(n° 11.2.9), que Ggl, n’étant pas identiquement nulle, atteint
son maximum > 0 en un point ze M en lequel WGgl(z) << O0;

d’ou, d’apres (II1.2.3),

B Ggl = sup BGal = BGel(z) <1 (%)
c.q.f.d.

II1.2.7. Transversalité forte d’un systéme frontiére de
Ventcel’ et continuité forte de la résolvante associée. On
dira que l'opérateur frontiére de Ventcel’ [' donné par
(I11.2.1) (n° II1.2.1) est fortement transversal en ' edM, si

— soit a(z’) >0
— soit t(z’, M) = + co.

On note que, si [' est fortement transversal en z’edM,
[' est aussi transversal (n° I11.2.8) et a fortiori semi-transversal
(n° I1.2.9) en «'.

L’importance de cette notion réside dans la proposition sui-
vante :

(1) On peut aussi déduire le corollaire 2 de la propriété (1) du Théoréme du n° 0.2.4
appliqué a lopérateur (U, W) ou U est I'ensemble des ueC*M) tels que
Tu—8y°Wu =0 (voir le n° IIL2.8).

111.2.6, II1.2.7
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ProrosiTioN. — Les notations et hypothéses relatives au
systéme frontiére de Ventcel’ (W, [, 8) sont les mémes que dans
la proposition 111.2.5.

(1) Pour que llm I1BGsf — fl =0 pour tout feC(M),

il est nécessaire et su/ﬁsant que hm I Kg| = 0.

(2) Pour tout > 0, LHgl < O et pour que hm I Kgl =0,
g>

il est nécessaire que lim |LHgl| = 4 oo et suﬂisant que
lim (sup LHgl) = — oo.
B¥+o

(3) Pour que lim (sup LHgl) = — oo, il est nécessaire et

suffisant que [' soit fortement transversal en tout point z' e dM
en lequel 3(z') =0 ().

Le contenu de cette proposition est essentiellement dii a
Sato et Ueno dans [20] (Démonstration du Théoréme 5.2’
et remarque 5.2, pages 563-565.) On reprend ici leur démons-

tration (%) fondée sur le lemme suivant:

Lemme. — Si lim [Kg| =0, alors,

B>+
(I11.2.15)
hm IBKLGYf — v°fl =0  pour tout  feC2NM).

En effet, fixant B’ >0 et fe C2}M), et posant g= (B — W)f,
on a, par définition de loperateur G§ [relations (III 1.9)
et (IIL1. 10)], f — Hp(y°f) = G¥g. On en déduit, grice aux
équations résolvantes III 1. 1§ et (II1.1.14) (proposmon

111.1.6).
GYf = GG + GHHs(y)
= 5 1G¥s — Gl + Hylyel) — Hylr)].

Cela étant, posant o(B) = [IBKGLGEf — Y°fll, on a,

(*) Voir les remarques 2 et 3 du n° ITIL.2.8.
(%) Voir aussi 'exposé n® 6 du séminaire [17] pages 6.07-6.10.

g KeL(Gye — G+ Hy(rop) + 5= vof — vof]

II1.2.7
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d’aprés (I11.2.14), puisque y°fe C>*@M). D’ou, pour > §,
o(8) < B{Lﬁ IKaI(ILGYg] + [ILGgl| + [ILHg(yof)])

-I—”B_BB,‘{Of—YOf-

Et aussi,
(I11.2.16)
e(B) < B% |IKl|2[LGEA| lgl] + [ILHg(yof)I])

+Hgtgrr—

puisque la positivité de LGj et LGy (lemme I11.2.4)
entraine que |LGgg| < (sup LG§1)] gl a1n51 que,

LGyl = LGLL — (B — B)LGIGIL < LGy (B> ).

On obtient alors le lemme en faisant tendre B vers -+ o
dans (II1.2.16).

On en déduit que, dans la propriété (1) de la proposition,
la condition est suffisante: supposant que llm | Kgl = 0,

1l suffit, d’aprés (111.2.8), de montrer que llm ||3pr fl=0
g>

pour feC2*M). Or, pour une telle fonctlon on a, d’aprés
(I11.2.12),

1BGef — fIl = ||3Ggf+ BHgKLGY — f
< IBGEf + Ha(yof) — fI
+ [ Hgll - IBKLGE — v°fll,

ou le premier terme au second membre tend vers zéro, lorsque
B tend vers + oo, d’apres la propriété (9) de la proposition
I11.1.6, et le second terme d’aprés le lemme, compte tenu de
ce que [Hg| = 1.

Inversement, dans la propriété (1), la condition est néces-
saire: fixant B’ >0 et posant ¢ = Kgi, on a, d’apres
(IT1.1.14) (proposition IIIL.1.6),

PKeLGEHpo = B_iLB Ky(LHgo — LHgg);

II1.2.7
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d’ou, puisque LHpgp = —1 et KpLHptp —09 4 apres

(III. 2 13) et (III 2.14), et BKgLGEHpe = y°(BGgHyg) d’apres
(I11.2.12) et (IIL1. 10) (n° IIL1. 5)

UHMDI@:KM—BEBMWWMML

Supposant alors que lim [BGgf — f| = 0 pour tout
. ﬁ)&ﬁ
feC(M), et faisant tendre 3 vers + o, BGgHgKpl con-

verge uniformément sur ?M vers Kgl; donc, d’apres
(II1.2.17), Kgl converge uniformément vers 0; d’ou la
propriété (1).

Pour établir les propriétés (2) et (3), on commence par
calculer LHgl en exprimant T sous la forme (II.2.14)
(n° I1.2.5) et en tenant compte de ce que (B — W)Hgl =0
et yoHgl = 1 entrainent que Y°WHgl = et 6*Hgl = 6*1
(6*u ne dépend que de Y%u), ce qui donne, pour >0 et
' e M,

(111.2.18)
LHgl(z") = () - Hyl(a') — B(2) + QU(=")

+ [n@) + [t x,dy Y(A—0*1(a', y) | + [, 1, dy) (Hgl(y)—1).

On en déduit d’abord que LHgl(z') <O car tous les termes

au second membre sont < 0 [le premier et le dernier puisque
Hgl <1 et le quatriéme d’apres (I1.2.15)].

Cela étant, posant mg = — sup LHgl et My = ||LHgl||,
la propriété (2) résulte des inégalités suivantes, elles-mémes
conséquences de la positivité de Kg et — LHgl et de
(111.2.14),

1 1
Kl = Kt > Kg((— 3 LHg1) = 3

et
1 1
|mn=K1<K(——LHQ
B B 8 mg B mg
En ce qui concerne, la propriété (3), on déduit de (I11.2.18)
et des propriétés (1), (6), (7) et (8) de la proposition (III.1.6),
d’une part que LHgl est fonction décroissante de f, d’autre
part que lim LHBI( Y= — o si a)>0 ou 3)>
B>+

111.2.7
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enfin que lim j;! t(z’, dy)(Hgl(y) — 1) = — o si et seulement
B>+

si #(z', M) = + o (ceci en vertu du lemme de Beppo-Lévi
pour la propriété directe et en vertu de ce que —2<CHpl —1<0
pour la propriété inverse). Ainsi, pour que lim LHgl(2") =—co,
il faut et il suffit que soit «(z’) >0, soit &(z’) > 0, soit
t(a’, M) = 4+ . D’ou la propriété (3), puisque, d’aprés le

théoréme de Dini, lim LHgl(2') = — o pour tout z’eoM
entraine que lim sup LHgl = — oo. c.q.f.d.
B>+

I11.2.8. Construction d’un semi-groupe de Feller correspon-
dant a une condition fronti¢re de Ventcel’ donnée.

TatoriMe XIX. — Sur la variété a bord compacte M
(mo II1.2.1), soit (W, I', 8) un systéme frontiére de Ventcel,
elliptique d’ordre 1 ou d’ordre 2 et de classe C**0 < A < 1,
n° IIL.2.4) ().

On suppose que [ est fortement transversal en tout point
7' €dM en lequel 8(z') =0 (n° II1.2.7) (2), et on pose,

U = {ulueC(M) et ['u — ¢.y°Wu = 0}.
Alors, '

(1) U est dense dans C(M).

(2) L’opérateur (U, W) est préfermé dans C(M) et sa fer-
meture est le générateur infinitésimal (Dx, A) d’un semi-groupe
de Feller (N,) sur M dont la résolvante coincide avec la famille
d’opérateurs (Gg)g>o associée & (W, [, ¢) (n° IIL2.5) (3).

(3) Lorsque la propriété (U) est satisfaite (n® I11.2.4) le
semi-groupe (N,) est intégrable et son potentiel coincide avec
Vopérateur de Green du systéme frontiére (W, I, 8) (n° I11.2.5).

En effet, la propriété (1) résulte, d’'une part de ce que U
contient les fonctions Ggf(B > 0, feC®*) d’aprées (II1.2.3)
(proposition II1.2.5), et d’autre part de ce que

Jim 1BGgf — f =0

(1) Voir la remarque 3 ci-dessous.
(3) Voir la remarque 2 ci-dessous.
(3) Voir la remarque du n° II1.2.10.

I11.2.7, 111.2.8



SEMI-GROUPES DE FELLER SUR UNE VARIETE A BORD COMPACTE 493

pour tout feC(M) d’apres la proposition I11.2.7 et I’hypo-
thése de transversalité faite sur [' (1).

La propriété (2) résulte alors du théoréme de Hille-Yosida-
Ray (n° 0.2.4) appliqué a l'opérateur (U, W) sur l'espace
compact M: D’une part, pour B >0, (f— W)U) est
dense dans C(M) puisqu’il contient C®*M) d’aprés le
corollaire 1 de la proposition II1.2.5. D’autre part la propriété
de maximum (b) requise est conséquence du théoréme XI
(n° I1.2.9) et de I’hypothése de transversalité faite sur [
Enfin, U est dense dans C(M) (propriété (1)).

En outre, lorsque la propriété (U) est satisfaite, on a,
Gof € C2* M), — WG,f = f et LGof =0 pour tout fe C*}M)
(n° III.2.5); on en déduit d’abord que W(U), contenant
C*XM), est dense dans C(M), donc que le semi-groupe (N,
construit est intégrable d’aprés le lemme 0.2.3; ensuite, d’apres
la seconde partie du méme lemme que Gof = G,f pour tout
fe C**M), donc pour tout feC(M) (ou G, désigne le
potentiel de (N,)). D’ou la propriété (3). c.q.f.d.

Remarque 1. — Par construction du semi-groupe (N,), on a
U c C2(M) n Dy

On en déduit, compte tenu des propriétés (1) et (2) du Théo-
réme, que le semi-groupe (IN,) posseéde les propriétés (D,)
et (D,;) introduites dans la remarque 4 du n° IL.3.5.

On peut déduire des résultats de [2] que U =C3M)n D,.

Remarque 2. — On peut se demander si ’on ne pourrait pas
remplacer ’hypothése « ' est fortement transversal en tout
point z'€dM en lequel &(z') =0 » par I'hypothése plus
faible de la proposition II1.2.5 qui assure I'existence des opé-
rateurs Gg(3 > 0) et intervient également dans le Théoreme
XI (%). Il n’en est rien ainsi que le montrent les propriétés (1)
et (2) de la proposition II1.2.7: Si (Gg)p,o est la résolvante
d’un semi-groupe de Feller, i1l est nécessaire que

Jm [[BGef — fll = 0
pour tout feC(M), donc (propriété (1)) que Lim ||Kg|| = 0;
B>+

(%) Voir la remarque 2 ci-dessous.
(2) Voir aussi le n° II1.2.10 ci-dessous.

I11.2.8
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et aussi (propriété (2)) que lim [[LHgl||= + . Or, en
prenant ¢ =0 et [' elliptique d’ordre 2 tel que a(z’) =0
et 0<<tla’, M)<<1 pour tout a’'eoM, on vérifie que
sup ||[LHgl|| < + o, bien que le couple ([, &) vérifie
I'hypothése de la proposition II1.2.5.

Ainsi, une hypothése plus forte du genre de celle faite

dans le Théoréeme précédent est nécessaire pour que (Gg)g>o
soit la résolvante d’un semi-groupe de Feller.

Remarque 3. — Les conclusions du Théoréeme XIX et des
propositions II1.2.5 et IIL.2.7 subsistent () si on postule,
pour le systéme frontiere (W, [, §), la classe C° au lieu de
la classe C®* tout en maintenant les hypothéses d’ellip-
ticité de maniére 4 pouvoir résoudre le probléme aux limites
(I11.2.6) (n° II1.2.5) dans I'espace de Sobolev W2?(M) avec
p assez grand. De plus, on obtient ainsi le fait que les opérateurs
Gg se prolongent contintment de LP(M) dans W2?(M)
pour p assez grand, ce qui entraine, en particulier, que les
noyaux Gg appliquent L*(M) dans C!(M), et admettent des
noyaux-fonction par rapport 4 une mesure réguliere sur M
(voir a ce sujet Bony [2]).

III.2.9. Le semi-groupe introduit par le Théoreme XIX
posséde la propriété (D;) intervenant dans I’hypothése du
Théoréme XIV (n® I1.4.1):

ProrosiTioN. — Avec les notations et Uhypothése du Théo-

réme XIX, pour tout compact K c M, toute fonction fe C*}M)
(resp. feC*MM) si [ est dordre 1 et 3=0 ousi [' est
d’ordre 2) et tout ¢ >0, il existe ueC2}M) telle que,

(II1.219) u=f sur K, Ju—f]<<e et Lu=0.

On va utiliser les deux lemmes suivants :

Lemme A. — Soient (3) ¢ >0 et {<C*dM) (resp.
yeCMoM) st (W, [, &) est dordre 2). Alors, il existe

() Le probléme de Dirichlet pour les opérateurs de Waldenfels (paragraphe II1.1)
donne lieu & une extension analogue.
(?) Avec les notations et hypothéses du théoréme XIX.

1I1.2.8, IT1.2.9
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ue C2AM) telle que
(I11.2.20) Lu=1{ et lu] <e

En effet, fixant > 0, 1l existe (corollaire 1 de la proposi-
tion I11.2.5) ¢ e C>*(oM) telle que — LHgp = . Il suffit
alors de poser u = B'GgHgp — Hpp avec B’ > 0 assez grand
grand pour que (IIL.2.20) soit satisfaite.

Lemme B. — Soient (1) ¢ >0, K un compact de M et
e C2dM) (resp. ¢ € C*2dM) st (W, I, 8) est d'ordre 2).
Alors, il existe heC2MM) telle que,

(I11.2.21) Ah=0 sur K, a <e et Lh = {.

En effet, soient £ wune fonction de C*(M) telle que
0<EL<L, =0 sur K et £ =1 au voisinage de oM,
et W=P+ S une décomposition de W ou P et S
ont les propriétés (E;) et (E;) (n° II1.1.3). On note que la
fonction SE est <{ 0 au voisinage de dM d’apreés la propriété
(N) de S (n°® I.2.6); et on désigne par § une fonction <0
de C®*M) coincidant avec SE sur M.

Cela étant, on pose, pour ue C3(M),

Wiu = Pu + S(Eu) + (8 — SE)u,
et [ru = T'(ku).

Utilisant 'expression [.2.14 (n° 1.2.7) de S et I'expression
(I1.2.14) (n° I1.2.5) de T, on vérifie que 'on définit ainsi
un opérateur de Waldenfels W; elliptique de classe C**
sur M et un opérateur frontiére de Ventcel’ [z elliptique de
classe C** d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) en méme temps que [
et fortement transversal en tout point z'edM en lequel
3(z') = 0. De plus, on a,

Lew = Dpu — 8y°Weu = L(Ew) (u< C2(M)).

Appliquant alors le lemme A au systéme frontiére (W,
[, &), on obtient une fonction ueC2*M) telle que

LEu) =¢ et |Ju| <e; et il suffit de poser h =E&u. D’ou
le lemme B.
Pour établir la proposition, il suffit de poser w=f+ h,

(1) Avec les notations et hypothéses du théoréme XIX.

I11.2.9
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ou h est la fonction que fournit le lemme B appliqué a la
fonction ¢ = — Lf [lorsque (W, [, &) est d’ordre 1,
yeC2oM) si feC**M) ou si feC* M) et & =0;
lorsque (W, T', 8) est d’ordre 2, ¢ e C**(aM) si fe C2}M)].
c.q.f.d.
Dans le cas o & = 0, la proposition précédente enttxl'ame
le résultat intéressant suivant:

CoroLLAIRE. — Sur la variété a bord compacte M, soit T
un opérateur frontiére de Ventcel’ elliptique d’ordre 1 ou 2, de
classe C®* et fortement transversal en tout point de oM.

Alors, pour tout compact K de M, toute fonction feC>NM)
et tout ¢>0, il existe une fonction ueC*NM) telle que

u=f sur K, [lu —fl| < ¢ et [u=0

II1.2.10. Semi-groupe de Feller sur )M de générateur infi-
nitésimal LHg.

TutoreMeE XX. — Les notations et hypothéses relatives au
systéme frontiére de Ventcel’ (W, T, &) sont les mémes que dans
la proposition 111.2.5. Alors, pour tout >0, et pour f =0
st la propriété (U°) (n° II1.1.5) est satisfaite :

(1) L’opérateur (C**oM), LHg) se prolonge en un opérateur
de Waldenfels de classe CO sur la variété dM.

(2) L’opérateur (C*>*oM), LHg) est préfermé dans C(bM) et
sa fermeture est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe
de Feller sur oM. De plus, pour B >0 ou pour B =0, st
les propriétés (U et (U) sont satisfaites, ce semi-groupe est
intégrable et admet Uopérateur Kz (n° I11.2.5) comme potentiel.

En effet, la propriété (1) résulte du Théoréeme V (n° 1.3.1)
et de ce que opérateur LHy satisfait au principe du maxi-
mum positif (sur Pespace C2'*(3M)) en vertu du Théoréme X
(n° I1.2.6) puisque, pour ¢ >0 (p=C>*aM)) la fonction
Hgp atteint son maximum sur dM (proposition IIL1.6,
propriété (17)).

La propriété (2) est alors conséquence, d’une part du Théo-
réme de Hille-Yosida-Ray (n®0.2.4) joint au corollaire 1 de la
proposition IIL.2.5 qui, appliqué aux systémes frontiéres
(W, T, ¢, ou [u=Tu—py%u, permet d’inverser les

I11.2.9, I11.2.10
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applications ¢ — pp — LHgp (pe(C® MaM); o > 0); d’autre
part, du lemme 0.2.3 en ce qui concerne llntegrablhte du
semi-groupe obtenu. c.q.f.d.

Remarque. — La relation (I11.2.12) a été introduite par Sato
et Ueno dans [20] (Théoréme 5.2, p. 563) afin de déduire I'exis-
tence du semi-groupe sur M associé au systéme frontiére
(W, I, ¢) (dans [20] W est seulement un opérateur de diffu-
sion), de celle des semi-groupes sur dM ayant pour générateurs
infinitésimaux les opérateurs LHg (8 > 0). Lorsque le sys-
teme (W, [, &) est d’ordre 2, LHg est un opérateur de Wal-
denfels elhpthue de classe C‘“ sur la variété sans bord oM,
de telle sorte que la proposition II1.2.10 (propriété (2)) [et
donc aussi le Théoreme XIX, grace a (I11.2.12) et a la pro-
position I11.2.7 selon la démarche de Sato et Ueno] est consé-
quence du Théoréme XVI’ (n° II1.1.8). Par contre, lorsque
(W, [, &) est d’ordre 1, 'opérateur LHg est seulement d’ordre
1 et son caractére inversible [par exemple, pour f§ > 0,

% Hg est un isomorphisme de C**(dM) sur C1*dM)] parait

ne résulter que de la résolution du probléme aux lmites
(I11.2.6) (n° II1.2.5) qui fournit aussi la résolvante du semi-
groupe cherché sur M.

On trouvera dans [20], dans 'exposé n® 6 du séminaire [17]
ainsi que dans [19] divers développements de nature proba-
biliste relatifs aux liens entre les semi-groupes sur M et sur

oM.

§ IIL.3. Propriétés de compacité des opérateurs de Lévy
et des opérateurs frontiére de Ventcel’-Lévy.

IIL.3.1. Dans tout ce paragraphe, on suppose que la variété M
est compacte; son bord dM pouvant étre éventuellement vide.
On désigne par g wune métrique Riemanienne sur M de
classe C° par 7, la mesure Riemannienne sur M, et par
zy la distance géodésique de z 4 y (zeM, ye M) associées
a g

IIL.3.2. Opérateurs de Lévy et de Ventcel’-Lévy de classe Co.
On rappelle (n® 1.2.5) qu'un noyau de Lévy de classe CO sur

I11.2.10, II1.3.1, I11.3.2
17
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M est un noyau positif borélien s(z, dy) de M dans M
(n° 0.1.5) tel que,

[NS;] s(z, {z}) =0 pour tout ze M.

[NS;] pour toute fonction positive fe C(M), la fonction

~

z— | s(x, dy)zy® f(y) appartient a C(M).

De plus, pour un tel noyau s,

(INS;] la fonction = —>j;[s(x, dy)zy*®(x, y) appartient a
C(M) pour toute fonction P®eB(M X M) continue sur
M X M\Ayxm (Lemme 1.2.3).

De la méme maniére, on appellera noyau de Venicel’ de
classe CO sur M tout noyau positif borélien ¢(z’, dy) de oM
dans M (n° 0.1.5) tel que (voir le n° 11.2.3),

(NV,) 2, {2'}) =0 pour tout 2z’ edM.

(NV;) pour toute fonction positive fe C(M), la fonction

- J:I 1o, dy)a'y f(y) appartient a C(xM) ().

On dira, par ailleurs, qu’un opérateur frontiére sur M est de
classe Co s’ applique C2*(M) dans C(M).

Ceci étant:

Prorosition. — (1) Sotent v une fonction de B(dM), % un
champ de vecteurs sur la variété dM (« tangent » 4 dM), et ¢t un
noyau de Ventcel’ sur M; v et t étant liés par la relation
(I1.2.15) (n° I1.2.5). Pour que Uopérateur frontiére de Ventcel -
Lépy T défint par (11.2.14). applique CP(M) dans C(M),
otu p est un entter > 2, il faut et il suffit que v, { et t soient
de classe Co.

(2) En particulier, le noyau (n° 11.2.4), d’un opérateur fron-
tiere de Ventcel’-Lépy de classe CO sur M est ausst de classe
Co,

(3) Sotent t un noyau de Ventcel’ de classe CO sur M,
K un compact de M, et ®eC(K X M). La fonction,

(2, ) — JM t(x', dy)xy?®(x, y) (2) appartient a C(dM X K).
(1) La quantité ?_1// est introduite au n°® II1.2.3.
(2) Cette intégrale est absolument convergente en vertu de [NVj] car il existe

une constante C > 0 telle que zy? < C;,'}g// (z" € dM, ye M).

111.3.2
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On établit cette proposition comme la proposition 1.2.7 en
utiisant un lemme analogue au lemme [.2.3.

III.3.3 Prolongement d’un noyau de Ventcel’ de classe C°
en un noyau de Lévy de classe Co. Le résultat suivant sera
utile pour ramener ’étude des opérateurs frontiére de Ventcel’-
Lévy a celun des opérateurs de Lévy:

ProrosiTion. — (1) St t est un noyau de Venicel’ de classe
Co sur M (n° II1.3.1), il existe un noyau de Léoy T de classe
Co sur M prolongeant t; c’est-a-dire tel que

(I11.3.1)  ¢2', X) = i=', X) pour 2’ edM, X e By

(2) Pour tout opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy T de

classe CO sur M, il ewiste un opérateur de Lévy T de classe
Co sur M tel que,

(I11.3.2) Tu = yo(Tu) pour tout ue(C(M).

Afin d’établir la propriété (1), on désigne par p une appli-
cation continue d’un ouvert V de M dans aM telle que,

(IT1.3.3) aMcV et p(a') =2 pour tout ' e dM;

et on note T = p(x) pour tout x e V. On désigne, d’autre part,

par @ une fonction de B(M X M) telle que 0 <P <1, et,

(111.3.4) ®(z,z) =0 pour tout zeM;

(IIL.3.5) ¥(2",y) =1 pour tout ' edM,yeM;
(I11.3.5")

O(.,y)=1 a son support dans V pour tout yeM;
(I11.3.6) @ est continue sur M X MN\Apsconm (1).

(on montre ’existence d’une telle fonction ¢ en se ramenant
au moyen d’une partition de 'unité au cas d’une demi-boule).
Cela étant, s1 ¢ est un noyau de Ventcel’ de classe C9, on pose

2

i(z, X) =ﬁ\, l,;(5, dy)(z, y)%; (weM, X e By).

On définit ainsi un noyau ¢ qui répond & la question:
tout d’abord les relations [NS;] et (II1.3.1) sont satisfaites

(1) M X M\Apmon = {(#, y)lze M, ye M ou z€dM, ye Mx{z}}.

I11.3.3



500 JEAN-MICHEL BONY, PHILIPPE COURREGE ET PIERRE PRIOURET

en vertu de (II1.3.3) et (II1.3.5). Ensuite, en ce qui concerne
[NS;], si f est une fonction positive de C(M), on a, pour
zeM,

Jul@ ) TPfY) = [y 1@ dy)(z, y)Ty* f(y)
= |, 1@, dy)0(z, y)z? f(y),

en vertu de (NV,;) pour xedM et de (II1.3.4) pour ze M.
Il reste donc a établir que la fonction F:

v — F(z) = [ 47, dy)0(x, y)TPf(y)

est continue en tout point z, e M. Pour z,e M, cela résulte
immédiatement de (111.3.6) (qui entraine la continuité de ¢
sur M X M) et de la propriété (3) de la proposition 111.3.1;
et, pour z, €dM, on obtient le résultat cherché, en vertu des
mémes propriétés, par la méthode employée pour établir le
lemme 1.2.3. D’ou la propriété (1).

On en déduit la propriété (2) comme suit: on commence par
exprimer T sous la forme (11.2.14) (n° 11.2.5), les termes 7,
{ et ¢t étant de classe C° comme T en vertu de la propo-
sition 1I1.3.1. On considére ensuite 'opérateur de Lévy S
de classe C° sur M défini par

(IIL.3.7)  Su(z) = f@)u(z) + [, i, dy)[uly) — du(z, y)]

(ue C*(M), ze M; n° 1.2.7) ou le développement de Taylor fu
est construit a partir du méme systéeme (U, yq, 5.) que le
développement de Taylor 6*u figurant dans (11.2.14), et ou
neC(M) est choisi de telle sorte que, d’une part,

7(@') = n(2") pour x' M,
et d’autre part,

—I—/ (z, dy)(1 — 01(z, y)) < O pour tout zeM

(ce qui est possible, d’apres (II1.3.1) et (11.2.15), puisque
0*1(2’, y) = 01(2/, y) pour a'edM, yeM).

Cela étant, en « sortant du signe somme » dans (II1.3.7)
grice a (NV,) (n° III.3.2), les termes qui figurent, pour

111.3.3
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' €dM, dans 0Ou(z’, y) et non dans 0*u(z’, y), on établit
Iexistence d’un champ de vecteurs X de classe (C° sur
M tel que,

Tu(a') = Su(’) + 5%( u(@) (2’ edM, weC:(M)).

D’ou la propriété (2) en posant T =S biX
c.q.f.d.

I11.3.4. Compacité de C?> dans C.

Tutortme XXI. — Sur la variété a bord compacte M,

(1) Tout opérateur de Lévy de classe C° est compact de C*(M)
dans C(M).

(2) Tout opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy de classe CO est
compact de C*(M) dans C(2M).

CororLLAIRE. — Soit W un opérateur de Waldenfels décom-
posable de classe C° sur M. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) W est un opérateur de Lévy.
(b) W est compact de C*(M) dans C(M).

(¢) La partie principale d’ordre 2 de W (n° 1.3.2) est nulle.

Le corollaire résulte immédiatement de la propriété (1) du
Théoréme, des Théoremes IV et V (n° 1.2.8 et 1.3.2), et du fait
qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 ne peut étre compact de
C2(M) dans C(M) que si1 sa partie principale d’ordre 2 est
nulle.

La propriété (2) résultant de la proposition II1.3.2 et de la
propriété (1), il reste a établir cette derniére. Pour cela, on va
se ramener, par un procédé de troncature, au fait que toute
limite d’opérateurs compacts (limite en norme d’opérateurs)
est aussi compacte: soit donc S un opérateur de Lévy de
classe C° sur M. Exprimant S sous la forme (I.2.14)
ou Z et s sontde classe C° (proposition 1.2.7), on pose, pour
chaque fonction positive ¢ e C(M X M),

(I113.8)  Squ(e) =Zu(z) + [, s(z, dy)®(z, y)[u(y) —bu(z, )]
(zeM,  ueC(M)).

II1.3.4
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Le noyau ®(z, y)s(z, dy) étant un noyau de Lévy de classe
C® en méme temps que S d’aprés [NS;] (no I11.3.2), (I11.3.8)
définit une application linéaire continue Sg de C2(M) dans
C(M) d’aprés la proposition 1.2.7 (propriété (2)).

De plus, lorsque la fonction @ est nulle au voisinage de la
diagonale Awsm, S¢p est un opérateur compact de C}(M) dans
C(M): en effet, on peut alors écrire,

Sou = Zu — Zou + Kou  (we C2(M)),

ou Zg estlopérateur différentiel du premier ordre et de classe

C® (d’apres [NS;]) sur M défimi par
Zou(z) = [, s(z, dy)2(z, y)u(z, y) (zeM, ueC(M)),

et K¢ lopérateur intégral, continu de C(M) dans C(M)
en vertu de [NS;], défim par

Kof(@) = [, s(@ dy)®(z, y)f(y) (zeM, feC(M)).

D’ou la compacité de Sg en vertu de celle de l'injection
canonique de C2(M) dans C}(M) et de la continuité de Z,
Zy et K de CY(M) dans C(M).

Cela étant, soit (s,) une suite de fonctions unité locales sur
M telle que, pour tout n,

(I11.3.9) Garr < O

et

(I11.3.10) o, (z, y) =20 dés que Ty > %
Il suffit de montrer que lnljf [Su— 5;_4,ul =0, et cect uni-
formément lorsque |ulp <<1 [ou | |@ est une norme
définissant la topologie de C#(M) (n°0.1.2)]. Or, on a, d’apres
(I11.3.8), pour zeM, ue(C(M),

Su(z) — Si_ou(z) = [, s(@, dy)a.(z, y)[uly) — bu(z, ¥)];

d’ou, en vertu de la propriété (6;) de 6 (n© I1.2.7), Pexistence
d’une constante C >0 telle que, pour tout zeM, tout
ue(C3(M) et tout n,

|Su(z) — Siou(z)] < Cu(w)] ull @,

111.3.4
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ou
= [y 5@, dy)o,(z, y) TF.

On en déduit le résultat cherché grace au théoréme de Dini,
car, d’une part, §,eC(M) pour tout n d’aprées [NS;], et
d’autre part, pour chaque xzeM, la suite ¢,(z) tend vers 0
en décroissant d’apres les hypotheéses (II1.3.9) et (IIL.3.10)
sur (o,) et le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue.

c.q.f.d.

II1.3.5. Compacité de C' dans C pour les opérateurs
d’ordre 1.

Tatorime XXI'. — Sur la variété a bord compacte M,

(1) Tout opérateur de Lévy de classe CO et d’ordre 1 (n° 1.2.9)
est compact de C1(M) dans C(M).

(2) Tout opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy de classe CO
et dordre 1 (n° 11.2.12) est compact de C'(M) dans C(dM).

(Démonstration en tous points analogue a celle du Théo-
reme XXI).

II1.3.6. Cas des opérateurs appliquant contindment CP+>*
dans C”* ou CP"* pour w@ > A. Les Théoréemes XXI et
X XTI’ ci-dessus et les propriétés d’interpolation entre les espaces
de Banach C? et CP* (p >>gq) rappelées dans ’appendice 2
entrainent :

Tutortme XXII. — Sotent A et p des nombres réels tels
que 0 <A <<pm<<1l,et p un nombre entier >0. Alors, sur la
variété a bord compacte M,

(1) Tout opérateur de Lévy (resp. d’ordre 1) sur M appli-
quant contintument CPt2¥(M) dans CP*(M) (resp. CP-¥(M))
est compact de CP=XM) dans CPMM) (resp. CPH1-A(M)) (1).

(2) Tout opérateur frontiére de Ventcel’-Lévy (resp. d’ordre 1)
sur M appliquant contintment Cr2*+(M) dans Cr*(dM)

(resp. CPT:#(dM)) est compact de CP+2XM) dans CP*dM) (resp.
CritAeM)) (1)

() « est compact de F dans G » signifiant évidemment « applique F dans G
et est compact de F dans G ».

1I1.3.5, III. 3.6
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Ce théoréme raméne raisonnablement I’étude de la compa-
cité des opérateurs de Lévy ou de Ventcel’-Lévy de Crtz2
dans CP* ou Crt'* requise dans les paragraphes IIL.1 et
II1.2 ci-dessus, a celle de la continuité de ces opérateurs de
Crizt dans CP* ou CPH* pour un nombre p>2A. On
décrira aux n° I11.3.7 a I11.3.9 ci-dessous une classe de noyaux
donnant des opérateurs possédant cette continuité (Théoréme
XXIII, no II1.3.10).

La question demeure actuellement ouverte de savoir si tout
opérateur de Lévy (resp. de Ventcel’-Lévy) appliquant conti-
niiment CP*2XM) dans CPAM) (resp. C»*(dM)) est compact
dans ces espaces.

II1.3.7. Une classe de noyaux-fonction intégrables appliquant

Cr* dans CPP Soient Q un ouvert de R™F et 0 <p < 1.
On désigne par N®*Q) (resp. N'®*Q)) I’ensemble des
fonctions numériques boréliennes N: (z, z) > N(z, z) sur

Q X R* (resp. 3Q X R*()) telles que,

(A;) Pour chaque compact K de Q (resp. 2Q), et chaque
R >0,

(II1.3.11) sup sier IN(@, 2)| d2 <+ oo
et

(I11.3.12)
sup |xy — x| j2:$R|N(x2, z) — N(zy, z)| dz < + .

z,€K, r.€K
Ty F£Te

(B) En ce qui concerne N%*(Q) lorsque 2Q =g, pour
chaque compact K de Q et chaque R >0,

(I11.3.13)
sup |y — ™ [ IN@, 2)ds <+ .

Fed n
0<t <<t <R U<t

On désigne de plus, pour chaque entier p > 0, par N~#(Q)
(resp. N'»*(Q)) le sous-ensemble de N®*(Q) (resp. N'**Q))
formé des fonctions N telles que,

— la fonction N(., z) est de classe C? pour tout zeR"
1) oQ ={zlz = (z)eQ et z=0} (n° 0.1.1).

II1.3.6, II1.3.7
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g .
— les fonctions DEN: (z,2) — Z_?zg* N(z, z) appartiennent a
No#(Q) (resp. N'**(Q)) pour tout indice de dérivation f

tel que 0<C |8l <p.
Cela étant,

Lemme. — (1) Sotent (!) Ne Nr#Q), @ e C2HQ X Q), et

¢ € C2+ (Q). Alors, la fonction z— fQ N(z, z — y)0(z, y)o(y) dy
appartient & CE*Q).

(2) Soient NeN7#Q), e ChroR X Q) e ¢eCpHQ).
Alors la fonction ' — j;] N(z', 2’ — y)@(2', y)(y) dy appartient
a Cpi(Q).

En effet, posant, pour zeQ (resp. dQ),

Qo(a, y) =L(z, y)py)  pour yeQ et Po(z, y)=0
pour ye R"™\Q, on a, pour zeQ (resp. dQ),
(111.3.14)
F(z) = fQ N(z, 2 — y)P(z, y)9(y) dy = /;.. N(z, 2)Qo(z, z — z) dz.

Par dérivation sous le signe somme dans la derniére intégrale,
on rameéne d’abord le cas p>0 au cas p=0.

Pour traiter le cas p =0, soient K un compact de Q
(resp. °Q), z, €K, x,eK, et d=|z, — 2| Il s’agit de
montrer que |F(z,) — F(z,)| < cte d* ou le mot « cte » désigne
une constante > 0 dépendant de N, ®, ¢ et K mais pas de
(@1, 23). Lorsque 2} = 23 ou bien lorsque Q est un ouvert de

R” (32 = ¢), la démonstration est trés simple: Utilisant
(I11.3.14), il suffit d’écrire,

|F(22) — F()| < fo IN(@a, )] [ Bo(2, 7 — 2) — By (a1, 21— 2)] da
+ 12 IN(25, 2) — N(zy, 2)] |@o(@1, 7, — )| dz,

Les deux termes au second membre étant majorés par cte d*,
le premier en vertu de (I11.3.11) et de la classe C®* de @,
sur les hyperplans z" = cte, et le second en vertu de (I111.3.12).
Lorsque 7 <<a3, la procédure précédente est en défaut

(1) Avec les notations introduites au n° III.1.1.

II1.3.7
18
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(@, n’étant pas de classe C™* au voisinage de I’hyperplan
R3;). On écrit alors,

IF(2) — F(23)| < fo IN(@, % — y) — N(@1, 3 — 9)| | o2, y)| dy
+ fQ IN(@1, 22 — y)| [Ro(22, y) — Do(21, y)| dy
+ ‘fg N(zy1, s — y)Po(1, y) dy
“/;) (21, 21 — y)Po(21, y dy‘
Les deux premiers termes sont majorés par cte d*, en vertu

de la classe C®* de @, sur Q et de (II1.3.11) et (II1.3.12).

Soit D le troisiéme terme.

Posant, pour chaque y = (¥')1<i<,€R"* ¥ = (¥)1«
et notant N(z, 7, z"), ®(z, ¥/, y*) aulieu de N(z, z), (
on a, DD’ avec,

(111.3.15)
D =| [ dy [,” Nas, 25 — o, 25 — )00(a1,/, 1) dt

— [on Ay’ ‘/;m N(zy, 2y — v, 2} — )@ (24, ¥, )
(III 3.16)

' ot 7 f N(zy, 7', — u)@y(zy, 2, — 2’25 + u) du
‘ﬁ‘n_i J n N(zy, 2’y — u)Qg (24, 2, — 7', 27 + u) du'

+ Jai @ I (4, 7', 23 — t)| |Qo(2y, 23 — 7, 1)
- (I)(xl, Zy — z’ ’ t)l dt7

<n
x,

_3,

en faisant les deux changements de variable 2z’ =az; — ¢,
t=ax; +u dans la premiére intégrale de (II[.3.15) et
Z =x;—y, t=2}+ u dans la seconde, et en faisant
apparaitre le second terme de (IIL.3.16) entre les deux.
Ce second terme est majoré par Cte d* en vertu de (II1.3.11)

et de la classe C** de ®, sur R*f. Quant au premier terme,
il est majoré par D’ 4 D, ou,

D' = [o . dd [T, IN@y, 7, — u)| [(ar, 2, — 7, 25+ w)
- (I)(xly Ty — z,9 .’L‘;_‘ + u)l du;
D' = [ dz | Ny, 2, — wl| @z, 2 — 2, 2 + )| du.

D’ou le résultat, puisque D’ et D” sont majorés par cte d*,

1I1.3.7
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en vertu de (II1.3.11) et de la classe C%* de ®, sur R"**F
pour D', et en vertu de (II1.3.13) pour D”.
c.q.f.d.

Remarque. — Lorsque la fonction N est positive et posséde
la propriété (A,), la démonstration précédente montre que la
propriété (B) est nécessaire (ainsi que suffisante) pour que la
conclusion du lemme subsiste.

II1.3.8. Une classe d’opérateurs de Lévy et de Ventcel’-Lévy
appliquant continiment CF2:* dans C”¥ On va considérer
sur Pouvert Q de R" (afin de procéder ensuite par recolle-
ment sur la variété M) des noyaux de Lévy (resp. de Ventcel’-
Lévy) de la forme s(z, y) dy (resp. t(z/, y) dy) ou s(z, y)
(resp. #(2', y) est un noyau-fonction convenable.

Pour cela, on commence par introduire des sous-classes Ni-#*
et Ng»* de NPF et N'P* respectivement (n® II1.3.7)
telles que les classes de noyaux-fonction associés (1) soient
invariantes par difféomorphisme (ce qui n’est pas le cas pour
No# et N®#): On désigne par NIHQ) (resp. No™*Q);
0 <, <<1) le sous ensemble de C(Q X R™\{0}) (resp.
C(dQ x R™\{0})) formé des fonctions N: (z, z) - N(z, 2)
appartenant & N®* (Q) (resp. N'**Q)) (2) et telles que,

(A;) Pour chaque compact K de Q (resp. dQ), il existe
une fonction borélienne positive ¢ sur Q X R* telle que,

(I11.3.17) i‘ég.ﬁzlsn Y(x, z) dz < + oo pour tout R >0,
et
(1113.48) |N(z, 2+ #) — N(z, 2)] < [o]¥lzd(z, 2),

pour tout zeK, tout zeR™\{0}, et tout ¢eR" (resp.
veR§ (3)) tels que,

(111.3.19) B <-%—|zl.

On désigne, de plus, pour ¢ réel, par N*(Q) (resp.
N2*Q)) Yensemble des fonctions NeC(Q X R"™\{0})

(1) A Ne N%#Q) est associé le noyau N(z, z —y) dy (voir ci-dessous).
(%) Ou pose, par exemple, N(z, 0) = 0 pour tout zeQ.

II1.3.8
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(resp. C(dQ X R™\{0})) telles que la fonction (z, z) > N(z, z)|z|?
appartienne a N¥(Q) (resp. No™*Q)).

On désigne ensuite, pour p entier >0, par NE¥(Q) (resp.
(N;»*(Q)) lensemble des fonctions NeCP(Q X R™\{0})
(vesp. (CP(dQ X R™\{0})) telles que, si 3 et y sont des
indices de dérivation tels que |B| 4 |y] <<p, la fonction
DA'N (1) appartient & Nifiy(@) (resp. Nt (Q

Par exemple, lorsque  est un ouvert de R", appar-
tiennent & N2#(Q) toutes les fonctions N e C*(Q X R"™\{0})
telles que N(z, .) .soit positivement homogéne de degré
¢e—q—n (avec &¢>0) pour chaque zeQ.

On note que, si NeN&¥Q) (resp. N»HQ)) et si

a = (ayg, ..., &%, N

la fonction (z, z) - N(z, z)z* (®) appartient a N2¥,(Q)
(resp. N4, (Q)). .
On désigne, en outre, par Ni3*(Q) ’ensemble des fonctions

N e CPQ X R"™\{0}) telles que la fonction (z, z) - N(z, z)

n—1

(z" + 2‘, |z‘|2> appartienne a Ng?*(Q).
Cela etant on désigne par N H(Q) (resp. MPH(Q), NEHQ))

I’ensemble des fonctions numériques continues A  sur
Q X MN\Agxg (resp. 2Q X O\Agxq) (%) telles que, pour tout
compact K de €, il existe une fonction Ng appartenant

a N2#Q) (resp. Ne2¥(Q), Ni%*(Q)) de sorte que,
(I11.3.20) A(z,y) = Nk(z,z — y) pour zeK
(resp. ze KndQ) et yeK\{z}.

Les classes de noyaux-fonction NH#, NP+ et NH* ainsi
définies sont invariantes par difféomorphisme (*), ce qui permet
de définir les classes correspondantes sur la variété M: On

désigne par Ny* (M) (resp. NPHM), NHHM)] Pensemble

o or
1) D8 = .
(1) DFOYN(z, z) Py i N(z, z)

n
() = = I @)=
i=1
(3) De telles fonctions, éventuellement prolongées 3 QXQ ou dQxQ par 0
sur la diagonale, seront appelées « noyaux-fonction ».
(4) Vérification longue mais sans difficulté reposant essentiellement sur 1'emploi
de la formule de Taylor.

1I1.3.8
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des fonctions numériques continues A sur M X M\Ay.u
(resp. dM X MN\Aw.m) telles que, pour toute carte locale
(U, %) de M (U étant éventuellement non connexe) la fonc-
tion (z, y) > A(y(z), x(y)) appartienne a RN&¥(y(U)) [resp.
N/ (1), NEXx(U))]. Les éléments de RN#(M) [resp.
NP HM), NE *‘(M)] seront appelés noyauz-fonction de classe
RNE* [resp. %’,”’*‘, NGH] sur M.

On peut construire de tels noyaux-fonction comme suit par
recollement : Soient {(U;)} un recouvrement ouvert fini de
M tel que, pour tout couple (j, k) 1l existe une carte locale
(Uje, x%) de M (éventuellement non connexe) telle que
U;uU,cUy, et {¢;} une partition de I'unité de classe C~
sur M X M subordonnée au recouvrement {U; X U,}.
Alors, on définit un noyau-fonction AeRy* (M) (resp.
R;7-#(M), NZHM)] en posant,

(IIL.3.21) Az, y) = 2 (@ YD) Liuy))
(x e M (resp. e oM), y € M\{z}),

o, pour chaque j, k, Ay & NEH(u(Un)) [resp. Re"#((Us))s
R Oad(Ug))] ()

I1.3.9. Tatorime XXIII. — Soit s wun noyau-fonction
positif de classe Ry* sur M (p entier >0, 0 < p <1;
n® I11.3.8). Alors,

(1) On définit un noyau de Lévy s(z, dy) de classe C° sur
M en posant (avec les notations du n° II1.3.1),

(I11.3.22) sz, X) = [ sz, y)r,(dy) (zeM, X e By).

(2) St la métrigue Riemanienne g (n° II1.3.1) est de classe
Crt et si Z est un opérateur différentiel du premier ordre et de
classe CP* sur M tel que la relation (1.2.15) (n° 1.2.7) soit
satisfaite, alors Uopérateur de Lévy S sur M défint par (1.2.14)
(n° 1.2.7) applique continiiment CP+2*M) dans CP¥(M) et
(Théoréme XXII) est compact de CP+>*M) dans CPXM)
pour 0 <A <

(*) Cet énoncé inclut la propriété d’invariance par difféomorphisme des classes de
noyaux-fonction en question.

I11.3.8, IIL.3.9
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[On peut énoncer des théorémes analogues relatifs aux opé-
rateurs frontiére de Ventcel’-Lévy d’ordre 1 ou 2, en considé-
rant des noyaux-fonction positifs de classe NF* ou NHH
sur M.]

En effet d’abord le noyau s(z, dy) défini par (I11.3.22) est
un noyau de Lévy de classe C® (n® 1.2.5): [NS]] est évidem-
ment vérifiée, ainsi que [NS;] & cause de la continuité de s
hors de la diagonale de M X M; et [NS;] résulte, par loca-
lisation au moyen d’une carte locale (U, y), de la relation
(I11.3.12) (n° II1.3.7) appliquée au noyau-fonction

(z, y) > s(x(2), 1Y)y — =I*

En ce qui concerne la propriété (2), 'opérateur de Lévy S
considéré applique continiment C2(M) dans C°(M) (proposi-
tion 1.2.7); donc, en vertu du théoréme du graphe fermé, il suffit
de montrer que Su e C»#(M) dés que u e CP*2:*(M); ou encore,
en reprenant I'expression (1.2.12) (n° 1.2.7) de 0Ou, que, pour
u e CP24(M), les fonctions,

(I11.3.23) & — [, sz, y)[1 — ou(®, y)]u(y) 7,(dy)
et
(I11.3.24)

T - f s(z, y)oa(@, y)
v M
o U

| 4l) — ulz) — 3 7% (@)0kly) — xila) | w(dy)

i=1 DX&

sont de classe CP* sur M, ce qui résulte du lemme II1.3.7:
En ce qui concerne la fonction (II1.3.24), on peut supposer que
u a son support dans U,, et par localisation au moyen de la
carte locale (U,, y,) et utilisation de la formule de Taylor
(I.1.16) (n° I.1.4), on est ramené a étudier, sur l'ouvert

Q = y,(U,) de R"™, wune fonction de la forme

(I11.3.25)
&> [o51.(3 @ — Y)Y — @)y — 2)Ryi(e, y)5.(z,y) dy (1),

() Bly) = ulla®)s Gul@ y) =0 (Xal®) Xaly) (REQ, yeQ).

I11.3.9
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ou, par définition de NZ*M), la fonction (z, z) = sy, (2, 2)
appartient a4 N2HQ), ce qui entraine que la fonction
(x, z) = s,.(x, 2z)7z’ appartient & NZ¥(Q), donc aussi a
Nre(Q). Le lemme IIL3.7 entraine alors que (I11.3.25),
donc aussi (II1.3.24) est de classe CP¥, puisque, u étant
de classe Crt>¥, Rt est de classe CP* ainsi que &,.

On traite de fagon analogue le cas de la fonction (I11.3.23):
utilisant des cartes locales (U, ) de M éventuellement non
connexes, on se raméne a étudier la fonction (111.3.23) sur U
lorsque u a son support dans Uj; c’est-a-dire, par localisa-
tion sur Q = y(U) & étudier une fonction de la forme,

2> fosila o — )L — 5.z, y)laly) dy
= Jo 8@ & — o — yI*¥(=, y) dy,

ou D(z, y) = |z — y|2[1 — G4z, y)]d(y) (*) définit une fonc-
tion de classe CP* sur Q X Q puisque 1 — G, est nulle
au voisinage de la diagonale de Q X Q et que @ est de classe
CP* ce qui permet encore de conclure grace au lemme I11.3.7.

c.q.f.d.

Remarque 1. — 1l existe des noyaux-fonction positifs
se NEH(M) tels que opérateur de Lévy S associéa s parle
théoréme précédent ne soit d’ordre v (2) pour aucun v << 2
[on peut construire de tels noyaux a partir de ’exemple donné
dans la remarque 1 du n° 1.2.8]. Ceci montre, en particulier,
que la compacité de CP***(M) dans CPAM) (comme celle
de C2(M) dans C(M)) n’est pas ’apanage des opérateurs de
Lévy appliquant contintiment C#2AM) dans CP (M)
avec ¢ > (0 (opérateurs « e-régularisants » qui, eux sont treés
généralement d’ordre 2 — ¢; voir la remarque 2 ci-dessous).

Une remarque analogue est valable pour les opérateurs
frontiere de Ventcel’-Lévy.

Remarque 2. — On peut introduire, pour 0 <<e <<p,
certaines sous-classes de N5¥. (donc de NH*) pour les élé-

(1) Gly) = u(yy), G.(z, y) = 0o (x( 2), x(¥) (€, yeQ).

() En ce sens que lim -1; e~#v(@) S(uei)(x) = 0 pour tout ze€ M, ue C?M),
k> k0

ve C*(M) et tout " > .

T11.3.9
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ments s desquelles 'opérateur de Lévy S associé par le
Théoréeme XXII applique continiment CP2¢—¢(M) dans
Cr*(M), et apparait donc comme compact de CP+2*(M)
dans CP#(M) (!). La question est ouverte de savoir si tous
les opérateurs de Lévy obtenus dans le Théoréeme XXII (pro-
priété (2)) possédent cette derniére propriété.

II1.3.10. Voici enfin un résultat appliquable & des noyaux
peu réguliers :

Tatortme XXIV. — Soit t un noyau de Ventcel’ sur M.
On suppose qu’il existe des nombres «>0, 0 <p<<1, N
réel e¢ C > 0 tels que (avec les notations des n° 11.2.3 et 11.2.5),

(I113.26) [ _.t(a!, dy)[1 — 6"1(z’, ) + 2'y] < Cr*

pour tout r >0 et z’' «dM;

(111.3.27) f ", dy)f(y)
TN 21 . 1
— |t dy)fly) < Ca"e I
' Nyz'=2r

‘pour tout r>0, 2’edM, z"edM et [feC(M).

On suppose, de plus, qu’il existe p'(0 <<p' <1) tel que
les termes v et ( intervenant dans (11.2.14) (n° 11.2.5) sotent de
classe C** sur dM.

Alors, il existe A0 <A <<1) tel que Vopérateur frontiére
de Venicel’-Lévy défini par (11.2.14) (n° I1.2.5) applique conti-
niument C2(M) dans C®*dM), donc soit compact de C2*(M)
dans C*MoM).

[On peut énoncer un théoréme analogue relatif aux opéra-
teurs de Lévy; voir a ce sujet [17], page 4.13.]

En effet, soient ', 2” des points de oM, d — 'z", et
ue C*M). Il s’agit de montrer qu’il existe A >0 tel que,
A =| [y Ua’, dy)[uly) — u(a", y)]

— Jutla, dy)[uly) — 6u(z, y)]]

(Y) Voir le n® II1.3.10 & ce sujet.

II1.3.10
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soit majoré par ctel|u||p d* ou le mot « cte » désigne une cons-
tante > 0 indépendante de z’, 2" et u. Pour cela, on se
raméne d’abord au cas ot d << 1, et, désignant par ¢ un
nombre tel que 0 << ¢ <1, on majore A par A’ 4+ A" 4 B,
ou

f 7 can i@ dY)luly) — 0w, )| < ote [l 24%,
/m <2da ", dy)lu(y) — 0"u(z", y)| < cte |[ullq 24>,

d’aprés (I11.3.26) et la propriété (03) de 0*u (n° IL.2.5); et

B z‘fy_a:'/\y_z’}ds t(z", dy)[u(y) — 0*u(z", y)]
— JE A = dd t(x” dy) [u(y) - O*u(x', y)”

On majore ensuite B par B; 4+ B, + B;, ou,

=| forms @y @) — [omswtl@s dy)uly)]

< cte |[ulle) 44—,
d’apres (I11.3.27);

By = [, oty dy)|0*u(a’, y) — 0*u(a’, y)|

< ctellulleyd [, 1@ dy) < cte[fully @2 [ st dy) 'y?
< cte ||ul|e) d*—22,

en vertu, d’une part de la relation
|0%u(2", y) — 0*ula’, y)l < cte [ule d,

et d’autre part de [NV;] (n° I11.3.1), puisque z'y® < cte ."z?g//
(y = M);
By = [ nzesa 42> dy) 8°u(a", )
e GO LY CAR
< ctef ufgd*®, d’apres (111.3.27).

D’ou le résultat cherché en choisissant d’abord & tel que
1—23>0etu— 8N >0,puis A <inf (u — SN, 1 — 23, da).
c.q.f.d.

1I1.3.10
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Remarque. — Les hypothéses du théoréme précédent sont
satisfaites (avec N =2 4 g — a) par les noyaux ¢ de la
forme,

ta', X) = | k@, y)ay*Tay™ 7,(dy)
(2" e M, X € Bu),

ou k est une fonction positive de B(dM X M) telle que
sup 2’2" k(@ y) — k(2', y)l < + .

z' €M, 2'edM
YEM

I11.3.10



AppenDICE 1

Stabilité de I’indice d’un opérateur linéaire.

Soient F et G des espaces vectoriels (réels, par exemple),
et U wune application linéaire de F dans G.

On dit que U est d’indice fini (de F dans G) sison noyau
ker(U) = U*(0) est de dimension finie et son 1mage
Im(U) = U(F) est de codimension finie dans G. On définit
alors U'indice de U, y(U), par,

v(U) = dim ker (U) — codim Im(U).
Si F et G sont des espaces de Banach, on dit que U est

compact si 'image par U de la boule unité de E est relati-
vement compact dans F (U est alors continu). Cela étant:

TatorikMe. — Sotent F et G des espaces de Banach (réels,
par exemple) U et K des applications linéaires de F dans
G. On suppose que U est continue et d’indice fint et que K
est compact. Alors U 4+ K est ausst d’indice fini, et on a,

(U + K) = »(U).

(voir, par exemple, [16] exposé n® 12).

A1



AppENDICE 2.

Interpolation entre les espaces de Banach C" et C»%

A.2.1. Le but de cet appendice est d’indiquer comment la
Théorie de I'interpolation (*) permet d’établir (2) le résultat
suivant :

TutorimMe. — Soient M une variété a bord compacte,
m, p, q, r des entiers >0, et A, u des nombres réels tels que,

mLg<p, o<p<l O0<<A<l e q+A<p+u

On désigne par A une application linéaire continue de C™t"(M)
dans C"(M). Alors,

(1) St A appligue CP+*(M) dans CP*M), A applique
continiiment (%) C7"XM) dans C**M).

(2) Si A est compacte de C™t" (M) dans C"(M), A est
aussi compacte de C¥"*M) dans CoMM).

A.2.2. Définition du foncteur d’interpolation K(0, p). On
appellera ici couple «compatible» tout couple (A,, A,) d’espaces
de Banach (réels par exemple) tels que A, soit un sous-espace
vectoriel de A, avec injection canonique continue (A;c—A,)
(*). Un espace de Banach A est dit intermédiaire entre A,
et A, si Ajc—Ac—A,.

Si (Ag, A,;) est un couple compatible, on pose d’abord,
pour te]0, + o[ et aeA,,

(A21) K(t,a,Aq, Ay) = inf  {{ag]a, + tlaila,}
GG A S

(1) Nous remercions MM. Baouendi et Goulaouic qui nous ont aidé a rassembler
les éléments de cette théorie intervenant ici.

() Voir le n°® A2.7 ci-dessous.

(3) Théoréme du graphe fermé.

(%) Cette définition est plus restrictive que celle qui figure habituellement dans la
littérature sur ce sujet.

A.2.1, A.2.2
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On désigne ensuite, pour 0 <0 <1 et 1 < p <<+ o, par
K(9, p, Ay, A;) le sous-espace vectoriel de A, formé des
acA, tels que |a]y, <<+ o, ou

*(K(t P de\Vp .
(A22) el = ([T 6 1<p<tu
et
, K(,
(A.2.2') laly. = Sup S(:a)
0<t<+o t

La fonction a — |afy, est une norme sur K(b, p, A, A,)
qui en fait un espace de Banach intermédiaire entre A, et
A, (voir Peetre [13]); On munira toujours K(0, p, A,, A,)
de cette norme.

On posera, en outre, K(0, p, Ay, A;) = Ay pour 6 =0
ou =1 ().

A.2.3. TutorimMe de ReErrératioNn. — Sotent (A,, A,) et
(Bo, B;) des couples compatibles et 0y, 6, des nombres réels
de telle sorte que, 0 < 0, <0, <1 e,

(A.2.3)
K(0;, 1, Ao, Ay) = X; = K(0;, 0, A, Ay) (i =0, 1).

Alors, st 0, <0 <0; et 1< p<L+ o, ona,
(A.2.4) K(9, p, Ay, A,) = K(n, p, X, X;)
avec équivalence des normes, ou

_0—-—00
L —,

(A.2.5)
(voir Lions-Peetre [10]).

A.2.4. La propriété d’interpolation de K(0, p) s’énonce
alors :

Tatorime. — Sotent (Ay, A;) et (By, B;) des couples
compatibles, et = une application linéaire continue de A,
dans B, appliquant continiiment A, dans B;. Alors, =«
applique aussi contindiment Ag, = K(06, p, Ay, A;) dans

() Pour 6 =0 ou 0 =1, lesrelations (A.2.2) et (A.2.2’) ne définissent pas, en
général, une norme sur A, équivalente a | | Ay

A23, A2.4
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BO.P=K(07 P B,, Bl) (O<e<1, 1<p<+ OO), et on a,

(A"2'6) ”Ttl l-(’e(AO, p» Bo, p) < | ITtI E&-A?v Bo)l )Ttl I&(A‘, B,).
(voir Peetre [13] et Lions-Peetre [10]).

A.2.5. Cas d’un opérateur compact.

TatortME. — Avec les notations et en plus des hypothéses
du théoréme A.2.4, on suppose que T est compacte de A,
dans B, et que (By, B,) posséde la propriété & approximation
sutvante :

(H) Il existe une suite (P,) d’applications linéaires de B,
dans B, et une constante C > 0 telles que,

(A2.7) |P.lgs,. 8y <C pour tout n e 1=0,,
et

(A2.8) [P.b — bls, < % |[Blls, pour tout n et tout b < By.
Alors, pour 0 <6 <<1 et 1 p<+ o, = est compacte de

K(e’ p9 Az, Al) dans K(e, P, B07 Bl)
(voir Persson [14]).

A.2.6. Cas des espaces de fonctions Héldériennes. Dési-
gnant par M une variété a bord compacte (n° 0.1.1), on pose,

C* = C*M), C** = C*}M) (k entier >0, 0 <A < 1 (1);

ces espaces étant munis des structures d’espaces de Banach
introduites aux n°® 0.1.2 et IIL.1.2 ci-dessus). Cela étant,

LemMme. — (a) Sotent k un entier >0 et 0 <A <<1. On q,
(A.2.9) K(A, oo, C¥, Ck1) = Ck?2

avec équivalence des normes.

(b) Sotent j et k des entiers >0 tels que 0k <j.
On a,

(A.2.9) K(8,1,C, ¢/) = C*<— K(§, oo, C, G),
ou j6==F.
(1) C = Co = C(M).

A25, A2.6
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Pour établir ces propriétés, on se raméne d’abord au cas
des espaces C/ = C}(R™) (1) grace a la propriété d’interpo-
lation appliquée & une application « recollement », puis au cas
des espaces G/ = C)(R") (}) grice & la méme propriété appli-
quée a une application « prolongement ».

On traite ensuite le cas de espaces C/ = Cj(R") par
la méthode des semi-groupes développée par Lions et Peetre
dans [10] (chapitre VIII, n°® 2.1 et 3.1) et étendue ici aux n
semi-groupes deux a deux commutants constitués par les
translations paralléles aux axes.

A.2.7. Démonstration du Théoréme A.2.1 : Une premiére
application du théoréme de réitération (n° A.2.3) donne,
compte tenu du lemme A.2.6 (et ceci avec équivalence des
normes),

K(O, o, C, Cp+l) = K(y], o0, C"" CP-H),
et
K(6, w0, C, C*1) = Ky, a0, Cr, C) = Cot,
ou 6 et n sont déterminés par,
D’ou ;
K(Yb ©, Cm, Cp+1) == CP'V’;
et de méme,
K(v, o0, Crtr, Crtr1) = Cptri;
ainsi que,
K(y’, o, Cm, Crf1) = (22,
K(y, o, Cm, CrirH1) = Cotr+l
ou 7' est déterminé par,

mA4n(p+1—m=q+n

Cela étant, une deuxiéme application du théoréme de réité-
ration donne,

K(p, 0, C*, CP*) = K(v’, o, C", CPH),

(*) Fonctions de classe C/ dont toutes les dérivées jusqu’'a 'ordre j sont nulles
a linfini.

A.2.6, A.2.7
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et
K(p’ o, Cm, CP‘H"H) = K("]’, o, Cm7, CP+"+1)7

ou p est déterminé par, m 4 p(p + g — m) =g+ A.
D’ou
C?* = K(p, o, Cm, Cr#),
et
Cotrd = K(p, oo, C™r, CPm#)

On conclut alors, en ce qui concerne la propriété (1) du Théo-
réme A.2.1, en appliquant la propriété d’interpolation (n° A.2.4)
aux couples compatibles (C", Cr?¥) et (C™, CPt#); et
en ce qui concerne la propriété (2) en appliquant le théoréme de
Persson (n® A.2.5) ([’hypothése d’approximation (H) est
satisfaite : Par prolongement et recollement on se raméne
au cas du couple (C"(R"), C»¥(R")) pour lequel une suite
d’opérateurs de convolution régularisants convergeant vers
I'identité répond a la question]. c.q.f.d.
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