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DU TRANSFERT AUTOMORPHE DE LANGLANDS
AUX FORMULES DE POISSON NON LINÉAIRES

par Laurent LAFFORGUE

Résumé. — On montre dans le cas des corps de fonctions que le transfert
automorphe des groupes réductifs vers les groupes linéaires – qui est maintenant
connu dans ce cas – permet de définir sur les groupes réductifs en chaque place
des opérateurs de transformation de Fourier qui vérifient une formule de Poisson
adélique globale, généralisant les formules de Poisson adéliques linéaires de Tate et
Godement-Jacquet.
Abstract. — We prove in the case of function fields that the automorphic

transfer from reductive groups to linear groups – which is by now known in that
case – allows to define on reductive groups at each place Fourier transform operators
which verify a global adelic Poisson formula, generalising the linear adelic Poisson
formulas of Tate and Godement-Jacquet.

Introduction

Dans cet article, on se place sur un corps de fonctions F muni de son
anneau des adèles A.

Considérant un groupe réductif connexe (pas nécessairement déployé ni
même quasi-déployé) G sur F et le groupe réductif complexe Ĝ dual de G
muni de l’action naturelle du groupe de Galois ΓF de F , on s’intéresse aux
représentations de transfert continues

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

On montre que le transfert automorphe de G à GLr via ρ permet de
définir un espace de fonctions sur G(A), appelées les ρ-fonctions, muni d’un
automorphisme de ρ-transformation de Fourier f 7→ f̂ puis d’établir une

Mots-clés : corps de fonctions, adèles, groupes réductifs, transfert automorphe de Lan-
glands, transformation de Fourier, formule de Poisson.
Classification math. : 11R58, 11R56, 20G25, 20G30, 11F70, 43A30, 11M06.
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formule de Poisson associée : celle-ci consiste à construire une fonctionnelle
linéaire de l’espace des ρ-fonctions qui coïncide avec f 7→

∑
γ∈G(F ) f(γ)

sur les ρ-fonctions à support compact et qui est laissée invariante par la
ρ-transformation de Fourier.
La possibilité de définir un tel espace de fonctions muni d’une transfor-

mation de Fourier associé à ρ et une fonctionnelle linéaire de cet espace
qui étende f 7→

∑
γ∈G(F ) f(γ) et satisfasse la formule de Poisson avait été

conjecturée par A. Braverman et D. Kazhdan (voir [1]).
Comme le transfert automorphe de G à GLr via une telle représentation

de transfert ρ est maintenant connu sur les corps de fonctions F (grâce à [5]
et [9]), la formule de Poisson sur G(A) associée à toute telle représentation
ρ est un théorème.
Le présent article complète les parties de la prépublication [6] (dont il

corrige une erreur) et de l’article [8] consacrées à déduire des “formules
de Poisson non linéaires” du transfert automorphe des groupes réductifs G
vers les groupes linéaires GLr.
On a aussi montré dans la prépublication [6] que, en sens inverse, les

“formules de Poisson non linéaires” sur les groupes réductifs sur un corps
de fonctions permettent de construire des “noyaux du transfert” et donc
de réaliser le transfert automorphe des groupes réductifs vers les groupes
linéaires.

On montrera dans un article en préparation que cette implication en sens
inverse vaut aussi sur les corps de nombres.

Décrivons maintenant le contenu de l’article.

Les sections 1 à 4 sont constituées de rappels.
La section 1 commence par rappeler la structure algébrique de l’ensemble

{π}Gx des représentations lisses admissibles irréductibles d’un groupe réduc-
tif G(Fx) sur le corps localisé Fx de F en une place x. Elle est caractérisée
par le fait que les fonctions traces π 7→ Trπ(hx) des éléments hx de l’algèbre
HGx des fonctions localement constantes à support compact sur G(Fx) sont
des polynômes. Puis, introduisant la mesure de Plancherel dπ, la section 1
caractérise les éléments hx ∈ HGx par leur décomposition spectrale

hx(•) =
∫
dπ · hx,π(•)

dont les coefficients hx,π(•) doivent être des polynômes en π.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La section 2, pour laquelle on renvoie au livre de référence [10], rappelle le
théorème de décomposition spectrale de Langlands appliqué aux fonctions

G(F )\G(A) 3 g1, g2 7→
∑

γ∈G(F )

h(g−1
1 γ g2)

associées à des éléments h de l’algèbre HG des fonctions localement
constantes à support compact sur G(A).

La section 3 rappelle la transformation de Fourier linéaire des fonctions
sur GLr(Fx), appelées fonctions de Schwartz, qui se prolongent en des fonc-
tions localement constantes à support compact sur Mr(Fx). Ces fonctions
sont caractérisées par leur décomposition spectrale

fx(•) = |det(•)|− r2 ·
∫
dπ · fx,π(•) · Lx

(
π∨, q

− 1
2

x

)
dont les coefficients doivent être des fractions rationnelles en π admettant
un certain dénominateur commun polynomial Lx

(
π∨, q

− 1
2

x

)−1
qui ne dé-

pend que de π. La transformée de Fourier f̂x d’une telle fonction fx est
donnée spectralement comme

f̂x(•) = |det(•)|− r2 ·
∫
dπ · fx,π((•)−1) · Lx

(
π, q
− 1

2
x

)
· εx

(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
où les valeurs propres εx

(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
sont des polynômes inversibles en π.

La section 4 rappelle la transformation de Fourier globale f 7→ f̂ des
fonctions de Schwartz sur GLr(A) ↪→Mr(A) et la formule de Poisson∑

γ∈Mr(F )

f(γ) =
∑

γ∈Mr(F )

f̂(γ)

puis sa décomposition spectrale due à Tate dans le cas r = 1 (voir [11]), et
à Godement et Jacquet dans le cas r > 2 (voir [3]). Cette décomposition
spectrale s’exprime par le fait que, pour toute représentation automorphe
π =

⊗
x πx de GLr(A), la série formelle

L(π, Z) =
∏
x

Lx

(
πx, Z

deg(x)
)

est une fraction rationnelle et satisfait l’équation fonctionnelle

L

(
π∨,

1
q Z

)
= L(π, Z) · ε(π, ψ, Z)

avec
ε(π, ψ, Z) =

∏
x

εx

(
πx, ψx, Z

deg(x)
)
.

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



902 Laurent LAFFORGUE

La section 5 donne de la fonctionnelle de Poisson

f 7→
∑

γ∈Mr(F )

f(γ)

une expression purement multiplicative, c’est-à-dire qui s’exprime unique-
ment en termes de GLr(A) et de son sous-groupe discret GLr(F ). On choi-
sit pour cela n’importe quelle place x0 de F en laquelle f admette une
factorisation

f = fx0 ⊗ fx0

par un facteur non ramifié fx0 : GLr(Ox0)\GLr(Fx0)/GLr(Ox0) → C, et
on écrit fx0 comme la somme d’une série

fx0 =
∑

N,N ′∈N
fN,N

′

x0

de fonctions fN,N ′x0
qui ne dépendent que de la décomposition spectrale de

fx0 et qui sont à support compact ainsi que leurs transformées de Fourier.
On montre alors, en se fondant sur les propriétés globales des fonctions
L(π, Z) des représentations automorphes π, que la série formelle∑

N,N ′∈N
ZN+N ′ ·

∑
γ∈GLr(F )

(
fN,N

′

x0
⊗ fx0

)
(γ)

est une fraction rationnelle dont la “valeur régularisée” en Z = 1 est égale à

S(f) =
∑

γ∈GLr(F )

f(γ) +
∑

γ∈GLr(F )

f̂(γ)−
∑

γ∈Mr(F )

f(γ)

et vérifie donc la formule de Poisson

S(f) = S(f̂) .

La section 6 s’appuie sur les caractérisations spectrales de la section 3
pour proposer une définition spectrale très générale d’un espace de ρ-
fonctions sur G(Fx) muni d’un automorphisme de ρ-transformation de Fou-
rier, en supposant donnés des dénominateurs

Lx(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx ,

qui sont les inverses de polynômes en π et Z, et des valeurs propres

εx(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx ,

qui sont des polynômes inversibles en π et Z±1.
Ayant choisi un caractère detρ : G→ Gm, les ρ-fonctions sur G(Fx) sont

définies par leur décomposition spectrale

fx(•) = |detρ(•)|−
1
2 ·
∫
dπ · fx,π(•) · Lx

(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DE LANGLANDS À POISSON 903

dont les coefficients doivent être des fractions rationnelles en π admettant
Lx

(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
pour dénominateur commun, et leurs ρ-transformées de

Fourier sont définies spectralement par

f̂x(•) = |detρ(•)|−
1
2 ·
∫
dπ · fx,π((•)−1) · Lx

(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
· εx

(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
.

La section 7 définit l’espace des ρ-fonctions sur G(A) et son automor-
phisme de ρ-transformation de Fourier en formant simplement le produit
sur toutes les places de F des espaces de ρ-fonctions locales munis de leur
automorphisme de ρ-transformation de Fourier locale. On écrit toute ρ-
fonction locale non ramifiée

fx0 : G(Ox0)\G(Fx0)/G(Ox0)→ C

comme la somme d’une série

fx0 =
∑

N,N ′∈N
fN,N

′

x0

de fonctions fN,N ′x0
qui ne dépendent que de la décomposition spectrale de

fx0 et qui sont à support compact dans G(Fx0) ainsi que leur ρ-transformée
de Fourier. On dit alors que la formule de Poisson est satisfaite si, pour toute
ρ-fonction f sur G(A) factorisée en

f = fx0 ⊗ fx0 ,

la série formelle ∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

(
fN,N

′

x0
⊗ fx0

)
(γ)

est une fraction rationnelle dont la “valeur régularisée” S(f) en Z = 1 ne
dépend pas du choix de la place x0 et vérifie

S(f) = S(f̂) .

La section 8 considère le cas où G = T est un tore et où la représentation
de transfert ρ = ρT : T̂ o ΓF → GLr(C) envoie T̂ dans le tore diagonal
(C×)r et fait agir ΓF sur Cr par permutation de ses r vecteurs de base.
Cela permet de définir en toute place x de F des facteurs

Lx(ρT , χ, Z) et εx(ρT , χ, Z) , χ ∈ {π}Tx ,

puis de montrer que l’espace des ρT -fonctions sur T (A) muni de sa ρT -
transformation de Fourier satisfait la formule de Poisson au sens de la
section précédente. Dans ce cas, les séries∑

N,N ′∈N

∑
γ∈G(F )

(
fN,N

′

x0
⊗ fx0

)
(γ)

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



904 Laurent LAFFORGUE

sont même absolument convergentes et égales à S(f).
La section 9 considère le cas d’un groupe réductif G quasi-déployé sur F ,

donc muni d’une paire de Borel (T,B = T · NB), dont le tore maximal T
est muni d’une représentation de transfert ρT : T̂ o ΓF → GLr(C) comme
à la section 8. On suppose donnée en chaque place x ∈ |F | une famille de
facteurs

Lx(ρ, π, Z) et εx(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx ,

qui coïncident avec les

Lx(ρT , χ, Z) et εx(ρT , χ, Z) , χ ∈ {π}Tx ,

en les représentations π ∈ {π}Gx induites par des caractères χ ∈ {π}Tx . On
montre alors que la ρT -formule de Poisson pour les ρT -fonctions sur T (A)
induit pour les ρ-fonctions sur G(A) une forme faible de formule de Poisson
obtenue après moyennisation par l’opérateur∫

NB(F )\NB(A)
du .

Enfin, la section 10 considère un groupe réductif G sur F et une re-
présentation de transfert ρ : Ĝ o ΓF → GLr(C), sous la seule hypothèse
d’existence d’un caractère

detG : G→ Gm

dont le cocaractère central dual d̂etG : C× → Ĝ agisse sur Cr par z 7→ z.
On montre que le transfert automorphe de G à GLr via ρ (connu grâce
à [5] et [9]) permet de définir en toute place x de F des facteurs

Lx(ρ, π, Z) et εx(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx ,

puis d’établir que l’espace associé des ρ-fonctions sur G(A) muni de la
ρ-transformation de Fourier satisfait la formule de Poisson au sens de la
section 7.
De plus, la fonctionnelle

f 7→
∑

γ∈G(F )

f(γ) +
∑

γ∈G(F )

f̂(γ)− S(f) ,

qui satisfait elle-même la formule de Poisson, coïncide avec l’évaluation

f 7→
∑

γ∈G(F )

f(γ)

en toutes les ρ-fonctions produits f =
⊗

x∈|F | fx dont au moins un facteur
local non ramifié fx est supporté par une partie compacte de G(Fx).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1. Décomposition spectrale locale en
une place ultramétrique : rappels

Dans cette section, on considère un groupe réductif G sur un corps local
ultramétrique Fx.

On note Ox l’anneau des entiers de Fx, qx le cardinal fini du corps résiduel
κx de Fx et

| • |x : Fx → qZx ∪ {0}
la norme ultramétrique par laquelle F×x agit sur les mesures additives de Fx.

On suppose que G est connexe mais pas nécessairement déployé ni même
quasi-déployé sur Fx.

Définition 1.1. — Une représentation complexe π de G(Fx) est dite
“lisse admissible” si

• pour tout sous-groupe ouvert compact K de G(Fx),

πK = {v ∈ π | K · v = v}

est de dimension finie sur C,
• π est la réunion filtrante de ses sous-espaces πK .

Le groupe topologique localement compact G(Fx) est unimodulaire et
peut être muni d’une mesure bi-invariante dgx. Soient alors HGx l’algèbre
de convolution des fonctions localement constantes à support compact

hx : G(Fx)→ C

et, pour tout K ⊂ G(Fx), HGx,K sa sous-algèbre des fonctions à support
compact

K\G(Fx)/K → C .
Pour toute représentation lisse admissible π de G(Fx), chaque πK est

une représentation de dimension finie de HGx,K , et π = lim−→πK peut être
vue comme une représentation de HGx = lim−→H

G
x,K .

Notons {π}Gx l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses
admissibles irréductibles de G(Fx) et, pour tout K ⊂ G(Fx), {π}Gx,K le
sous-ensemble des π telles que πK 6= 0.

On a :

Lemme 1.2. — Pour tout sous-groupe ouvert compact K ⊂ G(Fx) et
toute représentation irréductible π ∈ {π}Gx,K , la représentation de dimen-
sion finie πK 6= 0 de HGx,K est irréductible.

Réciproquement, toute représentation de dimension finie irréductible de
HGx,K provient d’une représentation irréductible π ∈ {π}Gx,K , unique à
unique isomorphisme près.

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



906 Laurent LAFFORGUE

Il résulte de ce lemme que les fonctionnelles linéaires

HGx,K 3 hx 7→ Trπ(hx) = TrπK (hx)

associées aux représentations π∈{π}Gx,K sont linéairement indépendantes les
unes des autres. En particulier, elles caractérisent les éléments π∈{π}Gx,K .

Pour tout K ⊂ G(Fx), on notera AGx,K l’algèbre de fonctions

{π}Gx,K → C

engendrée par les fonctions traces

{π}Gx,K 3 π 7→ Trπ(hx)

associées aux éléments hx ∈ HGx,K .
On a :

Théorème 1.3.
(i) Pour tout K ⊂ G(Fx), l’algèbre AGx,K est un produit fini d’algèbres

de type fini et intègres sur C. Autrement dit, SpecAGx,K est réunion
disjointe finie de variétés algébriques affines intègres sur C.

(ii) Chaque {π}Gx,K s’identifie à un ouvert de Zariski du spectre maximal
de AGx,K .

(iii) La réunion filtrante {π}Gx = lim−→{π}
G
x,K s’écrit comme une réunion

disjointe de variétés algébriques intègres sur C, de telle façon que
chaque {π}Gx,K est une réunion finie de composantes connexes.

On notera [π] le schéma intègre de type fini sur C qui est la composante
connexe de n’importe quelle π ∈ {π}Gx , et AG[π] l’algèbre de fonctions [π]→
C image des AGx,K .
Soit ΛGx le groupe des caractères continus

G(Fx)→ C×

qui sont triviaux sur tout sous-groupe compact de G(Fx). Comme le plus
grand quotient abélien Gab = G/Gder de G est un tore, que Gab(Fx) admet
un plus grand sous-groupe compact et que son quotient par celui-ci est un
réseau (isomorphe à une puissance finie de Z), le groupe ΛGx est un tore
complexe (isomorphe à une puissance finie de C×) et son sous-groupe Im ΛGx
des caractères unitaires est un tore réel compact (isomorphe à la puissance
correspondante du cercle unité).
Le tore complexe ΛGx s’identifie à une composante connexe de {π}Gx .
D’autre part, il agit par le produit tensoriel

(χ, π) 7→ π ⊗ χ

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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sur chaque composante connexe de {π}Gx .
On dit qu’une représentation lisse admissible irréductible π ∈ {π}Gx est

“discrète” si sa composante connexe [π] se réduit à son orbite ΛGx · π sous
l’action du tore ΛGx . On peut montrer que toute représentation discrète π
est unitaire à multiplication près par un caractère de ΛGx .
Si P est un sous-groupe parabolique de G défini sur Fx et M un sous-

groupe de Levi de P , le tore ΛMx contient en particulier le caractère modu-
laire

|δP (•)|x : M(Fx)→ qZx ⊂ C×

par lequel M(Fx) agit sur les mesures invariantes du radical unipotent
NP (Fx) de P (Fx).
Si π est une représentation lisse admissible de M(Fx), on note

IndGP (π) ou IndGP (M,π)

la représentation lisse admissible de G(Fx) induite de

π ⊗ |δP (•)|1/2
x

considérée comme une représentation de P (Fx). La représentation IndGP (π)
admet une suite de composition finie par des représentations lisses admis-
sibles irréductibles s’il en est ainsi de π. De même, la présence du facteur
|δP (•)|1/2

x dans la définition assure que IndGP (π) est unitaire si π est unitaire
et, dans ce cas, IndGP (π) est irréductible si et seulement si π est irréductible.
La proposition suivante précise la structure algébrique des composantes

connexes [π] des π ∈ {π}Gx :

Proposition 1.4.
(i) Pour P,M et π ∈ {π}Mx comme ci-dessus, la suite de composition de

la représentation IndGP (π) ne dépend que de la classe de conjugaison
de (M,π) par G(Fx).

En particulier, elle ne dépend pas de P et elle est invariante par
l’action sur {π}Mx du groupe fini

WG
M = {g ∈ G(Fx) | g ·M · g−1 = M}/M(Fx) .

(ii) Réciproquement, pour toute π ∈ {π}Gx , il existe P,M comme ci-
dessus et une représentation discrète π0 ∈ {π}Mx telle que π ∼=
IndGP (π0). La paire (M,π0) est unique à conjugaison près par G(Fx)
et peut être appelée le support discret de π.

Si Fixe (M,π0) désigne le stabilisateur de π0 dans le groupe ΛMx o
WG
M , on a

AG[π] =
(
AM[π0]

)Fixe (M,π0)
,

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



908 Laurent LAFFORGUE

si bien que [π] s’identifie à un ouvert de Zariski du quotient de [π0]
par l’action du groupe fini Fixe (M,π0).

(iii) Une représentation π ∈ {π}Gx est unitaire si son support discret
(M,π0) est unitaire.
Alors la sous-variété algébrique réelle

Im [π] ⊂ [π]

des représentations unitaires contient le quotient de

Im [π0] = Im ΛMx · π0

par l’action du groupe fini Fixe (M,π0).

Pour toute représentation lisse admissible π de G(Fx), on appelle “re-
présentation contragrédiente de π” et on note π∨ la représentation lisse
admissible de G(Fx) constituée des formes linéaires

v∨ : π 7→ C

qui sont invariantes par un sous-groupe ouvert compact de G(Fx). On vé-
rifie que pour toute paire (P,M) comme plus haut, le foncteur

π 7→ IndGP (π)

commute avec la formation des représentations contragrédientes.
Pour toute représentation lisse admissible π de G(Fx), on appelle “coef-

ficients matriciels de π” les fonctions sur G(Fx) de la forme

G(Fx) 3 g 7→ 〈v∨, g · v〉 = 〈g−1 · v∨, v〉 , v ∈ π , v∨ ∈ π∨ ,

ou, plus généralement, les combinaisons linéaires de telles fonctions. On
note qu’une fonction g 7→ ϕ(g) est un coefficient matriciel de π si et seule-
ment si la fonction g 7→ ϕ(g−1) est un coefficient matriciel de π∨.

Toute représentation irréductible π ∈ {π}Gx possède un caractère central

χπ : ZG(Fx)→ C×

par lequel le centre ZG(Fx) de G(Fx) agit sur l’espace de π, si bien que les
coefficients matriciels ϕ de π vérifient tous

ϕ(z · g) = χπ(z) · ϕ(g) , ∀ z ∈ ZG(Fx) , ∀ g ∈ G(Fx) .

Une telle représentation π est dite “supercuspidale” si ses coefficients
matriciels sont à support compact modulo ZG(Fx). Elle est dite “de carré
intégrable” si ses coefficients matriciels sont de carré intégrable modulo
ZG(Fx).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Les représentations supercuspidales sont de carré intégrable mais il existe
en général des représentations de carré intégrable qui ne sont pas super-
cuspidales.

De même, on montre que les représentations de carré intégrable sont
discrètes mais il existe en général des représentations discrètes qui ne sont
pas de carré intégrable.

On a cependant :

Proposition 1.5. — Pour toute représentation π ∈ {π}Gx , il existe un
sous-groupe parabolique P de G défini sur Fx, un sous-groupe de Levi M
de P et une représentation supercuspidale π0 de M(Fx) telle que π soit
isomorphe à l’un des sous-quotients irréductibles de IndGP (π0).
La paire (M,π0) est unique à conjugaison près par G(Fx) et peut être

appelée le support supercuspidal de π.

Si G est quasi-déployé sur Fx, c’est-à-dire possède une paire de Borel
(Tx, Bx) définie sur Fx, on peut appeler “de type torique” les représenta-
tions irréductibles π ∈ {π}Gx dont le support supercuspidal est constitué de
Tx et d’un caractère χ : Tx(Fx)→ C×. Le caractère χ de support est alors
uniquement déterminé modulo l’action du groupe de Weyl Fx-rationnel
WG
x constitué des éléments du groupe de Weyl WG de G fixés par l’action

du groupe de Galois ΓFx de Fx.
On rappelle que G est dit “non ramifié” sur Fx s’il est quasi-déployé sur

Fx et si l’action de ΓFx sur la donnée radicielle de G ou, ce qui revient au
même, sur le groupe réductif complexe Ĝ dual de G, se factorise à travers
son quotient non ramifié Γnr

Fx
engendré topologiquement par l’élément de

Frobenius σx. Dans ce cas, G s’étend canoniquement en un schéma en
groupes réductifs au-dessus de Spec (Ox) et on peut introduire le sous-
groupe G(Ox) de G(Fx) ; c’est un sous-groupe compact ouvert maximal.
On appelle alors “sphériques” les fonctions sur G(Fx) bi-invariantes par
G(Ox) et, normalisant la mesure de Haar dgx de G(Fx) par la condition
vol (G(Ox)) = 1, on note HGx,∅ = HGx,G(Ox) l’algèbre de convolution des
fonctions sphériques à support compact. Enfin, on appelle “non ramifiées”
les représentations éléments de {π}Gx,∅ = {π}Gx,G(Ox) qui admettent des
vecteurs non nuls invariants par G(Ox).
On a le théorème de Satake :

Théorème 1.6. — Supposons que G est non ramifié sur Fx et considé-
rons une paire de Borel (Tx, Bx) de G définie sur Fx. Alors :

(i) L’algèbre sphérique HGx,∅ admet un isomorphisme naturel

SGx : HGx,∅
∼−→ (HTxx,∅)

WG
x
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vers l’algèbre des fonctions sphériques sur Tx(Fx) invariantes par le
groupe de Weyl Fx-rationnel WG

x .
En particulier, HGx,∅ est commutative et s’identifie à l’algèbre

AGx,∅ = AGx,G(Ox) des fonctions traces des fonctions sphériques.
(ii) Se donner une représentation non ramifiée π ∈ {π}Gx,∅ équivaut à se

donner un caractère

(HTxx,∅)
WG
x → C

ou, ce qui revient au même, un caractère non ramifié

zπ : Tx(Fx)/Tx(Ox)→ C

uniquement déterminé modulo l’action de WG
x .

Dans cette correspondance, (Tx, zπ) est le support supercuspidal
de π. Il est son support discret, soit π ∼= IndGBx(zπ), si et seulement
si zπ appartient à un ouvert de Zariski du tore complexe [zπ] =
ΛTxx qui contient le sous-tore réel compact Im ΛTxx des caractères
unitaires.

(iii) Notant Ĝx la fibre du produit semi-direct

Ĝo Γnr
Fx

au-dessus de l’élément de Frobenius σx ∈ Γnr
Fx

, munie de l’action
par conjugaison de Ĝ, l’isomorphisme de Satake SGx de (i) s’écrit
aussi comme un isomorphisme

SGx : HGx,∅ → C [Ĝx]Ĝ

vers l’algèbre des fonctions polynomiales sur Ĝx qui sont invariantes
par conjugaison par Ĝ.

Remarque. — Il résulte de (ii) que les représentations non ramifiées
π ∈ {π}Gx,∅ sont “de type torique”.

Revenons à un groupe réductif arbitraire G sur Fx.
On note Im {π}Gx la sous-variété algébrique réelle des représentations π ∈
{π}Gx qui sont unitaires. Pour tout sous-groupe ouvert compactK ⊂ G(Fx),
la sous-variété algébrique réelle Im {π}Gx,K des représentations unitaires de
{π}Gx,K est une réunion finie de composantes connexes de Im {π}Gx . Pour
toute π ∈ Im {π}Gx , et si (M,π0) désigne son support discret, sa composante
connexe Im [π] contient le quotient de

Im [π0] = Im ΛMx · π0

par l’action du groupe fini WG
M .

On a le théorème de Plancherel :
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Théorème 1.7.
(i) Il existe sur Im {π}Gx une unique mesure dπ, appelée mesure de

Plancherel, telle que, pour tout K ⊂ G(Fx) et toute hx ∈ HGx,K , on
ait

hx(1) =
∫

Im {π}G
x,K

dπ · Trπ(hx) .

(ii) La mesure de Plancherel dπ est supportée par les représentations
unitaires π ∈ {π}Gx qui sont “tempérées” au sens que leur support
discret (M,π0) est “de carré intégrable” et unitaire.

(iii) Si π ∈ Im {π}Gx est une représentation tempérée de support discret
(M,π0), la restriction de la mesure de Plancherel dπ à

Im [π0]/WG
M ⊂ Im [π]

est de la forme
dπ = Rπ0(•) · d π0

où :
• d π0 désigne une mesure sur Im [π0] = Im ΛMx · π0 invariante
par Im ΛMx et donc aussi par WG

M ,
• Rπ0(•) est une fonction rationnelle sur [π0] = ΛMx · π0 qui
est invariante par WG

M et dont les pôles sont simples et ne
rencontrent pas Im [π0],

• la variété complexe [π] s’identifie à l’ouvert de Zariski de [π0]/WG
M

complémentaire des pôles de la fraction rationnelle Rπ0(•).

Disons qu’une fonction sur une composante connexe [π1] de {π}Gx est
“polynomiale” si elle est élément de l’algèbre engendrée par les fonctions
traces π 7→ Trπ(hx), hx ∈ HGx .

Si π0 ∈ {π}Mx est une représentation supercuspidale d’un sous-groupe
de Levi M de G et [π1] ⊂ {π}Gx est l’unique classe des représentations
dont le support discret est contenu dans [π0], [π1] s’identifie à un ouvert
de Zariski de [π0]/WG

M et toute fonction polynomiale sur [π1] se prolonge
à [π0]/WG

M tout entier. Si [π2] ⊂ {π}Gx est n’importe quelle autre classe
de représentations dont le support supercuspidal est contenu dans [π0],
l’application de passage à ce support définit une immersion localement
fermée de [π2] dans [π0]/WG

M . Cela permet de parler des spécialisations en
les points de [π2] des fonctions polynomiales sur [π1].
En remplaçant les fonctions hx par leurs translatées hgx = hx(• g) ou

ghx = hx(g •), on démontre à partir du théorème ci-dessus :

Théorème 1.8. — Pour tout K ⊂ G(Fx) et si dπ désigne toujours la
mesure de Plancherel sur Im {π}Gx , on a :
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(i) Toute fonction hx ∈ HGx,K s’écrit sous la forme

hx(g) =
∫

Im {π}G
x,K

dπ · hx,π(g) , ∀ g ∈ G(Fx) ,

où :
• pour tout g ∈ G(Fx),

π 7→ hx,π(g)

est une fonction polynomiale sur {π}Gx,K ,
• pour toute π ∈ {π}Gx,K , la fonction sur G(Fx)

g 7→ hx,π(g)

est élément de l’espace π∨K � πK des “coefficients matriciels”
de π bi-invariants par K,

• si π2 ∈ {π}Gx,K , (M,π0) est le support supercuspidal de π2 et
[π1] ⊂ {π}Gx,K est l’unique classe des représentations dont le
support discret est contenu dans [π0], la fonction

G(Fx) 3 g 7→ hx,π2(g)

est l’image de la famille des spécialisations en π2 des fonctions
polynomiales

[π1] 3 π 7→ hx,π(g) , g ∈ G(Fx) ,

par l’opérateur linéaire de restriction de l’action de HGx au
sous-quotient π2 de IndGP (π0).

(ii) Cette décomposition spectrale de toute fonction hx ∈ HGx,K est
unique, et on a nécessairement

hx,π(g) = Trπ(hgx) = Trπ(ghx) , ∀π , ∀ g .

(iii) Réciproquement, pour toute famille de fonctions

g 7→ hx,π(g) , π ∈ {π}Gx,K ,

qui vérifie les conditions de (i), l’intégrale

g 7→
∫

Im {π}G
x,K

dπ · hx,π(g)

définit un élément de HGx,K , c’est-à-dire une fonction bi-invariante

hx : K\G(Fx)/K → C

dont le support est compact.

On déduit de ce théorème :
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Corollaire 1.9. — Considérons un sous-groupe ouvert compact K ⊂
G(Fx) et une fonction polynomiale

{π}Gx,K 3 π 7→ γ(π)

dont les valeurs γ(π) ne dépendent que du support supercuspidal de π.
Alors, pour toute fonction hx ∈ HGx,K décomposée spectralement sous la

forme
hx(g) =

∫
Im {π}G

x,K

dπ · hx,π(g) , g ∈ G(Fx) ,

l’intégrale

g 7→
∫

Im {π}G
x,K

dπ · γ(π) · hx,π(g) , g ∈ G(Fx) ,

définit un élément de HGx,K , autrement dit a un support compact.

2. Décomposition spectrale globale : rappels

Dans cette section, on considère un groupe réductif G sur un corps de
fonctions F dont le sous-corps des constantes est un corps fini Fq à q élé-
ments.
On note |F | l’ensemble des places de F , Fx le corps local ultramétrique

complété de F en chaque place x ∈ |F |, Ox son anneau des entiers, qx =
qdeg(x) le cardinal du corps résiduel κx de Ox, et

| • |x : Fx → qZx ∪ {0}

la norme ultramétrique par laquelle F×x agit sur les mesures additives de
Fx. Enfin, on note

A =
∏∐
x∈|F |

Fx

l’anneau topologique des adèles de F ,

OA =
∏
x∈|F |

Ox

son sous-anneau des entiers, et

| • | =
∏
x∈|F |

| • |x : A× → qZ

la norme produit qui vérifie

|γ| = 1 , ∀ γ ∈ F× .
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Comme dans la section précédente, le groupe réductif G est supposé
connexe mais pas nécessairement déployé ni même quasi-déployé sur le
corps de base F . On choisit une paire (T,B) constituée d’un sous-tore T de
G, défini sur F et maximal pour cette propriété, et d’un sous-groupe para-
bolique B contenant T de G, défini sur F et minimal pour cette propriété.
Le centralisateur de T dans G est un sous-groupe de Levi MB de B. Les
sous-groupes paraboliques P [resp. de Levi M ] de G définis sur F et conte-
nant B [resp. MB ] sont appelés standard. On sait que tout sous-groupe
parabolique de G défini sur F est conjugué par G(F ) à un unique sous-
groupe parabolique standard, et que tout sous-groupe parabolique standard
P possède un unique sous-groupe de Levi standard MP .
Le goupe réductif G devient quasi-déployé et même non ramifié sur le

corps localisé Fx en presque toute place x ∈ |F | ; autrement dit, l’ensemble
SG des places x ∈ |F | en lesquelles G est ramifié est fini. En toute place
x ∈ |F | − SG, on choisit une paire de Borel (Tx, Bx) de G définie sur Fx et
telle que T ⊂ Tx, Bx ⊂ B. Le groupe G sur Fx muni de la paire de Borel
(Tx, Bx) se prolonge canoniquement en un schéma en groupes réductifs sur
Ox, si bien que l’on dispose du sous-groupe ouvert compact maximal

Kx,∅ = G(Ox) ⊂ G(Fx) .

Il vérifie la propriété d’Iwasawa

G(Fx) = Bx(Fx) ·G(Ox)

et a fortiori
G(Fx) = B(Fx) ·Kx,∅ .

En les places restantes x ∈ SG, il est également possible de choisir un
sous-groupe ouvert compact maximal

Kx,∅ ⊂ G(Fx)

tel que
G(Fx) = B(Fx) ·Kx,∅ .

En toute place x ∈ |F |, on munit G(Fx) de la mesure de Haar dgx qui
attribue le volume 1 à Kx,∅, et on note HGx l’algèbre de convolution des
fonctions localement constantes à support compact sur G(Fx). De même,
on note

HG =
⊗
x∈|F |

HGx

l’algèbre de convolution des fonctions localement constantes à support
compact sur le groupe topologique G(A) muni de la mesure produit
dg =

⊗
x∈|F | dgx.
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Pour tout sous-groupe ouvert compact produit

K =
∏
x∈|F |

Kx

de G(A), dont les facteurs Kx ⊂ G(Fx) sont nécessairement égaux à Kx,∅
en presque toute place x ∈ |F |, on note

HGK =
⊗
x∈|F |

HGx,Kx

la sous-algèbre de convolution des fonctions à support compact dans G(A)
bi-invariantes par K.
Comme dans le cas local, une représentation complexe π de G(A) est

dite “lisse admissible” si
• pour tout K ⊂ G(A) comme ci-dessus

πK = {v ∈ π | K · v = v}

est de dimension finie sur C,
• π est la réunion filtrante de ses sous-espaces πK .

Alors chaque πK est une représentation de dimension finie de HGK , et
π = lim−→πK peut être vue comme une représentation de HG = lim−→H

G
K .

Les représentations lisses admissibles irréductibles sont les produits

π =
⊗
x∈|F |

πx

de représentations lisses admissibles irréductibles πx des groupes locaux
G(Fx) qui sont non ramifiées en presque toute place x ∈ |F | − SG. Elles
possèdent des caractères centraux

χπ =
⊗
x∈|F |

χπx : ZG(A)→ C×

par lesquels le centre ZG(A)=
∏∐
x∈|F |ZG(Fx) deG(A) agit sur les espaces π.

Le sous-groupe G(F ) du groupe topologique G(A) est discret. Cela per-
met de considérer l’espace topologique quotient G(F )\G(A) muni de l’ac-
tion à droite de G(A), puis l’espace des fonctions automorphes lisses (c’est-
à-dire invariantes à droite par un sous-groupe ouvert compact de G(A))

G(F )\G(A)→ C ,

muni de l’action de G(A) par translation à droite ou, ce qui revient au
même, de l’action de HG par convolution à droite. On rappelle :
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Définition 2.1.
(i) Une représentation lisse admissible irréductible π de G(A) est dite

“automorphe” si elle admet une réalisation dans l’espace des fonc-
tions automorphes lisses

G(F )\G(A)→ C .

(ii) Une représentation automorphe π de G(A) est dite “cuspidale” si
elle admet une réalisation dans le sous-espace des fonctions auto-
morphes lisses

ϕ : G(F )\G(A)→ C

qui sont “cuspidales” au sens que, pour tout sous-groupe parabo-
lique non-trivial P de G défini sur F , de radical unipotent NP , on
a ∫

NP (F )\NP (A)
duP · ϕ(uP · g) = 0 , ∀ g ∈ G(A) ,

où duP désigne une mesure invariante par NP (A) sur le quotient
compact NP (F )\NP (A).

(iii) Une représentation automorphe π deG(A), de caractère central χπ :
ZG(F )\ZG(A)→ C×, est dite “de carré intégrable” si elle apparaît
comme facteur direct de l’espace L2

χπ (G(F )\G(A)) des fonctions
automorphes lisses

ϕ : G(F )\G(A)→ C×

telles que

ϕ(z · g) = χπ(z) · ϕ(g) , ∀ z ∈ ZG(A) , ∀ g ∈ G(A) ,

et qui sont de carré intégrable modulo ZG(A).

Remarques.
(i) On notera {π}Gaut [resp. {π}Gcusp, resp. {π}Gint] l’ensemble des classes

d’isomorphie de représentations automorphes [resp. cuspidales, resp.
de carré intégrable] de G(A), et Im {π}Gaut, Im {π}Gcusp, Im {π}Gint les
sous-ensembles des représentations unitaires.

(ii) On montre que toute fonction automorphe lisse cuspidaleG(F )\G(A)
→ C est à support compact modulo ZG(A). Il en résulte que toute
représentation automorphe cuspidale est de carré intégrable.

(iii) Une représentation automorphe de carré intégrable π est unitaire si
et seulement si son caractère central χπ est unitaire.
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On note ΛG le groupe des caractères de G(A) qui sont triviaux sur G(F )
et sur tout sous-groupe ouvert compact de G(A). Le plus grand quotient
abélien Gab = G/Gder de G est un tore sur F , et ΛG s’identifie au groupe
des caractères de Gab(F )\Gab(A) qui sont triviaux sur son plus grand sous-
groupe ouvert compact. Or le quotient de Gab(F )\Gab(A) par ce sous-
groupe est un réseau, isomorphe à une puissance finie de Z. Donc ΛG a la
structure d’un tore complexe, isomorphe à une puissance finie de C×, et
son sous-groupe Im ΛG des caractères unitaires a la structure d’une sous-
variété réelle compacte, isomorphe à la puissance correspondante du cercle
unité.
Les caractères λ ∈ ΛG agissent sur {π}Gaut et ses sous-ensembles {π}Gcusp,

{π}Gint par
(λ, π) 7→ π ⊗ λ = πλ .

Si P est un sous-groupe parabolique de G défini sur F , de radical uni-
potent NP et de sous-groupe de Levi MP , on note

δP : P → P/NP ∼= MP → Gm
le caractère modulaire par lequel P ou MP agissent sur la puissance exté-
rieure maximale de l’espace LieNP .

Si de plus π est une représentation lisse admissible de MP (A), on note

IndGP (π)

la représentation lisse admissible de G(A) induite par

π ⊗ |δP (•)|1/2

considérée comme une représentation de P (A). Si π admet une suite de
composition finie par des représentations lisses admissibles irréductibles,
il en est de même de IndGP (π). La présence du facteur |δP (•)|1/2 dans la
définition assure que IndGP (π) est unitaire si π est unitaire et, dans ce cas,
IndGP (π) est irréductible si π est irréductible.
La théorie des séries d’Eisenstein a permis à Langlands de démontrer :

Théorème 2.2.
(i) Pour tout sous-groupe parabolique P = MP · NP de G défini sur

F et pour toute représentation automorphe π de MP (A), l’un au
moins des sous-quotients irréductibles de la représentation IndGP (π)
est une représentation automorphe de G(A).

(ii) Pour toute représentation automorphe π de G(A), il existe un sous-
groupe parabolique standard P = MP · NP de G et une repré-
sentation automorphe cuspidale π0 de MP (A) telle que π soit un
sous-quotient de la représentation IndGP (π0). La paire (MP , π0) est
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uniquement déterminée à conjugaison près par un élément de G(F )
et s’appelle le support cuspidal de π.

Langlands a démontré que la décomposition spectrale de l’espace des
fonctions automorphes

G(F )\G(A)→ C
de carré intégrable fait apparaître les représentations automorphes de la
forme

π = IndGP (π0)
pour un sous-groupe parabolique standard P = MP ·NP de G et une repré-
sentation automorphe unitaire de carré intégrable π0 deMP (A). Pour cette
raison, les représentations de cette forme peuvent être appelées “spectra-
les” et on peut noter {π}Gsp l’ensemble de leurs classes d’isomorphie. Pour
toute représentation spectrale π, la paire de carré intégrable (MP , π0) qui
la définit est uniquement déterminée à conjugaison près par un élément de
G(F ) et peut être appelée le support de carré intégrable de π.

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G et toute représen-
tation π0 ∈ {π}MP

int , π0 apparaît avec une multiplicité finie comme facteur
direct de l’espace L2

χπ0
(MP (F )\MP (A)) des fonctions automorphes lisses

ϕ : MP (F )\MP (A)→ C

telles que

ϕ(z ·m) = χπ0(z) · ϕ(g) , ∀ z ∈ ZMP
(A) , ∀ g ∈ G(A) ,

et qui sont de carré intégrable modulo le centre ZMP
(A). On note

L2
π0

(MP (F )\MP (A))

le sous-espace de L2
χπ0

(MP (F )\MP (A)) somme de ces facteurs directs iso-
morphes à π0.
Si K =

∏
x∈|F |Kx est un sous-groupe ouvert compact de G(A), on note

encore
L2
π0

(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K)
l’espace des fonctions

ϕ : MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K → C

telles que, pour tout g ∈ G(A), la fonction

MP (F )\MP (A) 3 m 7→ |δP (m)|−1/2 · ϕ(mg)

soit élément de l’espace L2
π0

(MP (F )\MP (A)).
Cet espace

L2
π0

(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K)
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est nécessairement de dimension finie. On peut le munir d’une base ortho-
normée notée BK(MP , π0).
Tout élément λ ∈ ΛMP peut être vu comme un caractère

P (A)→MP (A)→ C×

trivial sur P (F ) et sur tout sous-groupe ouvert compact de P (A), donc en
particulier sur l’intersection P (A) ∩K∅ de P (A) et du sous-groupe ouvert
compact maximal

K∅ =
∏
x∈|F |

Kx,∅ ⊂ G(A) .

D’après la décomposition

G(A) = P (A) ·K∅ ,

λ se prolonge de manière unique en une fonction

NP (A)\G(A)/K∅ → C

que l’on notera encore λ et qui est invariante à gauche par MP (F ) et donc
P (F ).
Si π ∈ {π}MP

int est une représentation automorphe de carré intégrable de
MP (A), il en est de même des

πλ = π ⊗ λ , λ ∈ ΛMP ,

et, si K est un sous-groupe ouvert compact de K∅, les multiplications

ϕ 7→ ϕ · λ

définissent des isomorphismes d’espaces vectoriels

L2
π(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K) ∼−→ L2

πλ
(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K) .

Si π est unitaire, πλ est unitaire si et seulement si λ est élément de
Im ΛMP .
On note [π] la variété complexe, isomorphe à ΛMP , des représentations

de la forme πλ et Im [π] la sous-variété réelle compacte de [π], isomorphe à
Im ΛMP , constituée des représentations unitaires.
Deux paires de carré intégrable (MP , π) et (MP ′ , π

′) sont dites “équiva-
lentes” si elles sont conjuguées l’une de l’autre par un élément de G(F ).
Elles sont dites “faiblement équivalentes” s’il existe λ ∈ ΛMP tel que
(MP , πλ) et (MP ′ , π

′) soient équivalentes.
Pour tout sous-groupe de Levi standard M de G, on note WG

M le groupe
fini

WG
M = {γ ∈ G(F ) | γ−1 ·M · γ = M}/M(F )
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et, si π ∈ {π}Mint, on note

Fixe (M,π) ⊂ ΛM oWG
M

le sous-groupe fini des (λ,w) tels que

w(πλ) ∼= π .

Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, toute π ∈ {π}MP
int ,

tout sous-groupe ouvert compact K de K∅, toute fonction

ϕ ∈ L2
π(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K)

et tout élément g ∈ G(A), la série d’Eisenstein∑
γ∈P (F )\G(F )

(ϕ · λ)(γ · g)

converge absolument en tout élément λ d’un ouvert non vide du tore com-
plexe ΛMP qui ne dépend pas de g. De plus, sa limite

E(ϕ · λ)(g)

est une fraction rationnelle en λ ∈ ΛMP que l’on peut aussi noter

Eπλ(ϕ)(g) .

Ces séries d’Eisenstein Eπλ(ϕ)(g) peuvent s’écrire comme le quotient de
deux polynômes dont le second, le dénominateur, ne dépend pas de g ∈
G(A) ni de ϕ et ne s’annule pas sur la sous-variété réelle compacte Im [π]
des représentations unitaires de [π].
Nous avons maintenant rappelé tous les ingrédients nécessaires à l’énoncé

du théorème suivant qui résulte de la décomposition spectrale de Lan-
glands :

Théorème 2.3. — Soit un sous-groupe ouvert compactK =
∏
x∈|F |Kx

de K∅ =
∏
x∈|F |Kx,∅.

Alors les paires de carré intégrable (MP , π) telles que l’espace

L2
π(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K)

ne soit pas nul forment un ensemble fini de classes d’équivalence faible, si
bien que l’on peut choisir un ensemble fini de paires de carré intégrable
unitaires (MP , π0) qui représentent ces classes.
Pour toute fonction à support compact

h : G(A)→ C
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bi-invariante par K, et pour tous éléments g1, g2 ∈ G(A), on a∑
γ∈G(F )

h(g−1
1 γ g2) =

∑
(MP ,π0)

1
|Fixe(MP , π0)|

·
∑

ϕ∈BK(MP ,π0)

∫
Im[π0]

dπ ·(h∗Eπ(ϕ))(g2) ·Eπ∨(ϕ)(g1)

où dπ désigne la mesure de volume 1 sur chaque Im [π0] qui est invariante
par le tore réel compact Im ΛMP .

3. Transformation de Fourier linéaire locale : rappels

Dans cette section, on considère le groupe linéaire GLr de rang r > 1 sur
le corps local ultramétrique Fx de la section 1. Il s’identifie à l’ouvert de Za-
riski des éléments inversibles de l’algèbre matricielle Mr, image réciproque
de GL1 = Gm par l’homomorphisme multiplicatif det : Mr →M1 = A1.
Une fonction

GLr(Fx)→ C
sera appelée “fonction de Schwartz” si et seulement si elle se prolonge,
de manière nécessairement unique, en une fonction localement constante à
support compact

Mr(Fx)→ C .
Comme l’espace des fonctions de Schwartz est stable par translation à
gauche ou à droite par les éléments de GLr(Fx), on s’attend à pouvoir
le caractériser en termes spectraux. Pour cela, on a besoin des facteurs
Lx(•, •) locaux définis de la manière suivante par Tate dans le cas r = 1,
et par Godement et Jacquet dans les cas r > 2 :

Théorème 3.1. — Pour toute représentation lisse admissible irréduc-
tible π ∈ {π}rx = {π}GLr

x , on a :
(i) Les intégrales∫

GLr(Fx)
dgx · hx(gx) · ϕx(gx) · | det (gx)|s+ r−1

2
x

associées aux fonctions de Schwartz

hx : GLr(Fx) ↪→Mr(Fx)→ C

et aux “coefficients matriciels” de π

ϕx : GLr(Fx)→ C
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convergent absolument, pour tout s ∈ C dont la partie réelle est
assez grande, vers une fraction rationnelle en Z = q−sx .

(ii) Ces fractions rationnelles en Z = q−sx engendrent un idéal fraction-
naire qui admet un unique générateur

Lx(π, Z)

dont l’inverse Lx(π, Z)−1 est un polynôme en Z dont le coefficient
constant est égal à 1.

Remarque. — Il résulte de la définition que

Lx(π ⊗ | det (•)|sx, Z) = Lx(π, q−sx · Z) , ∀ s ∈ C .

Pour le calcul des facteurs Lx locaux, Godement et Jacquet ont prouvé :

Proposition 3.2.
(i) Pour toute représentation π ∈ {π}rx qui est supercuspidale, on a

Lx(π, Z) = 1

sauf si r = 1 et π est un caractère non ramifié, nécessairement de
la forme

F×x 3 ax 7→ |ax|sx ,

auquel cas

Lx(π, Z) = 1
1− q−sx · Z

.

(ii) Si π ∈ {π}rx est un sous-quotient de l’induite normalisée IndGLr (π0)
d’une représentation lisse admissible irréductible

π0 = π1 � . . .� πk

d’un sous-groupe de Levi standard GLr = GLr1 × . . . × GLrk de
GLr, le polynôme

Lx(π, Z)−1

divise le polynôme produit

Lx(π0, Z)−1 =
∏

16i6k
Lx(πi, Z)−1 .

Il y a même égalité si π ∼= IndGLr (π0).

On déduit aussitôt de cette proposition :
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Corollaire 3.3. — Pour tout sous-groupe ouvert compactK⊂GLr(Fx),
les coefficients du polynôme en Z

Lx(π, Z)−1

sont des fonctions polynomiales de π ∈ {π}rx,K = {π}GLr
x,K au sens de la

section 1.

On montre à partir du théorème 3.1 la caractérisation spectrale suivante
de l’espace des fonctions de Schwartz :

Théorème 3.4. — Pour tout K ⊂ GLr(Fx), une fonction

fx : K\GLr(Fx)/K → C

est une fonction de Schwartz sur Mr(Fx) si et seulement si ses restrictions
aux fibres de l’homomorphisme

|det (•)|x : GLr(Fx)→ qZx

sont à support compact, et qu’elle se décompose spectralement sous la
forme

fx(•) = |det (•)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}r
x,K

dπ · fx,π(•) · Lx
(
π∨, q

− 1
2

x

)
où

• dπ désigne comme dans la section 1 la mesure de Plancherel sup-
portée par les représentations tempérées,

• pour tout g ∈ GLr(Fx), π 7→ fx,π(g) est une fonction polynomiale
sur {π}rx,K ,

• pour toute π ∈ {π}rx,K , la fonction g 7→ fx,π(g) sur GLr(Fx) est
élément de l’espace π∨K � πK des coefficients matriciels de π bi-
invariants par K,

• π∨ = lim−→π∨K désigne la représentation contragrédiente de toute
π ∈ {π}rx.

Passons maintenant à la transformation de Fourier des fonctions de
Schwartz sur Mr(Fx) associée au choix d’un caractère additif continu uni-
taire non trivial

ψx : Fx → C×

et d’une mesure additive dmx de Mr(Fx) :
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Proposition 3.5.
(i) La ψx-transformation de Fourier

fx 7→ f̂x =
[
m′x 7→

∫
Mr(Fx)

dmx · fx(mx) · ψx(Tr (mxm
′
x))
]

définit un automorphisme de l’espace des fonctions de Schwartz.
(ii) Il existe une unique mesure invariante dmx (dite autoduale) pour

laquelle l’automorphisme réciproque est la ψx-transformation de
Fourier.

(iii) Pour toute fonction de Schwartz fx : Mr(Fx)→ C et tout élément
g ∈ GLr(Fx), on a

f̂gx = |det (g)|−rx · g
−1
f̂x ;

ĝfx = |det (g)|−rx · f̂x
g−1

.

La compatibilité ci-dessus de la ψx-transformation de Fourier avec les
translations à gauche et à droite entraîne qu’elle admet une décomposi-
tion spectrale qui, d’après le théorème 3.4 ci-dessus combiné avec le théo-
rème 1.8, a nécessairement la forme suivante :

Théorème 3.6. — Il existe une unique façon d’associer à toute repré-
sentation lisse admissible irréductible π ∈ {π}rx un monôme en Z (c’est-
à-dire le produit d’une constante et d’une puissance positive ou négative
de Z)

εx(π, ψx, Z)

de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées :
(1) Pour toute π ∈ {π}rx et tout s ∈ C, on a

εx(π ⊗ | det (•)|sx, ψx, Z) = εx(π, ψx, q−sx · Z) .

(2) Pour tout sous-groupe ouvert compact K ⊂ GLr(Fx), l’unique co-
efficient du monôme

εx(π, ψx, Z)

et son inverse sont des fonctions polynomiales de π ∈ {π}rx,K .
(3) Le facteur

γx(π, ψx, Z) = Lx(π, Z) · εx(π, ψx, Z)
Lx

(
π∨, 1

qx Z

)
ne dépend que du support supercuspidal de π.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DE LANGLANDS À POISSON 925

Plus précisément, si celui-ci consiste en une représentation su-
percuspidale π0 = π1 � . . . � πk d’un sous-groupe de Levi GLr =
GLr1 × . . .×GLrk de GLr, le facteur

γx(π, ψx, Z)

est égal au produit

γx(π0, ψx, Z) =
∏

16i6k
γx(πi, ψx, Z) .

(4) Pour tout K ⊂ GLr(Fx) et toute fonction de Schwartz sur Mr(Fx)

fx : K\GLr(Fx)/K → C

décomposée spectralement sous la forme du théorème 3.4

fx(g) = |det (g)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}r
x,K

dπ · fx,π(g) ·Lx
(
π∨, q

− 1
2

x

)
, ∀ g ∈ GLr(Fx) ,

sa ψx-transformée de Fourier f̂x est donnée par la décomposition
spectrale

f̂x(g) = |det (g)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}r
x,K

dπ · fx,π(g−1)

· Lx
(
π, q
− 1

2
x

)
· εx

(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
, ∀ g .

Remarques.
(i) On rappelle que si fx,π : K\GLr(Fx)/K → C est élément de l’es-

pace π∨K � πK des coefficients matriciels de π, alors g 7→ fx,π(g−1)
est élément de l’espace πK � π∨K des coefficients matriciels de π∨.

(ii) Les facteurs εx(π, ψx, Z) et γx(π, ψx, Z) sont définis ici comme les
inverses de ceux habituellement désignés dans la littérature par
ces notations. De cette façon, les γx

(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
sont les valeurs

propres de l’opérateur de transformation de Fourier agissant sur
les espaces des coefficients matriciels des représentations π, et les
εx

(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
sont des facteurs de ces valeurs propres.

La propriété (3) du théorème 3.6 ci-dessus ramène le calcul des facteurs

γx(π, ψx, Z) = Lx(π, Z) · εx(π, ψx, Z)
Lx

(
π∨, 1

qx Z

)
des représentations lisses admissibles irréductibles π ∈ {π}rx des groupes
linéaires GLr(Fx) au cas des représentations supercuspidales. Dans ce cas,
les facteurs Lx(π, Z) sont donnés par la proposition 3.2(i). Le calcul des
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facteurs εx(π, ψx, Z) est plus subtil en général. On a cependant une formule
simple dans le cas des caractères non ramifiés de F×x :

Lemme 3.7. — Pour tout caractère non ramifié χ : F×x /O×x → C×,
nécessairement de la forme

F×x 3 ax 7→ |ax|sx ,

on a
εx(χ, ψx, Z) = (q−sx Z)Nψx

où

Nψx = min
{
N ∈ Z | ψx trivial sur {ax ∈ Fx | |ax|x 6 q−Nx }

}
désigne le “conducteur” du caractère non trivial ψx : Fx → C×.

Nous allons enfin donner deux classes de cas où le calcul des facteurs
εx(π, ψx, Z) et Lx(π, Z) des représentations π ∈ {π}rx se ramène sim-
plement au cas du rang r = 1 : le cas des représentations non ramifiées
π ∈ {π}rx,∅, et celui des représentations “très ramifiées” π ·ω = π⊗ (ω ◦det)
produits d’une représentation de ramification bornée et d’un caractère
ω : F×x → C× assez ramifié en fonction de cette borne.
Le groupe déployé GLr admet pour tore maximal le tore diagonal Tr =

Grm, et son groupe deWeylWG = WG
x est le groupeSr des permutations de

{1, 2, . . . , r}. Il résulte du théorème I.6(ii) que se donner une représentation
non ramifiée π ∈ {π}rx,∅ équivaut à se donner une famille de r caractères
non ramifiés

χiπ : F×x /O×x → C× , 1 6 i 6 r ,

bien définis à l’ordre près.
On peut maintenant énoncer :

Théorème 3.8.
(i) (Godement, Jacquet) Pour toute représentation non ramifiée π ∈
{π}rx,∅, on a

Lx(π, Z) =
∏

16i6r
Lx(χiπ, Z)

et

εx(π, ψx, Z) =
∏

16i6r
εx(χiπ, ψx, Z) .
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(ii) (Jacquet, Shalika) Si π ∈ {π}rx,K pour un certain K ⊂ GLr(Fx) et
ω : F×x → C× est un caractère continu assez ramifié en fonction de
K, on a

Lx(π · ω,Z) = 1
et

εx(π · ω, ψx, Z) = εx(χπ · ω, ψx, Z) · εx(ω, ψx, Z)r−1

où χπ : F×x → C× désigne le caractère central de π.

4. Transformation de Fourier linéaire globale et formule
de Poisson associée : derniers rappels

Dans cette section, on considère le groupe linéaire GLr de rang r > 1,
ainsi que l’espace matriciel Mr qui le contient, sur le corps de fonctions F
de corps des constantes Fq de la section 2.
Notant toujours A =

∏∐
x∈|F | Fx l’anneau topologique des adèles de F ,

une fonction globale
GLr(A)→ C

sera appelée “fonction de Schwartz” si et seulement si elle se prolonge,
de manière nécessairement unique, en une fonction localement constante à
support compact

Mr(A)→ C .
Les fonctions de Schwartz globales sont exactement les combinaisons li-
néaires de produits

f =
⊗
x∈|F |

fx

de fonctions de Schwartz locales

fx : GLr(Fx) ↪→Mr(Fx)→ C

presque toutes égales aux fonctions caractéristiques 1Mr(Ox) des parties
ouvertes compactesMr(Ox) ⊂Mr(Fx), qu’on peut appeler les fonctions de
Schwartz locales standard.
On rappelle que le plongement diagonal F ↪→ A fait de F un sous-groupe

discret de A et que le quotient A/F est compact.
Choisissons une fois pour toutes un caractère additif continu non trivial

ψ =
∏
x∈|F |

ψx : A→ C×
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qui est trivial sur le sous-groupe discret cocompact F . Ce caractère est
nécessairement unitaire, ainsi que ses composantes

ψx : Fx → C× .

En toute place x ∈ |F |, munissons Mr(Fx) de la mesure “autoduale”
dmx de la proposition 3.5(ii), pour laquelle l’automorphisme réciproque
de la ψx-transformation de Fourier des fonctions de Schwartz sur Mr(Fx)
est la ψx-transformation de Fourier. Puis munissons Mr(A) de la mesure
additive produit

dm =
⊗
x∈|F |

dmx .

La ψ-transformation de Fourier des fonctions de Schwartz globales

f 7→ f̂ =
[
m′ 7→

∫
Mr(A)

dm · f(m) · ψ(Tr(mm′))
]

envoie chaque
⊗

x∈|F | fx sur
⊗

x∈|F | f̂x. Elle définit donc un automor-
phisme de l’espace des fonctions de Schwartz globales, et son automor-
phisme réciproque est la ψ-transformation de Fourier.
On montre que les caractères

A/F → C×

sont exactement les

A 3 a 7→ ψ(γ · a) , γ ∈ F ,

et que le volume du quotient compact A/F pour la mesure “autoduale” dm
est 1.

On en déduit la formule de Poisson adélique de Tate :

Théorème 4.1. — Pour toute fonction de Schwartz globale

f : Mr(A)→ C ,

on a ∑
γ∈Mr(F )

f(γ) =
∑

γ∈Mr(F )

f̂(γ) .

Pour toute représentation lisse admissible irréductible

π =
⊗
x∈|F |

πx

de GLr(A), on pose

L(π, Z) =
∏
x∈|F |

Lx(πx, Zdeg(x))
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qui est bien définie a priori en tant que série formelle en Z. En presque
toute place x ∈ |F |, le facteur local πx de π est une représentation non
ramifiée et le conducteur Nψx de la composante locale ψx de ψ vaut 0 si
bien que, d’après le théorème 3.8(i) et le lemme 3.7, on a εx(πx, ψx, Z) = 1.
Il en résulte que le produit

ε(π, ψ, Z) =
∏
x∈|F |

εx(πx, ψx, Zdeg(x))

est bien défini en tant que monôme en Z.
Tate en rang r = 1, puis Godement et Jacquet en rang r > 2, ont montré

que la formule de Poisson du théorème 4.1 ci-dessus implique :

Théorème 4.2. — Pour toute représentation automorphe cuspidale
π =

⊗
x∈|F | πx de GLr(A), on a :

(i) Le produit

L(π, q−s) =
∏
x∈|F |

Lx(πx, q−sx )

est absolument convergent dès que la partie réelle Re (s) de s ∈ C
est assez grande.

(ii) La fonction holomorphe que ce produit définit dans sa zone de
convergence se prolonge analytiquement à C tout entier. C’est même
une fraction rationnelle en q−s.

(iii) Cette fraction rationnelle satisfait l’équation fonctionnelle

L(π∨, q−(1−s)) = L(π, q−s) · ε(π, ψ, q−s) .

(iv) Elle n’admet de pôles que si r = 1 et π est un caractère automorphe
A×/F× → C de la forme

a 7→ |a|s0 , avec s0 ∈ C ,

et, dans ce cas, elle a exactement deux pôles simples en les points
qs0 et qs0−1.

Remarque. — Dans l’équation fonctionnelle globale de (iii), le facteur
ε(π, ψ, q−s) est de l’autre côté du côté habituel puisque, comme expliqué
dans la remarque (ii) qui suit le théorème 3.6, les facteurs εx(π, ψx, Z) sont
les inverses de ceux désignés habituellement par cette notation.

Pour toute représentation automorphe irréductible π =
⊗

x∈|F |πx de
GLr(A), il existe d’après le théorème 2.2(ii) de Langlands une partition
r = r1 + . . . + rk du rang r et des représentations automorphes cuspi-
dales π1 =

⊗
x∈|F | π1,x, . . . , πk =

⊗
x∈|F | πk,x de GLr1(A), . . . ,GLrk(A)
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telles que π se réalise comme un sous-quotient de l’induite normalisée
IndGLr (π1�. . .�πk). De plus, la ramification de π1,x, . . . , πk,x en n’importe
quelle place x ∈ |F | est bornée en fonction de celle de πx et, en particulier,
π1,x, . . . , πk,x sont non ramifiées si πx est non ramifiée.
D’après la proposition 3.2(ii) et le théorème 3.8(i), la fraction rationnelle

en n’importe quelle place x ∈ |F |

Lx(πx, Z)

est le produit de la fraction rationnelle∏
16i6k

Lx(πi,x, Z)

et d’un polynôme en Z qui vaut 1 lorsque πx et donc aussi les πi,x, 1 6 i 6 k,
sont non ramifiées.
De plus, d’après la propriété (3) du théorème 3.6, on a en toute place

x ∈ |F |

Lx(πx, Z) · εx(πx, ψx, Z) = Lx

(
π∨x ,

1
qx Z

)
·
∏

16i6k
γx(πi,x, ψx, Z)

où, pour 1 6 i 6 k,

Lx(πi,x, Z) · εx(πi,x, ψx, Z) = γx(πi,x, ψx, Z) · Lx
(
π∨i,x,

1
qx Z

)
.

Si enfin le facteur πx de π en au moins une place x est le produit

πx = π′x · ωx = π′x ⊗ (ωx ◦ det)

d’une représentation π′x ∈ {π}rx,Kx de ramification bornée par un Kx ⊂
GLr(Fx) et d’un caractère ωx : F×x → C× assez ramifié en fonction de la
borne Kx, alors les πi,x, 1 6 i 6 k, sont elles-mêmes les produits

πi,x = π′i,x · ωx

d’une représentation π′i,x ∈ {π}rx de ramification bornée en fonction de Kx

et du caractère ωx. Cela exclut qu’aucune des représentations automorphes
πi, 1 6 i 6 k, soit un caractère de A×/F× de la forme a 7→ |a|s0 avec
s0 ∈ C.
On déduit de ces considérations le corollaire suivant du théorème 4.2 :

Corollaire 4.3. — Toute représentation automorphe irréductible π =⊗
x∈|F | πx de GLr(A) vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) du théorème 4.2.
Si de plus le facteur πx de π en au moins une place x est le produit

πx = π′x · ωx
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d’une représentation π′x ∈ {π}rx de ramification bornée et d’un caractère
ωx : F×x → C× assez ramifié en fonction de cette borne, la fonction L

globale de π
C 3 s 7→ L(π, q−s)

n’a pas de pôle.

5. Expression multiplicative de la fonctionnelle de Poisson
linéaire

Dans cette section comme dans la précédente, on considère le groupe
linéaire GLr de rang r > 1 sur le corps de fonctions F muni d’un caractère
additif continu non trivial

ψ =
∏
x∈|F |

ψx : A/F → C× .

Les théorèmes 3.4 et 3.6 ont donné en toute place x ∈ |F | une expression
purement multiplicative – c’est-à-dire qui ne fait apparaître que GLr(Fx)
et sa loi de groupe, en oubliant le plongement de GLr(Fx) dans l’espace
linéaire Mr(Fx) – de l’espace des fonctions de Schwartz

GLr(Fx) ↪→Mr(Fx)→ C

et de la ψx-transformation de Fourier dans cet espace.
On en déduit aussitôt une expression purement multiplicative de l’espace

des fonctions de Schwartz globales

GLr(A) ↪→Mr(A)→ C

et de la ψ-transformation de Fourier dans cet espace.
Le but de cette section est de donner une expression purement multipli-

cative de la fonctionnelle de Poisson de l’espace des fonctions de Schwartz
globales f : GLr(A) ↪→Mr(A)→ C introduite dans le théorème 4.1

f 7→
∑

γ∈Mr(F )

f(γ) .

Autrement dit, nous voudrions exprimer cette fonctionnelle sous une forme
qui fasse intervenir seulement GLr(A), sa loi de groupe et son sous-groupe
discret GLr(F ).
Commençons par remarquer qu’il n’y a rien à faire lorsque f =

⊗
x∈|F |fx

est un produit dont l’un au moins des facteurs fx : GLr(Fx) → C est très
ramifié comme dans le lemme ci-dessous :
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Lemme 5.1. — En une place x ∈ |F |, considérons une fonction de
Schwartz

fx : GLr(Fx) ↪→Mr(Fx)→ C
dont la décomposition spectrale

fx(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}rx
dπ · fx,π(•) · Lx

(
π∨, q

− 1
2

x

)
ne fait intervenir non trivialement que des représentations de la forme

π = π′ · ω = π′ ⊗ (ω ◦ det)

où π′ ∈ {π}rx,K pour un certain sous-groupe ouvert compact K ⊂ GLr(Fx)
et ω : F×x → C× est un caractère assez ramifié en fonction de K.

Alors la fonction fx est supportée par une partie compacte de GLr(Fx)
et il en est de même de sa transformée de Fourier f̂x.

Remarque. — L’hypothèse est vérifiée en particulier si fx : GLr(Fx)→C
est le produit

fx = f ′x · ω = f ′x · (ω ◦ det)
d’une fonction f ′x : GLr(Fx)→ C invariante à gauche ou à droite par K et
d’un caractère ω : F×x → C× assez ramifié en fonction de K.

Démonstration. — Cela résulte du théorème 3.8(ii) de Jacquet et Shalika
qui assure que toute les représentations π ∈ Im {π}rx qui apparaissent non
trivialement dans la décomposition spectrale de fx, et donc aussi de f̂x,
vérifient

Lx(π, Z) = 1 et Lx(π∨, Z) = 1 . �

On déduit de ce lemme :

Corollaire 5.2. — Pour toute fonction de Schwartz produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : GLr(A)→ C

dont un facteur fx : GLr(Fx)→C au moins vérifie l’hypothèse du lemme 5.1
ci-dessus, la formule de Poisson du théorème 4.1 se réduit à∑

γ∈GLr(F )

f(γ) =
∑

γ∈GLr(F )

f̂(γ) .

Dans le cas général d’une fonction de Schwartz arbitraire

f : GLr(A) ↪→Mr(A)→ C ,

on a besoin de la définition suivante :
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Définition 5.3. — Soit x0 une place de F . Soit fx0 : GLr(Fx0) ↪→
Mr(Fx0)→ C une fonction de Schwartz sphérique, c’est-à-dire bi-invariante
par GLr(Ox0), et dont la décomposition spectrale s’écrit

fx0(•) = |det(•)|−
r
2

x0 ·
∫

Im{π}r
x,∅

dπ · fx0,π(•) · Lx0

(
π∨, q

− 1
2

x0

)
.

Alors, pour tous N,N ′ ∈ N, on note

fN,N
′

x0
: GLr(Fx0)→ C

la fonction de Schwartz définie par l’expression spectrale

fN,N
′

x0
(•) = |det(•)|−

r
2

x0 ·
∫

Im{π}r
x,∅

dπ · fx0,π(•)

· Lx0

(
π∨, q

− 1
2

x0

)
· INx0

(
π, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
π∨, q

− 1
2

x0

)
où INx0

(π, Z) désigne le polynôme en Z et π ∈ {π}rx,∅ produit de

Lx0(π, Z)−1

et du monôme de degré N qui apparaît dans le développement en série
formelle en Z de l’inverse

Lx0(π, Z) .
Remarques.
(i) Comme le polynôme Lx0(π, Z)−1 divise les INx0

(π, Z) par construc-
tion, les fonctions fN,N ′x0

, N,N ′ ∈ N, et leurs transformées de Fou-

rier f̂N,N ′x0 sont éléments de l’algèbre Hrx0,∅. Autrement dit, elles
sont supportées par des parties compactes de GLr(Fx0).

(ii) On a pour toute π ∈ {π}rx,∅ l’égalité∑
N∈N

INx0
(π, Z) = 1

dans l’anneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes∑
N>N0

∣∣∣INx0

(
π, q
− 1

2
x0

)∣∣∣
convergent uniformément vers 0 si π ∈ Im {π}rx,∅ et N0 devient
arbitrairement grand. On en déduit que, pour tout g ∈ GLr(Fx0),
on a ∑

N,N ′∈N
fN,N

′

x0
(g) = fx0(g) .
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Pour tout élément z0 ∈ C, toute fraction rationnelle R ∈ C(Z) à coeffi-
cients complexes s’écrit de manière unique comme une somme

R = R0 +
∑

16i6k

ai
(Z − z0)i

où les ai, 1 6 i 6 k, sont des constantes et R0 est une fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas en z0. On peut appeler R0(z0) la
“valeur régularisée” de R au point z0.
Cela permet d’énoncer le théorème suivant qui est le résultat principal

de cette section :

Théorème 5.4. — Soit une fonction de Schwartz produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : GLr(A) ↪→Mr(A)→ C ,

et soit x0 une place de F en laquelle le facteur local fx0 de f est sphérique.
Alors :
(i) La série formelle

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈GLr(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ)

est une fraction rationnelle en Z.
(ii) La “valeur régularisée” S(f) de cette fraction rationnelle au point

Z = 1 ne dépend pas du choix de la place x0.
(iii) On a

∑
γ∈Mr(F )

f(γ) =

 ∑
γ∈GLr(F )

f(γ)

+

 ∑
γ∈GLr(F )

f̂(γ)

− S(f)

si bien que la formule de Poisson du théorème 4.1 s’écrit encore

S(f) = S(f̂) .

Démonstration. — Elle va occuper toute la suite de cette section.
Elle est fondée sur le théorème de décomposition spectrale de Langlands

pour le groupe linéaire GLr. Celui-ci est muni du sous-groupe de Borel Br
des matrices triangulaires supérieures et du tore maximal Tr = Grm des ma-
trices diagonales. Les sous-groupes paraboliques standard P = Pr = GLr ·
Nr et les sous-groupes de Levi standard MP = GLr de GLr correspondent
aux partitions r = (r = r1 + . . .+ rk) du rang r. Le tore complexe ΛMP as-
socié à un tel sous-groupe de Levi standardMP = GLr = GLr1×. . .×GLrk
est canoniquement isomorphe à (C×)k.
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Considérant un sous-groupe ouvert compact

K =
∏
x∈|F |

Kx ⊂ GLr(OA) ,

on choisit un ensemble fini de représentants (MP , π0) des classes d’équi-
valence faible de paires de carré intégrable unitaires (GLr, π) telles que
l’espace L2

π(GLr(F ) ·Nr(A)\GLr(A)/K) ne soit pas réduit à 0.
Pour toute fonction à support compact

h : K\GLr(A)/K → C ,

tout représentant (MP , π0) et tous éléments π ∈ [π0], g1, g2 ∈ GLr(A), on
note

hπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)| ·

∑
ϕ∈BK(MP ,π0)

(h ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1) .

Cette expression ne dépend pas du choix de la base orthonormée finie
BK(MP , π0) de l’espace L2

π0
(MP (F ) · NP (A)\GLr(A)/K), et elle est in-

variante par l’action du groupe fini Fixe (MP , π0) sur [π0].
Le théorème 2.3 de décomposition spectrale appliqué à une telle fonction

h dit que, pour tous g1, g2 ∈ GLr(A), on a∑
γ∈GLr(F )

h(g−1
1 γ g2) =

∑
(MP ,π0)

∫
Im[π0]

dπ · hπ(g1, g2) .

On commence la démonstration du théorème 5.4 par le lemme suivant :

Lemme 5.5. — Supposons que la fonction de Schwartz globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : GLr(A) ↪→Mr(A)→ C

est bi-invariante par K =
∏
x∈|F |Kx avec Kx0 = GLr(Ox0).

En chaque place x ∈ |F |, considérons la décomposition spectrale de fx
donnée par le théorème 3.4

fx(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}r
x,Kx

dπ · fx,π(•) · Lx
(
π∨, q

− 1
2

x

)
et définissons une fonction

hx : Kx\GLr(Fx)/Kx → C

par la décomposition spectrale

hx(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im{π}r
x,Kx

dπ · fx,π(•) .

Alors :
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(i) La fonction hx est la fonction caractéristique 1GLr(Ox) en toute
place x où fx est la fonction de Schwartz standard 1Mr(Ox).
En les autres places, hx n’est pas nécessairement à support com-

pact mais elle agit sur chaque classe de {π}rx,Kx comme un élément
de Hrx,K .
Par conséquent, h =

⊗
x∈|F | hx agit sur chaque classe [π0] de

représentations automorphes comme un élément de HrK .
(ii) Pour tout réel s assez grand, tous entiersN,N ′ ∈ N et tous éléments

g1, g2 ∈ GLr(A), on a

∑
γ∈GLr(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2)

=
∑

(MP ,π0)

∫
Im[π0]

dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L
((
π ⊗ | det(•)|−s

)∨
, q−

1
2

)
·INx0

(
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

((
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

)∨
, q
− 1

2
x0

)
où, pour tout représentant (MP , π0) et tout π ∈ [π0], on note encore

hπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)| ·

∑
ϕ∈BK(MP ,π0)

(h ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1) .

Démonstration.
(i) résulte de ce que les fx,π(•) sont des fonctions polynomiales de

π ∈ {π}rx,K .
(ii) résulte du théorème 2.3 et de ce que la restriction de f =

⊗
x∈|F | fx

et donc fN,N ′x0
⊗
(⊗

x 6=x0
fx

)
à chaque fibre de l’homomorphisme

|det(•)| : GLr(A)→ qZ

est supportée par une partie compacte. �

Pour tout représentant (MP , π0), les fractions rationnelles

[π0] 3 π 7→ Eπ(ϕ)(g1) , ϕ ∈ L2
π0

(MP (F ) ·NP (A)\GLr(A)/K) ,

ou
π 7→ h ∗ Eπ(ϕ)(g2)

admettent un dénominateur indépendant de g1, g2 ∈ GLr(A), invariant
par l’action de ΛGLr et qui ne s’annule pas sur Im [π0] ni donc sur ΛGLr ·
Im [π0] = {π ⊗ | det(•)|s , π ∈ Im [π0] , s ∈ C}.
Prouvons maintenant :
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Lemme 5.6. — Pour tout représentant (MP , π0) et tous entiers N,N ′ ∈
N, les produits

L
(
π∨, q−

1
2

)
· INx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
sont des polynômes en π ∈ [π0].
A fortiori, et pour tous g1, g2 ∈ GLr(A), les pôles des fractions ration-

nelles

hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L
(

(π ⊗ | det(•)|−s)∨, q− 1
2

)
· INx0

(
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

((
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

)∨
, q
− 1

2
x0

)
ne rencontrent pas le fermé ΛGLr · Im [π0] de [π0].

Démonstration. — Par construction, les polynômes INx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
et

IN
′

x0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
sont des multiples des polynômes Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
et

Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1
. Il suffit donc de vérifier que la multiplication par le pro-

duit
Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

fait disparaître les pôles de la fraction rationnelle

L
(
π∨, q−

1
2

)
.

Or, si π est un sous-quotient de l’induite normalisée de représentations
automorhes cuspidales π1, . . . , πk de GLr1(A), . . . ,GLrk(A) avec r = r1 +
. . .+ rk, on a

Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
=

∏
16i6k

Lx0

(
(πi)x0 , q

− 1
2

x0

)
,

Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
=

∏
16i6k

Lx0

(
(πi)∨x0

, q
− 1

2
x0

)
,

et L
(
π∨, q−

1
2

)
est le produit de

∏
16i6k L

(
π∨i , q

− 1
2

)
et d’un polynôme en π.

On est donc ramené au cas où π0 et les π ∈ [π0] sont des représentations
automorphes cuspidales.
Alors L

(
π∨, q−

1
2

)
est un polynôme en π, sauf si r = 1 et π0 est un

caractère automorphe A×/F× → C de la forme a 7→ |a|s0 avec s0 ∈ C.
Dans ce dernier cas, il y a deux pôles simples, et ils sont éliminés par le
produit Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1
. �

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



938 Laurent LAFFORGUE

On déduit aussitôt de ce corollaire :

Corollaire 5.7. — Pour tout représentant (MP , π0), tout réel s, tous
entiers N,N ′ ∈ N et tous éléments g1, g2 ∈ GLr(A), l’intégrale∫

Im[π0]
dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L

((
π ⊗ | det(•)|−s

)∨
, q−

1
2

)
· INx0

(
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

((
πx0 ⊗ | det(•)|−sx0

)∨
, q
− 1

2
x0

)
est bien définie et indépendante de s, donc égale à∫

Im[π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· INx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
.

Par combinaison avec le lemme 5.5(ii), on obtient :

Corollaire 5.8. — Pour tout nombre complexe z ∈ C de module |z|
assez petit, et pour tous éléments g1, g2 ∈ GLr(A), la série

∑
N,N ′∈N

zN+N ′ ·
∑

γ∈GLr(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2)

est convergente.
Elle est égale à la somme sur les représentants (MP , π0) des intégrales∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
.

La partie (i) du théorème 5.4 résulte alors du lemme suivant :

Lemme 5.9. — Pour tout représentant (MP , π0) et pour tous éléments
g1, g2 ∈ GLr(A), l’intégrale bien définie si |z| est assez petit

C 3 z 7→
∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
est une fraction rationnelle en z.

Démonstration. — Si MP = GLr1 × . . . × GLrk , la variété algébrique
complexe [π0] s’identifie à un ouvert de Zariski de (C×)k et sa sous-variété
algébrique réelle Im [π0] s’identifie au sous-tore unitaire {(λ1, . . . , λk) ∈
(C×)k | |λ1| = . . . = |λk| = 1}.
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Le produit

L
(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

est un polynôme en π, c’est-à-dire en λ±1
1 , . . . , λ±1

k .
Il existe des nombres complexes zi,j ∈ C×, 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 r′i 6 ri,

tels que, pour toute π ∈ [π0] paramétrée par (λ1, . . . , λk) ∈ (C×)k, on ait

Lx0(πx0 , Z) =
∏

16i6k

∏
16j6r′

i

1
1− λdeg(x0)

i · Z · zi,j
,

Lx0(π∨x0
, Z) =

∏
16i6k

∏
16j6r′

i

1
1− λ− deg(x0)

i · Z · zi,j
.

L’expression
hπ(g1, g2)

est une fraction rationnelle en π, c’est-à-dire en λ1, . . . , λk, dont le déno-
minateur est un produit de facteurs de la forme

1− λi · λ−1
i′ · z0

pour des z0 ∈ C× tels que |z0| 6= 1.
Enfin, la mesure dπ sur Im [π0] n’est autre que la mesure invariante de

volume 1
dλ1 . . . dλk

sur le produit des k cercles unités dans (C×)k.
Le lemme s’en déduit par déplacement des contours d’intégration, par

exemple dans la direction

|λ1| 7→ 0, . . . , |λk| 7→ 0 ,

et calcul des résidus. �

On remarque au passage :

Proposition 5.10. — Soit (MP , π0) un représentant tel que π0 soit une
représentation automorphe cuspidale deMP (A) = GLr1(A)×. . .×GLrk(A).

Alors les intégrales

C 3 z 7→
∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
sont partout bien définies dans le demi-tore |z| 6 1.
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Les fractions rationnelles en z associées n’ont pas de pôle qui rencontre
la zone |z| 6 1, et leur valeur en z = 1 est∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
.

Démonstration. — Avec les notations de la preuve du lemme 5.9 ci-
dessus, la fraction rationnelle en z et π ∈ [π0] paramétré par (λ1, . . . , λk) ∈
(C×)k

Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
s’écrit∏

16i6k

∏
16j6r′

i

1(
1− λdeg(x0)

i · z · zij · q
− 1

2
x0

)(
1− λ− deg(x0)

i · z · zi,j · q
− 1

2
x0

) .
Or, comme π0 est une représentation automorphe cuspidale unitaire, on

sait d’après Jacquet et Shalika (et sans qu’il soit nécessaire d’invoquer la
conjecture de Ramanujan-Petersson) que, pour tous indices i, j,

q
− 1

2
x0 < |zij | < q

1
2
x0 .

D’où les conclusions de la proposition. �

Considérons maintenant la ψ-transformée de Fourier f̂ =
⊗

x∈|F | f̂x de
f =

⊗
x∈|F | fx. En toute place x ∈ |F |, les décompositions spectrales de fx

et f̂x

fx(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im Â{π}r
x,K

dπ · fx,π(•) · Lx
(
π∨, q

− 1
2

x

)
,

f̂x(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im Â{π}r
x,K

dπ · f̂x,π(•) · Lx
(
π∨, q

− 1
2

x

)
sont reliées par les formules

f̂x,π∨(g) = fx,π(g−1) · εx
(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
, ∀π .

On définit en toute place x ∈ |F | une fonction

ĥx : Kx\GLr(Fx)/Kx → C

par la décomposition spectrale

ĥx(•) = |det(•)|−
r
2

x ·
∫

Im {π}r
x,K

dπ · f̂x,π(•) ,

puis on forme le produit global

ĥ =
⊗
x∈|F |

ĥx
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et on pose pour tout représentant (MP , π0), tout π ∈ [π∨0 ] et tous éléments
g1, g2 ∈ GLr(A)

ĥπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)| ·

∑
ϕ∈BK(MP ,π∨0 )

(ĥ ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1) .

D’après le corollaire 5.8 appliqué à f̂ =
⊗

x∈|F | f̂x, la série

∑
N,N ′∈N

zN+N ′ ·
∑

γ∈GLr(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

(g−1
1 γ g2

)
est convergente si le module |z| de z ∈ C est assez petit, et elle est égale à
la somme sur les représentants (MP , π0) des intégrales∫

Im [π∨0 ]
dπ · ĥπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
.

Or, d’après les équations fonctionnelles

f̂x,π∨(g) = fx,π(g−1) · εx
(
π, ψx, q

− 1
2

x

)
, ∀π ∈ {π}rx,K , ∀x ∈ |F | ,

on a :

Lemme 5.11. — Pour tout représentant (MP , π0), tout élément π =⊗
x∈|F | πx de [π0] et tous g1, g2 ∈ GLr(A), on a

|det(g−1
2 g1)|− r2 · ĥπ∨(g2, g1) = |det(g−1

1 g2)|− r2 · hπ(g1, g2) · ε
(
π, ψ, q−

1
2

)
.

Puis on déduit de ce lemme :

Corollaire 5.12.
(i) Pour tous éléments g1, g2 ∈ GLr(A), tout représentant (MP , π0) et

tout z ∈ C, les intégrales

|det(g−1
1 g2)|− r2 ·

∫
Im [π0]

dπ · hπ(g1, g2) · L
(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
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et

|det(g−1
2 g1)|− r2 ·

∫
Im [π∨0 ]

dπ · ĥπ(g2, g1) · L
(
π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
sont égales.

(ii) Les fractions rationnelles développées en séries formelles

|det(g−1
1 g2)|− r2 ·

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′

·
∑

γ∈GLr(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2)

et

|det(g−1
2 g1)|− r2 ·

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′

·
∑

γ∈GLr(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

f̂x

 (g−1
2 γ g1)

sont égales.
En particulier, elles ont la même valeur régularisée en Z = 1.

Démonstration. — (i) résulte du lemme 5.11 et des équations fonction-
nelles globales

L
(
π∨, q−

1
2

)
= L

(
π, q−

1
2

)
· ε
(
π, ψ, q−

1
2

)
.

(ii) résulte de (i). �

Lorsque g1 = g2 = 1, on note S(f) et S(f̂) les “valeurs régularisées” en
Z = 1 des fractions rationnelles du corollaire 5.12(ii) ci-dessus. On a donc
montré que

S(f) = S(f̂) .

Prouvons d’autre part :
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Lemme 5.13. — Supposons que la transformée de Fourier f̂x de fx est
à support compact en au moins une place x ∈ |F |.

Alors :
(i) Pour tout représentant (MP , π0), la “valeur régularisée” en Z = 1

de la fraction rationnelle développée en série formelle∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
π∨, q−

1
2

)
· INx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
est égale à l’intégrale∫

Im [π0]
dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L

(
(π ⊗ | det(•)|−s)∨, q− 1

2

)
pour n’importe quel réel s assez grand.

(ii) On a
S(f) =

∑
γ∈GLr(F )

f(γ) .

Démonstration. — (ii) résulte de (i) puisque∑
γ∈GLr(F )

f(g−1
1 γ g2) =

∑
(MP ,π0)

∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2)

· L
(

(π ⊗ | det(•)|−s)∨, q− 1
2

)
pour n’importe quel réel s assez grand.
Prouvons maintenant (i). Choisissons un réel s assez grand.
D’après le lemme 5.5 et le corollaire 5.7, la fraction rationnelle en z

considérée R(z) est égale, si |z| est assez petit, à l’intégrale∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L
(
π∨, q−s−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

s− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
−s− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , zq

s− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, zq
−s− 1

2
x0

)
.

Cette même intégrale, considérée non plus au voisinage de z = 0 mais au
voisinage de z = 1, définit une autre fraction rationnelle en z que nous
noterons R′(z).
Comme R′ est bien définie en 1 et y vaut∫

Im [π0]
dπ · hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · L

(
(π ⊗ | det(•)|−s)∨, q− 1

2

)
,
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il s’agit de prouver que la “valeur régularisée” en z = 1 de la fraction
rationnelle

R′(z)−R(z)
et égale à 0.
Or la différence R′(z)−R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés

le long des pôles qu’il faut traverser en allant de la zone |z| � 1 à la zone
|z| = 1.
Comme s a été choisi très grand, les pôles de

Lx0

(
π∨x0

, zq
−s− 1

2
x0

)
n’apparaissent pas au cours de cette traversée.
D’autre part, comme la transformée de Fourier f̂x est à support compact

en au moins une place x ∈ |F |, les pôles de la fonction L globale

L
(
π∨, q−s−

1
2

)
disparaissent par multiplication avec le facteur

hπ⊗| det(•)|−s(g1, g2) · Lx0

(
π∨x0

, q
−s− 1

2
x0

)−1
.

Finalement, les seuls pôles qui apparaissent dans le calcul de la différence
R′(z)−R(z) sont ceux de

Lx0

(
πx0 , zq

s− 1
2

x0

)
=

∏
16i6k

∏
16j6r′

i

1

1− zqs−
1
2

x0 zi,j λ
deg(x0)
i

.

Ces pôles sont définis par des équations de la forme

q
s− 1

2
x0 zi0,j0 λ

deg(x0)
i0

= z−1 .

Si un tel pôle apparaît avec la multiplicité mi0 , alors le polynôme

Lx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
=

∏
16i6k

∏
16j6r′

i

(
1− qs−

1
2

x0 zi,j λ
deg(x0)
i

)
contient en facteur (

1− qs−
1
2

x0 zi0,j0 λ
deg(x0)
i0

)mi0
qui se spécialise sur le pôle considéré en

(1− z−1)mi0 ,

et ses dérivées de degrés 6 mi0 − 1 conservent au moins un facteur

1− qs−
1
2

x0 zi0,j0 λ
deg(x0)
i0
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qui se spécialise en
1− z−1 .

On conclut que la fraction rationnelle R′(z) − R(z) est bien définie au
voisinage de z = 1 et qu’elle s’annule au point 1.
Cela termine la preuve du lemme. �

On peut maintenant montrer le corollaire suivant qui achève la démons-
tration du théorème 5.4.

Corollaire 5.14.
(i) La différence des deux fonctionnelles

f =
⊗
x∈|F |

fx 7→ S(f)

et

f 7→

 ∑
γ∈GLr(F )

f(γ)

+

 ∑
γ∈GLr(F )

f̂(γ)

− ∑
γ∈Mr(F )

f(γ)

ne dépend que de la restriction de chaque f̂x, x ∈ |F |, à un voisinage
arbitrairement petit du bord Mr(Fx)−GLr(Fx) de Mr(Fx).

(ii) Par conséquent, cette différence est identiquement nulle.

Démonstration.
(i) Soit f ′ =

⊗
x∈|F | f

′
x une autre fonction de Schwartz telle que f̂x et f̂ ′x

coïncident sur un voisinage de Mr(Fx)−GLr(Fx) en une certaine place et
qu’ils sont égaux en les autres places.
Alors on a ∑

γ∈Mr(F )

̂(f − f ′)(γ) =
∑

γ∈GLr(F )

̂(f − f ′)(γ)

et, d’après le lemme 5.13,

S(f − f ′) =
∑

γ∈GLr(F )

(f − f ′)(γ) .

D’où la conclusion.
(ii) Montrons d’abord que la définition de la fonctionnelle

f =
⊗
x∈|F |

fx 7→ S(f)

ne dépend pas du choix de la place x0 en laquelle le facteur fx0 est sphé-
rique.
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Considérant une autre telle place x1, introduisons la série formelle en Z0
et Z1

∑
N0,N

′
0∈N

N1,N
′
1∈N

Z
N0+N ′0
0 ·ZN1+N ′1

1 ·
∑

γ∈GLr(F )

fN0+N ′0
x0 ⊗ fN1+N ′1

x1 ⊗

 ⊗
x 6=x0,x1

fx

(γ) .

En procédant comme dans la démonstration de la partie (i) du théo-
rème 5.4, on montre que cette série formelle est une fraction rationnelle

R(Z0, Z1)

qui s’écrit comme le quotient d’un polynôme en Z0 et Z1 par le produit
d’un polynôme en Z0, d’un polynôme en Z1 et d’un polynôme en Z0/Z1.
Par conséquent, on peut parler de la valeur régularisée en Z0 = 1 de la

valeur régularisée en Z1 = 1 de R(Z0, Z1), ainsi que de la valeur régularisée
en Z1 = 1 de sa valeur régularisée en Z0 = 1, et elles sont égales.
Or, d’après le lemme 5.13(ii), la première est égale à la valeur régularisée

en Z0 = 1 de

∑
N0,N ′0∈N

Z
N0+N ′0
0 ·

∑
γ∈GLr(F )

fN0,N
′
0

x0 ⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ)

et la seconde est égale à la valeur régularisée en Z1 = 1 de

∑
N1,N ′1∈N

Z
N1+N ′1
1 ·

∑
γ∈GLr(F )

fN1,N
′
1

x1 ⊗

⊗
x 6=x1

fx

 (γ) .

Ainsi, cette valeur régularisée ne dépend pas du choix de la place. C’est la
partie (ii) du théorème 5.4.
Les deux fonctionnelles

f 7→
∑

γ∈Mr(F )

f(γ)

et

f 7→ “
∑

γ∈Mr(F )

f(γ) ” =

 ∑
γ∈GLr(F )

f(γ)

+

 ∑
γ∈GLr(F )

f̂(γ)

− S(f)

sont invariantes par la transformation de Fourier et coïncident sur les
f =

⊗
x∈|F | fx dont au moins un facteur fx est supporté par une partie

compacte de GLr(Fx).
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Pour montrer qu’elles sont égales, il suffit de vérifier que la fonctionnelle

f 7→ “
∑

γ∈Mr(F )

f(γ) ”

est invariante par translation par les éléments γ ∈Mr(F ). Comme elle est
invariante par la transformation de Fourier, il revient au même de vérifier
qu’elle est invariante par multiplication par les fonctions

Mr(A) 3 m 7→ ψ(Tr(γ ·m)) , γ ∈Mr(F ) .

Il suffit pour cela de montrer que ∑
γ∈GLr(F )

f̂(γ)

− S(f) = 0

pour toute fonction localement constante à support compact

f : Mr(A)→ C

qui s’annule au voisinage de tout point γ ∈Mr(F ).
Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 5.15. — Pour tout r′, 0 6 r′ 6 r, notons Mr,r′ le sous-schéma
localement fermé de Mr des matrices de rang r′.
Alors, pour toute fonction localement constante à support compact

f : Mr(A)→ C ,

on a  ∑
γ∈GLr(F )

f̂(γ)

− S(f) =
∑

06r′<r

∑
γ∈Mr,r′ (F )

fr′(γ)

où chaque fr′ est une fonction localement constante

fr′ : Mr,r′(A)→ C

dont la valeur en chaque point de Mr,r′(A) ne dépend que de la restriction
de f à un voisinage de ce point dans Mr(A).

Démonstration. — Avec les notations des lemmes 5.5 et des corollaires 5.7
et 5.14, S(f) est la “valeur régularisée” en z = 1 de la fraction rationnelle

R(z) =
∑

N,N ′∈N
zN+N ′ ·

∑
(MP ,π0)

∫
Im [π0]

dπ · hπ(1, 1) · L
(
π∨, q−

1
2

)
· INx0

(
πx0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
.
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Pour tout s ∈ R et si |z| est assez petit, R(z) est égal à

R′(z) =
∑

(MP ,π0)

∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| det(•)|−s(1, 1) · L
(
π∨, q−s−

1
2

)
· Lx0

(
πx0 , q

s− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π∨x0

, q
−s− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
πx0 , z q

s− 1
2

x0

)
· Lx0

(
π∨x0

, z q
−s− 1

2
x0

)
.

Supposons que le réel s a été choisi suffisamment négatif. Alors on a

R′(1) =
∑

γ∈GLr(F )

f̂(γ) .

La différence entre la “valeur régularisée” de R(z) en z = 1 et R′(1) est la
somme des résidus calculés le long des pôles qu’il faut traverser en allant
de la zone |z| � 1 à la zone |z| = 1.
Comme s a été choisi très négatif, les pôles des L0

(
πx0 , z q

s− 1
2

x0

)
n’appa-

raissent pas au cours de cette traversée, mais seulement ceux des Lx0

(
π∨x0

,

z q
−s− 1

2
x0

)
.

La conclusion du lemme et donc aussi du corollaire 5.14(ii) s’en déduit.
�

6. Transformations de Fourier locales non linéaires

Comme dans la section 1, on considère un groupe réductif G, pas néces-
sairement quasi-déployé, sur un corps local ultramétrique Fx.

On suppose que G est muni d’un caractère non trivial

detG : G→ Gm .

Les théorèmes 3.4 et 3.6 d’expression spectrale des fonctions de Schwartz
sur GLr(Fx) ⊂Mr(Fx) et de leur ψx-transformation de Fourier amènent à
proposer la définition très générale suivante :

Définition 6.1. — Soit ρ la donnée d’un caractère

detρ : G→ Gm ,

d’une réunion {π}G,ρx de classes [π] de {π}Gx , et d’une manière d’associer à
toute π ∈ {π}G,ρx une fraction rationnelle en Z

Lx(ρ, π, Z)

et un monôme en Z±1

εx(ρ, π, Z)
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tels que
• pour toute π ∈ {π}G,ρx , sa contragrédiente π∨ est dans {π}G,ρx et

toute représentation π′ ∈ {π}Gx qui a le même support supercuspidal
que π est dans {π}G,ρx ,

• pour toute π ∈ {π}G,ρx et tout s ∈ C, on a

Lx(ρ, π ⊗ |detG(•)|s, Z) = Lx(ρ, π, q−sx · Z) ,
εx(ρ, π ⊗ |detG(•)|s, Z) = εx(ρ, π, q−sx · Z) ,

• la fraction rationnelle quotient

γx(ρ, π, Z) = Lx(ρ, π, Z) · εx(ρ, π, Z)
Lx

(
ρ, π∨, 1

qx Z

)
ne dépend que du support supercuspidal de π ∈ {π}G,ρx ,

• pour tout sous-groupe ouvert compact K ⊂ G(Fx), l’inverse

Lx(ρ, π, Z)−1

est un polynôme en Z et π sur {π}G,ρx,K = {π}G,ρx ∩ {π}Gx,K qui vaut
1 pour Z = 0, et le monôme

εx(ρ, π, Z)

est un polynôme inversible en Z±1 et π.
Alors :
(i) On appellera ρ-fonctions sur G(Fx) les fonctions

fx :K\G(Fx)/K→C

dont les restrictions aux fibres de l’homomorphisme

|detG(•)|x : G(Fx)→ qZx

sont à support compact, et qui se décomposent spectralement sous
la forme

fx(•) = |detρ(•)|
− 1

2
x ·

∫
Im{π}G,ρ

x,K

dπ · fx,π(•) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
où
• pour tout g ∈ G(Fx),

π 7→ fx,π(g)

est une fonction polynomiale sur {π}G,ρx,K ,
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• pour toute π ∈ {π}G,ρx,K , la fonction sur G(Fx)

g 7→ fx,π(g)

est élément de l’espace π∨K � πK des coefficients matriciels de
π bi-invariants par K.

(ii) On appellera ρ-transformation de Fourier l’opérateur qui associe à
toute ρ-fonction fx décomposée spectralement comme ci-dessus la
fonction

f̂x(•) = |detρ(•)|
− 1

2
x ·

∫
Im{π}G,ρ

x,K

dπ · fx,π((•)−1)

· Lx
(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
· εx

(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
.

Remarques.
(i) Il résulte du corollaire 1.9 que pour toute ρ-fonction fx, les restric-

tions de sa ρ-transformée de Fourier f̂x aux fibres de l’homomor-
phisme

|detG(•)|x : G(Fx)→ qZx

sont à support compact, si bien que f̂x est aussi une ρ-fonction.
(ii) Il résulte de la définition que l’espace des ρ-fonctions fx est invariant

par translation à droite ou à gauche par les éléments g ∈ G(Fx) et
que

f̂gx = |detρ(g)|−1
x · g

−1
f̂x ,

ĝfx = |detρ(g)|−1
x · f̂x

g−1

.

(iii) Pour toute π ∈ {π}G,ρx , le produit du polynôme

Lx(ρ, π, Z)−1

et de la fraction rationnelle

γx(ρ, π, Z)

est un polynôme. Autrement dit, Lx(ρ, π, Z)−1 est un multiple du
dénominateur réduit de la fraction rationnelle γx(ρ, π, Z).

(iv) Habituellement, les facteurs εx et γx dépendent aussi d’un caractère
additif ψx de Fx. Ici cette dépendance n’apparaît pas car elle est
intégrée à la notion de transformation de Fourier locale.

On déduit aussitôt de la définition :
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Lemme 6.2. — Soit ρ une donnée comme ci-dessus.
Alors on a pour toute représentation π ∈ {π}G,ρx :
(i) Les intégrales∫

G(Fx)
dg · fx(g) · ϕx(g) · |detG(g)|s−

1
2

x · |detρ(g)|
1
2
x

associées aux ρ-fonctions

fx : G(Fx)→ C

et aux “coefficients matriciels” de π

ϕx : G(Fx)→ C

convergent absolument, pour tout s ∈ C de partie réelle Re (s) assez
grande, vers une fraction rationnelle en Z = q−sx .

(ii) Ces fractions rationnelles en Z = q−sx engendrent un idéal frac-
tionnaire qui admet un unique générateur L′x(ρ, π, Z) dont l’inverse
L′x(ρ, π, Z)−1 est un polynôme en Z dont le coefficient constant est
égal à 1.

(iii) Le polynôme L′x(ρ, π, Z)−1 divise le polynôme Lx(ρ, π, Z)−1.

Rappelons que si π2 ∈ {π}Gx , (M,π0) désigne le support supercuspidal
de π2 et [π1] ⊂ {π}Gx désigne l’unique classe des représentations dont le
support discret est contenu dans [π0], alors [π1] s’identifie à un ouvert de
Zariski de [π0]/Fixe(M,π0) et [π2] se plonge comme sous-schéma localement
fermé dans [π0]/Fixe(M,π0). De plus, toute fonction “polynomiale” sur
[π1] se prolonge à [π0]/Fixe(M,π0) et se spécialise donc en une fonction
polynomiale sur [π2].

On déduit du théorème 1.8 :

Proposition 6.3. — Soit ρ une donnée comme ci-dessus.
Soient π2 ∈ {π}G,ρx , (M,π0) son support supercuspidal et [π1] ⊂ {π}G,ρx

la classe qui s’identifie à un ouvert de Zariski de [π0]/Fixe(M,π0).
Alors :
(i) La fraction rationnelle

[π2] 3 π 7→ γx(ρ, π, Z) = Lx(ρ, π, Z) · εx(ρ, π, Z)
Lx

(
ρ, π, 1

qx Z

)
n’est autre que la spécialisation de la fraction rationnelle

[π1] 3 π 7→ γx(ρ, π, Z) .
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(ii) Pour tout π ∈ [π1], on a

L′x(ρ, π, Z) = Lx(ρ, π, Z) .

(iii) Pour tout π′ ∈ [π2], le polynôme

L′x(ρ, π′, Z)−1

divise le polynôme obtenu par spécialisation en π′ de la fonction
polynomiale

[π1] 3 π 7→ Lx(ρ, π, Z)−1 .

Cette proposition implique :

Corollaire 6.4. — Soit ρ′ une “donnée incomplète” consistant en un
caractère

detρ′ : G→ Gm ,

une réunion {π}G,ρ′x de classe [π] de {π}Gx , une manière d’associer à toute
π ∈ {π}G,ρ′x une fraction rationnelle en Z

Lx(ρ′, π, Z)

et un monôme en Z±1

εx(ρ′, π, Z)
tels que

• {π}G,ρ′x est stable par π 7→ π∨,
• le support discret de tout élément π ∈ {π}G,ρ′x est supercuspidal,
• pour toute π ∈ {π}G,ρ′x et tout s ∈ C, on a

Lx(ρ′, π ⊗ |detG(•)|−sx , Z) = Lx(ρ′, π, q−sx · Z) ,
εx(ρ′, π ⊗ |detG(•)|−sx , Z) = εx(ρ′, π, q−sx · Z) ,

• sur chaque {π}G,ρ
′

x,K = {π}G,ρ′x ∩ {π}Gx,K , l’inverse

Lx(ρ′, π, Z)−1

est un polynôme en Z et π qui vaut 1 pour Z = 0, et le monôme

εx(ρ′, π, Z)

est un polynôme inversible en Z±1 et π.
Alors il existe une unique donnée ρ au sens de la définition 6.1 telle que
• detρ = detρ′ ,
• {π}G,ρx est l’ensemble des représentations π ∈ {π}Gx dont le support
supercuspidal est égal au support discret d’un élément de {π}G,ρ′x ,
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• pour toute π ∈ {π}G,ρ′x ⊂ {π}G,ρx , on a

Lx(ρ, π, Z) = Lx(ρ′, π, Z) ,
εx(ρ, π, Z) = εx(ρ′, π, Z) ,

• pour toute π ∈ {π}G,ρx , on a avec les notations du lemme 6.2

L′x(ρ, π, Z) = Lx(ρ, π, Z) .

On pose donc :

Définition 6.5. — Une donnée ρ= (detρ,{π}G,ρx ,Lx(ρ,•,Z),εx(ρ,•,Z))
comme dans le définition 6.1 sera dite “normalisée” si, avec les notations
du lemme 6.2, on a pour toute π ∈ {π}G,ρx

L′x(ρ, π, Z) = Lx(ρ, π, Z) .

Ainsi, le corollaire 6.4 dit qu’une donnée normalisée ρ est entièrement dé-
terminée par sa restriction aux représentations π ∈ {π}G,xρ dont le support
discret est supercuspidal.
Dans la suite, on ne considérera plus que des données normalisées.

7. Transformations de Fourier globales et formules de
Poisson non linéaires

Comme dans la section 2, on considère un groupe réductifG, pas nécessai-
rement quasi-déployé, sur un corps de fonctions F de corps des constantes
Fq.
On suppose que G est muni d’un caractère non trivial

detG : G→ Gm .

L’expression spectrale de l’espace des fonctions de Schwartz globales sur
GLr(A) ⊂ Mr(A) et de la ψ-transformation de Fourier dans cet espace
amène à proposer la définition très générale suivante :

Définition 7.1. — Soit ρ la donnée d’un caractère

detρ : G→ Gm

complétée, en chaque place x ∈ |F |, en une donnée locale normalisée(
detρ, {π}G,ρx , Lx(ρ, •, Z), εx(ρ, •, Z)

)
au sens des définitions 6.1 et 6.5.
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On suppose que, en toute place x ∈ |F | −SG où le groupe réductif G est
non ramifié, les représentations non ramifiées π ∈ {π}Gx,∅ sont éléments de
{π}G,ρx .

En une telle place non ramifiée x, on appelle “ρ-fonction standard” la
fonction sphérique

G(Ox)\G(Fx)/G(Ox)→ C
définie par la décomposition spectrale

|detρ(•)|
− 1

2
x ·

∫
Im{π}G

x,∅

dπ · ϕx,π(g) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
où, pour toute π ∈ {π}Gx,∅, ϕx,π est l’unique coefficient matriciel de π qui
est sphérique et vérifie ϕx,π(1) = 1.
On suppose enfin que, en presque toute place x ∈ |F | − SG, on a

εx(ρ, π, Z) = 1, ∀π ∈ {π}Gx,∅, si bien que la ρ-fonction standard en une
telle place est sa propre ρ-transformée de Fourier.
Alors :
(i) On appellera ρ-fonctions sur G(A) les combinaisons linéaires de

produits
f =

⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C

de ρ-fonctions locales

fx : G(Fx)→ C

égales aux “ρ-fonctions standard” en presque toute place x ∈ |F | −
SG.

(ii) On appellera ρ-transformation de Fourier des ρ-fonctions globales
sur G(A) l’opérateur linéaire qui associe à toute ρ-fonction produit

f =
⊗
x∈|F |

fx

le produit des ρ-transformées de Fourier locales

f̂ =
⊗
x∈|F |

f̂x .

Remarque. — Il résulte de l’hypothèse faite sur les

{π}Gx,∅ 3 π 7→ εx(ρ, π, Z) , x ∈ |F | − SG ,

que la ρ-transformée de Fourier d’une ρ-fonction globale est encore une
ρ-fonction globale.

Par analogie avec la définition 5.3, posons :
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Définition 7.2. — Soit x0 ∈ |F | − SG une place de F en laquelle le
groupe réductif G est non ramifié.

Soit
fx0 : G(Fx0)→ C

une ρ-fonction sphérique, c’est-à-dire invariante à gauche et à droite par
G(Ox), et dont la décomposition spectrale s’écrit

fx0(•) = |detρ(•)|
− 1

2
x0 ·

∫
Im{π}G

x0,∅

dπ · fx0,π(•) · Lx0

(
ρ, π∨, q

− 1
2

x0

)
.

Alors, pour tous N,N ′ ∈ N, on note

fN,N
′

x0
: G(Fx0)→ C

la ρ-fonction définie par l’expression spectrale

fN,N
′

x0
(•) = |detρ(•)|

− 1
2

x0 ·
∫

Im{π}G
x0,∅

dπ · fx0,π(•) · Lx0

(
ρ, π∨, q

− 1
2

x0

)
· INx0

(
ρ, π, q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨, q

− 1
2

x0

)
où INx0

(ρ, π, Z) désigne le polynôme en Z et π produit de

Lx0(ρ, π, Z)−1

et du monôme de degré N en Z qui apparaît dans le développement en
série formelle en Z de l’inverse

Lx0(ρ, π, Z) .
Remarques.
(i) On observe comme dans le cas linéaire que les fonctions fN,N ′x0

et

leurs ρ-transformées de Fourier f̂N,N ′x0 sont à support compact dans
G(Fx0).

(ii) Ici encore, on a pour toute π ∈ {π}Gx,∅ l’égalité∑
N∈N

INx0
(ρ, π, Z) = 1

dans l’anneau des séries formelles en Z. De plus, les sommes∑
N>N0

∣∣∣INx0

(
ρ, π, q

− 1
2

x0

)∣∣∣ convergent uniformément vers 0 si π ∈
Im {π}rx,∅ et N0 devient arbitrairement grand.

Il en résulte que, pour tout g ∈ G(Fx0),∑
N,N ′∈N

fN,N
′

x0
(g) = fx0(g) .
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Le cas de GLr et de la transformation de Fourier linéaire surMr(A), avec
le théorème 5.4 et le corollaire 5.2, amène à envisager la forme générale
suivante pour d’éventuelles autres formules de Poisson :

Définition 7.3. — Soit ρ une donnée globale comme dans la défini-
tion 8.1 pour le groupe réductif G sur F muni du caractère non trivial
detG : G→ Gm.

(i) On dira que ρ satisfait la formule de Poisson si, pour toute ρ-
fonction produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C

et pour toute place x0 ∈ |F | − SG en laquelle G est non ramifié et
le facteur fx0 est sphérique, la série formelle

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ)

est une fraction rationnelle en Z dont la “valeur régularisée” en
Z = 1, notée S(f), ne dépend pas du choix de x0 et vérifie

S(f) = S(f̂) .

(ii) Supposons que pour toute place x ∈ |F |, tout sous-groupe ouvert
compact Kx ⊂ G(Fx), tout caractère ω : F×x → C× assez ramifié
en fonction de Kx et toute représentation π′ ∈ {π}G,ρx,Kx

, la repré-
sentation

π = π′ · ω = π′ ⊗ (ω ◦ detG)
soit élément de {π}G,ρx et vérifie

Lx(ρ, π, Z) = 1 .

Et appelons “très ramifiées” les ρ-fonctions locales

fx : G(Fx)→ C

dont la décomposition spectrale

fx(•) = |detρ(•)|
− 1

2
x ·

∫
Im{π}G,ρx

dπ · fx,π(•) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
ne fait apparaître que des représentations π de cette forme π′ · ω.
Alors on dira que ρ satisfait la formule de Poisson très ramifiée si, pour

toute ρ-fonction produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C
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dont au moins un facteur fx est très ramifié, on a∑
γ∈G(F )

f(γ) =
∑

γ∈G(F )

f̂(γ) .

Remarques.
(i) La formule de Poisson et la formule de Poisson non ramifiée ne

dépendent pas du choix du caractère detρ dans la donnée globale ρ.
En effet, si ρ et ρ′ sont deux données globales qui ne diffèrent que

par les caractères detρ et detρ′ , l’opérateur

f(•) 7→ |detρ(•)|1/2 · |detρ′(•)|−1/2 · f

définit un isomorphisme de l’espace des ρ-fonctions sur celui des
ρ′-fonctions qui échange les transformations de Fourier et les fonc-
tionnelles linéaires considérées dans l’énoncé.

(ii) Dans la situation de (ii), si une ρ-fonction locale

fx : G(Fx)→ C

est très ramifiée, il en est de même de f̂x. De plus, toutes deux sont
à support compact.

(iii) Il n’est pas sûr a priori qu’une donnée ρ qui satisfait la formule
de Poisson satisfait nécessairement aussi la formule de Poisson très
ramifiée.

Il est clair qu’une donnée ρ comme dans la définition 7.1 ne peut satisfaire
la formule de Poisson ou la formule de Poisson très ramifiée que si elle vérifie
des conditions très restrictives.
Les sections suivantes montrent, d’abord dans le cas des tores puis dans

le cas général d’un groupe réductif G sur F , que le principe de fonctorialité
de Langlands permet de construire des données ρ qui satisfont les deux
formules.

8. Le cas des tores

Dans cette section, on considère un tore T , pas nécessairement déployé,
sur un corps de fonctions F de corps des constantes Fq.

On note XT le réseau des caractères T → Gm définis sur une clôture
séparable F de F , et X∨T le réseau dual des cocaractères Gm → T . Le
réseau XT et son dual X∨T sont munis d’une action naturelle du groupe de
Galois ΓF = AutF (F ) de F .

Rappelons la définition du tore dual de T :

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



958 Laurent LAFFORGUE

Définition 8.1. — On appelle tore dual de T , et on note T̂ , le tore
algébrique sur C dont le réseau des caractères est

X
T̂

= X∨T

et le réseau des cocaractères est

X∨
T̂

= XT .

Il est muni d’une action naturelle de ΓF .

On a le lemme suivant qui résulte de l’équivalence entre la catégorie des
ensembles finis munis d’une action continue de ΓF et celle des extensions
finies séparables du corps F :

Lemme 8.2. — Considérons une famille de r caractères de T̂

ρiT : T̂ → C× , 1 6 i 6 r ,

sur laquelle le groupe de Galois ΓF agit via une action sur l’ensemble
{1, . . . , r} des indices.
Soit E l’extension séparable de degré r de F qui est associée à l’ensemble

{1, . . . , r} muni de l’action de ΓF , et soit

TE = ResE/F Gm

le tore de rang r sur F déduit de Gm par restriction des scalaires à la Weil
de E à F .
Alors le dual T̂E de TE s’identifie au produit

(C×)r

muni de l’action par permutation de ΓF , et l’homomorphisme de tores
complexes ΓF -équivariant

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r = T̂E

est dual d’un homomorphisme de tores

ρ∨T : TE → T

bien défini sur F .

Dans la situation de ce lemme, l’extension E est un produit fini

E =
∏

16j6k
Ej

de corps Ej qui sont des extensions finies séparables de F .
Pour 1 6 j 6 k, chaque place y ∈ |Ej | est au-dessus d’une place x ∈ |F |.

Alors le corps local Ej,y est une extension finie séparable de Fx et son corps
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résiduel κy est une extension finie de κx si bien que son cardinal qy = qdeg(y)

est une puissance de qx = qdeg(x).
Pour toute place x ∈ |F |, l’algèbre locale

Ex = E ⊗F Fx =
∏

16j6k
(Ej ⊗F Fx) =

∏
16j6k

Ej,x

s’identifie au produit ∏
16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

Ej,y .

En tant qu’algèbre de dimension finie sur Fx, elle est munie d’un homo-
morphisme de trace

TrEx/Fx : Ex → Fx

qui est la somme des homomorphismes de traces

TrEj,y/Fx : Ej,y → Fx .

De même l’anneau adélique AE = E⊗FA =
∏

16j6k (Ej⊗FA) s’identifie
au produit ∏

16j6k
AEj

des anneaux adéliques AEj des Ej . Il est muni d’un homomorphisme de
trace global

TrAE/A =
∑

16j6k
TrAEj /A : AE =

∏
16j6k

AEj → A

qui est la somme des homomorphismes de traces locaux

TrEx/Fx =
∑

16j6k
TrEj,x/Fx : Ex =

∏
16j6k

Ej,x → Fx .

La restriction de TrAE/A au sous-groupe discret E =
∏

16j6k Ej de AE =∏
16j6k AEj est la somme

TrE/F =
∑

16j6k
TrEj/F

des homomorphismes de traces

TrEj/F : Ej → F .

En particulier, elle envoie E dans F .
Supposons maintenant que l’anneau A des adèles de F est muni d’un

caractère additif continu unitaire non trivial

ψ =
∏
x∈|F |

ψx : A/F → C× .
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Alors, pour toute place x ∈ |F |,

Ex =
∏

16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

Ej,y

se trouve muni du caractère composé

ψEx = ψx ◦ TrEx/Fx =
∏

16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

(ψx ◦ TrEj,y/Fx) .

Et AE =
∏

16j6k AEj se trouve muni du caractère produit∏
x∈|F |

ψEx

qui n’est autre que le composé

ψ ◦ TrAE/A =
∏

16j6k
(ψ ◦ TrAEj /A)

et donc est trivial sur E =
∏

16j6k Ej .
On munit les Ej,y, y ∈ |Ej |, et AEj , 1 6 j 6 k, des mesures additives

autoduales pour ces caractères. Puis on munit les Ex, x ∈ |F |, et AE des
mesures produits.
En toute place x ∈ |F |, les caractères

χ ∈ {π}TEx
sont les produits

χ =
∏

16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

χj,y

de caractères
χj,y ∈ {π}Gmy

des groupes multiplicatifs E×j,y.
Alors on peut poser

Lx(χ,Z) =
∏

16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

Ly

(
χj,y, Z

deg(y)
deg(x)

)
et

εx(χ, ψx, Z) =
∏

16j6k

∏
y∈|Ej |
y 7→x

εy

(
χj,y, ψx ◦ TrEj,y/Fx , Z

deg(y)
deg(x)

)
.

On déduit des résultats de la section 3 appliqués aux Ej,y, y ∈ |Ej |, et
AEj , 1 6 j 6 k :
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Lemme 8.3. — Dans la situation et avec les notations ci-dessus, consi-
dérons le tore TE muni du caractère de norme

detTE = Nm : TE = ResE/F Gm → Gm
dual du cocaractère de plongement diagonal

Ĝm = C× ↪→ (C×)r = T̂E .

Alors :
(i) Les familles de fractions rationnelles

Lx(χ,Z) et εx(χ, ψx, Z) , χ ∈ {π}TEx ,

en chaque place x ∈ |F |, définissent une donnée globale ρE sur TE
au sens de la définition 7.1.

(ii) En toute place x ∈ |F |, les ρE-fonctions sur TE(Fx) = E×x sont les
fonctions

E×x → C
qui se prolongent en une fonction localement constante à support
compact

fx : Ex → C .
De plus, la ρE-transformation de Fourier de ces fonctions fx est
donnée par la formule

f̂x(a′) =
∫
Ex

da · fx(a) · ψx ◦ TrEx/Fx(aa′) .

(iii) Les ρE-fonctions globales sur TE(A) = A×E sont les fonctions

A×E → C

qui se prolongent en une fonction localement constante à support
compact

f : AE → C .
De plus, la ρE-transformation de Fourier globale de ces fonctions f
est donnée par la formule

f̂(a′) =
∫
AE
da · f(a) · ψ ◦ TrAE/A(aa′) .

Plaçons-nous dans la situation du lemme 8.2 où l’on dispose de l’homo-
morphisme de tores sur F

ρ∨T : TE → T

dual de l’homomorphisme ΓF -équivariant de tores complexes

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r = T̂E .
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En toute place x ∈ |F |, les caractères éléments de {π}Tx
χ : T (Fx)→ C×

induisent par composition avec ρ∨T des caractères éléments de {π}TEx
χ ◦ ρ∨T : TE(Fx) = E×x → C× .

Cela permet de poser la définition suivante :

Définition 8.4. — Dans la situation du lemme 8.2, supposons le tore T
muni d’un caractère défini sur F

detT : T → Gm
dont le composé avec l’homomorphisme

ρ∨T : TE → T

est le caractère de norme

detTE = Nm : TE = ResE/F Gm → Gm .

Alors on appellera “donnée induite par ρT ” la donnée globale sur T
muni de detT qui consiste, en toute place x ∈ |F |, à associer aux caractères
χ ∈ {π}Tx les fractions rationnelles

Lx(ρT , χ, Z) = Lx(χ ◦ ρ∨T , Z)

et
εx(ρT , χ, Z) = εx(χ ◦ ρ∨T , ψx, Z) .

Remarque. — Le cocaractère

d̂etT : C× → T̂

qui correspond à detT : T → Gm, composé avec

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r ,

devient le plongement diagonal C× ↪→ (C×)r.

On déduit du lemme 8.3 :

Corollaire 8.5. — Dans la situation de la définition 8.4, notons Tρ le
noyau de l’homomorphisme de tores sur F

ρ∨T : TE → T .

(i) Supposons que, en une place x ∈ |F |, l’homomorphisme

ρ∨T : TE(Fx)→ T (Fx)

est surjectif. Alors :
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• la suite

1→ Tρ(Fx)→ TE(Fx)→ T (Fx)→ 1

est exacte,
• les ρT -fonctions sur T (Fx) sont exactement les fonctions dé-
duites des fonctions localement constantes à support compact

Ex = E ⊗F Fx → C

par intégration le long des fibres de l’homomorphisme surjectif

E×x = TE(Fx)→ T (Fx)

pour une mesure invariante de Tρ(Fx),
• la ρT -transformation de Fourier locale sur T (Fx) est induite

par la (ψx ◦ TrEx/Fx)-transformation de Fourier sur Ex.
(ii) Supposons que, en toute place x ∈ |F |, l’homomorphisme

ρ∨T : TE(Fx)→ T (Fx)

est surjectif. Alors :
• la suite

1→ Tρ(A)→ TE(A)→ T (A)→ 1

est exacte,
• les ρT -fonctions globales sur T (A) sont exactement les fonc-

tions déduites des fonctions localement constantes à support
compact

AE = E ⊗F A→ C

par intégration le long des fibres de l’homomorphisme surjectif

A×E = TE(A)→ T (A)

pour une mesure invariante de Tρ(A),
• la ρT -transformation de Fourier globale sur T (A) est induite
par la (ψ ◦ TrAE/A)-transformation de Fourier sur AE .
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Remarques.
(i) Si l’homomorphisme

ρT : T̂ → (C×)r = T̂E

est injectif, Tρ est nécessairement le tore algébrique sur F dual du
tore complexe T̂ρ = Coker (ρT ) et on a une suite exacte de groupes
algébriques sur F

1→ Tρ → TE → T → 1 .

(ii) Dans ce cas, l’homomorphisme

TE(Fx)→ T (Fx)

est surjectif si le groupe de cohomologie galoisienne

H1(Fx, Tρ) = H1(ΓFx , Tρ(F x))

est trivial. D’après le théorème 90 de Hilbert, cette hypothèse est
automatiquement vérifiée si Tρ est de la forme

Tρ ∼= ResE′/F Gm

pour une certaine extension finie séparable E′ de F .

Prouvons maintenant en général :

Théorème 8.6. — Considérons comme dans la définition 8.4 un homo-
morphisme ΓF -équivariant

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r = T̂E ,

son dual
ρ∨T : TE → T

et un caractère detT : T → Gm tel que

detT ◦ ρ∨T = detTE = Nm .

Alors :
(i) La donnée globale sur T (A) induite par ρT satisfait la formule de

Poisson au sens de la définition 7.3(i).
De plus, pour toute ρT -fonction globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : T (A)→ C
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et toute place x0 ∈ |F |−ST en laquelle fx0 est sphérique, la fraction
rationnelle

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈T (F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (γ)

est invariante par la substitution f 7→ f̂ , et elle n’a pas de pôle
dans le demi-tore |Z| 6 1. Elle est donc bien définie en Z = 1 et sa
valeur S(f) = S(f̂) en ce point est égale aux sommes absolument
convergentes

∑
N,N ′∈N

∑
γ∈T (F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ)

=
∑

N,N ′∈N

∑
γ∈T (F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (γ) .

(ii) La donnée globale sur T (A) induite par ρT satisfait la formule de
Poisson très ramifiée au sens de la définition 7.3(ii).

Démonstration. — Pour tout caractère

χ =
⊗
x∈|F |

χx : T (A)→ C×

invariant par un sous-groupe ouvert compact K =
∏
x∈|F |Kx, on peut

poser
L(ρT , χ, Z) =

∏
x∈|F |

Lx

(
ρT , χx, Z

deg(x)
)

qui est bien défini a priori en tant que série formelle en Z, et

ε(ρT , χ, Z) =
∏
x∈|F |

εx

(
ρT , χx, Z

deg(x)
)

qui est bien défini en tant que monôme en Z puisque presque tous les
facteurs εx(ρT , χx, Zdeg(x)) valent 1.

Le théorème va résulter de la proposition suivante :

Proposition 8.7. — Soit χ =
⊗

x∈|F | χx un caractère automorphe

T (A)/T (F )→ C×

invariant par un sous-groupe ouvert compact K =
∏
x∈|F |Kx de T (A).
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Alors :
(i) Le produit

L(ρT , χ, q−s) =
∏
x∈|F |

Lx(ρT , χx, q−sx )

converge absolument, si Re (s) est assez grand [resp. si χ est unitaire
et Re (s) > 1], vers une fraction rationnelle en q−s qui satisfait
l’équation fonctionnelle

L(ρT , χ−1, q−(1−s)) = L(ρT , χ, q−s) · ε(ρT , χ, q−s) .

(ii) Si, en une place x0 ∈ |F |, INx0
(ρT , χx0 , Z) désigne le produit du

polynôme
Lx0(ρT , χx0 , Z)−1

et du monôme de degré N du développement en série formelle en
Z de l’inverse

Lx0(ρT , χx0 , Z) ,
le produit

L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
· INx0

(
ρT , χx0 , q

− 1
2 +s

x0

)
n’a pas de pôle dans la zone

Re (s) > −1
2

lorsque χ est unitaire.
De plus, la série∑

N∈N
L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2

)
· INx0

(
ρT , χx0 , q

− 1
2

x0

)
converge uniformément vers

L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2

)
dans l’espace compact des caractères automorphes unitaires
χ : T (A)/T (F ) invariants par K.

(iii) Si, en une place x0 ∈ |F |, le caractère χx0 : T (Fx0) → C× est le
produit

χx0 = χ′x0
· (ω ◦ detT )

d’un caractère χ′x0
: T (Fx0) → C× de ramification bornée, c’est-à-

dire invariant par un sous-groupe ouvert compact K ′x0
fixé, et d’un

caractère ω : F×x0
→ C× assez ramifié en fonction de K ′x0

composé
avec detT , la fraction rationnelle

L(ρT , χ, Z)
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est un polynôme : elle n’a pas de pôle.

Démonstration. — On a par définition

L(ρT , χ, Z) = L(χ ◦ ρT , Z)

et

ε(ρT , χ, Z) = ε(χ ◦ ρT , ψ, Z)

si bien que l’on se retrouve ramené à l’étude des fonctions L et ε des
caractères automorphes de TE(A) =

∏
16j6k A×Ej .

Toutes les assertions résultent alors du cas particulier r = 1 du théo-
rème 4.2 appliqué aux corps de fonctions Ej , 1 6 j 6 k, et à leurs anneaux
d’adèles AEj . �

Suite de la démonstration du théorème 8.6. — Considérons une ρT -
fonction globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : T (A)→ C

invariante par un sous-groupe ouvert compact K =
∏
x∈|F |Kx.

En chaque place x ∈ |F |, la fonction

fx : T (Fx)→ C

se décompose spectralement sous la forme

fx(•) = |detT (•)|−
1
2

x ·
∫

Im{π}T
x,Kx

dχ · px(χ) · χ(•) · Lx
(
ρT , χ

−1, q
− 1

2
x

)
où px désigne une fonction polynomiale sur {π}Tx,Kx .
De plus, en presque toute place x ∈ |F |, le tore T est non ramifié, on a

Kx = T (Ox) et le polynôme px est uniformément égal à 1 sur {π}Tx,Kx =
{π}Tx,∅ = ΛTx .

Notons {χ0} une famille finie de représentants unitaires des classes [χ0]
de caractères automorphes T (A)/T (F )→ C× invariants par K.
Si p : χ 7→ p(χ) désigne la restriction aux classes [χ0] des polynômes

produits
∏
x∈|F | px, on peut écrire pour tout réel s > 1

2 la formule∑
γ∈T (F )

f(γ) =
∑

χ0∈{χ0}

∫
Im[χ0]

dχ · p(χ⊗ |detT (•)|−s) ·L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
.

Si le facteur fx0 de f en au moins une place x0 ∈ |F | est très ramifié au
sens de la définition 7.3(ii), les fonctions

L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
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qui apparaissent dans cette formule n’ont pas de pôle d’après la proposi-
tion 8.7(iii) ci-dessus, et on obtient par déplacement de contours∑

γ∈T (F )

f(γ) =
∑

χ0∈{χ0}

∫
Im[χ0]

dχ · p(χ) · L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2

)
.

Alors l’équation fonctionnelle de la proposition 8.7(i) implique∑
γ∈T (F )

f(γ) =
∑

γ∈T (F )

f̂(γ) .

C’est la partie (ii) du théorème.
Considérons maintenant une place x0 ∈ |F | en laquelle T est non ramifié

et Kx0 = T (Ox0).
Pour tous entiers N,N ′ ∈ N, on a si Re (s) > 1

2

∑
γ∈T (F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (γ)

=
∑

χ0∈{χ0}

∫
Im[χ0]

dχ · p(χ⊗ |detT (•)|−s) · L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)

·INx0

(
ρT , χ, q

− 1
2 +s

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1, q
− 1

2−s
x0

)
.

D’après la proposition 8.7(ii), cette expression est encore égale à

∑
χ0∈{χ0}

∫
Im[χ0]

dχ · p(χ) · L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2

)
· INx0

(
ρT , χ, q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1, q
− 1

2
x0

)
et, d’après l’équation fonctionnelle de la proposition 8.7(i), elle est inva-
riante par la substitution f 7→ f̂ .
La série

∑
N,N ′∈N

zN+N ′ ·
∑

γ∈T (F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (γ)

est une fraction rationnelle en z ∈ C. Elle converge absolument si |z| < q
1
2
x0

et sa valeur en z = 1 est∑
χ0∈{χ0}

∫
Im[χ0]

dχ · p(χ) · L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2

)
.
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Cette expression ne dépend pas du choix de la place x0, et elle est inva-
riante par la ρT -transformation de Fourier

f 7→ f̂

d’après l’équation fonctionnelle de la proposition 8.7(i).
Cela prouve la partie (i) du théorème. �

En résumé :
• la formule de Poisson sur AE implique les propriétés habituelles des

fonctions L des caractères automorphes de A×E = TE(A),
• ces propriétés des fonctions L se transportent des caractères auto-

morphes de TE(A) à ceux de T (A),
• ces propriétés des fonctions L globales des caractères automorphes

de T (A) impliquent la formule de Poisson et la formule de Poisson
très ramifiée pour la donnée globale ρT sur T (A).

9. Conséquences du cas des tores pour les groupes
réductifs quasi-déployés

Dans cette section, on considère un groupe réductif G quasi-déployé sur
le corps de fonctions F de corps des constantes Fq. Ainsi, G possède une
paire de Borel (T,B) définie sur F . Le groupe de Weyl

WG = WG
T = {g ∈ G | g−1 T g = T}/T

de G est muni d’une action du groupe de Galois ΓF de F , et le produit
semi-direct

WG o ΓF
agit sur le réseau XT des caractères T → Gm de T , sur le réseau dual X∨T
des cocaractères Gm → T de T et sur le tore complexe T̂ dual de T .
On suppose que G est muni d’un caractère non trivial

detG : G→ Gm .

Il peut être vu comme un caractère non trivial

detG = detT : T → Gm

ou, de manière équivalente, comme un cocaractère non trivial

d̂etG = d̂etT : Ĝm = C× → T̂

fixé par la double action de WG et de ΓF .
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Considérons maintenant une famille de r caractères

ρiT : T̂ → C× , 1 6 i 6 r ,

telle que les composés ρiT ◦ d̂etG, 1 6 i 6 r, soient tous égaux à l’identité
de C× et sur laquelle le produit semi-direct WG o ΓF agit via une action
sur l’ensemble {1, . . . , r} des indices.

Comme dans la section précédente, on note E l’extension séparable de
degré r de F qui correspond à l’action de ΓF sur l’ensemble {1, . . . , r},
TE = ResE/F Gm le tore algébrique sur F dont le dual T̂E s’identifie à
(C×)r muni de l’action par permutation de ΓF , et

ρ∨T : TE → T

l’homomorphisme dual de l’homomorphisme ΓF -équivariant

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r = T̂E .

En toute place x ∈ |F |, le choix d’une clôture séparable F x de Fx qui
contient la clôture séparable F de F définit le groupe de Galois ΓFx de Fx
comme un sous-groupe du groupe de Galois ΓF de F . Alors le groupe de
Weyl Fx-rationnel

WG
x = {w ∈WG | σ(w) = w , ∀σ ∈ ΓFx}

agit sur l’ensemble d’indices {1, . . . , r} muni de l’action de ΓFx , ce qui
signifie qu’il agit sur l’extension séparable Ex = E ⊗F Fx de Fx.
Alors les fractions rationnelles

Lx(ρT , χ, Z) = Lx(χ ◦ ρT , Z) ,

et

εx(ρT , χ, Z) = εx(χ ◦ ρT , ψx, Z) ,

associées dans la section précédente à tout caractère χ ∈ {π}Tx sont inva-
riantes par l’action de WG

x sur T (Fx) et {π}Tx .
Or, pour toute représentation π ∈ {π}Gx qui est “de type torique” au sens

de la section 1, c’est-à-dire dont le support supercuspidal a la forme (T, χ)
avec χ ∈ {π}Tx , ce support est bien défini modulo l’action de WG

x .
Cela permet de poser la définition suivante :

Définition 9.1. — Considérons comme ci-dessus une famille de r ca-
ractères

ρiT : T̂ → C× , 1 6 i 6 r ,
telle que

ρiT ◦ d̂etG = idC× , 1 6 i 6 r ,
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et sur laquelle le produit semi-direct WG o ΓF agit via une action sur
l’ensemble {1, . . . , r} des indices.

Notons toujours ρT l’homomorphisme ΓF -équivariant

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r = T̂E

qui induit un homomorphisme dual de tores algébriques sur F

ρ∨T : TE = ResE/F Gm → T .

Ayant choisi un caractère bien défini sur F

detρT : G→ Gm ,

on notera aussi ρT l’unique “donnée globale” (au sens de la définition 7.1)
qui consiste, en chaque place x ∈ |F |, à compléter detρT en une “donnée
locale normalisée” (au sens de la définition 6.5)(

detρT , {π}G,ρTx , Lx(ρT , •, Z), εx(ρT , •, Z)
)

telle que :
• {π}G,ρTx est la réunion des classes de représentations π ∈ {π}Gx qui
sont “de type torique”, c’est-à-dire ont un support supercuspidal de
la forme (T, χ) avec χ ∈ {π}Tx ,

• pour toute représentation π ∈ {π}G,ρTx dont le support discret est
supercuspidal, donc de la forme (T, χ), on a

Lx(ρT , π, Z) = Lx(ρT , χ, Z) ,
εx(ρT , π, Z) = εx(ρT , χ, Z) .

Remarque. — Il résulte du théorème 1.6 que, en toute place x ∈ |F |−SG
où G et donc aussi T sont non ramifiés, toutes les représentations non
ramifiées π ∈ {π}Gx,∅ ont un support supercuspidal de la forme (T, χ), avec
χ ∈ {π}Tx,∅, et vérifient

Lx(ρT , π, Z) = Lx(ρT , χ, Z) ,
εx(ρT , π, Z) = εx(ρT , χ, Z)

même si leur support discret n’est pas supercuspidal.

Notant NB le radical unipotent du sous-groupe de Borel B de G, mu-
nissons le quotient compact NB(F )\NB(A) de la mesure invariante du de
volume 1.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :
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Théorème 9.2. — Considérons une donnée globale ρ sur G(A) qui pro-
longe la donnée globale ρT de la définition 9.1 ci-dessus. Cela signifie que
detρ = detρT et que, en toute place x ∈ |F |, {π}G,ρx contient {π}G,ρTx avec,
pour toute π ∈ {π}G,ρTx ,

Lx(ρ, π, Z) = Lx(ρT , π, Z) ,
εx(ρ, π, Z) = εx(ρT , π, Z) .

Alors, pour toute ρ-fonction globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C ,

on a :
(i) Pour toute place x0 ∈ |F | − SG en laquelle G est non ramifié et le

facteur fx0 est sphérique, les séries formelles

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ u)

et∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (u−1 γ)

sont des fractions rationnelles égales entre elles. De plus, leurs “va-
leurs régularisées” en Z = 1, notées SB(f) et S′B(f̂), ne dépendent
pas du choix de x0 et vérifient

SB(f) = S′B(f̂) .

(ii) Si un facteur fx de f est “très ramifié” (au sens de la définition 7.3)
en au moins une place x ∈ |F |, on a nécessairement la formule∫

NB(F )\NB(A)
du ·

∑
γ∈G(F )

f(γ u) =
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

f̂(u−1 γ) .

Démonstration. — Les assertions ne dépendant pas du choix du carac-
tère

detρ = detρT : G→ Gm ,
on pourra supposer que

detρ = detρT = detG = detT .

Pour toute place x ∈ |F | et toute fonction localement constante

hx : G(Fx)→ C
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dont les restrictions aux fibres de l’homomorphisme

|detG(•)|x : G(Fx)→ qZx

sont à support compact, on notera

hx,B : B(Fx)/NB(Fx) = T (Fx)→ C

la fonction

tx 7→ |δB(tx)|1/2
x ·

∫
NB(Fx)

dux · hx(tx ux)

= |δB(tx)|−1/2
x ·

∫
NB(Fx)

dux · hx(ux tx)

où dux désigne la mesure invariante de NB(Fx) associée à la mesure auto-
duale de Fx.
De même, pour toute fonction globale localement constante

h : G(A)→ C

dont les restrictions aux fibres de

|detG(•)| : G(A)→ qZ

sont à support compact, on notera

hB : B(A)/NB(A) = T (A)→ C

la fonction

t 7→ |δB(t)|1/2 ·
∫
NB(A)

du · h(t u) = |δB(t)|−1/2 ·
∫
NB(A)

du · h(u t) .

Comme du =
⊗

x∈|F | dux, on a dans le cas d’une fonction produit h =⊗
x∈|F | hx l’égalité

hB =
⊗
x∈|F |

hx,B .
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On a :

Lemme 9.3. — Sous les hypothèses du théorème 9.2 avec de plus

detρ = detρT = detG = detT ,

et pour toute ρ-fonction globale

f : G(A)→ C ,

les fonctions fB et f̂B sont des ρT -fonctions globales sur T (A).
De plus, la fonction f̂B est la ρT -transformation de Fourier de la fonction

fB sur T (A).

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas où f =
⊗

x∈|F | fx est une
ρ-fonction globale produit de ρ-fonctions locales fx : G(Fx)→ C.

La conclusion résulte de ce que, en toute place x ∈ |F |, l’opérateur
linéaire

hx 7→ hx,B

vérifie les propriétés suivantes :

• si hx est à support compact dans G(Fx), hx,B est à support com-
pact dans T (Fx), et l’opérateur transforme g 7→ hx(g−1) en t 7→
hx,B(t−1),

• si de plus x ∈ |F | −SG et hx = 1G(Ox), alors hx,B = vol (NB(Ox)) ·
1T (Ox),

• si hx et hx,B sont décomposées spectralement en

hx(•) = |detG(•)|−
1
2

x ·
∫
{π}Gx

dπ · hx,π(•)

et

hx,B(•) = |detG(•)|− 1
2 ·
∫
{π}Tx

dχ · hx,B,χ(•) ,

chaque hx,B,χ ne dépend que des hx,π indexées par les π ∈ {π}Gx qui ad-
mettent (T, χ) pour support supercuspidal ; en particulier, hx,B ne dépend
que de la partie de la décomposition spectrale de hx qui est indexée par les
π ∈ {π}G,ρTx . �
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On a d’autre part :

Lemme 9.4. — Sous les hypothèses du lemme 9.3 ci-dessus, considérons
une ρ-fonction locale en une place x ∈ |F |

fx : G(Fx)→ C .

Alors :
(i) Si G est non ramifié en x et la fonction fx est sphérique, la fonction

fx,B sur T (Fx) est sphérique et, avec les notations de la défini-
tion 7.2, on a pour tous entiers N,N ′ ∈ N

(fN,N
′

x )B = (fx,B)N,N
′

si bien que l’on pourra noter sans ambiguïté fN,N
′

x,B .
(ii) Si la fonction fx sur G(Fx) est “très ramifiée” au sens de la défini-

tion 7.3(ii), la fonction fx,B sur T (Fx) est aussi très ramifiée.

On déduit de ces deux lemmes et du théorème 8.6 :

Corollaire 9.5. — Sous les hypothèses du théorème 9.2, et pour toute
ρ-fonction globale produit f =

⊗
x∈|F | fx : G(A)→ C, on a :

(i) Pour toute place x0 ∈ |F | − SG en laquelle G est non ramifié et le
facteur fx0 est sphérique, les séries formelles

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈T (F )

fN,N ′x0,B
⊗

⊗
x 6=x0

fx,B

 (γ)

et ∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈T (F )

f̂N,N ′x0,B
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x,B

 (γ)

sont des fractions rationnelles égales entre elles. Elles n’ont pas de
pôle dans le demi-tore |Z| 6 1. Leurs valeurs en Z = 1 ne dépendent
pas du choix de x0 et sont égales.

(ii) Si un facteur fx de f en au moins une place x ∈ |F | est “très
ramifié”, on a nécessairement∑

γ∈T (F )

fB(γ) =
∑

γ∈T (F )

f̂B(γ) .

Suite de la démonstration du théorème 9.2. — Dans l’énoncé du co-
rollaire 9.5 ci-dessus, on peut remplacer f par sa translatée à gauche δf

par n’importe quel élément δ ∈ G(F ), ce qui revient à remplacer f̂ par sa
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translatée à droite f̂ δ−1 . Il est naturel de vouloir alors faire la somme sur
les éléments δ ∈ G(F )/B(F ).
Dans le cas (ii), seuls des δ ∈ G(F )/B(F ) en nombre fini apportent des

contributions non nulles et on obtient que∑
δ∈B(F )\G(F )

∑
γ∈T (F )

δfB(γ) =
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

f(γ u)

est égal à∑
δ∈B(F )\G(F )

∑
γ∈T (F )

f̂ δ
−1

B (γ) =
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

f̂(u−1 γ) ,

ce qui est l’assertion (ii) du théorème 9.2.
En revanche, pour la partie (i) du théorème 9.2, une difficulté apparaît

du fait que la sommation
∑
δ∈G(F )/B(F ) appliquée aux séries formelles

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈T (F )

(δfx0,B

)N,N ′ ⊗
⊗
x 6=x0

δfx,B

 (γ)

=
∑

N,N ′∈N
ZN+N ′ ·

∑
γ∈T (F )

(f̂ δ−1

x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

f̂ δ
−1

x,B

 (γ)

est infinie.
On observe toutefois que, pour tous entiers N,N ′ ∈ N, seuls un nombre

fini de δ ∈ G(F )/B(F ) apportent des contributions

∑
γ∈T (F )

(δfx0,B

)N,N ′ ⊗
⊗
x 6=x0

δfx,B

 (γ)

=
∑

γ∈T (F )

(f̂ δ−1

x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

f̂ δ
−1

x,B

 (γ)

qui ne soient pas nulles. On en déduit que les deux séries formelles

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ u) ,

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(F )\NB(A)

du ·
∑

γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

f̂x

 (u−1 γ) ,

sont égales.
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Il reste à prouver que ce sont des fractions rationnelles et que leurs “va-
leurs régularisées” SB(f) = S′B(f̂) en Z = 1 ne dépendent pas du choix de
la place x0.
Rappelant la décomposition de Bruhat

G(F ) =
∐

w∈WG
F

B(F ) · w ·NB(F )

indexée par le groupe de Weyl F -rationnel

WG
F = {w ∈WG | σ(w) = w , ∀σ ∈ ΓF } ,

on doit passer par la proposition suivante :

Proposition 9.6. — Sous les hypothèses du théorème 9.2, considérons
une ρ-fonction globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C

et un élément w ∈WG
F .

Alors, pour toute place x0 ∈ |F | − SG en laquelle le facteur fx0 est
sphérique, la série formelle

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)
du′

·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du ·

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (u−1 γ w u′)

=
∑

N,N ′∈N
ZN+N ′ ·

∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′

·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du ·

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (u′−1 w−1 γ u)

est une fraction rationnelle, et sa “valeur régularisée” en Z = 1, notée

SwB,x0
(f) = S′wB,x0

(f̂) ,

ne dépend pas du choix de la place x0.
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Démonstration. — En notant fwu′(•) les fonctions translatées à droite
f(•w u′), les deux séries de l’énoncé s’écrivent encore

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

(NB∩w−1NBw)(A)/NB(A)
du′

·
∑

γ∈T (F )

(fwu′x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

fwu
′

x,B

 (γ)

et

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

(NB∩w−1NBw)(A)/NB(A)
du′

·
∑

γ∈T (F )

(f̂wu′x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

f̂wu
′

x,B

 (γ) .

Choisissons une famille finie {χ0} de représentants unitaires χ0 des classes
[χ] des caractères automorphes χ =

⊗
x∈|F | χx : T (A)/T (F ) → C× de T

dont chaque facteur local χx, x ∈ |F |, est le support supercuspidal d’une
représentation πx ∈ {π}Gx qui apparaît dans la décomposition spectrale du
facteur local fx de f .
Alors, pour tous entiers N,N ′ ∈ N et tout u′ ∈ NB(A), les fonctions

T (A) 3 t 7→ |detT (t)| 12 ·
∑

γ∈T (F )

(fwu′x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

fwu
′

x,B

 (γ t)

et

T (A) 3 t 7→ |detT (t)| 12 ·
∑

γ∈T (F )

(f̂wu′x0,B

)N,N ′
⊗

⊗
x 6=x0

f̂wu
′

x,B

 (γ t)

se décomposent spectralement sous la forme∑
χ0

∫
Im[χ0]

dχ · L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
· INx0

(
ρT , χ, q

− 1
2 +s

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1, q
− 1

2−s
x0

)
· pfwu′

B

(
χ⊗ |detG(•)|−s

)
· χ(t) · |detG(t)|−s
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et ∑
χ0

∫
Im[χ−1

0 ]
dχ · L

(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
· INx0

(
ρT , χ, q

− 1
2 +s

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1, q
− 1

2−s
x0

)
· p
f̂wu

′
B

(
χ⊗ |detG(•)|−s

)
· χ(t) · |detG(t)|−s

où
• les pfwu′

B
(•) sont des polynômes en les χ ∈ [χ0],

• les p
f̂wu

′
B

(•) sont des polynômes en les χ ∈ [χ−1
0 ] reliés aux précé-

dents par les équations fonctionnelles

p
f̂wu

′
B

(χ−1) = pfwu′
B

(χ) · ε
(
ρT , χ, q

− 1
2

x

)
, ∀χ ∈ [χ0] ,

• s est n’importe quel réel assez grand.
Nous devons maintenant intégrer au moyen de l’opérateur d’entrelace-

ment ∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′ .

Rappelons que chaque classe [χ0] est constituée des caractères de la forme

χ = χ0 ⊗ λ = χ0,λ , λ ∈ ΛT ,

où ΛT désigne le tore complexe des caractères automorphes λ :T (A)/T (F )→
C× qui sont triviaux sur tout sous-groupe compact de T (A)/T (F ). Pour
tout cocaractère

α∨ : Gm → T ,

nécessairement défini sur une extension finie F ′ de F , le composé

λ ◦ α∨ : A×F ′/F
′× → T (A)/T (F )→ C×

est nécessairement de la forme

|NmF ′/F (•)|
s

[F ′:F ]

et on peut noter
q−s = α∨(λ) .

D’après les propriétés connues des opérateurs d’entrelacement et les équa-
tions fonctionnnelles

p
f̂wu

′
B

(χ−1) = pfwu′
B

(χ) · ε
(
ρT , χ, q

− 1
2

)
, ∀χ ,

on a :
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Lemme 9.7.

(i) Avec les notations ci-dessus, les intégrales

[χ0] 3 χ 7→
∫

(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)
du′ · pfwu′

B
(χ) = RwfB (χ)

[resp. [χ−1
0 ] 3 χ 7→

∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′ · p
f̂wu

′
B

(χ) = R̂w
f̂B

(χ) ]

convergent absolument en les éléments χ de la forme

χ = χ0 ⊗ λ [resp. χ = χ−1
0 ⊗ λ ]

avec

|α∨(λ)| < q−1 [resp. |α∨(λ)| > q ]

pour toute racine positive α ∈ Φ+
G telle que w(α) soit une racine

négative.
(ii) Ces intégrales convergentes définissent des fractions rationnelles

RwfB et R̂w
f̂B

sur les variétés complexes [χ0] et [χ−1
0 ], reliées par

l’équation fonctionnelle

R̂w
f̂B

(χ−1) = RwfB (χ) · ε
(
ρT , χ, q

− 1
2

)
, ∀χ .

(iii) Dans chaque variété [χ0] = {χ0 ⊗ λ | λ ∈ ΛT } [resp. [χ−1
0 ] =

{χ−1
0 ⊗ λ | λ ∈ ΛT }], la fraction rationnelle RwfB [resp. R̂w

f̂B
] est

le quotient d’un numérateur qui est un polynôme en λ±1 et d’un
dénominateur qui est un produit de facteurs de la forme

1− α∨(λ)
zχ0,α

[resp. 1− α∨(λ) · zχ0,α ]

où α ∈ Φ+
G ∩ −w−1(Φ+

G) et les zχ0,α sont, quand ils existent, des
nombres complexes de module q−1 dépendant de χ0 et de α.

En particulier, les dénominateurs de ces fractions rationnelles
sont invariants par l’action χ 7→ χ ⊗ | detG(•)|s, s ∈ C, et ils ne
s’annulent pas en les caractères χ unitaires.

On sait aussi d’après la proposition 8.7 que les produits

L
(
ρT , χ

−1, q−
1
2−s
)
· INx0

(
ρT , χ, q

− 1
2 +s

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1, q
− 1

2−s
x0

)
sont des polynômes en χ et q±s. Avec le lemme 9.7 ci-dessus, cela implique :
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Corollaire 9.8. — La série formelle de la proposition 9.6 s’écrit
comme la somme sur les représentants χ0 des séries formelles∑

N,N ′∈N
ZN+N ′ ·

∫
Im [χ0]

dχ · L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q−

1
2

)
· INx0

(
ρT , χλ0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
·RwfB (χλ0)

=
∑

N,N ′∈N
ZN+N ′ ·

∫
Im [χ−1

0 ]
dχ · L

(
ρT , χ

−1
λ−1

0
, q−

1
2

)
· INx0

(
ρT , χλ−1

0
, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρT , χ

−1
λ−1

0
, q
− 1

2
x0

)
· R̂w

f̂B
(χλ−1

0
)

pour n’importe quel élément λ0 ∈ ΛT tel que

|α∨(λ0)| < q−1 , ∀α ∈ Φ+
G ∩ −w

−1(Φ+
G) .

Suite de la démonstration de la proposition 9.6. — Fixons un élément
λ0 ∈ ΛT tel que, comme dans le corollaire 9.8 ci-dessus,

|α∨(λ0)| < q−1 , ∀α ∈ Φ+
G ∩ −w

−1(Φ+
G) .

Alors il résulte de ce corollaire que pour tout z ∈ C de module |z| assez
petit, la série∑

N,N ′∈N
zN+N ′ ·

∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′

·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du ·

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (u−1 γ w u′)

converge absolument vers∑
χ0

∫
Im[χ0]

dχ ·RwfB (χλ0) · L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
· Lx0

(
ρT , χλ0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
ρT , χλ0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, zq
− 1

2
x0

)
=
∑
χ0

∫
Im[χ−1

0 ]
dχ · R̂w

f̂B
(χλ−1

0
) · L

(
ρT , χ

−1
λ−1

0
, q
− 1

2
x0

)
· Lx0

(
ρT , χλ−1

0
, q
− 1

2
x0

)−1
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ−1

0
, q
− 1

2
x0

)
· Lx0

(
ρT , χλ−1

0
, zq
− 1

2
x0

)
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ−1

0
, zq
− 1

2
x0

)
.

Ces intégrales de contours se calculent comme des sommes de résidus qui
sont nécessairement des fractions rationnelles en z.
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Il en résulte que la série formelle de la proposition 9.6 est une fraction
rationnelle en Z.

Il reste à prouver que sa “valeur régularisée” en Z = 1 ne dépend pas du
choix de la place x0.

Commençons par l’analogue suivant du lemme 5.13 :

Lemme 9.9.
(i) Si la ρ-transformée de Fourier f̂x de fx est à support compact en

au moins une place x ∈ |F |, on a

SwB,x0
(f) =

∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′ ·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du · f(u−1 γ w u′) .

(ii) De même, si fx est à support compact en au moins une place x ∈
|F |, on a

S′wB,x0
(f̂) =

∫
(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)

du′ ·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du · f̂(u′−1 w−1 γ u) .

Démonstration. — Choisissons un élément λ0 ∈ ΛT tel que

|α∨(λ0)| < q−1 , ∀α ∈ Φ+
G ∩ −w

−1(Φ+
G) .

Quitte à remplacer λ0 par λ0 ⊗ |detG(•)|−s pour un réel s assez grand,
on peut supposer que∫

(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)
du′ ·

∑
γ∈T (F )

∫
NB(A)

du · f(u−1 γ w u′)

=
∑
χ0

∫
Im [χ0]

dχ ·RwfB (χλ0) · L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
.

Or si z ∈ C est assez petit, la fraction rationnelle

R(z) =
∑

N,N ′∈N
zN+N ′ ·

∫
(NB∩w−1NBw)(A)

du′

·
∑

γ∈T (F )

∫
NB(A)

du ·

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (u−1 γ w u′)

est égale à la somme finie d’intégrales∑
χ0

∫
Im [χ0]

dχ ·RwfB (χλ0) · L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
· Lx0

(
ρT , χλ0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
ρT , χλ0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, zq
− 1

2
x0

)
.
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Cette même somme d’intégrales, considérée non plus au voisinage de z = 0
mais au voisinage de z = 1, définit une autre fraction rationnelle en z que
nous noterons R′(z).

Comme R′ est bien définie en 1 et y vaut∑
χ0

∫
Im [χ0]

dχ ·RwfB (χλ0) · L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
,

il s’agit de prouver que la “valeur régularisée” en z = 1 de la fraction
rationnelle

R′(z)−R(z)

est égale à 0.
La différence R′(z)−R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés

le long des pôles qu’il faut traverser en allant de la zone |z| � 1 à la zone
|z| = 1.
D’après le choix de λ0, les pôles de

Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, zq
− 1

2
x0

)
n’apparaissent pas au cours de cette traversée.
D’autre part, comme la transformée de Fourier f̂x est à support compact

en au moins une place x ∈ |F |, les pôles de la fonction L globale

L
(
ρT , χ

−1
λ0
, q−

1
2

)
disparaissent par multiplication avec le facteur

RwfB (χλ0) · Lx0

(
ρT , χ

−1
λ0
, q
− 1

2
x0

)
.

Finalement, les seuls pôles qui apparaissent dans le calcul de la différence
sont ceux de

Lx0

(
ρT , χλ0 , zq

− 1
2

x0

)
.

Comme les fonctions à intégrer comportent en facteur supplémentaire le
polynôme

Lx0

(
ρT , χλ0 , q

− 1
2

x0

)−1
,

les résidus le long des pôles à traverser sont des fractions rationnelles en z
bien définies en z = 1 et qui y prennent la valeur 0.
Cela termine la preuve de la partie (i). La partie (ii) se démontre de la

même façon. �

On déduit de ce lemme :
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Corollaire 9.10. — Soit x1 ∈ |F | − SG une autre place en laquelle le
facteur fx1 de f est sphérique. Alors :

(i) La différence des deux fonctionnelles

f =
⊗
x∈|F |

fx 7→ SwB,x0
(f)

et
f 7→ SwB,x1

(f)

ne dépend que de la restriction de chaque f̂x, x ∈ |F |, au complé-
mentaire d’une partie compacte arbitrairement grande de G(Fx).

(ii) De même, la différence des deux fonctionnelles

f 7→ S′wB,x0
(f̂)

et
f 7→ S′wB,x1

(f̂)
ne dépend que de la restriction de chaque facteur fx, x ∈ |F |, de
f au complémentaire d’une partie compacte arbitrairement grande
de G(Fx).

Démonstration.
(i) Soit f ′ =

⊗
x∈|F | f

′
x une autre ρ-fonction globale produit telle que

f̂x et f̂ ′x coïncident en dehors d’une partie compacte de G(Fx) en
une certaine place et qu’ils sont égaux en les autres places.
Alors on a d’après le lemme 9.9(i)

SwB,x0
(f − f ′) = SwB,x1

(f − f ′)

soit
(SwB,x0

− SwB,x1
)(f) = (SwB,x0

− SwB,x1
)(f ′) .

(ii) se déduit du lemme 9.9(ii) de la même façon. �

Fin de la démonstration de la proposition 9.6. — Comme dans le corol-
laire 9.10 ci-dessus, on considère une autre place x1 ∈ |F | − SG en laquelle
le facteur fx1 de f est sphérique.
Introduisons alors la série formelle en Z0 et Z1∑
N0,N

′
0∈N

N1,N
′
1∈N

Z
N0+N ′0
0 · ZN1+N ′1

1 ·
∫

(NB∩w−1NBw)(A)\NB(A)
du′ ·

∑
γ∈T (F )

∫
NB(A)

du

·

fN0,N
′
0

x0 ⊗ fN1,N
′
1

x1 ⊗

 ⊗
x6=x0,x1

fx

 (u−1 γ w u′) .
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En procédant comme dans la démonstration de la première partie de la
proposition 9.6, on montre que cette série formelle est une fraction ration-
nelle

R(Z0, Z1)
qui s’écrit comme le quotient d’un polynôme en Z0 et Z1 par le produit
d’un polynôme en Z0, d’un polynôme en Z1 et d’un polynôme en Z0/Z1.

Par conséquent, on peut parler de la valeur régularisée en Z0 = 1 de la
valeur régularisée en Z1 = 1 de R(Z0, Z1), ainsi que de la valeur régularisée
en Z1 = 1 de sa valeur régularisée en Z0 = 1, et elles sont égales.
Or, d’après le corollaire 9.10(i), la première est égale à

SwB,x0
(f)

et la seconde est égale à
SwB,x1

(f) .
Ainsi, les deux fonctionnelles SwB,x0

et SwB,x1
coïncident sur les ρ-fonctions

globales produit f =
⊗

x∈|F | fx qui sont sphériques en les deux places x0
et x1.

Il en est de même des deux fonctionnelles S′wB,x0
et S′wB,x1

puisque l’on a
pour toute telle fonction f

SwB,x0
(f) = S′wB,x0

(f̂) ,

SwB,x1
(f) = S′wB,x1

(f̂) . �

Fin de la démonstration du théorème 9.2(i). — Il suffit de démontrer
que pour toute fonction test localement constante à support compact

ϕ =
∏
x∈|F |

ϕx : G(A)→ C ,

la ρT -fonction globale sur G(A)

g′ 7→
∫
G(A)

dg · ϕ(g) · |detG(g)| 12 · f(g′g)

et sa ρT -transformée de Fourier

g′ 7→
∫
G(A)

dg · ϕ(g) · |detG(g)|− 1
2 · f̂(g−1g′)

vérifient les propriétés du théorème 9.2.
Or, pour toute place x0 ∈ |F | et tous entiers N,N ′ ∈ N, les fonctions

automorphes

G(F )\G(A) 3 g 7→
∫
NB(A)/NB(F )

du ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (u γ g)
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et

G(F )\G(A) 3 g 7→
∫
NB(A)/NB(F )

du

·
∑

γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (g−1 γ u−1)

ne laissent apparaître dans leur décomposition spectrale que des représen-
tations automorphes dont le support cuspidal est constitué de caractères
automorphes de T (A), c’est-à-dire que des séries d’Eisenstein induites de
B et leurs résidus.
On est donc réduit à prouver que pour toute fonction test localement

constante à support compact

ϕ =
∏
x∈|F |

ϕx : NB(A)\G(A)→ C ,

les séries formelles∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(A)/NB(F )

du ·
∑

γ∈G(F )/NB(F )

∫
G(A)

dg ·ϕ(g) · |detG(g)| 12

·

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (u γ g)

et ∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫
NB(A)/NB(F )

du ·
∑

γ∈NB(F )\G(F )

∫
G(A)

dg·ϕ(g)·|detG(g)|− 1
2

·

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (g−1 γ u−1)

sont des fractions rationnelles égales entre elles, et que leurs “valeurs régu-
larisées” en Z = 1 ne dépendent pas du choix de la place x0.
Cela résulte de la proposition 9.6. �

10. Transfert automorphe et formules de Poisson non
linéaires

Dans cette section, on considère un groupe réductifG, pas nécessairement
quasi-déployé, sur le corps de fonctions F de corps des constantes Fq.
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Le groupe réductif complexe Ĝ dual de G est naturellement muni d’une
paire de Borel comprenant un tore maximal T̂ et d’une action du groupe
de Galois ΓF de F .
On suppose que G est muni d’un caractère non trivial défini sur F

detG : G→ Gm .

Il lui correspond un cocaractère central de Ĝ fixé par ΓF

d̂etG : Ĝm = C× → Z
Ĝ
↪→ T̂ ↪→ Ĝ .

Suivant Langlands, on appelle représentation de transfert de G tout homo-
morphisme algébrique continu

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) .

On dira qu’une telle représentation de transfert ρ est compatible avec le
caractère detG de G si le cocaractère central correspondant

d̂etG : C× ↪→ Ĝ

agit sur l’espace Cr de ρ par
z 7→ z .

On a :

Lemme 10.1. — On dit que la représentation de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)

est non ramifiée en une place x ∈ |F | si le groupe réductif G est non ramifié
en cette place et l’action induite

ρ : Ĝo ΓFx → GLr(C)

se factorise à travers le quotient non ramifié Γnr
Fx

de ΓFx en

Ĝo Γnr
Fx → GLr(C) .

Avec cette définition, on a :
(i) Le sous-ensemble Sρ ⊃ SG de |F | constitué des places en lesquelles

G ou ρ est ramifié est fini.
(ii) En toute place x ∈ |F | − Sρ, ρ induit naturellement un homomor-

phisme entre algèbres de Hecke sphériques

ρ∗x : Hrx,∅ → HGx,∅
et donc une application

(ρx)∗ : {π}Gx,∅ → {π}rx,∅
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de l’ensemble des représentations lisses admissibles irréductibles
non ramifiées de G(Fx) vers celui de GLr(Fx).

Démonstration. — (i) résulte de ce que l’homomorphisme algébrique
continu

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)
contient nécessairement dans son noyau un sous-groupe ouvert de ΓF .
Prouvons maintenant (ii). En toute place x ∈ |F | − Sρ, ρ induit un

homomorphisme
Ĝo Γnr

Fx → GLr(C) .
Or, d’après le théorème 1.6(iii), on a un isomorphisme canonique

SGx : HGx,∅
∼−→ C [Ĝx]Ĝ

de l’algèbre de Hecke sphérique de G(Fx) vers l’algèbre des fonctions al-
gébriques sur Ĝx, la fibre de Ĝo Γnr

Fx
au-dessus de l’élément de Frobenius

σx ∈ Γnr
Fx

, qui sont invariantes par conjugaison par Ĝ.
De même, on a un isomorphisme

Srx : Hrx,∅
∼−→ C [ĜLr]ĜLr

de l’algèbre de Hecke sphérique de GLr(Fx) vers l’algèbre des fonctions
algébriques invariantes par conjugaison sur ĜLr = GLr(C).
La restriction à Ĝx via ĜoΓnr

Fx
→ GLr(C) des fonctions invariantes par

conjugaison sur GLr(C) définit l’homomorphisme recherché

ρ∗x : Hrx,∅ → HGx,∅ .

Cet homomorphisme induit une application

(ρx)∗ : {π}Gx,∅ → {π}rx,∅
puisque, d’après le théorème 1.6, {π}Gx,∅ [resp. {π}rx,∅] est en bijection avec
l’ensemble des caractères de l’algèbre commutative HGx,∅ [resp. Hrx,∅]. �

Langlands a proposé la définition suivante :

Définition 10.2. — Étant donnée une représentation de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) ,

on pose :
(i) Une représentation automorphe π′ =

⊗
x∈|F | π

′
x de GLr est ap-

pelée un ρ-transfert global d’une représentation automorphe π =⊗
x∈|F | πx de G si, en toute place x ∈ |F | − Sρ où πx et non rami-

fiée, π′x est nécessairement non ramifiée et

π′x = (ρx)∗(πx) .
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(ii) En n’importe quelle place x0 ∈ |F |, une représentation lisse ad-
missible irréductible π′x0

∈ {π}rx0
de GLr(Fx0) est appelée un ρ-

transfert local d’une représentation lisse admissible irréductible πx0 ∈
{π}Gx0

de G(Fx0) s’il existe une représentation automorphe π de G
admettant πx0 pour composante en x0 et un ρ-transfert global π′
de π admettant π′x0

pour composante en x0.

Remarques.
(i) Les notions de ρ-transfert global ou local sont invariantes par conju-

gaison de ρ par les éléments de GLr(C). On peut donc supposer tou-
jours que ρ envoie le tore maximal T̂ de Ĝ dans celui T̂r = (C×)r
de GLr(C).

(ii) On peut démontrer en utilisant la formule des traces d’Arthur-
Selberg que toute représentation lisse admissible irréductible super-
cuspidale πx0 ∈ {π}Gx0

de G en une place x0 ∈ |F | est la composante
locale en x0 d’au moins une représentation automorphe π de G(A)
et en fait de beaucoup.

(iii) Il résulte de la définition que, en toute place x ∈ |F | − Sρ, les re-
présentations non ramifiées πx ∈ {π}Gx,∅ ne peuvent avoir d’autre
ρ-transfert local que (ρx)∗(πx). En revanche, les représentations ra-
mifiées peuvent avoir plusieurs transferts locaux différents.

Langlands avait conjecturé l’énoncé suivant, appelé principe de foncto-
rialité, qui est maintenant un théorème dans le cas des corps de fonctions
où nous sommes :

Théorème 10.3. — Étant donnée une représentation de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) ,

on a :
(i) Toute représentation automorphe π de G admet au moins un ρ-

transfert global π′ dans GLr.
(ii) En toute place x0 ∈ |F | et pour toute représentation lisse admissible

irréductible πx0 ∈ {π}Gx0
de G(Fx0), tous les ρ-transferts locaux

π′x0
∈ {π}rx0

de πx0 dans GLr ont le même support supercuspidal.
Il ne dépend que du support supercuspidal de π0 et de la restriction
de ρ à Ĝo ΓFx0

.

Démonstration. — Notons WF ⊂ ΓF le “groupe de Weil” de ΓF , consti-
tué des éléments dont l’image dans le groupe de Galois ΓFq du corps des
constantes Fq de F est une puissance de l’élément de Frobenius. Autrement
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dit, WF est défini par le carré cartésien :

WF
� � //

��

ΓF

��
Z �
� // Ẑ = ΓFq

En toute place x ∈ |F |, le “groupe de Weil local” WFx = ΓFx ∩WF est
constitué des éléments de ΓFx dont l’image dans Γnr

Fx
= Γκx = ΓFqx est une

puissance de l’élément de Frobenius σx.
Choisissons un nombre premier ` qui ne divise pas q, une clôture algé-

brique Q` de Q` et un isomorphisme Q` ∼= C.
On dit qu’une représentation continue

σ : WF → GLr(Q`) = ĜLr
[resp. σ : WF → Ĝ(Q`) ]

est non ramifiée en une place x ∈ |F | si sa restriction au groupe de Weil
local WFx se factorise à travers son quotient σZ

x .
On dit qu’une représentation automorphe π =

⊗
x∈|F | πx de GLr(A)

[resp. G(A)] et une représentation continue σ : WF → GLr(Q`) [resp.
σ : WF → Ĝ(Q`)] se correspondent au sens de Langlands si, en toute place
x ∈ |F | [resp. x ∈ |F | − SG] où π est non ramifiée, σ est également non
ramifiée et

Trπx(hx) = hx(σ(σx)) , ∀hx ∈ Hrx,∅ = Q` [ĜLr]ĜLr ,

[resp. Trπx(hx) = hx(σ(σx), σx) , ∀hx ∈ HGx,∅ = Q` [Ĝx]Ĝ ] .

On remarque que si π et σ se correspondent, alors π et la semi-simplifiée
σss de σ se correspondent également.

De plus, si M est un sous-groupe de Levi standard de GLr [resp. G]
et (M,π0) est le support cuspidal d’une représentation automorphe π de
GLr(A) [resp. G(A)], alors M̂ s’identifie à un sous-groupe de Levi standard
de ĜLr [resp. Ĝ] et une représentation continue

σ0 : WF → M̂(Q`)

correspond à π0 au sens de Langlands si et seulement si la représentation
composée

WF → M̂(Q`) ↪→ GLr(Q`) [resp. WF → M̂(Q`) ↪→ Ĝ(Q`)]

correspond à π.
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Ces remarques étant faites, on voit que la partie (i) du théorème 10.3
résulte du théorème ci-dessous combiné avec le théorème 2.2 :

Théorème 10.4.
(i) [5] La correspondance de Langlands définit une bijection de l’en-

semble des représentations automorphes cuspidales π de GLr(A)
sur l’ensemble des représentations continues, presque partout non
ramifiées et irréductibles

σ : WF → GLr(Q`) .

(ii) [9] Quel que soit le groupe réductif G sur F , la correspondance de
Langlands définit une application

π 7→ σπ

de l’ensemble des représentations automorphes cuspidales π deG(A)
vers l’ensemble des représentations continues, presque partout non
ramifiées et semi-simples

σ : WF → Ĝ(Q`) .

Suite de la démonstration du théorème 10.3. — En n’importe quelle
place x ∈ |F |, on dit qu’une représentation lisse admissible irréductible
πx ∈ {π}rx [resp. πx ∈ {π}Gx ] de GLr(Fx) [resp.G(Fx)] et une représentation
continue

WFx → GLr(Q`) [resp. WFx → Ĝ(Q`)]
se correspondent au sens de Langlands s’il est possible de les relever en
un couple (π, σ) constitué d’une représentation automorphe π de GLr(A)
[resp. G(A)] et d’une représentation continue

σ : WF → GLr(Q`) [resp. WF → Ĝ(Q`)]

qui se correspondent globalement au sens de Langlands.
La partie (ii) du théorème 10.3 résulte du théorème suivant qui complète

le théorème 10.4 :

Théorème 10.5. — En toute place x ∈ |F |, on a :
(i) [5] Pour tout rang r > 1, la correspondance de Langlands locale

définit une bijection de l’ensemble des représentations lisses admis-
sibles irréductibles supercuspidales de GLr(Fx) sur l’ensemble des
représentations continues irréductibles

WFx → GLr(Q`) .

De plus, si πx ∈ {π}rx et une représentation continue σ : WFx →
GLr(Q`) se correspondent localement au sens de Langlands, alors

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



992 Laurent LAFFORGUE

le support supercuspidal de πx et la semi-simplifiée σss de σ se
correspondent par la bijection ci-dessus.

(ii) [2] Quel que soit le groupe réductif G sur F et pour toute paire
(πx, σ) constituée d’une représentation lisse admissible irréductible
πx ∈ {π}Gx de G(Fx) et d’une représentation continue

σ : WFx → Ĝ(Q`)

se correspondant au sens de Langlands, la semi-simplifiée σss de σ
est entièrement déterminée par le support supercuspidal de πx et
par l’action de ΓFx sur Ĝ.

Considérons maintenant une représentation de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)

compatible avec le caractère detG : G→ Gm.
Étant donnée une représentation lisse admissible irréductible supercuspi-

dale πx0 ∈ {π}Gx0
de G en une place x0, considérons les triplets (G′, ρ′, π′x0

)
constitués de

• un groupe réductif G′ sur F muni d’un isomorphisme

G′Fx0
∼= GFx0

(si bien que le dual Ĝ′ de G′ muni de l’action de ΓFx0
s’identifie à

Ĝ muni de l’action de ΓFx0
),

• une représentation de transfert

ρ′ : Ĝ′ o ΓF → GLr(C)

dont la restriction à Ĝ′ oΓFx0
= ĜoΓFx0

coïncide avec celle de ρ,
• un ρ′-transfert local π′x0

∈ {π}rx0
de πx0 .

Alors, d’après le théorème 10.3(ii) combiné avec le théorème 3.6, les fac-
teurs

γx0(π′x0
, ψx0 , Z) =

Lx0(π′x0
, Z) · εx0(π′x0

, ψx0 , Z)

Lx0

(
π′∨x0

, 1
qx0 Z

)
ne dépendent que de πx0 et de la restriction Ĝ o ΓFx0

ρ−→ GLr(C). On
peut donc les noter

γx0(ρ, πx0 , Z) .
De plus, tous les polynômes

Lx0(π′x0
, Z)−1

sont des multiples du dénominateur réduit de la fraction rationnelle en Z

γx0(ρ, πx0 , Z) .
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Il en est de même de leur plus grand commun diviseur que l’on notera

Lx0(ρ, πx0 , Z)−1 .

Enfin, on notera

εx(ρ, πx0 , Z) =
Lx0

(
ρ, π∨x0

, 1
qx0 Z

)
· γx0(ρ, πx0 , Z)

Lx0(ρ, πx0 , Z) .

C’est automatiquement un monôme en Z.
Plus généralement, étant donnée une représentation lisse admissible ir-

réductible π ∈ {π}Gx0
de G en x0 dont le support discret (Mx0 , π0) est

supercuspidal, considérons les triplets (M,ρM , π
′
0) constitués de

• un groupe réductif M sur F muni d’un isomorphisme

MFx0
∼= Mx0

(si bien que le dual M̂ de M muni de l’action de ΓFx0
s’identifie à

celui M̂x0 de Mx0 plongé dans Ĝ),
• une représentation de transfert

ρM : M̂ o ΓF → GLr(C)

dont la restriction à M̂ o ΓFx0
coïncide avec

M̂x0 o ΓFx0
↪→ Ĝo ΓF

ρ−→ GLr(C) ,

• un ρM -transfert local π′0 ∈ {π}rx0
de π0.

Alors le facteur
γx0(π′0, ψx0 , Z)

ne dépend que de π0 et de la restriction M̂x0 o ΓFx0

ρ−→ GLr(C), et on
peut le noter

γx0(ρ, π, Z) = γx0(ρ, π0, Z) .

Puis on note

Lx0(ρ, π, Z)−1 = Lx0(ρ, π0, Z)−1

le plus grand commun diviseur des

Lx0(π′0, Z)−1

et enfin

εx0(ρ, π, Z) = εx0(ρ, π0, Z) =
Lx0

(
ρ, π∨0 ,

1
qx0 Z

)
· γx0(ρ, π0, Z)

Lx0(ρ, π0, Z) .
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Le corollaire 6.4 permet de compléter les applications

π 7→ Lx0(ρ, π, Z)

et

π 7→ εx0(ρ, π, Z)

pour obtenir le corollaire suivant du théorème 10.3 :

Corollaire 10.6. — Considérons une représentation de transfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)

compatible avec le caractère detG : G→ Gm, et un caractère

detρ : G→ Gm .

Alors il existe une unique façon de définir en chaque place x0 ∈ |F | une
“donnée normalisée” au sens de la définition 6.5

{π}Gx0
3 π 7→

{
Lx0(ρ, π, Z)
εx0(ρ, π, Z)

qui coïncide avec les Lx0(ρ, π, Z) et εx0(ρ, π, Z) définis ci-dessus lorsque le
support discret de π est supercuspidal.
Elle est telle que pour toute paire (π, π′) constituée d’une représentation

π ∈ {π}Gx0
et d’un ρ-transfert local π′ ∈ {π}rx0

de π, le facteur

γx0(ρ, π, Z) = Lx0(ρ, π, Z) · εx0(ρ, π, Z)
Lx0

(
ρ, π∨, 1

qx0 Z

)
est égal à

γx0(π′, ψx0 , Z)
et le polynôme

Lx0(ρ, π, Z)−1

divise le polynôme
Lx0(π′, Z)−1 .

Jusqu’à présent, on ne sait pas donner d’expression directe générale des
fractions rationnelles

Lx0(ρ, π, Z)
et

εx0(ρ, π, Z)
en fonction de ρ : Ĝo ΓF → GLr(C) et de π ∈ {π}Gx0

.
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Il résulte cependant de la définition du ρ-transfert global ou local que,
en toute place non ramifiée x0 ∈ |F | − Sρ, la famille des

Lx0(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx0,∅

[resp. εx0(ρ, π, Z) , π ∈ {π}Gx0,∅ ] ,

vue comme un élément de

HGx0,∅[[Z]] [resp. HGx0,∅[Z
±1] ] ,

est la transformée par l’homomorphisme ρ∗x0
:Hrx0,∅→H

G
x0,∅ de la famille des

Lx0(π′, Z) , π′ ∈ {π}rx0,∅

[resp. εx0(π′, ψx0 , Z) , π′ ∈ {π}rx0,∅ ] ,

vue comme un élément de

Hrx,∅[[Z]] [resp. Hrx,∅[Z±1] ] .

On a aussi :

Proposition 10.7. — Considérons toujours une représentation de tran-
fert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)
compatible avec le caractère detG : G→ Gm.
Et supposons que
• G est quasi-déployé sur F , avec un tore maximal T ,
• ρ induit un homomorphisme de tores

ρT = (ρ1
T , . . . , ρ

r
T ) : T̂ → (C×)r ,

• le groupe de Galois ΓF agit sur l’espace Cr de ρ par des permuta-
tions de ses r vecteurs de base, si bien que WG o ΓF agit sur les
caractères ρiT , 1 6 i 6 r, via une action sur l’ensemble {1, . . . , r}
de leurs indices.

Alors, pour toute place x0 ∈ |F | et toute représentation π ∈ {π}Gx dont
le support discret est de la forme (T, χ), on a avec les notations de la
définition 8.4

Lx0(ρ, π, Z) = Lx0(ρT , χ, Z) ,
εx0(ρ, π, Z) = εx0(ρT , χ, Z) .

En une place arbitraire x0 ∈ |F |, considérons les représentations π ∈
{π}Gx0

de la forme
π = π0 ⊗ (ω ◦ detG) = π0 · ω
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où π0 ∈ {π}Gx0,Kx0
est de ramification bornée par un sous-groupe ouvert

compact Kx0 ⊂ G(Fx0) et ω : Fx0 → C× est un caractère très ramifié.
Alors tout ρ-transfert local π′ de π par une représentation ρ : ĜoΓF →

GLr(C) compatible avec detG est nécessairement de la forme

π′ = π′0 ⊗ (ω ◦ det) = π′0 · ω

où π′0 est un ρ-transfert local de π0 donc est de ramification bornée par un
sous-groupe ouvert compact K ′x0

⊂ GLr(Fx0) qui ne dépend que de Kx0 et
de la restriction Ĝo ΓFx0

ρ−→ GLr(C).
Or on a d’après le théorème 3.8(ii) que

Lx0(π′0 · ω,Z) = 1

et
εx0(π′0 · ω, ψx0 , Z) = εx0(χπ′0 · ω, ψx0 , Z) · εx0(ω, ψx0 , Z)r−1

si ω est assez ramifié en fonction de K ′x0
et χπ′0 désigne le caractère central

de π′0.
De plus, le caractère central χπ′0 de π′0 s’exprime en fonction de π0 de la

manière suivante :

Lemme 10.8. — Soit ρ : Ĝ o ΓF → GLr(C) une représentation de
transfert de G compatible avec le caractère detG : G→ Gm.
Soit

µG : Gm → G

le cocaractère central dual du caractère composé fixé par ΓF

Ĝ
ρ−→ GLr(C) det−−−−→ C× ,

et soit
ωρ : A×/F× → C×

le caractère continu d’ordre fini qui correspond par la théorie du corps de
classes au caractère composé continu

ΓF
ρ−→ GLr(C) det−−−−→ C× .

Alors :
(i) Pour toute représentation automorphe π de G(A) et tout ρ-transfert

global π′ de π dans GLr(A), on a

χπ′ = χπ · ωρ

si χπ désigne le caractère par lequel A× agit sur π via µG : Gm → G.
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(ii) Pour toute représentation πx0 ∈ {π}Gx0
de G(Fx0) en une place x0

et pour tout ρ-transfert local π′x0
de πx0 , on a

χπ′x0
= χπx0

· ωρ

si χπx0
désigne le caractère par lequel F×x0

agit sur πx0via µG : Gm→G.

Démonstration.
(ii) résulte de (i).
(i) résulte de (ii) dans le cas où x0 ∈ |F | − Sρ, πx0 est non ramifiée et

π′x0
= (ρx0)∗(πx0).

Or, en une telle place x0, l’homomorphisme

Hrx,∅ = C [ĜLr]ĜLr → C [Ĝx]Ĝ = HGx,∅
est induit par le morphisme

Ĝx0 → ĜLr = GLr(C) .

La restriction à la fibre Ĝx0 de ĜoΓnr
Fx0

au-dessus de l’élément de Frobenius
σx0 de la fonction invariante det sur GLr(C) est le produit de sa restriction
à Ĝ et du scalaire det ◦ ρ (σx0).
D’où la formule annoncée. �

On déduit de ce lemme :

Corollaire 10.9. — Dans la situation et avec les notations du
lemme 10.8 ci-dessus, on a pour toute place x0 ∈ |F |, toute représentation
πx0 ∈ {π}Gx,Kx0

de ramification bornée par un sous-groupe ouvert compact
Kx0 ⊂ (Fx0) et tout caractère

ω : F×x0
→ C×

assez ramifié en fonction de Kx0 et de Ĝo ΓFx0

ρ−→ GLr(C), les formules

Lx0(ρ, πx0 · ω,Z) = 1

εx0(ρ, πx0 · ω,Z) = εx0(χπx0
· ωρ · ω, ψx0 , Z) · εx0(ω, ψx0 , Z)r−1 .

Pour toute représentation lisse admissible irréductible

π =
⊗
x∈|F |

πx

de G(A), on note

L(ρ, π, Z) =
∏
x∈|F |

Lx(ρ, πx, Zdeg(x))
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qui est bien défini a priori en tant que série formelle en Z, et

ε(ρ, π, Z) =
∏
x∈|F |

εx(ρ, πx, Zdeg(x))

qui est bien défini comme monôme en Z puisque les monômes locaux
εx(ρ, πx, Z) sont nécessairement égaux à 1 en presque toute place x ∈ |F |.

On déduit du théorème 10.3 et des corollaires 10.6 et 10.9 :

Théorème 10.10. — Pour toute représentation automorphe

π =
⊗
x∈|F |

πx

de G(A), on a :
(i) Le produit

L(ρ, π, q−s) =
∏
x∈|F |

Lx(ρ, πx, q−sx )

converge absolument pour tout s ∈ C dont la partie réelle est assez
grande.

(ii) Sa limite

L(ρ, π, q−s)

est une fraction rationnelle en q−s = Z.
(iii) Les fractions rationnelles L(ρ, π, Z) et L(ρ, π∨, Z) sont reliées par

l’équation fonctionnelle

L

(
ρ, π∨,

1
q Z

)
= L(ρ, π, Z) · ε(ρ, π, Z) .

(iv) Si, en au moins une place x0 ∈ |F |, le facteur local πx0 de π est le
produit

πx0 = π0 ⊗ (ω ◦ detG) = π0 · ω

d’une représentation π0 ∈ {π}Gx0,K0
de ramification bornée par un

sous-groupe ouvert compact K0 ⊂ G(Fx0) et d’un caractère ω :
F×x0

→ C× assez ramifié en fonction de la borne K0 et de Ĝ o
ΓFx0

ρ−→ GLr(C), alors la fraction rationnelle

L(ρ, π, Z)

n’a pas de pôles, c’est un polynôme en Z.
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(v) Pour toute place x0 ∈ |F | −SG en laquelle le facteur local πx0 de π
est non ramifié, le produit

L
(
ρ, π, Z · q− 1

2

)
· Lx0

(
ρ, πx0 , Z

deg(x0) · q−
1
2

x0

)−1

· Lx0

(
ρ, π∨x0

, Z− deg(x0) · q−
1
2

x0

)−1

est un polynôme en Z.

Démonstration. — Il existe au moins une représentation automorphe
π′ =

⊗
x∈|F | π

′
x de GLr(A) qui soit un ρ-transfert global de π.

En toute place x ∈ |F | − Sρ où πx est non ramifié, on a

Lx(ρ, πx, Z) = Lx(π′x, Z)

d’où les propriétés (i) et (ii).
De plus, on a en toute place x ∈ |F | sans exception

γx(ρ, πx, Z) = γx(π′x, ψx, Z)

d’où la propriété (iii).
En les places x en nombre fini où ρ ou πx est ramifié,

Lx(ρ, πx, Z)

est toujours le produit de
Lx(π′x, Z)

et d’un polynôme en Z. Donc la fraction rationnelle globale

L(ρ, π, Z)

est le produit de
L(π′, Z)

et d’un polynôme en Z.
(iv) résulte alors du corollaire 4.3.
(v) En une telle place x0 ∈ |F |−SG où πx0 est non ramifiée, on a d’après

la proposition 10.7

Lx0(ρ, πx0 , Z) = Lx0(π′x0
, Z) ,

εx0(ρ, πx0 , Z) = εx0(π′x0
, ψx0 , Z) .

Comme L(ρ, π, Z) est le produit de L(π′, Z) et d’un polynôme en Z, on est
ramené au fait que

L
(
π′, Z · q− 1

2

)
· Lx0

(
π′x0

, Zdeg(x0) · q−
1
2

x0

)−1
· Lx0

(
π′∨x0

, Z− deg(x0) · q−
1
2

x0

)
et un polynôme en Z, comme démontré dans le lemme 5.6. �
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Nous allons déduire de ce théorème le théorème suivant qui généralise
le corollaire 5.2 et le théorème 5.4 et qui constitue le principal résultat de
l’article :

Théorème 10.11. — Soit une représentation de tranfert

ρ : Ĝo ΓF → GLr(C)

qui est compatible avec le caractère detG : G→ Gm.
Étant donné un caractère

detρ : G→ Gm ,

complétons-le en la “donnée globale” induite par ρ définie dans le corol-
laire 10.6.
Alors :
(i) La ρ-transformation de Fourier des ρ-fonctions globales sur G(A)

satisfait la formule de Poisson de la définition 7.3(i).
(ii) Elle satisfait également la formule de Poisson très ramifiée de la

définition 7.3(ii).

Démonstration. — L’énoncé ne dépend pas du choix du caractère detρ,
donc on peut supposer que detρ est trivial.
Comme dans la section 2, on choisit une paire (T0, B0) constituée d’un

sous-tore T0 de G, défini sur F et maximal pour cette propriété, et d’un
sous-groupe parabolique B0 de G, contenant T0, défini sur F et minimal
pour cette propriété. Le centralisateurM0 de T0 dans G est un sous-groupe
de Levi de B0. On appelle “standard” les sous-groupes paraboliques P [resp.
les sous-groupes de Levi M ] de G définis sur F et contenant B0 [resp. M0].
Tout sous-groupe parabolique standard possède un unique sous-groupe de
Levi standard MP , et l’application ainsi définie P 7→MP est une injection.

En toute place non ramifiée x ∈ |F | − SG, on choisit une paire de Borel
(Tx, Bx) de G, définie sur Fx et telle que Tx ⊃ T0 et Bx ⊂ B0. Elle définit
une structure entière de G sur Ox et donc un sous-groupe ouvert compact
maximal Kx,∅ = G(Ox) de G(Fx) tel que G(Fx) = Bx(Fx) · G(Ox) et a
fortiori G(Fx) = B0(Fx) ·Kx,∅.

En les places restantes x ∈ SG, on choisit un sous-groupe ouvert compact
maximal Kx,∅ de G(Fx) tel que G(Fx) = B0(Fx) ·Kx,∅.

Ainsi, K∅ =
∏
x∈|F |Kx,∅ est un sous-groupe ouvert compact maximal de

G(A) tel que G(A) = B0(A) ·K∅.
Étant donné un sous-groupe ouvert compact

K =
∏
x∈|F |

Kx ⊂ K∅ ,
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on considère les paires (MP , π) constituées d’un sous-groupe de Levi stan-
dard MP de G (provenant d’un unique sous-groupe parabolique standard
P dont le radical unipotent est noté NP ) et d’une représentation auto-
morphe de carré intégrable π de MP (A) telle que l’espace L2

π(MP (F ) ·
NP (A)\G(A)/K) ne soit pas nul. Leurs classes d’équivalence faible sont
en nombre fini, et on peut en choisir un ensemble fini de représentants
unitaires (MP , π0).
Alors, pour toute fonction à support compact

h : K\G(A)/K → C

et pour tous éléments g1, g2 ∈ G(A), on a d’après le théorème 2.3 de dé-
composition spectrale de Langlands∑

γ∈G(F )

h(g−1
1 γ g2) =

∑
(MP ,π0)

∫
Im [π0]

dπ · hπ(g1, g2)

où chaque fraction rationnelle

[π0] 3 π 7→ hπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)|

·
∑

ϕ∈BK(MP ,π0)

(h ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1)

ne dépend pas du choix de la base orthonormée finie BK(MP , π0) de l’espace
L2
π0

(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K) et est invariante par l’action du groupe fini
Fixe (MP , π0) sur [π0].

On commence par le lemme suivant :

Lemme 10.12. — Considérons une ρ-fonction globale produit

f =
⊗
x∈|F |

fx : G(A)→ C

qui est bi-invariante par K =
∏
x∈|F |Kx.

En chaque place x ∈ |F |, considérons la décomposition spectrale de fx
donnée par la définition 6.1(i)

fx(•) =
∫

Im {π}G
x,Kx

dπ · fx,π(•) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
et définissons une fonction

hx : Kx\G(Fx)/Kx → C

par la décomposition spectrale

hx(•) =
∫

Im {π}G
x,Kx

dπ · fx,π(•) .
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Alors :
(i) La fonction hx est la fonction caractéristique 1G(Ox) en toute place

x ∈ |F | − SG où fx est la “ρ-fonction locale standard” au sens de
la définition 7.1.
En les autres places, hx n’est pas nécessairement à support com-

pact, mais elle agit sur chaque classe de {π}Gx,Kx comme un élément
de HGx,Kx .
Par conséquent, h =

⊗
x∈|F | hx agit sur chaque classe [π0] de

représentations automorphes comme un élément de HGK .
(ii) Pour tout réel s assez grand et tous éléments g1, g2 ∈ G(A), on a∑
γ∈G(F )

f(g−1
1 γ g2) =

∑
(MP ,π0)

∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2)

· L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
où, pour tout représentant (MP , π0) et toute π ∈ [π0], on note
encore

hπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)| ·

∑
ϕ∈BK(MP ,π0)

(h ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1) .

(iii) De même, si x0 ∈ |F | − SG est une place en laquelle fx0 est sphé-
rique, on a pour tout réel s assez grand, tous entiers N,N ′ ∈ N et
tous éléments g1, g2 ∈ G(A)

∑
γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2)

=
∑

(MP ,π0)

∫
Im[π0]

dπ ·hπ⊗|detG(•)|−s(g1, g2) ·L
(
ρ, π∨⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
· INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
·IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)
.

Démonstration.
(i) résulte de ce que les fx,π(•) sont des fonctions polynomiales de π ∈

{π}Gx,Kx .
(ii) résulte du théorème II.3 de décomposition spectrale de Langlands,

du théorème 10.10(i) et de ce que, par définition de l’espace des ρ-fonctions
globales, la restriction de f =

⊗
x∈|F | fx à chaque fibre de l’homomor-

phisme
|det(•)| : GLr(A)→ qZ

est supportée par une partie compacte.
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(iii) est déduit de (ii) en remplaçant f par fN,N ′x0
⊗
(⊗

x6=x0
fx

)
. �

Considérons d’autre part la ρ-transformée de Fourier f̂ =
⊗

x∈|F | f̂x de
f =

⊗
x∈|F | fx. En toute place x ∈ |F |, les décompositions spectrales de fx

et f̂x

fx(•) =
∫

Im {π}G
x,Kx

dπ · fx,π(•) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
,

f̂x(•) =
∫

Im {π}G
x,Kx

dπ · f̂x,π(•) · Lx
(
ρ, π∨, q

− 1
2

x

)
,

sont reliées par les formules

f̂x,π∨(g) = fx,π(g−1) · εx
(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
, ∀π .

On définit en toute place x ∈ |F | une fonction

ĥx : Kx\G(Fx)/Kx → C

par la décomposition spectrale

ĥx(•) =
∫

Im {π}G
x,Kx

dπ · f̂x,π(•) ,

puis on forme le produit global

ĥ =
⊗
x∈|F |

ĥx

et on pose pour tout représentant (MP , π0), tout π ∈ [π∨0 ] et tous éléments
g1, g2 ∈ G(A)

ĥπ(g1, g2) = 1
|Fixe (MP , π0)| ·

∑
ϕ∈BK(MP ,π∨0 )

(ĥ ∗ Eπ(ϕ))(g2) · Eπ∨(ϕ)(g1) .

D’après le lemme 10.12 appliqué à f̂ , on a, pour n’importe quel réel s
assez grand, les formules∑

γ∈G(F )

f̂(g−1
2 γ g1) =

∑
(MP ,π0)

∫
Im [π∨0 ]

dπ · ĥπ⊗| detG(•)|−s(g2, g1)

· L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
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et, pour tous entiers N,N ′ ∈ N,

∑
γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (g−1
2 γ g1)

=
∑

(MP ,π0)

∫
Im[π∨0 ]

dπ · ĥπ⊗|detG(•)|−s(g2, g1) ·L
(
ρ, π∨⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
·INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)
.

Or on a :

Lemme 10.13. — Pour tout représentant (MP , π0) et tous éléments
g1, g2 ∈ G(A), on a :

(i) Les fonctions

[π0] 3 π 7→ hπ(g1, g2) ,

[π0] 3 π 7→ ĥπ∨(g2, g1)

sont des fractions rationnelles en π.
Elles admettent un dénominateur indépendant de g1, g2 ∈ G(A),

invariant par l’action de ΛG et qui ne s’annule pas sur Im [π0] ni
donc sur ΛG · Im [π0] ⊃ {π ⊗ | detG(•)|s , π ∈ Im [π0] , s ∈ C}.

(ii) Ces fractions rationnelles sont reliées par l’équation fonctionnelle

ĥπ∨(g2, g1) = hπ(g1, g2) · ε
(
ρ, π, q−

1
2

)
, ∀π ∈ [π0] .

Démonstration.
(i) résulte des propriétés connues des séries d’Eisenstein

π 7→ Eπ(ϕ) , ϕ ∈ L2
π0

(MP (F ) ·NP (A)\G(A)/K) .

(ii) résulte de ce que, en toute place x ∈ |F |,

f̂x,π∨(g) = fx,π(g−1) · εx
(
ρ, π, q

− 1
2

x

)
, ∀ g , ∀π .

�

D’après ce lemme et le théorème 10.3, on passe de la somme∑
γ∈G(F )

f(g−1
1 γ g2) [resp.

∑
γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2) ]

à la somme∑
γ∈G(F )

f̂(g−1
2 γ g1) [resp.

∑
γ∈G(F )

f̂N ′,Nx0
⊗

⊗
x6=x0

f̂x

 (g−1
2 γ g1) ]
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par un déplacement de contours d’intégration, de Re (s)� 0 à Re (s)� 0,
des intégrales∫

Im [π0]
dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2) · L

(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
[resp.

∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2) · L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
· INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)
].

Si f est très ramifiée en au moins une place, le théorème X.10(iv) implique
que les facteurs

L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|−s, q− 1

2

)
n’ont pas de pôle.
Les intégrales pour Re (s)� 0 et Re (s)� 0 sont donc égales, soit∑

γ∈G(F )

f(g−1
1 γ g2) =

∑
γ∈G(F )

f̂(g−1
2 γ g1) .

Cela prouve la partie (ii) du théorème 10.11.
Dans le cas général, on sait d’après le théorème X.10(v) que les produits

L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
· INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)
n’ont jamais de pôles.
On en déduit :

Lemme 10.14.

(i) Pour tout représentant (MP , π0), les séries formelles∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

Im [π0]
dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2)

· L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
· INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)

TOME 66 (2016), FASCICULE 3



1006 Laurent LAFFORGUE

et∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

Im [π∨0 ]
dπ · ĥπ⊗| detG(•)|−s(g2, g1)

· L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
· INx0

(
ρ, πx0 ⊗ |detG(•)|−sx0

, q
− 1

2
x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

⊗ |detG(•)|sx0
, q
− 1

2
x0

)
sont indépendantes de s ∈ C et égales entre elles.

(ii) Leurs sommes sur les représentants (MP , π0), qui sont les séries
formelles∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

fx

 (g−1
1 γ g2)

et∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x6=x0

f̂x

 (g−1
2 γ g1) ,

sont égales.

Puis on obtient :

Corollaire 10.15.
(i) Pour tout z ∈ C de module |z| assez petit, les séries en Z = z du

lemme 10.14(i) ci-dessus convergent absolument vers les intégrales∫
Im [π0]

dπ · hπ(g1, g2) · L
(
ρ, π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
ρ, πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
ρ, π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
ρ, πx0 , zq

− 1
2

x0

)
· Lx0

(
ρ, π∨x0

, zq
− 1

2
x0

)
.

(ii) Ces intégrales définisssent des fractions rationnelles en z.

Démonstration. — (i) résulte du lemme 10.14(i) en prenant s = 0.
Prouvons maintenant (ii). Si ΛMP est un tore de dimension k, donc iso-

morphe à (C×)k, la variété algébrique complexe [π0] s’identifie à un ouvert
de ΛMP ∼= (C×)k et sa sous-variété algébrique réelle Im [π0] s’identifie au
sous-tore unitaire Im ΛMP ∼= {(λ1, . . . , λk)∈(C×)k | |λ1|= . . .= |λk|= 1}.
La mesure dπ sur Im [π0] n’est autre que la mesure invariante de volume 1

dλ1 . . . dλk .
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L’expression
hπ(g1, g2)

est une fraction rationnelle en π, c’est-à-dire en λ1, . . . , λk, dont le déno-
minateur est un produit de facteurs de la forme

1− λi λ−1
i′ z0

pour des z0 ∈ C× tels que |z0| 6= 1.
Le produit

L
(
ρ, π∨, q−

1
2

)
· Lx0

(
ρ, πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
ρ, π∨x0

, q
− 1

2
x0

)−1

est un polynôme en π, c’est-à-dire en λ±1
1 , . . . , λ±1

k .
Enfin, il existe des caractères

ρj : ΛMP ∼= (C×)k → C× ,

des multiplicités ej > 1 et des nombres complexes zj ∈ C×, 1 6 j 6 r′, tels
que, pour toute π ∈ [π0] paramétrée par λ = (λ1, . . . , λk) ∈ ΛMP ∼= (C×)k,
on ait

Lx0 (ρ, πx0 , Z) =
∏

16j6r′

1
1− ρj(λdeg(x0)) · Zej · zj

,

Lx0

(
ρ, π∨x0

, Z
)

=
∏

16j6r′

1
1− ρj(λ− deg(x0)) · Zej · zj

.

Si ΛGm ∼= C× agit sur ΛMP ∼= (C×)k via le caractère MP ↪→ G
det−−−−→ Gm,

on a pour tout indice j ∈ {1, . . . , r′}

ρj(zλ) = zej · ρj(λ) , ∀λ ∈ ΛMP , ∀ z ∈ ΛGm ∼= C× .

La conclusion s’obtient par déplacement des contours d’intégration, par
exemple dans la direction |z| 7→ 0, et calcul des résidus. �

Ainsi, les deux séries formelles

∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

fN,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

fx

 (γ)

et ∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∑

γ∈G(F )

f̂N,N ′x0
⊗

⊗
x 6=x0

f̂x

 (γ)

sont des fractions rationnelles égales entre elles.
En particulier, elles ont la même valeur régularisée en Z = 1, notée

Sx0(f) = Sx0(f̂) .
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Il reste seulement à prouver que Sx0(f) ne dépend pas du choix de la
place x0.
On montre d’abord :

Lemme 10.16. — Supposons que la transformée de Fourier f̂x de fx est
à support compact en au moins une place x ∈ |F |−SG où fx est sphérique.

Alors :
(i) Pour tout représentant (MP , π0), la “valeur régularisée” en Z = 1

de la fraction rationnelle développée en série formelle∑
N,N ′∈N

ZN+N ′ ·
∫

Im [π0]
dπ · hπ(g1, g2) · L

(
ρ, π∨, q−

1
2

)
· INx0

(
ρ, πx0 , q

− 1
2

x0

)
· IN

′

x0

(
ρ, π∨x0

, q
− 1

2
x0

)
est égale à l’intégrale∫
Im [π0]

dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2) · L
(
ρ, π∨ ⊗ |detG(•)|s, q− 1

2

)
pour n’importe quel réel s assez grand.

(ii) On a
Sx0(f) =

∑
γ∈G(F )

f(γ) .

Démonstration. — (ii) résulte de (i) et du lemme 10.12(ii).
Démontrons maintenant (i). Choisissons un réel s assez grand. D’après

le lemme 10.14(i) et le corollaire 10.15, la fraction rationnelle considérée
R(z) est égale, si |z| est assez petit, à l’intégrale∫

Im [π0]
dπ · hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2) · L

(
ρ, π∨, q−s−

1
2

)
· Lx0

(
ρ, πx0 , q

s− 1
2

x0

)−1
· Lx0

(
ρ, π∨x0

, q
−s− 1

2
x0

)−1

· Lx0

(
ρ, πx0 , zq

s− 1
2

x0

)
· Lx0

(
ρ, π∨x0

, zq
−s− 1

2
x0

)
.

Cette même intégrale, considérée non plus au voisinage de z = 0 mais au
voisinage de z = 1, définit une autre fraction rationnelle en z que nous
noterons R′(z).
Comme R′(1) est égal à l’intégrale de (i), il s’agit de prouver que la

“valeur régularisée” en z = 1 de la fraction rationnelle

R′(z)−R(z)

est égale à 0.
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Or la différence R′(z)−R(z) s’écrit comme une somme de résidus calculés
le long des pôles qu’il faut traverser en allant de la zone |z| � 1 à la zone
|z| = 1.
Comme s a été choisi très grand, les pôles de

Lx0

(
ρ, π∨x0

, zq
−s− 1

2
x0

)
n’apparaissent pas au cours de cette traversée.
D’autre part, comme la transformée de Fourier f̂x est à support compact

en au moins une place x ∈ |F | − SG où fx est sphérique, les pôles de la
fonction L globale

L
(
ρ, π∨, q−s−

1
2

)
disparaissent par multiplication avec le facteur

hπ⊗| detG(•)|−s(g1, g2) · Lx0

(
ρ, π∨x0

, q
−s− 1

2
x0

)−1
.

Finalement, les seuls pôles qui apparaissent dans le calcul de la différence
R′(z)−R(z) sont ceux de

Lx0

(
ρ, πx0 , zq

− 1
2

x0

)
=

∏
16j6r′

1

1−
(
zq
− 1

2
x0

)ej
· zj · ρj(λ)

.

Comme les fonctions à intégrer comportent en facteur supplémentaire le
polynôme

Lx0

(
ρ, πx0 , q

− 1
2

x0

)−1
=

∏
16j6r′

(
1− q−

1
2 ej

x0 · zj · ρj(λ)
)
,

les résidus le long des pôles à traverser sont des fractions rationnelles en z
bien définies en z = 1 et qui y prennent la valeur 0.
Cela termine la preuve de la partie (i) et donc du lemme 10.16. �

On déduit de ce lemme le corollaire suivant qui termine la preuve du
théorème 10.11 :

Corollaire 10.17. — Soit x1 ∈ |F | − SG une autre place en laquelle
le facteur fx1 de f est sphérique. Alors :

(i) La différence des deux fonctionnelles

f =
⊗
x∈|F |

fx 7→ Sx0(f)

et
f 7→ Sx1(f)

ne dépend que de la restriction de f̂x0 ou f̂x1 au complémentaire
d’une partie compacte arbitrairement grande de G(Fx).
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(ii) Cette différence est identiquement nulle.

Démonstration.
(i) Soit f ′ =

⊗
x∈|F | f

′
x une autre ρ-fonction globale produit qui est

sphérique en les places x0 et x1 et telle que f̂x et f̂ ′x coïncident en dehors
d’une partie compacte de G(Fx) en x = x0 ou x1 et qu’ils soient égaux en
toutes les autres places.
On a d’après le lemme 10.16(ii)

Sx0(f − f ′) = Sx1(f − f ′)

soit

(Sx0 − Sx1)(f) = (Sx0 − Sx1)(f ′) .

(ii) Introduisons la série formelle en Z0 et Z1

∑
N0,N

′
0∈N

N1,N
′
1∈N

Z
N0+N ′0
0 ·ZN1+N ′1

1 ·
∑

γ∈G(F )

fN0,N
′
0

x0 ⊗ fN1,N
′
1

x1 ⊗

 ⊗
x 6=x0,x1

fx

 (γ) .

En procédant comme dans la démonstration de la première partie du théo-
rème 10.11, on montre que cette série formelle est une fraction rationnelle

R(Z0, Z1)

qui s’écrit comme le quotient d’un polynôme en Z0 et Z1 par le produit
d’un polynôme en Z0, d’un polynôme en Z1 et d’un polynôme en Z0/Z1.
Par conséquent, on peut parler de la valeur régularisée en Z0 = 1 de la

valeur régularisée en Z1 = 1 de R(Z0, Z1), ainsi que de la valeur régularisée
en Z1 = 1 de sa valeur régularisée en Z0 = 1, et elles sont égales.
Or, d’après la partie (i) du corollaire, la première est égale à

Sx0(f)

et la seconde est égale à
Sx1(f) .

Cela termine la démonstration du corollaire 10.17 et donc du théo-
rème 10.11. �

On peut noter S(f) la valeur commune des Sx0(f).
Pour terminer, remarquons la conséquence suivante du lemme 10.16(i) :
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Corollaire 10.18. — Pour toute ρ-fonction globale f sur G(A), no-
tons

“
∑

γ∈G(F )

f(γ) ” =

 ∑
γ∈G(F )

f(γ)

+

 ∑
γ∈G(F )

f̂(γ)

− S(f) .

Alors :
(i) La fonctionnelle

f 7→ “
∑

γ∈G(F )

f(γ) ”

satisfait la formule de Poisson au sens que

“
∑

γ∈G(F )

f(γ) ” = “
∑

γ∈G(F )

f̂(γ) ” , ∀ f .

(ii) Elle coïncide avec la fonctionnelle

f 7→
∑

γ∈G(F )

f(γ)

en les ρ-fonctions globales f =
⊗

x∈|F | fx dont au moins un facteur
sphérique fx en une place x ∈ |F |−SG est à support compact dans
G(Fx).
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