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ALLURE A LA FRONTIERE MINIMALE
D’UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS
THEOREME DE DOOB GENERALISE

par Daniel SIBONY

Introduction.

Ce travail développe et approfondit une ancienne Note aux
Comptes Rendus ([9]) qui indiquait une généralisation pos-
sible aux espaces harmoniques de M. Brelot ([2]) de résultats
obtenus par Constantinescu-Cornea [3] et Doob ([5]) sur’allure
a la frontiére de Martin d’applications analytiques d’une sur-
face de Riemann dans une autre.

On donne d’abord un cadre abstrait pour I’étude de I’allure
a la frontiére minimale. Puis on se place pour simplifier dans le
cadre des espaces harmoniques de Bauer ([1]). Si Q et Q'
sont deux espaces L.C.D. munis de la théorie des fonctions
harmoniques de Bauer (c’est-a-dire avec axiome de convergence
de Doob) on établit le théoréme suivant en supposant les
constants harmoniques.

Soit une application [ ouverte de Q dans Q' et telle que

a) si u’ est harmonique >0 dans Q', u’ o f est surharmo-
nique dans Q;

b) il existe une suite de fonctions .) numériques sur
¢ q
Q', séparant Q' telle que lim ¢, f existe presque partout

pour heM (M: ensemble des fonctions harmoniques mini-
males =£0, &, filtre fin associé & heM) presque partout
31gn1ﬁant presque partout pour toute localisée de la mesure
conique associée a la fonction 1 dans la représentation inté-
grale.

Dans ces conditions, pour une certaine classe ()’ de
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compactifiés de Q' (compactifiés de type b) f posséde une

limite dans (), presque partout suivant les filtres F,.

La condition: « f est ouverte », peut é&tre remplacée par la
suivante qui est plus faible:

pour toute ¢ surharmonique >0 dans (, la fonction
inf {¢"eS’; v o f =0} l'est dans Q’, ou S’ est le cone des
fonctions surharmoniques >0 dans Q.

De ce théoréme on déduit le théoréme de Fatou-Naim-Doob
généralisé suivant (1):

Dans un espace harmonique de Bauer (2, toute fonction
surharmonique >0 dans Q a une limite finie suivant les
filtres fins &,, presque partout (au sens défini plus haut).

Pour obtenir cette application on prend pour espace d’arri-
vée I'espace Q' = ]0, —[ muni de la théorie du potentiel dont
les fonctions surharmoniques > 0 sont les fonctions concaves
croissantes.

Le probléme de Dirichlet relatif aux filtres fins &, se traite
alors sans grande difficulté.

On établit aussi un théoréme analogue au théoréme de
Riesz (F. et M.) montrant que I'hypotheése classique d’ana-
licité de Papplication f est excessive.

On étudie enfin une extension des fonctions analytiques de
type Bl (Blaschke).

Cet article a bénéficié des critiques toujours fructueuses de
mon camarade G. Mokobodzki que je remercie vivement.
I1 fait partie d’une série de travaux présentés en Juin 1967
pour une thése d’Etat de Mathemathues J’en profite donc
pour remercier M. Brelot qui m’a initié 4 la théorie du Potentiel,
M. Choquet pour maintes suggestions qu’il m’a faites, M. Deny
et Mlle Libermann pour avoir fait partie du Jury de theése.

1. Cadre abstrait de ’étude.

1. Définitions et hypothéses.

On adopte pour commencer un cadre général utilisé

dans [6].

(1) Dans un article ultérieur, qui parait dans ce volume, nous déduisons ce résul-
tat d’un théoréme plus général sur les limites fines.
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Soit Q un ensemble non vide et S un céne convexe de fonc-
tions de Q dans R*. On suppose que S=H + P, ou H
et P sont deux cones convexes de fonctions a valeurs dans
R+ et R* respectivement, et que les propriétés suivantes
sont vérifiées :

1) (81, 83 €S) => (inf (s, s,) € S).

2) Propriété de « décomposition »:

si uyeH et peP pour 1 =12 etsi u; + p; < uy + py
pour I’ordre naturel, alors u; <C u,.

3) I existe une fonction s,eS telle que so(z) >0,
Vz e (). Les conditions 1) et 2) restant vérifiées pour le cone

——-S, on peut toujours supposer que 1eS, ce qu'on fera.

La structure précédente sera désignée par le couple (Q, S),
qu’'on dira parfois couple surharmonique.

DeriniTions. Raprer. — a) Une fonction he H est mini-
male si la condition (v e H, v < h) implique ¢ = ah ou «eR*.
b) Soit M Uensemble des fonctions minimales h=£0; on
tdentifiera en général deux fonctions minimales proportionnelles.

¢) Pour EcQ et ¢: E - R* majorée par un élément v eS
on introduit comme d’habitude la réduite :

=inf {¢veS; v > ¢ sur E}

d) Une partie EcQ est dite effiléee en heM st RE=Eh.
Un filtre ® sur Q est dit effilé en h si Uun de ses éléments
Dest.

Pour tout heM [D’ensemble des parties de Q dont le com-
plémentaire est effilé en h est un filtre &, sur Q, appelé
filtre fin associé a h.

Remarque. — S1 he M est non bornée, alors
' Ie = 4.
eeg,,

11 suffit de considérer une suite (a,) dans R¥, croissante vers

o = sup h(z) fini ou non, et telle que o, <<a, V
€N

ne
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Posons e, = {h > «,}. Il est clair que e¢,e%, Vn car sur
[:e,,, on a: a, > h.

Donc,
mecmen——— {h = a}

eed, n

d’ou le résultat si a = -+ oo.
Dans des applications on a le résultat quel que soit A par
d’autres arguments (principe du minimum).

Remarque. — Supposons qu’il existe p, e P tel que po(z) >0
pour tout ze Q. Alors pour tout heM, le filtre &, posséde
une base formée d’ensembles du type {h>p} ou peP
p>0 dans Q.

En effet, soit eed,; il existe veP telle que ¢ >h sur

[:e. Donc ¢ + ep, > h sur [:e, c’est-a-dire {p  h}ce,
avec p >0 dans Q.

2. Valeurs d’adhérence et limites fines.

Soit Q' un espace localement compact 4 base dénombrable
et (' un espace compactifié de Q.

Dérinition 1. — Pour toute application f de Q dans Q'
et pour tout heM, on pose:

a(f, by = \fle)

eeF,

ou Padhérence f(e) est prise dans Q.

A(f, h) — qu’on notera plus briévement A(h) — est I’ensemble
des valeurs d’adhérence fines de f, c'est-a-dire suivant le filtre
fin &, _

Pour tout heM, @(h) est fermé non vide de ().

Propriétés de A (h).

Lorsqu’on étudie les limites fines, il est utile de savoir si
Iensemble @(h) est entiérement contenu dans Q' ou s’il
rencontre la frontiere A’ de Q' dans son compactifié (.
C’est ce qui justifie la distinction suivante a introduire parmi
les fonctions minimales sur (.

Soit F_ le filtre sur Q' engendré par les complémentaires
des parties compactes.
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DEriniTION 2. — On pose:

H(f) = {ueH+; R =u ve'eF,)
M(f) = Mn H(f) (cf. [3]).

c’est-a-dire M(f) est Uensemble des heM ou le filtre f~(F,)
est non effilé. Autrement dit :
h e M(f) si et seulement si pour toute partie E’ relativement

compacte de Q', f(E') e, (c’est-é-dire f ([:E') non
effilé en h).

Pour tout he M\M(f), on dira que [ est bornée en h,
terminologie justifiée par la caractérisation suivante.

Prorosition 3. — Les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1) A(h)c Q.

1) he M\M(f).

Démonstration. — Si h e MN\M(f), 1l existe e e F_ tel que
R = h et par suite [:f—l(e’) e J,. Donc

ah)cle

car [:e’ est relativement compact dans Q.
Réciproquement, si @(h) c Q’, il existe, ()’ étant compact,
un nombre fini e, ..., e, d’éléments de F, tel que

donc il existe eed, tel que fle)c QY. Il est clair que
eo = [(f(e)) appartient au filtre F, donc, f(e) étant rela-
tivement compact dans Q’, ona he M\M(f).

Un argument analogue fournit la

ProrosiTion 4. — Soit U’ un ouvertde Q' tel que (k)< U’
pour un heM. Alors on a:

(U 0 Q) e,

Démonstration. — En effet, dans le cas contraire on aurait

pour tout eedy, e fH(U ' n Q) done fle) « U'; (f(e)\U')eceg,
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est alors une famille de fermés de ' dont toute intersection

finie est non vide. Donc n(%)\U') =¢' £ ¢. L’ensemble
eegh

¢’ serait alors dans @(h) et dans Q'\U’, ce qui est absurde.

Deérinition 1'. — Lorsque Uensemble @Q(h) est réduit a un

point, on pose
f(h) = (a(h)}.

f(h) — la limite de f en h — ne dépend que de la génératrice
de h dans le cone H. On désignera par L, Uensemble des

heM ou f(R) est défini.

Prorosition 5. — Pour tout 2’ () et tout (U,) systéme
fondamental de voisinages ouverts de z' dans ', on a:

f22) =)D« ou Dy={heM; 1 (UsnQ)eF}.

Démonstration. — En effet, si ke f~1(2'), ona U, > @(h) Va;
donc d’aprés la proposition [2(UznQ')ed, c’est-a-dire
he m D,. Réciproquement, si f1(U,nQ')edF, Va, alors

a(h)cUpn @, dou a(h)e( Ui= (.

Remarque 6. — On a les inclusions suivantes :
f1(ON\Q) « M(f)
Q) « M\M(f)
qui ne font que traduire la propriété analogue pour @(h).
Elles seront utiles dans I’étude de 'ensemble des valeurs de f.

ProrosiTion 7. — Soit hel, et E une partie de Q non
effilée en h. Si (' est métrisable, il existe une suite (z,) conte-
nue dans E telle que f(h) = lim f(z,) dans Q' et

linm h(z,) = sup h(z).

z€Q
Démonstration. — Soit (a,) ¢ R* croissante avec a, << sug h(x)
z€E

et supa,=suph; on pose w,= {h>a,}; w,eF. Soit
n Q !
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(Us) un systéme fondamental de voisinages ouverts de f (k)
dans Q. On a w,nfU,nQ')cQ\E car par hypothése
ON\E ¢ %, 1l suffit alors de prendre z, dans

w,nfHU,nQ)nE.
TutoriME 8. — Supposons que M soit un espace mesurable
(c’est-a-dire muni d’une tribu) tel que:
Pour toute partie A de Q, lUensemble 8, des points h
de M ou A est effilée, est un ensemble mesurable.

Si de plus Q' est métrisable, alors :

10 Pensemble M(f) est mesurable.

20 Pensemble L, est mesurable.

30 f est mesurable Q' étant muni de sa tribu borélienne).

Démonstration. — 1° Soit (K;) une suite croissante de

compacts de Q' avec Q' = UK’ On a:

M(f) = {heM; VK’ compact <, R[/™®) = h}
=) theM; Ry = ),

qui est une intersection dénombrable d’ensembles mesurables.
20 Soit d wune distance sur ()’ compatible avec la topo-

logie, F un fermé de (' et (z,) une suite dense dans F.
Soit

- 1

U,,= s d(zl, =

mn 33/ eQ'; dlx, y) < g

mn_' {hEM f—l(U:nan)E'jh}

Ona f’l mu Dp. Soit he mUD"*" Pour tout m,

il existe n(m) tel que f”l( ,,,,,(,,,)n Q ) €F,. Soit 2’ un
point d’adhérence de la suite (%), et U’ un voisinage
ouvert de z'. Il existe m tel que U, ,,cU’, donc

AU nQ)ed, et @) cU.
U’ étant quelconque, on a @(h) = {z'}, donc hel, et

hef‘l ") f—l ). Donc f’l ﬁUDm,, et D,, est

mesurable, ce qui démontre aussi le 30)
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2. Théorémes de limites fines a la frontiére minimale.

On se propose maintenant d’établir des théorémes ana-
logues aux théorémes de Riesz (F. et M.) et de Fatou étendus
au cas des surfaces de Riemann par Constantinescu-Cornea

(cf. [3]) et Doob ([5]).

A. Le tHtoriME DE Riksz.

Soit (Q, S) un couple dont la frontiére minimale M oérifie
la propriété suivante:

(D) Uensemble M est un espace mesuré (M, G, w) avec
une mesure . >0, telle que pour tout ¢ € S, hm ¢(z) existe et soit

finie . — pp pour heM. Fn

Cette hypothése est vérifiée chaque fois qu’on peut démon-
trer un théoréeme du type Naim-Doob assurant pour toute
fonction « surharmonique » I'existence g — pp d’une limite
fine finie a la frontiére minimale. Gowrisankaran [4] a
montré qu’il en est ainsi dans une axiomatique de Brelot.
Nous montrerons plus loin qu’il en est de méme dans une axio-
matique de Bauer.

Soit (Q’, ') un autre couple tel que Q soit muni d’une
topologie localement compacte rendant s.c.i. les fonctions de
S’

Dans le cas ou Q et Q' sont deux surfaces de Riemann
hyperboliques, le théoréme de Riesz s’exprime ainsi (cf. [5], [3]) :

Soit f une application analytique de Q dans Q'; Qy
et Qyu les frontiéres de Martin respectives. Soit

A" cQ uQy

tel que A’ nQy soit de mesure harmonique extérieures nulle
et A’'nQ’ de capacité extérieure nulle. Si A(§)c A’ pour
tout & appartenant a4 un ensemble A cQy de mesure
harmonique extérieure strictement positive, alors [ est cons-
tante.

Voici I’analogue de ce théoréme dans notre cadre.

Dirinitions. — 1) Soit (' un compactifié de Q. On dira
qu'un ensemble A'c Q' est polaire (relativement & S') s'il
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existe veS' telle que:

pourtout ye A’ lim o(z) = + o (o z— y dans Q).
=y
2) Une application f de Q dans Q' sera dite pseudo-
bornée (relativement & S et S') su pour tout veS', il existe
ueS avec: u>vof dans Q.
I1 est clair que st [ est pseudo-bornée et si e c ()’ est polaire
alors f1(e’) est polaire dans Q (relativement a S).

Il semble que le théoréme de Riesz soit en fait relatif aux
transformations pseudo-bornées, et que I’hypothése d’analy-
ticité que 'on fait dans le cadre classique soit inutilement
forte.

TutoriME 9. — Soit [ une application pseudo-bornée de )
dans Q' et non constante. Soit A’ c E’ un ensemble polaire et
A cM. Supposons que pour tout he A on ait: A(h)cA'.

Alors A est de mesure extérieure nulle pour la mesure .
donnée sur M.

Démonstration. — Soit s’ e S’ telle que: lim s'(y) = + oo.
Y

Considérons les ensembles: o, = {yeQ’; §(y) > a} on

§ est la prolongée de s’ a ' par limite inférieure. Pour

tout aeR¥, w, est un ouvert de Q' qui contient par hypo-

théese a(h) VheA. D’aprés la proposition 4, on a
[Hwzn Q') ed,.

Soit veS, telle que ¢ >s"of dans Q. D’aprés I’hypo-
thése D, la fonction ¢ admet p-presque partout sur M une
limite finie selon les filtres &,. Il est clair qu’en tout point A
de A ona: limy¢ = + o car

Fr
lim¢ > limsup s o f(z)
F, zeQ, z>h F,
= limsup s of(z)>a, VaeR™
. zEeW,, T>h, F
Donc A est contenu dans 'ensemble des heM ou une
fonction de S n’a pas de limite fine finie; par suite p*(A) = 0.
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Remarque 10. — On voit que la démonstration repose essen-
tiellement sur la propriété de Naim-Doob. Elle montre que si f
est une application de Q dans Q' pour laquelle le théoréme
de Riesz est vrai, alors toute application g telle que

vogvof

pour tout ¢eS’ vérifie aussi le théoréme.

Il est clair aussi que le théoréme subsiste pour les appli-
cations f de Q dans Q' telles que pour tout ¢veS’, ¢of
admet une limite fine finie p-pp sur M. On peut obtenir une
formulation analogue au théoréme de Doob cité plus haut si
on se place dans le cadre suivant, qui correspond au cadre
classique.

On suppose que Q' est muni d’une théorie axiomatique de
M. Brelot [2] avec unicité des potentiels normalisés & support
ponctuel. Q' se trouve alors canoniquement plongé dans
une base compacte du céne S*(Q’) des fonctions surharmo-

niques positives dans Q' et on prend pour {}' I'adhérence de
Q' dans cette base, le cone St étant mum de la topologie

de la convergence en graphe. ()’ est le compactifié de Martin
de Q' et A" = Q\Q". Soit A, la frontiére minimale de Q'
dans ('; soit pi la mesure associée a la fonction 1 (supposée
harmonique).

ProrositioN 11. — Soit A’ c A’ de mesure extérieure nulle
pour la mesure pg. Alors il existe s eS*H(Q') telle que:

lim s'(z') =+ o (o &’ - A’ dans ')
z'eQ)’, z'>A'
Démonstration. — a) Soit O un ouvert de A’, (F,) une
suite croissante de fermés de A; tels que O =| lF,, et

% (F,) = 0 vn, ou oF, est la frontiéere de F, dans O.
On pose K,=F, — F,_; (adhérence dans O). D’aprés un
résultat de Gowrisankaran ([6], p. 350), pour tout compact
KcA’ si on pose:

tx = [, hdpi(h)

il existe une suite décroissante (w,) d’ouverts de (' telle



ALLURE A LA FRONTIERE MINIMALE 101

que
p>»

[No,=K et 1g=Ilim Ry
P

En applhiquant ce résultat aux compacts (K,) on voit qu’il

existe une suite d’ouverts (w, ) de Q' tels que, z, étant
un point donné de ', on ait:

Ryu®(3) < 2 [ h(zo)dusi(h).

s = Y Remn¥
n

S1 on pose

on a

S0(@0) < 2 fo h{wo)dpsi(h) < + oo.
so est une fonction surharmonique >0 dans Q' et on a

lim inf so(x) > liminf R@a"9(z) = 1.
zeQ', z>h€EO ze’
T>h€0 Nwy,

b) Soit (0O,) une suite décroissante d’ouverts de A’ tels

que O,>2A" vn et Y 114(0,) < + oo ce qui est possible,

car p*(A’) = 0. A chaque O, on associe s, par le procédé
de a). Soit s= ) so,. Il est clair que s==+ o car

s(zs) < 4+ w0 et d’autre part lim s(z) = + . Le théo-

réme de Riesz prend alors la forme suivante qui étend celle
que nous avions donnée dans [9].

TatorimE 12. — Soit A’ c () (compactifié de Martin de
Q) tel que A'nld" soit de w,-mesure extérieure nulle,
A’ n Q' soit polaire (au sens ordinaire).

Soit f wune application pseudo-bornée non constante de ()

dans Q' et AcM tel que:
A(f, h)<cA’, VheA.
Alors A est de mesure extérieure nulle pour la mesure p. sur M.

En particulier, quand Q et Q' sont deux surfaces de
Riemann hyperboliques, on retrouve I’énoncé donné au début
de ce paragraphe, car une application analytique de Q dans
Q' est nécessairement pseudo-bornée, sauf si elle est constante.
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B. Le THEOREME DE FaTou.

Ce théoreme fondamental assure dans le cas classique,
I'existence pour une fonction analytique bornée sur le disque
plan d’une limite angulaire presque partout a la frontiére.
I a été généralisé dans [5] et [3] au cas des surfaces de Rie-
mann sous la forme suivante:

Si Q et Q' sont deux surfaces de Riemann hyperboliques,
et si [ est une application analytique de Q' dans Q et Qy,
Qu les frontiéres de Martin, alors [ posséde presque partout
sur Qy une limite fine dans Q' u Q.

Nous allons en démontrer un analogue dans notre cadre
général, ce qui fournira en particulier un théoréme de Fatou
pour certaines correspondances enire deux espaces harmoniques
au sens de Bauer.

Hypothéses. — Soit Q' un espace L.C.D. muni d’un céne
S’ tel que (Q’, S") soit un couple surharmonique, les éléments
de S’ étant des fonctions s.c.i. sur Q. est un compacti-
fié de Q.

On supposera que (£, S) est un couple surharmonique tel
que la « frontiére » associée, M (*) soit un espace mesuré
M=M, G, v), = >0 tel que pour AcQ, l'ensemble §,
de A ou A est effilé est mesurable.

Conditions pour qu’une application [ posséde une limite fine
presque partout aux points minimaux ot elle est bornée.

Prorosition 13. — Soit f une application de Q dans Q'
telle qu'il existe un ensemble D de fonctions numériques sur
Q', dénombrable et séparant Q', vérifiant la propriété:

pour tout ve®D, him ¢ o f existe et est finte p-pp sur M.

Alors f a une limitehﬁne w — pp aux points heM ou elle
est bornée (c’est-a-dire g — pp sur MN\M(f)).

Pour démontrer la proposition on aura besoin du

Lemme 14. — Soit ¢ une fonction réelle définie sur QQ,
possédant une limite fine finte w — pp sur M,
$(h) = lim
(k) =lim ¢

h

(2) C’est-a-dire I’ensemble des génératrices extrémales de H.
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Soit aeR; posons:
U, = {¢p > a}
N,={heM; U, et [U,non effilésenh)|.

On a alors
Na = {LP = a}9
d un ensemble p.-négligeable pres.

Démonstration. — Remarquons d’abord que d’apres le théo-
réme 8, la fonction ¢ est w-mesurable.

Soit he {{ =a} et tel que limg existe et soit finie.
S1 hm ¢ < a, il existe Bed, telhque Bc{cp<a}c(:U
Donce [U eF. S 11m<p>a il existe B'ed, tel que
B'cU, donec U, e?ﬁ,,, tb étant défime @ — pp, le lemme
s’ensuit.

Pour ec(Q notons M(e) = {heM; eed,}.
Le lemme précédent s’écrit:

MN\(M(U,) v M([ U,)) < {4 = a}

a4 un ensemble p-négligeable pres.

Démonstration de la proposition. — D’aprés le théoréme 8,
on sait que M(f) est mesurable dans M, et pour tout ve 9,
si on pose

*v(h) = hgm v o f’

h

¢, définie ppp sur M est mesurable.
Pour tout ¢e®P, soit donc D, un ensemble dénombrable
dense dans R tel que:

u{heM; {,(h) =a} =0, VaeD,.
On pose:
U, =12 eQ'; o(z') > a}.
D’apres le lemme précédent, on a:
w{M\(M(U) v M([ U2))] = 0.

pour ved et aeD,.
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B = JUJim\ (MU vm([Uz))}.

ve?) a€Dy,

On a w(B) = 0.

Posons

Soit maintenant he M n [:M(f) n [:B. Ona @(h) cQ d’apres
la propriété de M(f). S1 a(h) n’était pas réduit a un point,
solent y, et y, distincts dans @(h). Il existe par hypotheése
ved tel que ¢(y,) 5= ¢(y,). Soit aeD, tel que si 'on pose
Uy = {¢ > a} on ait par exemple y,eU; et ¢(y;) < a.
I1 est clair que ni f(U7) = U, m [UZ n’appartiennent au

filtre %, Donc heMN\(M(U3)uM([U:)). Parsuite heB,
ce qui contredit le choix de h dans M\B.
Donc

Ma[M(f)n[BecLy;

c’est-a-dire w(Mo[M(f)n[ L) =0.
c.q.f.d.

La méme technique de séparation permet de démontrer le

TatorimE 15. — Soit (Q, S) un couple surharmonique dont
la frontiére minimale M est un espace mesuré (M, T, w) tel
que si EcQ, Uensemble des he M ot E est effilé est mesurable.
Soit Y wun espace compact et f: Q — Y telle que pour une
suite (u,) < C(Y) séparant Y, ligm u,of existe p. — pp sur

h
M pour tout n. Alors f a une limite fine u. — pp a la fron-

tiere minimale M de Q.

‘Nous allons voir que les résultats précédents s’appliquent
en théorie de Bauer, et dans le cadre de celle-ci, nous donnerons
des critéres pour que f ait une limite fine sur ’ensemble M(f)
presque partout (dans un sens a préciser). La conjonction de
ces résultats nous donnera un ensemble de conditions sur f
pour qu’elle posséde une limite fine presque partout a la fron-
tiere minimale.

3. Cas de la théorie axiomatique de Bauer.

A partir de maintenant on se place dans le cadre des espaces
harmoniques de Bauer.
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Espaces harmoniques. — L’étude abstraite a été conduite en
vue de I’application a la théorie des fonctions surharmoniques de
Bauer [1]. On appellera espace harmonique un espace localement
compact & base dénombrable muni d’une axiomatique de Bauer
comportant I’axiome de convergence de Doob, la séparation
par les fonctions surharmoniques > 0. La constante 1 sera
supposée harmonique; cette hypothése, comme on le verra,
n’ayant rien d’essentiel.

Q et ' sont deux espaces harmonique de Bauer; S et S
(resp. H, H’) sont les cones de fonctions surharmoniques
>0 (resp. harmoniques > 0) correspondants. M et M’
sont les fonctions minimales non identiquement nulles de H
et H'. On définit pour une application f de Q dans Q' les
ensembles H(f), M(f), @(h), comme dans le cadre abstrait.

Représentation intégrale. — On sait que H est métrisable
faiblement complet et réunion de ses chapeaux. De plus H
est réticulé. La représentation intégrale y est donc une apph-
cation directe des théorémes de Choquet sur les cones sail-
lants faiblement complets [4] (®). La fonction 1 a été supposée
harmonique. Il existe donc une mesure conique ., et une seule
(maximale) sur M telle que

1 = [ hdy,(h).

Lorsqu’on dira par la suite « g, — pp », cela signifiera:
presque partout pour toute mesure p >0 maximale loca-
lisée de w; sur un chapeau de H.

Les résultats suivants sont nécessaires pour l’étude des
limites fines d’application de Q dans .

Lemme 16. — Soit EcQ wun ensemble quelconque; soit
ueSt et (u,) cS*T suite croissante vers u. Alors

R? = sup R}, et RE = sup an.
n n
Ceci est un cas particulier d’un résultat de [3'].

Lemme 17. — Pour toute partie E cQ ettout ze(Q, Uappli-
cation (u, z) —> RE(x) de H X Q dans R+ est borélienne,

(3) La représentation intégrale des fonctions surharmoniques = 0 dans la théorie
de Bauer a été faite par G. Mokobodzki en 1965.
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H étant muni de la topologie de la convergence en graphe.

L’application u+—> RE(z) est limite simple d’une suite de
fonctions affines boréliennes de premiére classe.

Ce lemme peut étre déduit directement d’un résultat de

G. Mokobodzki et D. Sibony [8].

Prorosition 18. — Pour toute partie EcQ Uensemble &g
des heM ou E est effilé est borélien. (H est muni de la
topologie de la convergence compacte).

Démonstration. — En effet si (z,) est une suite dense dans
Q, ona

b = {heM; RE£ R} = |_J {he M; RE(z,) + h(z,)}.

d’ou le résultat d’aprés le lemme précédent.
Il en résulte que pour toute application f de Q dans Q’,
I’ensemble M(f) est un borélien de M. (cf. th. 8).
Rappelons enfin que S est réticulé pour son ordre propre
(ou spécifique) que 'on désignera par <.

Deérinttion 19. — On dit qu’une application f de Q dans
Q' est de type (A) su elle vérifie la condition :

« pour toute ' e H'; ¢' o fe S ».

LemumE 20. — Soit f: Q — Q' une application de type (A).
St u,, uy,e H(f), alors la borne supérieure spécifique de u,

et u, est dans H(f).

Démonstration. — Soit u cette borne supérieure. On a
uKu +u et ¢o=u; + u,eH(f) par additivité de la
réduite. Or 1l existe we H tel que ¢ = w 4 u, et pour tout
e’ complémentaire de compact dans Q' on a

RO = RO + RO = o =w 4+ u.
Donc R{™® = u.
CoroLLAIRE 21. — Pour toute seS, Uensemble {ue H(f);

u < s} est filtrant crowssant pour Uordre spécifique; son enve-
loppe supérieure pour Uordre naturel est un élément de H(f).
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Démonstration. — La premieére partie résulte du lemme pré-
cédent. Soit

w = sup {ue H(f); u<s}.

La fonction w est enveloppe supeneure d’un ensemble

filtrant croissant dans H, majoré par seS, donc w est

harmonique. On peut donc d’apres le lemme topologlque de

Choquet écrire w = supu, ou (u,) < H(f) est une suite
n

croissante. Le lemme 18 permet de voir que w e H(f).
Introduisons maintenant un opérateur utilisé sous une forme
plus particuliére dans [3] pour les surfaces de Riemann et les
applications analytiques.
Soit [ wune application de Q dans ', ouverte.

DeErinition 22. — Pour tout ¢veS on pose
Evo =inf {¢' eS¢ o f > v}

et BEo= 4 oo si Uensemble ci-dessus est vide.
Posons pour tout ¢ eS8,

v(y) = z:}l—gy) vl@) si yef(Q)

siye QN\f(Q).

f étant ouverte, ¢ est une fonction s.c.i. sur ' pour tout
veS (la réciproque étant vraie si par exemple les ouverts
du type {¥ > A},es forment une base de la topologie de

Q). C

L’opérateur E ne sera utilisé que dans la preuve du lemme

28.

Prorosition 23. — L’opérateur E est sous-additif et vérifie
les propriétés :

10 (¢veS) == (Ev e ¥’)
20 (E¢p = 0) = (v = 0).
Démonstration. — On a E¢=1inf {v,eS; ¢, >7¢ sur

Q’}, c’est-a-dire E¢ = R¥; & étant s.ci. et inf¢, appar-
tenant & S’, la proposition s’ensuit.
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Remarque. — La condition « f est ouverte » ne sert qu’a
assurer que E¢eS’ et pourra donc dans tous les résultats
qui suivent &tre remplacée par cette derniére condition.

Pour la suite on utilisera surtout le résultat suivant :

Prorosition 24. — Soit ue H(f). Alors si EuzE + o,

on a EueH’.

Démonstration. — Soit ©’ un ouvert relativement compact

de Q. On a u= R!;J“(“") par définition de H(f). Donc

Eu = E(Rgf“(w')) — inf{v' eS'; oo f> Bgf"(w')}
Sinfl' eS8 o of>u sur [ f (o)}
< infgv’ eS; ¢ > Eu sur [:co'g

car si ¢ > (Eu) sur [:w', alors ¢’ o f > (Eu)of>u sur
([ w)- |

Par suite Eu < R(“" donc Eu = RQ‘:'.

Prorosition 25. — Supposons que pour toute u' € H' on ait

u' ofeS. St heM(f) e¢ Eh=E+ oo, alors Eh est une

fonction minimale de H'.

Démonstration. — Soit ¢' e H'; ' =0 telle que ¢’ < Eh.
On a Eh=Eh— ¢+ ¢. Donc A (ER—9")of+ ¢ of.
Donc, puisque par hypothése (Eh — ¢')of et ¢ of sont
dans S, on peut décomposer h en h; 4 h, avec

hy <(Eh—9¢)of et hy <9 o f.

D’aprés la proposition précédente, Eh, et Eh, sont dans H’;
par suite il existe «, et &, nombres réels >0 tels que:
hi=ah (1 =1,2) avec a; + oz = 1. Aucun des « n’est
nul si on suppose ¢’ distincte de Eh. On a

Eh < Eh; + Ehy, < Eh — ¢ 4+ ¢ = Eh.
Donc, puisque Eh, ¢ et Ehy <Eh—¢ on a

Ehy = Eh — ¢’ et Ehy = ¢ = o,Eh,.
c.q.f.d.

La définition suivante est justifiée par le Corollaire 21.
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DEriniTion 26. — Soit [ une application de type (A) de
Q dans Q'. On définit un opérateur 1, de H' dans H(f)
par la formule suivante :

[p/ =sup {ue H(f); u<v' of}, V'eH.

Notation. — Pour toute ¢’ e H’ on désignera par p, la
mesure conique associée a la partie harmonique ¢ de ¢ of
dans la formule de représentation intégrale :

o= [ hdp,(h).

Prorosition 27. — Pour toute ¢'e H', on a:
I = [,k dp(h)
Démonstration. — 1° Soit u = h dy.,(h). Alors u e H(f),

M)
car pour tout ouvert ' relativement compact dans Q’, si on

pose ® = f(w’), on a pour tout zeQ
RE*(@) = [, RE(@) diw(h) = [, h(a) disy(h) = u(a)

d’aprés le lemme 17.

20 Il est clair que u est la plus grande fonction harmonique
appartenant & H(f) et minorant la partie harmonique de
¢ of. Donc u=1I¢".

Lemme 28. — Soit h' harmonique minimale dans Q, h'zE0;
soit ¢ cQ' avec e e, Posons:

e = [f7(e) et M(e) = {heM; e F,}.

St [ est ouverte, alors:

Ih = ﬂi(f)nM(B) h dye(h).

Démonstration. — On sait que Ih' = [ h dy,(h).

L’ensemble M(e) étant borélien, il suffit de démontrer que
la fonction

U= JM(f)n(M\M(e)) h dy. w(h)

est nulle sur Q.
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On a ueH(f) car la réduite régularisée commute avec
I'intégration, comme on I'a déja vu. De plus u < IR, et
u= ISLQ"’ car les h qui interviennent dans la formule de u
ne sont pas dans M(e). On a donc:

(e e e
u = R!;: < Rgh < ng’of'
Utilisons maintenant 'opérateur E introduit précédemment.

On a: '

Eu <N

Donc Eu = ah’ car Eu est harmonique d’aprés la pro-
position 24. Mais d’aprés la démonstration de cette méme
proposition on a:

Eu = 13{2‘; = afiﬁf'.

Or par hypothése e’ eF,; donc R’E‘ est un potentiel; on a
donc une contradiction sauf st a =0 auquel cas Eu =10
et par suite u = 0.

CoroLLAIRE. 29. — Pour toute h'eM’, si [ est ouverte,
on a:
P
In = ezl}g)(") wnnme 1t A (k).
e'egh:
Démonstration. — 11 suffit de passer a la limite dans la for-

mule du lemme précédent.

Derinition 30. — Un compactifié O de Q' sera dit de
type (JAb) s’il est métrisable et s’il existe une injection 1 de
Q' uM, dans Q' (o M, est obtenu en identifiant les éléments
proportionnels de M) telle que:
pour tout voisinage U’ de i(h') (h'eM,) dans (', U n Q'
appartient au filtre fin F,.

Remarque. — On n’exige pas que l'injection ¢ soit conti-
nue.

CoroLratre 31. — Soit ' un compactifié de type (db)
et f:Q—> Q" une application ouverte de type (A). Alors



ALLURE A LA FRONTIERE MINIMALE 111

pour toute h'eM’' on a:

14 = oo il
Démonstration. — Soit (U,) un systéme fondamental de
voisinages de A’ (c’est-a-dire de 'image de A’ par 'injection
1) dans Q'. Ona Q' nU,e%, Ya, et on a vu au début que

f2(0) =) theM; fA(Usn Q) eFy}.

a

Par suite en appliquant le corollaire précédent on a le résul-
tat.

TatoriMe 32. — Soient Q et Q' deux espaces L.C.D.
munis d'une théorie axiomatique de Bauer (aziome Kpyp), les
constantes étant harmoniques. Soit [ wune application ouverte
de Q dans Q' telle que pour toute u'eH'; u' o feS. Alors
pour tout (' compactifié de type (M) de Q, f posséde une
limite fine presque partout sur M(f) pour la mesure p, sur
M associée a la fonction 1 dans la représentation intégrale.

Démonstration. — On a en effet d’'une part p,= J ' srdpg(h'),

ou p; et p; sont les mesures assocides & 1 dans Q et Q’,
et d’autre part le corollaire 31 signifie que

e [MIENFL(R)] = 0 = o [M(HNFL(M)]

pour tout A'eM’. Par suite p,[M(f)N\f2(M')]=0, autre-
ment dit f est défini p, — pp; sur M(f).

TutoriMe 33. — Sotent Q et Q' deux espaces L.C.D.
munis d’une théorie axiomatique de Bauer avec axiome de conver-
gence de Doob et constantes harmoniques. Soit f une application

de Q dans Q.

10 S’il existe dans Q wune sutte (v,) de fonctions séparant
Q' et telle que lirn v, o [ existe et soit finie u, — pp sur M
(ot @, estla n;Igsure représentative de la fonction 1), alors la
limite f de f emiste p, — pp sur M\M(f).

20 Suv f est ouverte et telle que (u'eH')=(u' o fef),
alors f ewiste wy — pp sur M(f).
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Remarque vmportante. 11 est facile de voir que I’hypothése
« f ouverte » peut étre remplacée par la suivante : pour tout
ue H, Eu appartient & S, seule conséquence de la premiére
a avoir été utilisée.

Application.

Allure d’un potentiel a la frontiére minimale.

Soit p un potentiel sur Q, p > 0. C’est une application de
Q dans Q" =10, > ]. Q' est muni d’'un systéme naturel de
fonctions surharmoniques, les fonctions surharmoniques posi-
tives étant les fonctions concaves croissantes.

Nous allons 1dentifier I’ensemble M(p). On a

M(p) = {heM; Va, Be ]0, — [; RP<®UC>D = hj.

Soit M, lensemble des heM tels que {p < a}e%.
Du fait que M, est mesurable pour p;, soit u = [, hdu(h).
On a R{??% = u par définition des M,. Donc

u < R¥>9 L inf <% 1>.

Donc u = 0. Par suite M(p) = M, =M pour tout a >0
A un ensemble ,-négligeable prés. Cela démontre également

le

TutortME 34. — Pour tout potentiel p dans Q,limp
T
existe et vaut 0, p,-presque partout pour heM.

On donne plus loin le théoréme de Doob correspondant aux
fonctions harmoniques.

‘Signalons enfin que dans le cas ou Q et ' sont deux sur-
faces de Riemann hyperboliques on obtient le théoréme de
Fatou démontré par Constantinescu-Cornea et Doob.

4. Allure a la frontiére minimale
d’une fonction surharmonique positive.

Soit veS, v = u + p. Nous allons montrer que u — la
partie harmonique de ¢ — a une limite fine @; — pp aux
points minimaux he M.
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1. Cas d’une fonction harmonique bornée.

Notons H, les fonctions bornées de H. Montrons que pour

toute ue Hy, limu existe w; — pp sur M. On peut tou-
G
jours supposer u <1, ce quon fera.

Lemme 35. — Sotent u, et u,, harmoniques > 0 bornées
telles que 1 = u; + uy, u, et u, étant étrangéres (pour Uordre

de H).

Alors lim u, et lim u, existent @ -presque partout sur M.
Fn Fn

Démonstration. — En effet la fonction ¢ = inf (u,;, u,)
est un potentiel, donc d’aprés ce qui précede, posséde
&i-presque partout la limite 0 pour heM, suivant les filtres
.. Par suite 1l en est de méme pour la fonctlon sup (ul, Us).

Soient Py, €t [y les mesures comques associées a U,
et u,. Il est clair que pour tout chapeau K de H, contenant
u; et u,, deux localisées de p, et g, sur K sont des
mesures étrangeres.

Considérons les ensembles

e, = {u, < U
e = {u;, << Upi.

On a R" inf (u;, u;) qui est un potentiel. Donc e, est
effilé @, — sur M. Donc [:el = e ed, pour (-
presque tout heM. De méme e, €, pour g, -presque tout
heM.

Par suite, 1l existe B <M, négligeable pour la mesure p,,
tel que si he M\B, e, ou e, appartiennent au filtre &,
c’est-a-dire que sup (u,, uy) vaut u; ou u, sur un élément
du filtre fin.

Par suite lim u; et lim u, existent w; — pp pour heM.

Fn Gn
Prorosition 36. — Soit u une fonction harmonique bornée
>0 sur Q. Alors limu existe p,pp sur M.
Fn
Démonstration. — L’espace vectoriel H, — H, étant com-

plétement réticulé, il est bien connu qu’on peut I'identifier a
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Pespace C(X) de fonctions continues sur un espace X com-
pact stonien, donc totalement discontinu.

Soit ¢ >0 et ueH, Il existe (®;);<, un recouvrement
fin1 de X tel que loscillation de u sur chaque w; soit
< e et tel que les w; soient ouverts, fermés et deux a deux
disjoints. Posons

U= (inf u(:v)) A,
i=1 \ZEW;
ou 1, estla fonction caractéristique de 'ouvert w; qui est
continue dans X, donc s’identifie & un élément u; de H,.
Il est clair qu'on a

<<y —u e 1.

Par suite: toute ue H, est limite uniforme dans Q d’une
suite de fonctions (u,) < H, telle que chaque u, s’écrive

kn .
u, = X \uh
i=1
n

avec X uib =1 pour tout n, ui et u) étant étrangeéres
i=1

st t=~]. D’apres le lemme précédent, chaque u, a donc une

limite fine @, presque partout a la frontiére minimale M;

il en est donc de méme de wu. c.q.f.d.

2. Cas d'une fonction surharmonique >0 quelconque.
Soit ¢ eS (surharmonique >0 dans Q). Soit (p,) une

suite de potentiels a4 support compact dans R* (pour la
théorie du potentiel standard sur R+) quisépare R*. Chaque
p. est borné, étant constant en dehors d’un intervalle ]0, a]

(a fim). Donc pour tout n on a
Pro ¥ = Uy + qn

ou u, estla partie harmonique de la fonction p, o ¢ surhar-
monique dans Q et ¢, la partie potentiel. Il est clair que u,
est bornée, donc d’apres la proposition précédente possede une
limite fine p; — pp sur M. On a déja vu que lgn . =20

#; — pp pour heM. Donc limp,o¢ existe (et est finie)
; — pp pour tout n. On applique alors notre Théoréeme 33
(compte tenu de la remarque qui le suit), ce qui permet
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d’affirmer que @; —pp pour he M, l%gm ¢y existe dans [0,+o].
h
Montrons que I’ensemble ou cette limite vaut -+ oo est p,-

négligeable. Si1 e, est 'ensemble des heM ou (¢v>n) est
non effilé, soit u, =‘ﬁ hd py(k). On a u,= R{y>™ donc

f hd pa(h) < RP?P < -

Donc me,, est w;-négligeable. On a donc démontré le

n

TutoriME 37. — Pour toute ¢ surharmonique >0 dans
Q, lim ¢ extste et est finie w;, — pp pour h dans la frontiére
Fs

minimale M de Q.

La fonction 1 ne jouant aucun rdle essentiel dans cette
question, on a en fait

TutoriMme 37'. — Pour toute u harmonique >0 dans Q
et toute ¢ surharmonique >0 dans Q, lim% existe et est
h
finte p, — pp pour heM, ot @, est la mesure conique
mazimale représentant wu.
Le probléme de Dirichlet associé aux filtres fins.

Remarque. — Pour toute ueH, il existe wu;, u;eH:
u = u; + u;, ou u; ne majore aucune fonction harmonique
>0 box;née dans Q autre que O, et u Penveloppe supé-
rieure d’une suite croissante de fonctions bornées de H.

Démonstration. — C’est une conséquence triviale et bien
connue du fait que H est réticulé.

Suivant une terminologie classique, u, sera dite composante
singuliére de u, et u, sa composante quasi bornée.

Lemme 38. — Toute fonction harmonique ue H, singuliére,
est telle que lim u = 0 @k, presque partout.
Fs
Démonstration. — Pour tout A e R+, inf (u,A) est un poten-
tiel.
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Derinition 39. — Une fonction numérique ¢ définie sur
une partie A c H est dite conique si elle est constante sur toute
intersection de A avec une génératrice du céne H.

Pour AcM on désignera par 1, la fonction (conique)
qui vaut 1 sur toute génératrice passant par A et O sur toute
génératrice ne rencontrant pas A.

St AcM est i -mesurable, 1,.p, définit une mesure conique.

Prorosition 40. — Pour toute partie A cM p,-mesurable,
st on pose

u= [ h.1u(k) duy(h)
alors

li;n u = G(h) = 1x(h) @, — pp.
h

Démonstration. — Soit A" = M\A, et v’ =fh.1A.(h)dpl(h).
On voit sans peine que u et u’ sont étrangéres. Donc

Al

lim [inf (u, v')] =1mf (&, &) =0 w; — pp.
G

@+ 4 =1, et, en reprenant 'argument du lemme 35 sur
les ensembles (u << u’) et (' <<u) on en tire que @ = 1,,
#1 — pp, et u =14, vy = pp.

Prorosition 41. — Pour toute fonction u bornéede H ona

u= [ hi(h) dp(h).

k
Démonstration. — 1° Supposons que u = ) Au; avec
k i=1
3 u;=1 et u; étrangére & u;si t1=~j. Alors d’apres la
1

proposition précédente on a

u = [ hi(h)dp(h).

20 Comme u est limite uniforme dans () d’une suite de
fonctions du type précédent, la proposition résulte du lemme.

Lemme 42. — Soit (u,) c Hy, (u,) convergeant uniformément
dans Q vers ueH,. Alors 4, converge uniformément sur
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M vers @ sauf sur Uensemble . -négligeable ot lune des
fonctions #i,, G n’est pas définte.

La démonstration est immédiate.
Appelons résolutive toute fonction conique ¢ sur M qui est

¢ -sommable et telle que si u=fhcp(h)dy.1(h), on ait
lgm u=¢(h) @ — pp.

'On démontre de maniére standard que toute fonction ¢
conique sur M, qui est w,-sommable est résolutive, en utilisant
ici le résultat précédent qui assure que toute fonction bornée
sur M et mesurable est résolutive.

Par suite:

TatorkME 43. — Pour tout ue Ht, u de base 1, la fonction
4 =lmu est p,-sommable et

u= [ hii(h)dy(h).

On a ainsi démontré les résultats essentiels concernant le
probléme de Dirichlet associé aux filtres fins &,. On trouvera
une démonstration directe d’un énoncé plus général dans un
article 4 paraitre de 'auteur (%).

5. Les applications de type Bl.

Ces applications apparaissent de fagon naturelle quand on
s’intéresse 4 ’ensemble des valeurs prises par la fonction limite

f. Dans le cas classique ou Q est le disque plan, une fonction

analytique f sur Q est de type Bl sila fonction f des limites
angulaires presque partout sur {|z] = 1} est a valeurs dans
la frontiére d(f(Q)) de 'ensemble des valeurs de f. Ces appli-
cations ont été définies et étudiées dans le cas des surfaces de
Riemann par M. Heinz [7], Constantinescu-Cornea [3] et
Doob [5].

Dans ce paragraphe Q et Q' seront deux espaces harmo-
niques au sens de M. Bauer; les constants sont supposés har-
moniques. Soit (; la mesure conique représentant la fonc-

(%) Voir ce méme volume.
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tion 1. L’expression « u; — pp » signifiera toujours « presque

partout sur M pour toute localisée de la mesure @, ». Q'
est un compactifié de Q.

DeériNiTION 44. — Une application f de Q dans Q' est de
type Bl s

i) [ est définie wy — pp sur M;

11) pour tout potentiel p’ >0 dans Q',lim p’ o f existe et
vaut 0 w, — pp. Fn

TutoriMmE 45. — Souit f: Q — Q' de type Bl. Alors
M(f) =M

d un ensemble w,-négligeable prés.
La démonstration repose sur le

LemMmE 46. — Soit p’ un poteniiel >0 dans Q' tel que
o(h) = l;m p of existe et soit finte wp,pp sur M. Alors
h

(MN\M(f))nL;c{heM; ¢(h) >0} a un ensemble p,-négli-

geable prés (ce qu’on notera (p,)).

Démonstration. — Soit « >0, U, = {p’ > a}, U, = f1(U,).
Soit heM tel que ¢(h) < a. Il existe alors e,eJ, tel que
evc{ U, donc U,e%, Donc

(heM; o(h) > a} > {heM; U, e (1)

Soit ke (M\M(f))nL, Ona f(h)eQ; donc il existe «>0
tel que f(h)eU, donc U,ed,. Par suite

MM(P) n Lye | heM; oh) >a} (1)

a>0
c’est-a-dire

(MNM(f)) a Ly {he M; o(h) > 0} (1)
c.q.f.d.

Le théoréme résulte alors du fait que pour tout p’ potentiel
>0 dans Q" ona @(h) =0 p;pp; et comme p;(M\L,) =0
on a bien M =M(f) (@)
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Tutortme 47. — Soit f une application de Q dans (),

telle que [ existe wpp. On suppose que M(f) =M ().
St f vérifie Uune des conditions suivantes

1) [ est ouverte;

1) pour tout ue H, EueS';
alors [ est de type Bl.

Démonstration. — On sait que la condition 1) 1implique 11).
Supposons 1i). Pour tout heM(f)nL;, on a vu que Eh
est harmonique minimale dans QQ'. Soit

e € Fppy et e = [(e).

E(R) = Rl

Par suite Rff;éh donc f7'(e’) € F,. Soit alors un potentiel

p' >0 dans Q'. Pourtout heM(f)nL; ona limp' o f=0
car dans Q' lim p’(y) = 0. D’ou le résultat. %

Y>Eh

Remarque. — Quand on prend Q' =10, > [ et S': cone
des fonctions concaves croissantes >0 sur Q' on voit que
tout potentiel p > 0 dans Q est une application de type BIL.

Remarque. — 1l est clair que les applications de type Bl
que nous avons introduites généralisent celles définies sur les
surfaces de Riemann.
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