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FINITUDE GEOMETRIQUE
EN GEOMETRIE DE HILBERT

par Mickaél CRAMPON & Ludovic MARQUIS

Avec un appendice écrit avec Constantin Vernicos

RESUME. On étudie la notion de finitude géométrique pour certaines géo-
métries de Hilbert définies par un ouvert strictement convexe & bord de classe C!.

La définition dans le cadre des espaces Gromov-hyperboliques fait intervenir
P’action du groupe discret considéré sur le bord de ’espace. On montre, en construi-
sant explicitement un contre-exemple, que cette définition doit étre renforcée pour
obtenir des définitions équivalentes en termes de la géométrie de l’orbifold quotient,
similaires a celles obtenues par Brian Bowditch en géométrie hyperbolique.

ABSTRACT. We study the notion of geometrical finiteness for those Hilbert
geometries defined by strictly convex sets with C! boundary.

In Gromov-hyperbolic spaces, geometrical finiteness is defined by a property
of the group action on the boundary of the space. We show by constructing an
explicit counter-example that this definition has to be strenghtened in order to
get equivalent characterizations in terms of the geometry of the quotient orbifold,
similar to those obtained by Brian Bowditch in hyperbolic geometry.

1. Introduction

La notion de finitude géométrique a suscité I'intérét de nombreux géo-
meétres dans I’étude des groupes kleinéens de dimension 3. On peut notam-
ment citer Leon Greenberg [26], Lars Ahlfors [1], Albert Marden [34, 35],
Alan Beardon et Bernard Maskit [2], William Thurston [45]. Six défini-
tions équivalentes avaient alors été introduites, parmi lesquelles subsistent
seulement cing en dimension supérieure. Il revient & Brian Bowditch, dans
une étude trés détaillée [12], d’avoir effectué cette extension & la dimen-
sion quelconque. Dans ce travail, Bowditch discute également de fagon tres

Mots-clés : géométrie de Hilbert, finitude géométrique, espace Gromov-hyperbolique,
sous-groupes discrets des groupes de Lie, variété projective convexe.
Classification math. : 22E40, 20F67, 20F65, 53C60.
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complete le probleme essentiel de 'existence d’un domaine fondamental
ayant un nombre fini de faces : il s’agit de la sixiéme définition de finitude
géométrique, qui n’est plus équivalente aux autres en dimension supérieure
ou égale a 4.

Dans [13], Bowditch étend ces considérations a la courbure négative pin-
cée. Dans ce texte, nous nous proposons d’étudier, comme promis dans [22],
ce qu’il se passe dans le cadre des géométries de Hilbert.

Les géométries de Hilbert peuvent étre vues comme des généralisations
de la géométrie hyperbolique, dont la définition se base sur le modele de
Beltrami-Klein : il s’agit d’un espace métrique (2, dg), ou € est un ouvert
proprement convexe de ’espace projectif P" et dg la distance définie par

1
dg(m,y)ziln([p:x:y:q]) et do(z,z) =0, 2,y €Q, = #£y.

Ici, p et g sont les points d’intersection de la droite (zy) et du bord 9%
de Q tels que x soit entre p et y et y soit entre = et g (voir Figure 1.1).
Par proprement convexe, nous voulons dire que ’adhérence de €2 dans P"
évite au moins un hyperplan projectif; de fagon équivalente, il existe une
carte affine dans laquelle ) apparait comme un ouvert convexe relativement
compact.

FIGURE 1.1. La distance de Hilbert

Ces géométries furent introduites par Hilbert comme exemples d’espaces
dans lesquelles les droites sont des géodésiques. Ce qui nous intéresse ici,
c’est ’étude des quotients d’une géométrie de Hilbert donnée. Il faut noter
tout de suite que le groupe des transformations projectives préservant le
convexe (), que nous noterons Aut(f2), est un sous-groupe du groupe d’iso-
métries Isom (£, dg). On ne sait pas en général dire si ces deux groupes
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coincident. Par contre, il n’est pas difficile de voir que c’est le cas deés que
Q est strictement convexe : c’est une conséquence du fait que les droites
sont alors les seules géodésiques. Sinon, les seuls cas compris sont ceux des
polyedres : si  est un polyedre, Aut(Q2) = Isom(Q, dg) si et seulement si
Q n’est pas un simplexe; lorsque  est un simplexe, Aut(Q2) est d’indice 2
dans Isom(€2, dq).

Les géométries de Hilbert ont connu un regain d’intérét dans les, disons,
deux dernieres décennies. Pour ce qui va nous concerner ici, il convient de
citer dans les roles principaux William Goldman et Yves Benoist. L’article
[24] de Goldman de 1990 est consacré aux surfaces compactes projectives
convexes, autrement dit aux quotients compacts d’une géométrie de Hilbert
plane. Yves Benoist s’est lui intéressé a la situation bien plus générale d’un
sous-groupe discret de SL,11(R) préservant un ouvert proprement convexe
de P™ [4]; il a ensuite clarifié, dans sa série d’articles sur les convexes
divisibles (") [6, 5, 7, 8], le cas des quotients compacts d’une géométrie
(Q,dq) par un sous-groupe discret de Aut(£2). Dans les deux cas, notons
que les auteurs restent tributaires de travaux des années 60, notamment
ceux de Benzécri, Kac, Koszul et Vinberg [10, 32, 49].

Parmi les convexes divisibles, I’ellipsoide, qui définit une géométrie hyper-
bolique, est un cas bien & part. En fait, un théoréme d’Edith Socié-Méthou
affirme que, dés que le bord du convexe € est de classe C? & hessien dé-
fini positif, le groupe d’isométries de (2, dq) est compact, sauf si, bien sir,
c’est un ellipsoide [44]. Un des accomplissements des auteurs précédents est
bien d’avoir montré qu’il existe malgré tout de nombreux autres convexes
divisibles. Le premier exemple avait été donné par Kac et Vinberg dans
les années 60 [49]. En dimension 2, le résultat de Goldman est quantita-
tif : espace des structures projectives convexes non équivalentes sur une
surface de genre g > 2 est homéomorphe & R'69-16 alors que 1’espace des
structures hyperboliques non équivalentes est lui homéomorphe & R%9-6,
En dimension plus grande, on ne dispose que de théoremes d’existence :
d’une part, il est possible dans certains cas, par des techniques de pliage,
de déformer continiiment une structure hyperbolique en une structure pro-
jective convexe ; d’autre part, il existe des exemples de quotients exotiques
[9, 31], c’est-a-dire de variétés compactes projectives strictement convexes,
qui n’admettent pas de structure hyperbolique. L’étude quantitative de la

(1) Un ouvert proprement convexe est dit divisible lorsqu’il existe un sous-groupe discret
de Aut(£2) tel que Q /- soit compact. On dit alors que le groupe I' divise le convexe €.
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dimension 2 et la construction d’exemples par pliage de structures hyper-
boliques ont été généralisées au cas du volume fini par le second auteur
[36, 37].

Jusque-la, sans le savoir, nous n’avons parlé que de situations dans les-
quelles I'ouvert convexe est strictement convexe. Rappelons le résultat sui-
vant :

THEOREME 1.1 (Benoist [6]). — Soit Q un convexe divisible, divisé par
I' < Aut(Q). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Pouvert ) est strictement convexe;

(i) Ie bord 9 est de classe C* ;
(iii) I’espace métrique (2, dq) est Gromov-hyperbolique;
(iv) le groupe I' est Gromov-hyperbolique.

Ce théoréme a été étendu dans la prépublication [21] au cas des convexes
quasi-divisibles, c’est-a-dire ayant un quotient de volume fini. Cette claire
dichotomie ne peut plus exister pour des quotients plus généraux et nous
allons voir pourquoi.

Dans [4], Benoist explique que, sous des hypothéses minimales, si un
sous-groupe discret I' de SLy,11(R) préserve un ouvert proprement convexe
de IP™, alors il préserve un convexe minimal €,,;, et un maximal ., : tout
ouvert proprement convexe préservé par I' est coincé entre Qnpin et Quax.
Le convexe i, n’est rien d’autre que l'intérieur de I'enveloppe convexe
C(Ar) de Pensemble limite Ar de I', défini comme 'adhérence des points
attractifs des éléments proximaux de I'. Le convexe ..« se déduit par
dualité du convexe minimal de 'action duale de T'.

Prenons ’exemple simple d’un sous-groupe discret I' d’isométries du plan
hyperbolique £ = H2. Dans ce cas, ’ensemble limite peut étre défini dy-
namiquement comme ’ensemble Ar = .o~ T.o C O&, otl 0 est un point
quelconque de £. Lorsque 'action du groupe I' est cocompacte ou de vo-
lume fini, ’ensemble limite est précisément € tout entier. Cette propriété
va en fait rester vraie pour une géométrie de Hilbert définie par un ouvert
strictement convexe €2 : on aura ainsi Quin = Qmax = §2, autrement dit que
I" ne préserve pas d’autre ouvert proprement convexe que ). C’est la pro-
priété essentielle, que I’on va perdre pour un quotient général, qui permet
d’obtenir le Théoreme 1.1.

En effet, considérons maintenant un sous-groupe convexe cocompact I,
dont, disons, le quotient £/T" est une surface de genre 1 avec une pointe (qui
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F1cURE 1.2. Convexe-cocompact

ressemble & une trompette). Le groupe fondamental de la pointe, isomorphe
a Z, est représenté par un élément hyperbolique v € T" qui correspond a
la géodésique fermée a la base de la trompette. L’ensemble C'(Ar) est un
ouvert convexe qui n’est ni strictement convexe ni & bord C!. L’ensemble
0E . C(Ar) est exactement 'orbite sous I' de 'ouvert convexe C,, délimité
par 'axe (yT+7) de « et l'arc de cercle dans € reliant v+ & v~. Il n’est
pas difficile de voir qu’on peut modifier la partie circulaire du bord de
C, par une courbe y-invariante de telle facon que le convexe que cette
courbe définit avec ’axe de « ait les propriétés que 'on veut : strictement
convexe mais pas a bord C', & bord C! mais pas strictement convexe. En
copiant cette “piece” via I', on peut ainsi voir que le groupe I' agit sur
des ouverts convexes aux caractéristiques bien différentes et qu’ainsi on ne
peut espérer un résultat du type du Théoreme 1.1. Ce qu’il est raisonnable
de se demander toutefois, ce serait :

QUESTION 1.2. — Soit T' un sous-groupe discret (irréductible) de
SLn41(R). A-t-on équivalence entre les points suivants ?
(i) T préserve un ouvert strictement convexe;
(ii) T préserve un ouvert convexe a bord C!;
(iii) T préserve un ouvert strictement convexe a bord C*.
C’est charmé par cette idée que nous allons, dans cet article, ne considérer

que des géométries de Hilbert définies par un ouvert strictement convexe
a bord C!. 1l est plus agréable de travailler avec une telle géométrie, plus
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proche de la géométrie hyperbolique et une réponse affirmative a la question
précédente permettrait, pour des problemes ne dépendant que du groupe I',
de se ramener a un tel convexe. De plus, ce sont des hypothéses essentielles
pour les résultats géométriques de cet article, ainsi que pour l'article [23]
a venir, dans lequel nous étudierons la dynamique du flot géodésique sur
certains quotients géométriquement finis.

Méme si on répondait affirmativement & la Question 1.2, cela laisserait
de coté les cas o les deux propriétés, stricte convexité et bord C', tombent
en défaut. En fait, lorsque le convexe n’est ni strictement convexe, ni a
bord C!, le sentiment trés naif est que la géométrie de Hilbert qu’il défi-
nit a plus a voir avec la géométrie riemanienne de courbure négative ou
nulle qu’avec la géométrie hyperbolique. Or, en géométrie riemanienne de
courbure négative ou nulle, les situations peuvent étre tres diverses et c’est
chose peu aisée, voire vaine, que de se mettre d’accord sur une notion de
finitude géométrique.

1.1. Présentation des résultats

Il nous a fallu un certain temps avant de trouver la bonne définition
de la notion de finitude géométrique. Parmi les définitions équivalentes de
Bowditch, celle qui semblait la plus simple et directe & adapter était la sui-
vante : I’action d’un sous-groupe discret I" sur ) est géométriquement finie
si tout point de I’ensemble limite est, soit conique, soit parabolique borné.
C’est d’ailleurs la définition que I'on retrouve dans les travaux postérieurs
de Bowditch et Yaman qui concernent des espaces plus généraux que les
variétés riemanniennes de courbure négative.

Malheureusement, nous n’arrivions pas & montrer que les autres défini-
tions de Bowditch, qui font intervenir plus directement la géométrie du
quotient, étaient équivalentes a la précédente. Nous n’y parvenions qu’en
faisant une hypothese supplémentaire sur les points paraboliques, que 1'on
devait supposer uniformément bornés (Définition 5.12).

Le résultat est alors le suivant (on se reportera au texte pour les défi-
nitions, Parties 5 et 6 essentiellement ; elles sont similaires a celles qu’on
trouve en géométrie hyperbolique).

THEOREME 1.3 (Théoréme 8.1). — Soient § un ouvert proprement convexe,
strictement convexe et a bord C', I' un sous-groupe discret de Aut(f2) et
M = Q/F le quotient correspondant. Les propositions suivantes sont équi-
valentes :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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(GF) tout point de Ar est, soit un point limite conique, soit un point pa-
rabolique uniformément borné;

(TF) le quotient Or /| est une orbifold a bord qui est I'union d’un compact
et d’'un nombre fini de projections de régions paraboliques standards
disjointes ;

(PEC) la partie épaisse du cceur convexe de M est compacte;

(PNC) la partie non cuspidale du coeur convexe de M est compacte ;

(VF) le 1-voisinage du cceur convexe de Q/p est de volume fini et le groupe
I" est de type fini.

En particulier, un tel quotient est sage (c’est-a-dire est l'intérieur d’une
orbifold compacte a bord) et par suite le groupe I' est de présentation finie.

Nous avons longtemps pensé que cet écart était di & une défaillance de
notre part et qu’on devrait pouvoir enlever I’hypothese d’uniformité. En
fait, il s’avere que non :

PROPOSITION 1.4 (Proposition 10.6). — II existe un ouvert proprement
convexe ) C P4, strictement convexe & bord C*, qui admet une action d’un
sous-groupe I' de Aut(Q) telle que tout point de Ar est soit conique, soit
parabolique borné, mais pas uniformément borné.

C’est ce qui nous a amené & introduire les définitions suivantes de finitude
géométrique, qui respectent les terminologies introduites jusque-la (voir
Partie 5) :

DEFINITION 1.5. — Soient ) un ouvert proprement convexe, stricte-
ment convexe et & bord C! et I un sous-groupe discret de Aut(€2).
— L’action de T est dite géométriquement finie sur 9} si tout point de
Pensemble limite est soit conique, soit parabolique borné.
— L’action de T" est dite géométriquement finie sur § si tout point de
Pensemble limite est soit conique, soit parabolique uniformément bor-

né. On dira aussi dans ce cas que le quotient 2 /F est géométriquement
fini.

Parmi les actions géométriquement finies, on distingue celles qui sont de
covolume fini et qui avaient déja été étudiées, notamment de fagon complete
en dimension 2, par le second auteur :

COROLLAIRE 1.6 (Corollaire 8.7). — Soient €2 un ouvert proprement
convexe de P, strictement convexe et & bord C! et I' un sous-groupe discret
de Aut(Q)). Les propositions suivantes sont équivalentes :

— laction de I sur Q est de covolume fini;

TOME 64 (2014), FASCICULE 6
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— laction de T' sur Q) est géométriquement finie et Ar = 0 ;
— Taction de I' sur 02 est géométriquement finie et Apr = 0S2.

D’autres résultats apparaissent au fil du texte. Une grande partie de notre
travail a consisté a comprendre les bouts d’un quotient géométriquement
fini, autrement dit les sous-groupes paraboliques qui apparaissent ; c’est le

THEOREME 1.7 (Corollaire 7.18). — Soient 2 un ouvert proprement
convexe de P, strictement convexe et a bord C* et I' un sous-groupe discret
de Aut(Q). Si p est un point parabolique uniformément borné de Ar de
stabilisateur P = Stabr(p), alors le groupe P est conjugué dans SL;1(R)
a un sous-groupe parabolique de SO, 1(R). En particulier, le groupe P
est virtuellement isomorphe a Z%, ot 1 < d < n — 1 est sa dimension
cohomologique virtuelle.

Ce résultat permet d’adapter une démonstration de Benoist dans [4] pour
obtenir le théoréme suivant, qu’on trouve dans [4] dans le cas ol 'action
du groupe est cocompacte :

THEOREME 1.8 (Théoréme 7.28). — Soit ' un sous-groupe discret ir-
réductible de Aut(Q2). Si T’ contient un sous-groupe parabolique uniformé-
ment borné de dimension cohomologique n — 1 ou n — 2, alors I'adhérence
de Zariski de T est soit SLy11(R), soit conjuguée a SO, 1(R).

Ce théoreme tombe en défaut dés que I’ensemble limite ne contient pas
de points paraboliques, ou que ceux-ci ne sont pas uniformément bornés.
Ces contre-exemples sont directement reliés a celui que 1’on construit dans
la Proposition 1.4.

On se rappelle que dans le Théoreme 1.1 de Benoist, 'existence d'un
quotient compact pour un ouvert strictement strictement convexe implique
que la géométrie de Hilbert qu’il définit était Gromov-hyperbolique, tout
comme le groupe cocompact impliqué. Voici le pendant de ce résultat dans
notre cas :

THEOREME 1.9 (Théoréme 9.1). — Soient ) un ouvert proprement convexe
de P, strictement convexe et & bord C' et I un sous-groupe discret de
Aut(Q). Si Paction de T sur §) est géométriquement finie, alors I'espace mé-
trique (C(Ar), dq) est Gromov-hyperbolique et le groupe I est relativement
hyperbolique par rapport a ses sous-groupes paraboliques maximaux.

Remarquons bien stir que I'espace métrique (C(Ar),dc(ar)) n'est pas
en général Gromov-hyperbolique. En fait, ce sera le cas seulement lorsque
Ar =00 :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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COROLLAIRE 1.10 (Corollaire 9.6). — Soit Q un ouvert proprement
convexe de P, strictement convexe et & bord C'. Si Q admet une action de
covolume fini, alors I'espace métrique (2, dq) est Gromov-hyperbolique.

En ce qui concerne la recherche d’une action géométriquement finie sur
0N qui ne le serait pas sur €2, il convient de noter tout de suite les restric-
tions suivantes, qui donnent des informations sur le type d’espaces et de
groupes que ’on obtient dans de tels exemples :

THEOREME 1.11 (Proposition 10.4). — Soient ) un ouvert proprement
convexe de P, strictement convexe et a bord C' et I' un sous-groupe discret
de Aut(Q2). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Daction de T' sur Q) est géométriquement finie;

(ii) Iaction de T' sur 9f) est géométriquement finie et les sous-groupes
paraboliques de I" sont conjugués a des sous-groupes paraboliques de

SOn,1(R);

(ii) Paction de T sur 02 est géométriquement finie et I'espace métrique
(C(Ar),dq) est Gromov-hyperbolique.

En particulier, sin = 2 ou 3, I'action de I' est géométriquement finie sur 2
si et seulement si elle 'est sur Of).

Disons quelques mots sur l’exemple que nous donnons pour affirmer
la Proposition 1.4. Il s’agit de considérer la représentation sphérique de
SLs(R) dans R®, dont I'ensemble limite dans P* est la courbe Veronese.
Nous prouvons que cette action de SLy(R) sur P* préserve une famille
{0 }reo,400] d'ouverts proprement convexes qui, hormis Qg et ., sont
tous strictement convexes & bord C!. Tous nos exemples proviennent alors
des images par cette représentation de réseaux de SLa(R).

1.2. Autres travaux sur le sujet

Personne ne s’était encore intéressé a la notion de finitude géométrique en
géométrie de Hilbert, mais d’autres travaux ont été proposés récemment sur
les quotients non compacts de géométries de Hilbert. Nous faisons principa-
lement référence a l’article de Suhyoung Choi [17] et celui de Daryl Cooper,
Darren Long et Stephan Tillmann [21].

Choi a une approche différente qui consiste a partir de la variété ou de
Iorbifold et de chercher ce qu'implique 'existence d’une structure projec-
tive (strictement) convexe. Il s’intéresse également & ’espace des modules

TOME 64 (2014), FASCICULE 6



2308 Mickaél CRAMPON & Ludovic MARQUIS

de telles structures et il n’est pas clair que les résultats obtenus puissent
s’appliquer directement dans les cas considérés ici; il semble que cela reste
dépendant de la Question 1.2.

Dans [21], les auteurs font des hypothéses moins restrictives sur 'ouvert
convexe considéré. C’est ainsi, par exemple, qu’en s’affranchissant de I’hy-
pothese de régularité C', ils peuvent donner la version correspondante du
Théoréeme 1.1 de Benoist dans le cas d’une action de covolume fini. Cela
aurait ici compliqué et dévié le propos de prendre en compte des cas plus
généraux et nous 'avons glissé, encore une fois, dans la Question 1.2. No-
tons que notre travail présente quelques points communs, ce qui n’est pas
étonnant, avec [21]. En particulier, le Lemme 7.12 apparait aussi dans [21],
encore une fois avec ’hypothése de régularité en moins. Des éléments de la
Partie 6 y sont aussi présents.

1.3. Plan de P’article

Terminons cette introduction en expliquant ou I'on trouvera quoi. Apres
des rappels de géométrie de Hilbert, nous classifions et décrivons dans la
Section 3, les automorphismes d’'une géométrie de Hilbert définie par un
ouvert strictement convexe (et & bord C!). C’est la classification classique,
selon la distance de translation, entre isométrie hyperbolique, parabolique
et elliptique, qu’on trouve en géométrie hyperbolique ou de courbure néga-
tive.

La quatriéeme partie s’intéresse au bord 92, aux points de l’ensemble
limite Ar et a ’action du groupe I' sur son ensemble limite et son domaine
de discontinuité Q) ~\. Ar. L’ouvert convexe ) est a partir d’ici supposé
strictement convexe & bord C! mais le groupe I' est un sous-groupe discret
quelconque de Aut(€2).

On trouve les définitions de finitude géométrique dans la Partie 5, dans
laquelle on justifie notre terminologie en faisant référence a celle qui a été
employée par d’autres auteurs.

Dans la Section 6, nous rappelons le lemme de Margulis, que nous avons
prouvé dans [22] et en tirons les conséquences sur la géométrie d’un quotient
Q/p d'une géométrie de Hilbert.

La Section 7 étudie plus en détail les groupes paraboliques. C’est avec la
section suivante le cceur de ce travail. On y prouve les Théoremes 1.7 et 1.8,
ainsi que d’autres résultats concernant l'action des groupes paraboliques
qui nous seront utiles ensuite.
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La Section 8 est consacrée a la démonstration du Théoreme 1.3. On y
trouve aussi les descriptions des actions convexes-cocompactes et de covo-
lume fini.

Nous démontrons le Théoreme 1.9, qui concerne les propriétés d’hyper-
bolicité métrique, dans la Section 9. La derniére section permet elle de faire
la distinction entre les deux notions de finitude géométrique que nous avons
introduites, sur Q et 9. Nous montrons qu’elles sont en fait équivalentes
en dimension 2 et 3, puis construisons un exemple, en dimension 4, d’une
action géométriquement finie sur 92, mais pas sur €.

En annexe, nous démontrons un petit résultat concernant le volume des
pics, que nous espérons pouvoir généraliser dans un prochain travail; il
s’agit d’un travail en commun avec Constantin Vernicos.

Remerciements. Profitons-en donc pour remercier Constantin pour son
aide et son intérét. Nous tenons également & remercier Yves Benoist, Serge
Cantat, Frangoise Dal’bo et Patrick Foulon dont les discussions et les
connaissances ne sont pas pour rien dans ce travail.

Le premier auteur est financé par le programme FONDECYT N° 3120071
de la CONICYT (Chile).

2. Géométrie de Hilbert

Cette partie constitue une introduction trés rapide a la géométrie de
Hilbert. Pour une introduction plus compléte, on pourra lire [47, 29] ou les
livres [14, 15].

2.1. Distance et volume

Une carte affine A de P™ est le complémentaire d’un hyperplan projectif.
Une carte affine posséde une structure naturelle d’espace affine. Un ouvert
Q de P™ différent de P™ est convexe lorsqu’il est inclus dans une carte
affine et qu’il est convexe dans cette carte. Un ouvert convexe 2 de P™
est dit proprement convexe lorsqu’il existe une carte affine contenant son
adhérence . Autrement dit, un ouvert convexe est proprement convexe
lorsqu’il ne contient pas de droite affine. Un ouvert proprement convexe 2
de P™ est dit strictement convexe lorsque son bord 9f) ne contient pas de
segment non trivial.

Hilbert a introduit sur un ouvert proprement convexe () de P" la distance
qui porte aujourd’hui son nom. Pour z # y € €2, on note p, q les points
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d’intersection de la droite (zy) et du bord 99 de €, de telle fagon que =
soit entre p et y et y entre z et ¢ (voir Figure 2.1). On pose

do(z,y) = %ln ([p:z:y:q)= %ln <M) et do(zr,z) =0,
ou
(1) la quantité [p: = : y : q] désigne le birapport des points p, z,y, q;
(2) |- | est une norme euclidienne quelconque sur une carte affine A qui
contient ’adhérence 2 de €.

Le birapport étant une notion projective, il est clair que dg ne dépend
ni du choix de A, ni du choix de la norme euclidienne sur A.

FIGURE 2.1. La distance de Hilbert et la norme de Finsler

FA1T. — Soit Q un ouvert proprement convexe de P™.

(1) dq est une distance sur € ;

(2) (Q,dq) est un espace métrique complet ;

(3) la topologie induite par dg coincide avec celle induite par P" ;

(4) le groupe Aut() des transformations projectives de SLyi1(R) qui

préservent ) est un sous-groupe fermé de SL, 11 (R) qui agit par iso-
métries sur (2, dq). 1l agit donc proprement sur ).

La distance de Hilbert dg est induite par une structure finslérienne sur
Pouvert . On choisit une carte affine A et une métrique euclidienne | - |
sur A pour lesquelles {2 apparait comme un ouvert convexe borné. On
identifie le fibré tangent TQ de Q & Q x A. Soient = € 2 et v € A, on note
xT = x¥(x,v) (resp. z7) le point d’intersection de la demi-droite définie
par z et v (resp. —v) avec 99 (voir Figure 2.1). On pose

F(m,v)z%( L + ! ),

lzz=|  |zat]
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quantité indépendante du choix de A et de |- |, puisqu’on ne considére que
des rapports de longueurs.

FA1T. — Soient €2 un ouvert proprement convexe de P™ et A une carte
affine qui contient ). La distance induite par la métrique finslérienne F est
la distance dgq. Autrement dit, on a les formules suivantes :

— F(z,v) = %‘tzodg(x,x + tv), pour v € A;

— do(z,y) = inf fol F(6(t)) dt, ot Vinfimum est pris sur les chemins o

de classe C* tel que 0(0) = z et o(1) = y.

Il y a plusieurs manieres naturelles de construire un volume pour une
géométrie de Finsler, la définition riemannienne acceptant plusieurs géné-
ralisations. Nous travaillerons avec le volume de Busemann, noté Volg.

Pour le construire, on se donne une carte affine A et une métrique eu-
clidienne | - | sur A pour lesquelles 2 apparait comme un ouvert convexe
borné. On note B(T,Q) = {v € T,Q| F(x,v) < 1} la boule de rayon 1 de
lespace tangent a Q2 en x, Vol la mesure de Lebesgue sur A associée a | - |
et v, = Vol({v € A||v| < 1}) le volume de la boule unité euclidienne en
dimension n.

Pour tout borélien A C Q C A, on pose :

La encore, la mesure Volg est indépendante du choix de A et de |- |. En
particulier, elle est préservée par le groupe Aut(f2).

La proposition suivante permet de comparer deux géométries de Hilbert
entre elles.

PROPOSITION 2.1. — Soient ) et )3 deux ouverts proprement convexes
de P™ tels que 1 C Qs.
— Les métriques finslériennes Fy et Fp de Qq et Qo vérifient : Fo(w) <

Fy(w),w € T C Ty, I'égalité ayant lieu si et seulement si :cgl (w)

zh (w) et zg (w) = zg, (w).

— Pour tous x,y € Qq, on a dg,(x,y) < da,(z,y).

— Les boules métriques vérifient, pour tout x € et r > 0, Bq, (z,r) C
Bq, (z,7), avec égalité si et seulement si 1 =2. De méme, B(T,§1) C
B(T,s).

— Pour tout borélien A de 1, on a Volg, (A) < Volg, (A).
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2.2. Fonctions de Busemann et horosphéres

Nous supposons, dans ce paragraphe, que 'ouvert proprement convexe
Q) de P" est strictement convexe et a bord C'. Dans ce cadre, il est possible
de définir les fonctions de Busemann et les horospheres de la méme maniere
qu’en géométrie hyperbolique et nous ne donnerons pas de détails.

Pour £ € 002 et & € Q, notons ¢, ¢ : [0,+00) — Q la géodésique issue
de z et dextrémité &, soit ¢, ¢(0) = x et ¢z ¢(4+00) = £. La fonction de
Busemann basée en £ € 00 be(.,.) : © x Q — R est définie par :

be(.y) = lim_da(y.cse(t) —t = lim do(y.2) - dar.2), 2.y € 9

L’existence de ces limites est due aux hypotheses de régularité faites sur Q.
Les fonctions de Busemann sont de classe C!.
L’horosphére basée en £ € 0N et passant par = € €2 est 'ensemble

He(z) ={y € Q| be(w,y) = 0}
L’horoboule basée en £ € 0f) et passant par x € €) est ’ensemble
He(x) ={y € Q| be(z,y) <0}

L’horoboule basée en £ € 9N et passant par x € 2 est un ouvert strictement
convexe de €2, dont le bord est 'horosphére correspondante, qui est, elle,
une sous-variété de classe C! de Q.

Dans une carte affine A dans laquelle Q apparait comme un ouvert
convexe relativement compact, on peut, en identifiant 7Q2 avec ) x A, cons-
truire géométriquement ’espace tangent & He(z) en x : c’est le sous-espace
affine contenant x et 'intersection 702N T, 02 des espaces tangents a 0f)
en & et n = (x€) N0\ {&}.

On peut voir que que ’horoboule et ’horosphere basées en £ € 02 et
passant par x € () sont les limites des boules et des spheres métriques
centrées au point z € {2 et passant par x lorsque z tend vers £.

2.3. Dualité

A Touvert proprement convexe ) de P™ est associé 'ouvert proprement
convexe dual * : on considére un des deux coénes C C R*! au-dessus de
Q et son dual

C*={fe®R"™)* vz e, f(x)>0}

Le convexe Q* est par définition la trace de C* dans P((R™*1)*).
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Le bord de 90Q* est facile & comprendre, car il s’identifie a 1’ensemble
des hyperplans tangent a €. En effet, un hyperplan tangent T}, & 92 en z
est la trace d’un hyperplan H, de R™*!. L’ensemble des formes linéaires
dont le noyau est H, forme une droite de (R™*1)* dont la trace z* dans
P((R"T1)*) est dans OQ*. Il n’est pas dur de voir qu’on obtient ainsi tout
le bord 09*.

Cette remarque permet de voir que le dual d’un ouvert strictement
convexe a un bord de classe C! et inversement. En particulier, lorsque
Q est strictement convexe et que son bord est de classe C!, ce qui est le cas
que nous étudierons, on obtient une involution continue x — z* entre les
bords de 2 et Q*.

Etant donné un sous-groupe discret I' de Aut(€2), on en déduit aussi une
action de I' sur le convexe dual Q* : pour f € C* et v €T,

(v ) =f(r'w), z € C.
Le sous-groupe discret de Aut(2*), ainsi obtenu, sera noté I'*. Bien en-
tendu, on a (Q*)* = Q et (I'*)* =T.

2.4. Le Théoréme de Benzécri

On définit 'espace X*® des convexes marqués comme l’ensemble suivant :
X* ={(,z) | Q est un ouvert proprement convexe de P" et z € Q}

muni de la topologie de Hausdorff héritée par la distance canonique sur P".
Le théoréeme suivant a deja prouvé maintes fois son utilité.

THEOREME 2.2 (Jean-Paul Benzécri [10]). — L’action de SLy+1(R) sur
X*® est propre et cocompacte.

On pourra trouver une preuve de ce théoréme aussi dans les notes de
cours de William Goldman [25].

3. Classification des automorphismes
3.1. Le théoréme de classification
DEFINITION 3.1. — Soient Q) un ouvert proprement convexe et v €

Aut(Q). On appelle distance de translation de ~ la quantité
7(7) = infreq do(z, v - 2).
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DEFINITION 3.2. — Soient ) un ouvert proprement convexe et v €
Aut(Q2). On dira que 7 est :

(1) hyperbolique lorsque 7(v) > 0 et cet infimum est atteint ;
(2) quasi-hyperbolique lorsque 7(y) > 0 et cet infimum n’est pas atteint ;

(3) elliptique lorsque 7(y) = 0 et cet infimum est atteint, autrement dit
~ fixe un point de §2 ;

(4) parabolique lorsque 7(v) = 0 et cet infimum n’est pas atteint.

THEOREME 3.3. — Soient ) un ouvert strictement convexe et a bord
C! de P" et v € Aut(Q). On est dans I'un des trois cas exclusifs suivants :

(1) L’automorphisme ~y est elliptique.

(2) L’automorphisme v est hyperbolique. Il a exactement deux points
fixes pt,p~ € 09, I'un répulsif et Pautre attractif : la suite (Y")pen
converge uniformément sur les compacts de Q. {p~} vers p* et la
suite (y~"),en converge uniformément sur les compacts de Q ~ {p*}
vers p~ .

(3) L’automorphisme v est parabolique. Il a exactement un point fixe
p € 0N) et préserve toute horosphére basée en p. De plus, la famille
(Y")nez converge uniformément sur les compacts de Q ~ {p} vers p.
Mais p n’est pas un point attractif au sens de la remarque ci-dessous.

En particulier, I'automorphisme -~y n’est pas quasi-hyperbolique.

FIGURE 3.1. Isométries hyperbolique et parabolique

Remarque 3.4. — Un point x est dit attractif pour un homéomorphisme
v lorsqu’il existe un voisinage U de x tel que (Y™ (U))nen converge vers le
singleton {z} en décroissant. Un point est répulsif pour un homéomor-

phisme ~ s’il est attractif pour v~ 1.
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3.2. Petites dimensions

Dimension 1. Le lemme suivant est un exercice laissé au lecteur.

LEMME 3.5. — Tout ouvert proprement convexe de P! est projective-
ment équivalent a Qg = R*.. De plus, Aut(€g) = R via 'action de R’ sur
lui-méme par homothétie.

Remarque 3.6. — L’action par homothétie v de rapport A sur R% est
une action par translation de force In(\), c’est-a-dire Vo € R, dr: (x,v -
z) = In(A).

Dimension 2. On pourra trouver dans [16, 38] une classification com-
plete des automorphismes des ouverts proprement convexes de P2. On ne
donne ici que le lemme nécessaire pour le Théoreme 3.3.

LEMME 3.7 (Proposition 2.9 de [38]). — Soit © un ouvert proprement
convexe de P?. S’il existe un automorphisme vy € Aut(Q) qui posséde trois
points fixes distincts sur 9€2, alors le bord 0) de 'ouvert §) contient deux
segments distincts et non triviaux.

3.3. Quelques lemmes

Sur P'adhérence © de tout ouvert proprement convexe 2, on peut intro-
duire la relation d’équivalence suivante :
T~y
< le segment [z,y] peut se prolonger strictement & ses deux extrémités
et rester dans Q

& les points x et y sont dans la méme facette de Q.

On appelle ainsi facette, les classes de cette relation d’équivalence. Le
support d’une facette est I’espace projectif qu’elle engendre. On remarquera
que les facettes de Q sont des ouverts proprement convexes de leur support.
Lorsqu’une facette est un singleton {p}, le point p est dit extrémal.

LEMME 3.8. — Soit Q un ouvert proprement convexe. Soient (,)nen
et (Yn)nen deux suites de points de  telles que :

(1) la suite (x,,)nen converge vers un point T, € 0S;

(2) la suite (do(n, Yn))neN est majorée;

(3) le point z, est un point extrémal de Q.

Alors, la suite (yn)nen converge vers le point xo, € 0N).
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Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition suivante 3.9
qui est démontré dans [37]. O

PROPOSITION 3.9. — Soient €2 un ouvert proprement convexe de P" et
Zoo un point de 0. On note S la facette de Q) contenant x., et E son
support.

Pour toute suite de points (x,) de Q et tout réel R > 0, si la suite (x,)
tend vers xo alors la suite (BS (R)) converge vers la boule B (R) pour
la distance de Hausdorff induite par la distance canonique de,, de P (voir
Figure 3.2).

FIGURE 3.2. Dégénérescence des boules

LEMME 3.10. — Soient §2 un ouvert proprement convexe et y € Aut((2).
S’il existe un point z € Q) tel que la suite (" - x)pen converge vers un point
extrémal p € 0f), alors la suite (y")nen converge uniformément sur les
compacts de €1 vers p.

Démonstration. — Commencons par montrer que la suite (7"),en converge
simplement vers p sur 2. Soit y € Q. 1l suffit d’appliquer le Lemme 3.8 pré-
cédent aux suites z, = ¥ - x et y, = " - y. La suite (do(@n,Yn))nen
est bien majorée puisque, v étant une isométrie, elle est constante égale a
do(z,y).

On obtient la convergence uniforme sur les compacts pour la méme rai-
son. En effet, comme les (v"),cn sont des isométries, elles forment en par-
ticulier une famille équicontinue d’applications. O

LEMME 3.11. — Soit 2 un ouvert proprement convexe. Tout point d’ac-
cumulation dans 99 de la suite (¥ - x)nen qui est un point extrémal de Q)
est un point fixe de .
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Démonstration. — Soit p un point d’accumulation de la suite ("« 2)nen
qui est dans 99. 1l existe une extractrice (n;);en tel que lim; oo Y™ -2 = p.

1+n;

Le Lemme 3.8 montre que la suite (v - ) converge vers p car p est

extrémal. L’application v est continue sur P O Q, il vient que v(p) = p. O

3.4. Démonstration du théoréme de classification 3.3

Nous aurons besoin de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.12 (Lemme 3.2 de [7]). — Si un élément v € SL,+1(R)
préserve un ouvert proprement convexe, alors le rayon spectral p(y) (c’est-
a-dire le module de la plus grande valeur propre de ) est une valeur propre
dont Ia droite propre appartient & Q. En particulier, tout automorphisme
d’un ouvert proprement convexe posséde un point fixe dans €.

Démonstration du Théoréme 3.3. — D’apres la Proposition 3.12, I’ho-
méomorphisme v :  — Q posséde un point fixe dans Q. S'il existe un point
x € () fixé par v, alors 7 est elliptique et il n’y a rien & montrer. On peut
donc supposer que tout point fixe de v est dans 9€2. Nous allons a présent
distinguer 3 cas.

(1) Tl existe au moins trois points distincts x,y, z € 9 fixés par 7.
(2) 1l existe exactement deux points distincts x,y € 9 fixés par ~.
(3) L’automorphisme ~ fixe un et un seul point de 9.

Commengons par montrer que le premier cas est exclu. Les points x, y, 2
ne sont pas alignés car le convexe € est strictement convexe. Le plan projec-
tif P engendré par les points x, y, z est préservé par -y, tout comme 'ouvert
proprement convexe P N ) de P. Comme P est un espace projectif de di-
mension 2, le Lemme 3.7 montre que le bord du convexe PN {2 contient un
segment non trivial. Par conséquent, 2 n’est pas strictement convexe, ce
qui contredit I’hypothese.

Si on est dans le second cas, alors le segment ouvert s =]z, y[ de  est
préservé par v et inclus dans ) puisque ) est strictement convexe. Le
Lemme 3.5 montre que I’élément v agit comme une translation sur s et
que I'un des points x,y est attractif pour I'action de v sur s et 'autre est
répulsif. On note p™ I'attractif et p~ le répulsif. Le Lemme 3.10 montre que
(7")nen converge uniformément sur les compacts de Q vers pT et la suite
(Y™™)nen converge uniformément sur les compacts de €2 vers p~—. Montrons
la convergence sur les compacts de Q . {p~}. On se donne un compact K
de Q. {p~} et on choisit un hyperplan H de Q qui sépare p~ de K. Les
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convexes y"(H) N Q convergent vers p™ et donc K aussi. On procede de la
méme fagon avec p~.

II nous reste & montrer qu'un tel élément est hyperbolique. Pour cela, on
va montrer que pour tout b € Q \ s et pour tout point a € s, do(b,vb) >
dq(a,va). Sur le segment ouvert s, I’élément v agit comme une translation,
la quantité dq(a,ya) ne dépend donc pas du point a € s. On note H™ (resp.
H™) I'hyperplan tangent & 9Q en p* (resp. p~). Soit Hy, 'hyperplan passant
par HYNH™ et le point b. On note a I'unique point de I'intersection HyNs.
La distance de Hilbert est définie a ’aide de birapports et par conséquent
ona:dg(a,v(a)) =3 In([H™ : Hy: v(Hy) : HT]). De plus, comme I'ouvert
) est strictement convexe, ona [H™ : Hy : y(Hp) : H'] < [gqp : b : y(b) : pp),
ol gp, pp sont les points d’intersections de la droite (b7 (b)) avec 02, tels
que ~y(b) soit entre b et p, (voir Figure 3.3). L’'infimum de la distance de
translation de ~ est donc atteint par tout point de s et seulement par les
points de s. En particulier, 'automorphisme v n’est pas quasi-hyperbolique.

FIGURE 3.3. L’automorphisme v est hyperbolique

Enfin, si Pautomorphisme v fixe un et un seul point p de 01, le
Lemme 3.11 montre que pour tout point x € £, le seul point d’accumula-
tion de la bi-suite (y"x),ecz est I'unique point fixe de 7. Par conséquent,
d’apres le Lemme 3.10, la bi-suite (7"2)n,ez converge vers p uniformément
sur les compacts de 2. Un raisonnement analogue au précédent montre que
la convergence a lieu sur les compacts de Q . {p}.

Montrons maintenant que 7(y) = 0. Pour cela, on se donne un point
x € Q et une suite (z,,)nen de points de la demi-droite [xp[ qui converge vers
p. La suite de points (y,, )nen est done sur la demi-droite [yz p[ et converge
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vers p. La suite des droites (x, yz,) converge vers la droite intersection
du plan projectif engendré par p, x,vx et de I’hyperplan tangent a (2 en p.
Comme le bord du convexe est de classe C', on en conclut que dq(z,, yT,)
tend vers 0.

FIGURE 3.4. La distance de translation est nulle

Il reste & montrer que ~y préserve toute horosphére basée en p. Voyons
d’abord que les fonctions de Busemann basées en p sont invariantes par 7y :
pour tous o, x € 2,

bp(v0,yz) = lim da(y0, 2) — do(vz, 2) = lim do(y0,7z) — da(yx,72)

zZ—p Z—p

= le_I)Ijlg da(o,z) — da(z, 2)

= bp(0,2),
puisque, si z tend vers p, vz également. Ainsi, pour tout x € €,
Hp(yz) = {y € Q, by(yz,y) =0} = {y € Q, by(z,77'y) = 0} = vH, () ;
autrement dit, v préserve 'ensemble des horospheres basées en p. Mainte-
nant, pour tous z,y € ), on a
by () = bp(x,y) + bp(y,7y) + bp(vy, ¥2) = bp(y,1y) == a € R.

Or, |by(z, gz)| <da(x, gx), ce qui implique que pour tout = € Q, do(x,vz) >
la|. De 7(g) = 0, on déduit que a = 0, c’est-a-dire que v € H,(z). O

En fait, la classification du Théoréme 3.3 reste valable lorsque 1'ouvert
est seulement supposé strictement convexe. Pour montrer que la distance
de translation d’un automorphisme parabolique « est nulle, on utilise alors
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le lemme suivant, di a McMullen et le fait que le rayon spectral de y est
nécessairement 1 (sinon, v aurait plus d’un point fixe).
Pour des résultats plus généraux, on pourra consulter [21].

LEMME 3.13 (Curtis McMullen, Théoréme 2.1 de [39]). — Soient Q un
ouvert proprement convexe de P" et v € Aut(2). On a

%ln <max (p(v),p(vl),p(v)p(vl))) <7(y) <In <max (p(v)yp(vl)))-

En particulier, si p(y) = p(y~1) alors 7(y) = In(p(7)) ; et si p(y) = 1 alors
7(y) = 0.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite, €} désignera un ouvert
proprement convexe, strictement convexe et a bord C'.

3.5. Sous-groupes nilpotents discrets de Aut(Q2)

Points fixes et discrétude.

PrOPOSITION 3.14. — Soient v et § deux éléments non elliptiques de
Aut(Q) qui engendrent un sous-groupe discret de Aut({2). Supposons que
v et ¢ fixent un méme point x € ).

(1) Si~y est parabolique, alors § est parabolique.

(2) Si~ est hyperbolique, alors 0 est hyperbolique et il existe k,l € Z tel
que ¢ = ¢t

Démonstration. — Supposons pour commencer v hyperbolique. On peut
supposer que le point fixe attractif de v est x et on appelle y son point
répulsif. On veut montrer que § est hyperbolique et fixe le point y.

Si I’élément § ne fixe pas y, I'élément v/ = 66! est hyperbolique, fixe
le point x et le point 6(y) # y. Il préserve donc le segment [z, §(y)]. Or, si
z €]x, y[, la famille de points (ultimement) distincts 4/~ "™ - z s’accumule
dans 2, ce qui contredit la discrétude de 'action de I' sur €.

Ainsi, si v est hyperbolique et si § fixe x alors J fixe aussi le point y. Par
suite, d est hyperbolique grace au Théoreme 3.3. Le groupe engendré par
v et & agit proprement sur le segment |z, y[C Q. Or, le groupe Aut(]z, y|)
est isomorphe & R ; il existe donc des entiers k,l € Z tel que v* = §'.

Enfin, si v est parabolique et si d fixe  alors on vient de voir que § ne
peut étre hyperbolique. Il est donc parabolique via le Théoréme 3.3. (|
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Points fixes et groupes libres. Un simple argument de ping-pong
donne la

ProPOSITION 3.15. — Soient v et § deux éléments non elliptiques de
Aut(Q) dont les points fixes sont deux a deux disjoints. Supposons que
Fix(y) et Fix(d) sont deux ensembles disjoints. Le groupe engendré par
les éléments v et 0 est un sous-groupe discret de Aut() qui contient un
groupe libre a deux générateurs.

Les sous-groupes nilpotents discrets de Aut(2).

COROLLAIRE 3.16. — Soit I' un sous-groupe discret, nilpotent, infini et
sans torsion de Aut(2). Alors :
(1) soit tous les éléments de I' \ {Id} sont hyperboliques et I' est iso-
morphe a Z ;
(2) soit tous les éléments de I' \ {Id} sont paraboliques.

Démonstration. — La Proposition 3.15 montre que tous les éléments de
I" doivent avoir un point fixe commun, sinon le groupe I' contiendrait un
groupe libre non abélien et ne serait donc pas nilpotent. La Proposition 3.14
montre qu’alors les éléments de I' (différents de I'identité) sont tous hyper-
boliques ou bien tous paraboliques. De plus, s’ils sont tous hyperboliques, le
deuxieme point de la Proposition 3.14 montre que I est isomorphe & Z. O
On dira par la suite qu'un sous-groupe discret de Aut(Q) est :
— elliptique, si tous ses éléments sont elliptiques et fixent le méme point ;
— parabolique, s’il contient un sous-groupe d’indice fini dont tous les
éléments sont paraboliques et fixent le méme point ;
— hyperbolique, s’il contient un sous-groupe d’indice fini engendré par
un élément hyperbolique.
Le corollaire précédent montre qu'un sous-groupe discret de Aut(2), qui
est virtuellement nilpotent et infini, est soit parabolique, soit hyperbolique.
On remarquera qu’'un sous-groupe parabolique contient nécessairement
uniquement des éléments paraboliques, alors qu’un sous-groupe hyperboli-
que peut contenir des éléments elliptiques d’ordre 2 qui échangent les deux
points fixes des éléments hyperboliques du groupe en question.

4. Les notions classiques vues dans le monde projectif

Le but de cette partie est de rappeler les définitions d’ensemble limite,
de domaine de discontinuité, d’action de convergence et de domaine fonda-
mental ; cela nous permettra de montrer, dans le cadre des géométries de
Hilbert, des propositions bien connues de géométrie hyperbolique.
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4.1. Ensemble limite et domaine de discontinuité

Comme en géométrie hyperbolique, on peut définir ’ensemble limite et
le domaine de discontinuité d’un sous-groupe discret de Aut(f2) de la fagon
suivante.

DEFINITION 4.1. — Soit T un sous-groupe discret de Aut(Q) et x € Q.
L’ensemble limite Ar de I est le sous-ensemble de 0X) suivant :
Ar=T -az~T" 2,
ot x est un point quelconque de (). Le domaine de discontinuité Or de I'
est le complémentaire de I’ensemble limite de I' dans €.

FIGURE 4.1. Ensemble limite et domaine de discontinuité

L’ensemble limite Ar, s’il n’est pas infini, est vide ou consiste en 1 ou 2
points, auxquels cas I' est respectivement elliptique, parabolique ou hyper-
bolique. On dit que I' est non élémentaire si Ar est infini. Dans ce dernier
cas, I’ensemble limite Ar est le plus petit fermé I'-invariant non vide de
0f). Ainsi, Ap est 'adhérence des points fixes des éléments hyperboliques
de I'. Le lemme suivant décrit grossiérement I’ensemble limite.

LEMME 4.2. — Soit " un sous-groupe discret non élémentaire de Aut({).
L’ensemble limite Ar est un compact parfait. De plus, si Ar # 9Q alors Ar
est d’intérieur vide.

Démonstration. — On commence par montrer par 'absurde que Ar est
un compact parfait. Puisque Ar est 'adhérence des points fixes des éléments
hyperboliques de T, s’il existe un point isolé x € Ar alors le point x est
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fixé par un élément hyperbolique v. On peut supposer que x est point fixe
attractif de . Comme T" n’est pas élémentaire, il existe un point y € Ar
qui n’est pas fixé par 7. La suite (7" - y)nen converge donc vers le point
lorsque n tend vers 'infini et tous les points de cette suite sont différents
de z. Ce qui contredit le fait que le point x est isolé.

Montrons a présent le deuxiéme point. Le fermé Or N OS2 est un fermé
I'-invariant donc il contient Ar, qui est le plus petit fermé I'-invariant. Par
conséquent, Op N O = AN, autrement dit Or N O est dense. Autrement
dit encore, Ar est d’intérieur vide. O

Remarque 4.3. — 1l est possible de définir I’ensemble limite d’un sous-
groupe de SL; 1 (R) agissant sur P™ dans des cas plus généraux. On pourra
se référer aux travaux de Benoist [4], Yves Guivarc’h [27] ou Guivarc’h et
Jean-Pierre Conze [20]. En fait, il suffit que le groupe soit irréductible et
proximal.

DEFINITION 4.4. — Soit T un sous-groupe de SLy,1(R). On dira que T
est irréductible lorsque les seuls sous-espaces vectoriels de R™t! invariants
par T sont {0} et R"™1. On dira que T est fortement irréductible si tous ses
sous-groupes d’indice fini sont irréductibles, autrement dit si I" ne préserve
pas une union finie de sous-espaces vectoriels non triviaux.

Lorsque T' est un sous-groupe discret de Aut(f2), T' est irréductible si
et seulement si 'intérieur C'(Ar) de 'enveloppe convexe de son ensemble
limite Ar est non vide. Dans ce cas, C(Ar) est le plus petit ouvert convexe
de P™ préservé par I'. En fait, il n’est pas difficile de voir qu’alors I' est
fortement irréductible. En effet, si G est un sous-groupe d’indice fini de T’
alors pour tout élément hyperbolique i de T, il existe un entier n > 1 tel
que h"™ € G et donc Ag = Ar.

4.2. Action de I' sur son domaine de discontinuité

Le but de cette partie est de montrer le lemme suivant.

LEMME 4.5. — Soit T' un sous-groupe discret de Aut(f2). Le groupe T'
agit proprement discontintiment sur Op.

Compactification du groupe des transformations projectives de
P". Le groupe PGL,;1(R) est un ouvert dense de l’espace projectif
P(End(R™*1)), ou End(R"*!) désigne I'espace vectoriel des endomorphis-
mes de R"!'. Ce dernier nous fournit donc une compactification de
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PGL,+1(R) en tant qu’espace topologique. On rappelle quun élément ~

de P(End(R™*1)) définit une application de P™ \. N(v) vers P", ot N(7)

est le projectivisé du noyau de n’importe quel relevé de v & End(R"*1).
De plus, la proposition suivante permet de décrire cette compactification.

PROPOSITION 4.6. — Soient (Y, )nen une suite d’éléments du groupe
PGL,+1(R) et oo un élément de P(End(R™*1)). La suite (v, )nen converge
vers Voo dans P(End(R™1)) si et seulement si la suite (v, )nen converge
Vers 7Yoo sur tout compact de P N\ N (ys0).

Cette proposition et des détails sur la compactification du groupe
PGL,+1(R) sont donnés dans [10] et aussi dans [25].

Action de convergence.

DEFINITION 4.7. — Soit ' un groupe agissant par homéomorphisme sur
un compact parfait X. L’action de I" sur X est une action de convergence
si, pour toute suite (y,)nen de T, il existe une sous-suite (Vy,)ieny de T et
deux points a,b € X tels que (Vp,)ien € 'Y converge uniformément vers b
sur X \ {a}.

PRrROPOSITION 4.8. — Soient €2 un ouvert proprement convexe de P" et
(Yn)nen une suite d’un sous-groupe I' de Aut(§2). On suppose que la suite
(Yn)nen converge vers 7o, dans P(End(R™)) et que application 7, est
singuliére.

Alors les sous-espaces Im(7s.) et N (7o) rencontrent ) mais ne ren-
contrent pas 2.

En particulier, si le convexe ) est strictement convexe a bord C' alors
Im(vy) est réduite & un point z qui est inclus dans 9 et N(yso) est un
hyperplan dont I'intersection avec € est réduite a un point x € 9. De
plus, le point z est dans I'ensemble limite de T'.

Démonstration. — L’action du groupe Aut(f2) sur € est propre. Par
conséquent, pour tout point z € Q, tout point d’accumulation de la suite
(Yn(x))nen est sur le bord 99 de Q. Mieux, si un point zy € §2 est tel que
la suite (v, (20))nen converge vers un point y,, € 9€, la Proposition 3.9
montre qu'il existe une facette S de 2 incluse dans 92 contenant v, telle
que, pour tout xz € €, la suite (v, (x))nen sous-converge vers un point
Yz € S.

Remarquons ensuite que, par construction de la compactification, 1’en-
semble N (75 ) n'est pas vide et n’est pas P tout entier. Il existe donc
un point zp € Q tel que zy ¢ N(7Vs). Le paragraphe précédent montre
qu’alors aucun point de 2 n’est dans N(yoo) et qu’il existe une facette S
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de Q incluse dans 9Q et telle que Yo, (€2) C S. Comme  est un ouvert de
P™ on a Im(ys) C E, out E est le support de S. Ce qui montre le résultat
pour Im(7).

Un raisonnement par dualité permet de montrer le second point. Le
noyau de v* ='~~1 n’est rien d’autre que le dual de I'image de . On
obtient ainsi le résultat pour N(7.) en utilisant le convexe dual Q* de Q
défini au Paragraphe 2.3.

Les améliorations dans le cas strictement convexe & bord C! sont évi-
dentes. g

THEOREME 4.9. — Soient Q un ouvert strictement convexe & bord C!
de P™ et I un sous-groupe discret et irréductible de Aut(f2). Les actions de
I" sur les compacts 02 et Q sont des actions de convergence.

Démonstration. — La Proposition 4.8 montre que tout point d’accumu-
lation d’une suite (v, )nen d’automorphismes de € qui n’est pas stationnaire
est de la forme . .

be: Q — Q

N { b si @ +a

a si x=a
ou le point b est 'unique point de I'image du point d’accumulation ., choisi
de la suite (7, )nen et le point a est I'intersection du noyau 7., avec Q. La
Proposition 4.6 montre que la suite (v,)nen Sous-converge uniformément
sur les compacts de Q . {a} vers b,. C’est ce qu'il fallait montrer dans les
deux cas. a

Démonstration du Lemme 4.5. — Supposons que l'action de I' sur Op =
Q ~ Ar ne soit pas proprement discontinue. Il existe donc un compact K
et une suite d’automorphismes (v, )nen tel que v, (K) N K # & pour tout
n € N.

L’action de T' sur 2 est de convergence (Théoréme 4.9), il existe donc
deux points a et b tels que la suite (7, )nen sous-converge vers b uniformé-
ment sur les compacts de Q \ {a}. De plus, le point b est un point de Ar.
Par conséquent, il existe un voisinage U de b dans Q tel que UN K = @.

D’un autre coté, si n est assez grand, on a v, (K) C U, ce qui contredit
le fait que ~,(K) N K # @ pour tout n € N. O

4.3. Domaines fondamentaux

Le théoreme de Dirichlet possede un analogue dans le monde projectif
convexe. Rappelons qu'un domaine fondamental pour ’action d’un groupe
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discret I' sur un espace topologique X est un fermé d’intérieur non vide D
de X tel que - D =X et v- DNy - D = & si et seulement si v et 7/ sont
deux éléments distincts de I'. Un domaine fondamental est dit localement
fini si tout compact de X ne rencontre qu’un nombre fini de translatés de
D parT.

THEOREME 4.10 (Jaejeong Lee, [33]). — Soient  un ouvert propre-
ment convexe et I' un sous-groupe discret de Aut(Q). Il existe un domaine
fondamental convexe et localement fini pour I'action de I' sur ).

On pourra trouver une courte démonstration de ce théoréme dans [38].

5. Action géométriquement finie sur Ar et sur ()
5.1. Action affine des sous-groupes paraboliques

DEFINITION 5.1. — Soit Q un ouvert convexe de P" (a priori non pro-
prement convexe). Un sous-espace affine F inclus dans € est dit maximal
lorsqu’il n’existe pas de sous-espace affine de P" contenant strictement F
et inclus dans (2.

On note 7 la projection naturelle R"*1 < {0} — P". Tout sous-espace
affine F' de P™ est la projection via 7 d’un sous-espace affine F' de R"*!
qui ne contient pas l’origine de R"!. Deux sous-espaces affines F et F”
ont la méme trace 7(F) = w(F"’) si et seulement s’ils engendrent le méme
sous-espace vectoriel de R™*1,

On dira que deux sous-espaces affines de P™ ont la méme direction lorsque
les sous-espaces affines de R"*! correspondant ont la méme direction, c’est-
a-dire la méme partie linéaire. La direction commune est un sous-espace
vectoriel de R™*!, qui correspond & un sous-espace projectif de P™. Par
exemple, la direction d’une carte affine est précisément son hyperplan a
I'infini.

Remarque 5.2. — Soit 2 un ouvert convexe de P". Deux sous-espaces
affines maximaux inclus dans € ont la méme direction Fi,a.x, qui est un
sous-espace projectif de P". La projection de €2 dans l’espace projectif
IP’(IR{”+1 / Fmax) est un ouvert proprement convexe, oll on a noté Fl.. un

relevé de Fax & R?TL.

Si p est un point et A une partie de P, on note D,(A) 'ensemble des
droites concourantes en p et rencontrant A.
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FIGURE 5.1

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 5.3. — Soient 2 un ouvert proprement convexe de P" et
p € 09Q. L'ensemble D), = D,(2) des droites concourantes en p et rencon-
trant Q est un ouvert convexe de I'espace projectif Pp—! = P(R" ! /p) des

droites concourantes en p.
Un point p € 9Q est un point de classe C' de 0N si et seulement si le
convexe D, () est une carte affine A" de Pp—1.

Remarque 5.4. — Si le point p € 9§ n’est pas un point de classe C' de
0 alors les espaces affines maximaux inclus dans le convexe D,(12) ont la
méme direction (Remarque 5.2). Cette direction commune est précisément
I’ensemble des directions dans lesquelles 02 est de classe C! en p.

On rappelle que, sauf mention explicite, 'ouvert €2 est un ouvert propre-
ment convexe strictement convexe & bord C!.

LEMME 5.5. — Soit T un sous-groupe discret et sans torsion de Aut({),
qui fixe un point p de 0L2. 1l existe une représentation fidéle de I' dans le
groupe affine Aff(R"~!) des transformations affines de R" 1.

Démonstration. — Si le groupe I' préserve le point p alors il préserve
I’ensemble des droites passant par p. Or, 'ensemble des droites passant par
p est un espace projectif Pg_l, trace de I’espace vectoriel quotient R™+! /p'
Le groupe I' agit projectivement sur cet espace projectif IP’;}’l. De plus,
comme p est un point C! de 99, le groupe I' préserve I'hyperplan tangent
71,080 a 09 en p; il agit donc par transformation affine sur I'espace affine
Ag_l des droites passant par p qui ne sont pas incluses dans 7,012, qui
n’est rien d’autre que D, (2).
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Cette représentation est fidele : un élément qui fixe toutes les droites
issues de p, fixerait tous les points de 0. g

Notations. — Si p est un point de 9€2, on notera & présent Ag_l I'espace
affine D, () des droites passant par p qui ne sont pas contenues dans
I'’hyperplan tangent 7,02 & 02 en p.

Si C est une partie convexe de €, on désignera par D,(C) 'adhérence,
dans Ag_l, de I'ensemble D, (C) des droites concourantes en p rencontrant
C . Remarquons que si A est une partie de O, alors D,(C(A)) n’est rien
d’autre que enveloppe convexe de D, (A \ {p}) dans A7~

A D@

FIGURE 5.2

5.2. Finitude géométrique

Nous allons définir deux notions de finitude géométrique via la nature
des points de ’ensemble limite Ar. Pour cela, on s’inspire des définitions
données en géométrie hyperbolique ou plus généralement pour les espaces
métriques hyperboliques, pour lesquels on dispose des mémes objets que
dans le cas présent.

5.2.1. Points paraboliques bornés

La définition suivante fait 'unanimité pour I'action d’un groupe discret
par isométries sur un espace Gromov-hyperbolique. Nous I'adoptons ici.
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DEFINITION 5.6. — Soit I’ un sous-groupe discret de Aut(Q)). Un point
x € Ar est un point parabolique borné si I'action du groupe Stabr(z) sur
Ar ~ {z} est cocompacte.

Le rang d’un point parabolique borné x € Ar est la dimension cohomo-
logique virtuelle du groupe Stabr(z). Le point parabolique x € Ar est dit
de rang maximal si son rang vaut dim Q2 — 1, autrement dit si Stabr(z) agit
de fagon cocompacte sur 02 \ {x}.

Remarque 5.7. — La dimension cohomologique d’un groupe discret I'
sans torsion est un entier nr tel que, pour toute action libre et propre de I'
sur une variété contractible de dimension n, on a n > nr, avec égalité si et
seulement si I’action est cocompacte. Si le groupe I' est virtuellement sans
torsion, alors on peut montrer que tous ses sous-groupes d’indice fini sans
torsion ont la méme dimension cohomologique et on appelle ce nombre la
dimension cohomologique virtuelle de I'. On pourra consulter [43].

Remarquons que si z est un point parabolique borné alors Stabr(z) est
parabolique, c’est-a-dire qu’a indice fini pres, il est composé uniquement
d’éléments paraboliques qui fixent le méme point.

5.2.2. Points limites coniques

En géométrie hyperbolique, on trouve la définition suivante, qui convient
a notre cadre :

DEFINITION 5.8. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(Q). On dit
qu’un point x € Ar est un point limite conique lorsqu’il existe une suite
d’éléments (vp)nen de T, un point zo € ), une demi-droite [x1, x| et un
réel C > 0 tel que :

(1) Yp-x20 — 2
n—oo
(2) dQ(’Y’I’L + X0, [l‘l,l‘[) < C
Remarque 5.9. — Un point x € Ar est un point limite conique si et

seulement si la projection d’une (et donc de toute) demi-droite terminant
en x sur Q/p retourne une infinité de fois dans un compact de Q/p.

Cette définition de point conique ne convient pas & un espace métrique
X Gromov-hyperbolique et on en trouve une autre dans ce contexte : un
point x € dX est un point limite conique pour l'action d’un groupe I' sur
X lorsqu’il existe deux points distincts a,b € 9X et une suite d’éléments
(Yn)nen de T tel que v, -z — aet vy, -y — b pour tout y # x.

n—oo n—oo
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Bien siir, cette derniére définition est équivalente a la précédente
lorsqu’on l'applique a la géométrie hyperbolique. L’avantage de cette der-
niére définition est sa nature purement topologique et non géométrique.
Cela reste vrai dans notre cas et cela nous permettra de montrer la Propo-
sition 5.15 :

LEMME 5.10. — Soit T' un sous-groupe discret de Aut(Q2). Un point
x € Ar est un point limite conique si et seulement s’il existe deux points a
et b distincts de 9S) et une suite d’éléments (v, )nen de T tels que

— Ynx tend vers a;

— pour tout y € I \ {z}, v,y tend vers b.

Démonstration. — Commengcons par montrer que cette condition est suf-
fisante. S’il existe deux points distincts a,b € 9Q et une suite (0, )nen
d’éléments de I tel que §,, - — aetd,-y — bpour tout y # x. On

n—oo

n— oo
pose v, = 6,71 et on se donne xq € Q.

La suite (95, - Zo)neny — @ car sinon la suite de termes 6, (v, - ©o) = xo
sous-convergerait vers b. Il faut a présent montrer que la quantité sui-
vante : do(vn - o, [€o,x[) est majorée indépendamment de n. Mais, les
automorphismes -y, sont des isométries, on a donc do(yn - o, [To,z[) =
da(xo, 0n([To, x[)) — da(zo,]b,a[) < oo car d, -z i b. La derniere
inégalité est stricte car §2 est strictement convexe.

Montrons a présent que cette condition est nécessaire.

Il existe un point o € Q et une suite (5 )neny d’éléments de T' tel que
Yo T o et do(vn - To, [0, z[) est majorée par une constante C' > 0

indépendamment de n. On pose 0, =7, 1, on note D la droite passant par
xp et x, enfin on note ¢ le point d’intersection de D avec 02 qui n’est pas
x. Les droites d,, (D) forment une famille de droites qui rencontre la boule
fermée de centre xg et de rayon C. On peut donc supposer quitte a extraire
que ces droites convergent vers une droite (ab), ol les points a,b € I et
a #b. Onendéduitqueén-xnjooaet on-q — b

n—oo
Il vient que pour tout point y € [xg,z[, on a 6, -y — b. Il n’est pas
n—oo

difficile d’en déduire alors que pour tout y € Q, si y # x alors §,, -y — b
n—oo

car le point b est extrémal. O
5.3. Action géométriquement finie sur 2 et 0}
On trouve la définition suivante, que ce soit en géométrie hyperbolique

ou pour un espace Gromov-hyperbolique :
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DEFINITION 5.11. — Soient X un espace Gromov-hyperbolique et T’
un sous-groupe discret d’isométries de X. L’action de I' sur X est dite
géométriquement finie lorsque tout point de I’ensemble limite Ar est un
point limite conique ou un point parabolique borné.

En dépit des ressemblances, il s’avere que cette définition ne va pas conve-
nir dans notre cadre. Bien sir, elle convient lorsque la géométrie de Hilbert
est Gromov-hyperbolique mais nos hypothéses sur le convexe sont bien
plus faibles. En géométrie hyperbolique, la finitude géométrique admet des
définitions équivalentes de nature plus géométriques, qui justifient I’appe-
lation géométriquement fini. Ces dernieres font sens dans notre contexte
mais ne sont plus équivalentes & la précédente, sinon a une version plus
forte, qui demande plus aux points paraboliques bornés. C’est ce que nous
introduisons maintenant.

DEFINITION 5.12. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2). Un point
x € Ar est un point parabolique uniformément borné si I’action du groupe
Stabp () sur D,(C(Ar \ {z})) est cocompacte.

Remarque 5.13. — La notion de point parabolique uniformément borné
n’a aucun intérét en géométrie hyperbolique, autrement dit dans le cas ou
Q est un ellipsoide : en effet, tout point parabolique borné est automati-
quement uniformément borné.

Pour voir cela, plagons-nous dans le modele du demi-espace de Poincaré
et supposons que le point co est un point parabolique borné pour un groupe
discret I' d’isométries de l’espace hyperbolique H". Le groupe Stabr(co)
agit donc cocompactement sur Ar \ {oco}. Le point important est que le
groupe Stabr(00) agit par isométrie euclidienne sur l’espace euclidien OH™\
{o0}. 1 existe donc un sous-espace F' de celui-ci préservé par Stabp(oco)
sur lequel Stabr(oco) agit cocompactement ; de plus, tout sous-espace F”
préservé par Stabpr(oo) sur lequel Stabr(co) agit cocompactement est pa-
rallele & F. Ainsi, "ensemble Ap~{oo} est inclus dans un voisinage tubulaire
de rayon fini de F. Comme ce voisinage est convexe, on obtient que le point
o0 est un point parabolique uniformément borné de I'.

On peut donner alors la définition suivante :

DEFINITION 5.14. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2). L’action
de I' sur 0% (resp. ) est dite géométriquement finie lorsque tout point
de I'ensemble limite est un point limite conique ou un point parabolique
borné (resp. uniformément borné). On dira que le quotient M = Q/p est
géométriquement fini lorsque I'action de I" sur ) est géométriquement finie.
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Ceci introduit deux notions différentes a priori : la finitude géométrique
de Paction de I' sur 99 et la finitude géométrique de 'action de I' sur Q.

On verra que ces deux notions sont effectivement différentes et que cela
n’a rien d’évident. On essaiera aussi de dire quand elles coincident. C’est
I’objet de la dernieére partie.

La définition “traditionnelle” de finitude géométrique est donc celle dont
on précise ici qu’elle est sur 9. Comme on le verra dans la Partie 8, celle
qui porte sur €2 admet des définitions équivalentes concernant la géométrie
du quotient Q/p. Lorsque l'action de I' est géométriquement finie sur 9
mais pas sur €, le quotient 2 /F ne jouit par conséquent d’aucune de ces
propriétés géométriques et on ne saurait qualifier sa géométrie de finie.
Nous espérons ainsi justifier notre terminologie.

5.4. Dualité

Si v € Aut(Q) est hyperbolique, les seuls hyperplans projectifs tangents
a 0% préservés par vy sont les hyperplans T, +8Q et T - (‘3(2 tangents a 02
en ses deux points fixes. L’élément correspondant ¥* 6 I'* est donc aussi
hyperbolique, ses points fixes sont (z3)* = +8§2 et (v7)" = T%_ 0. De
méme, on voit que si v € Aut(2) est un element parabohque fixant p € 0N
alors son dual v* € I'* est parabolique de point fixe p*. Cela implique en
particulier qu’étant donné un sous-groupe discret I' C Aut(f2), Papplication
duale x — x* de 99) dans 0Q* envoie Ar sur Ap-.

PROPOSITION 5.15. — Soit T un sous-groupe discret de Aut(2). L’ac-
tion de I' sur 02 est géométriquement finie si et seulement si l'action de
I'™* sur 00* est géométriquement finie.

Démonstration. — Bien siir, il suffit de prouver une seule implication.
Supposons donc que Vaction de T' sur 992 est géométriquement finie. 11
suffit de montrer que l'application x — x* de 992 dans 9Q* envoie un
point limite conique pour I' sur un point limite conique pour I'* et un
point parabolique borné pour I'" sur un point parabolique borné pour I'*.

Soit donc x € Ar un point limite conique. Il existe donc, d’apres le
Lemme 5.10, deux points a et b distincts de 992 et une suite d’éléments
(Yn)nen de T tels que v,x tend vers a et pour tout y € 90 \ {z}, vy
tend vers b. Le convexe () étant supposé strictement convexe a bord C?,
cela implique la convergence de y,z* vers a* et de v,y* vers b* pour tout
Yy # x, puisque ces points s’identifient aux plans tangents T, .0, 1,02,
T, 4,08 et Tp00. Le point z* est donc un point limite conique.
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Soit maintenant € Ar un point parabolique borné. Le groupe Stabp(z*)
n’est rien d’autre que le groupe (Stabr(z))*. Or, Stabr(x) agit cocom-
pactement sur Ar \ {z}, donc sur {T,,0Q, y € Ar \ {z}} qui s’identi-
fie & Ar» ~ {z*}. Cela montre que Stabr(z*) agit cocompactement sur
AF* AN {x*} O

Remarque 5.16. — Le Corollaire 10.5 montrera que l'action de I" sur 2
est géométriquement finie si et seulement si I'action de I'* sur 2* Dest.

6. Décomposition du quotient
6.1. Lemme de Zassenhaus-Kazhdan-Margulis

Les auteurs ont montré dans [22] le lemme suivant qui est le premier pas
vers la description des actions géométriquement finies.

LEMME 6.1. — En toute dimension n, il existe une constante €,, > 0 tel
que : pour tout ouvert proprement convexe ) de P" et tout point x € €,
tout groupe discret engendré par des automorphismes 71, ...,7, € Aut(£2)
qui vérifient do(z,v; - ©) < &, est virtuellement nilpotent.

Une telle constante ¢,, sera appelée constante de Margulis.

6.2. Décomposition du quotient

Dans toute la suite, on se fixe un réel € > 0 qui est une constante de
Margulis pour les ouverts proprement convexes de P". Tous les résultats
qui suivent sont indépendants de ce choix.

On va introduire ici les définitions et notations que nous utiliserons par
la suite. Soit I' un sous-groupe discret de Aut(€2). Pour tout sous-groupe
G de T, on note :

— pour z € Q, G.(x) le groupe engendré par les éléments v € G tels

que dg(z,v-x) <¢;

— Q(G)={2 € Q| Go(x) est infini};

— QYG) = {2 € Q| G.(x) est infini et parabolique} ;

— M.(G) = Q(G) /p et M(G) = Q2(G) /p les projections de ces diffé-

rents ensembles sur M = Q/p.
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Dans le cas ou G est le groupe I' tout entier, on abrégera ces notations
en Q, QF, M, et M¢.

La partie M. est la partie fine de M. Dans le cas ou M est une variété,
autrement dit quand I" est sans torsion, c’est 'ouvert des points de M dont
le rayon d’injectivité est strictement inférieur a e.

Le complémentaire de 2. dans ) sera noté ¢ et sa projection sur M,
Me<. L’ensemble M*€ est la partie épaisse de M, complémentaire de la partie
fine dans M. Lorsque M est une variété, c’est ’ensemble des points de M
dont le rayon d’injectivité est supérieur ou égal a e.

L’ensemble MY est la partie cuspidale de M. Son complémentaire dans
2 sera noté 27'°; sa projection M[*¢, complémentaire de M¢, est la partie
non cuspidale de M. Enfin, on appellera les composantes connexes de la
partie cuspidale de M¢ les cusps de M.

Enfin, on désignera par C(Ar) l'enveloppe convexe de Ar dans Q. Le
coeur convexe de M est le quotient est 'adhérence du C'(Ar)/p dans Q/p,
on le note C(M).

On remarquera que C(Ar) est un ouvert convexe de Q et que C(M) est
un fermé de Q /F' Le lemme suivant donne une premiére description de ces
différentes parties.

\N =

FIGURE 6.1. Le cceur convexe

LEMME 6.2. — Soit I un sous-groupe discret de Aut().

(1) La partie fine de M est la réunion disjointe des parties M(G) ou
G parcourt les sous-groupes virtuellement nilpotents maximaux de
T', c’est-a-dire les sous-groupes hyperboliques et paraboliques maxi-
maux de T'.
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FIGURE 6.2. Parties fine et épaisse

(2) Les parties M.(G), ou G parcourt les sous-groupes virtuellement nil-

potents maximaux de I', sont connexes et d’adhérences disjointes.

(3) Lorsque G est un sous-groupe hyperbolique de T, la partie M. (G) est

relativement compacte dans M.

(4) Lorsque G est un sous-groupe parabolique de T' fixant p € 01, la

partie Q. (G) est étoilée dans 2 en p et p est le seul point de Of)
adhérent a Q.(G).

(5) La partie cuspidale est la réunion disjointe des parties M.(G), ou G

parcourt les sous-groupes paraboliques maximaux de T'.

(6) La partie fine de la partie non cuspidale, c¢’est-a-dire M = M.~ M¢,

est la réunion disjointe des parties M (G), ou G parcourt les sous-
groupes hyperboliques maximaux de I

Démonstration.

(1)

Par définition, M.(G) C M. pour tout sous-groupe G de I'. Main-
tenant, si x € M., il existe un élément non elliptique v € T tel que
do(x,vx) < e. Le groupe engendré par - est nilpotent et infini et donc
x € M.({(7)). De plus, les parties M. (G) sont disjointes. En effet, 8’il

y avait un point z qui était a la fois dans M.(G) et dans M.(G’), le
groupe discret engendré par G et G’ serait nilpotent par le lemme de
Margulis, contredisant le fait que G et G’ sont maximaux.

Soit G un groupe virtuellement nilpotent maximal, que I'on peut sup-
poser sans torsion. On va montrer que M, (G) est ouvert et fermé dans
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M.. L’ouverture de M.(G) découle de la définition. Pour la ferme-
ture, considérons une suite (z,) de points dans M.(G) qui converge
vers x dans M,. Il existe ainsi un élément non elliptique v € I" tel que
do(z,vx) < e. Par continuité, on a aussi dg(x,,vx,) < € lorsque n
est assez grand et ainsi le groupe engendré par G et « est nilpotent,
d’apres le lemme de Margulis. Comme G est maximal, on a forcément
v € G et donc z € M. (G), autrement dit M.(G) est fermé.

Soit G le groupe nilpotent hyperbolique engendré par I’élément ~.
Tout domaine fondamental convexe et fermé C pour l'action de G
sur {2 intersecte I'axe a, de 7 en une partie compacte. Il est alors
clair que dg(x,vyx) > € dés que z est un point de C' dont la distance
a l'axe de « est supérieure a une certaine constante. Autrement dit,
Q. (G) N C est un voisinage relativement compact de a, N C et donc
M. (G) est relativement compact dans M.

Soit G un sous-groupe parabolique de T'" qui fixe le point p € 9.
Prenons z € 90~ {p} et paramétrons la géodésique (zp) par r : R —
R, de telle fagon que r(—o0) = z, r(+00) = p, r(t) € (zp),t € R.
La convexité de © montre que la fonction f : t — do(r(t),vr(¢))
est décroissante. La stricte convexité entraine que f tend vers +o0o en
—o0 et vers 0 en +00. C’est exactement ce qu’on voulait montrer.
Cela découle directement de la définition et du premier point.

La partie non cuspidale de M est par définition réunion de la partie
épaisse et des parties fines non cuspidales. Ces derniéres sont exacte-
ment les parties M, (G), ot G parcourt les sous-groupes hyperboliques
de I'; les points précédents montrent que ces parties sont connexes,
d’adhérences compactes et disjointes. |

7. Sur les sous-groupes paraboliques

7.1. Quelques résultats préliminaires sur les groupes algébriques

Nous allons avoir besoin de plusieurs résultats et définitions sur les
groupes algébriques linéaires réels ; on pourra consulter le livre [30].

Soit G un sous-groupe de SL,t1(R) Zariski-fermé. Un élément g € G
est dit semi-simple (resp. unipotent) lorsque g est diagonalisable sur C
(resp. (g —1)"™! = 0). On note S(G) (resp. U(G)) I'ensemble des éléments
semi-simples (resp. unipotents) de G.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FINITUDE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 2337

ME‘ = Mg ((-r) , (‘ Fara[nohc?ue

M(6) G
G F\/ pe r‘)oliﬂue

FIGURE 6.3. Décomposition du quotient

L’ensemble U(G) est un fermé de Zariski de G ; par contre, ’ensemble
S(G) ne lest pas en général.

PROPOSITION 7.1 (Proposition 19.2 de [30]). — Soit G un groupe algé-
brique résoluble et connexe. Le groupe G est nilpotent si et seulement si
S(G) est un sous-groupe de G. Dans ce cas, 'ensemble S(G) est un fermé
de G pour la topologie de Zariski, le groupe S(G) est abélien et le groupe
G se décompose en le produit direct G = S(G) x U(G).

PROPOSITION 7.2 (Lemme 4.9 de [3]). — Soit T' un sous-groupe de
SLn+1(R). Si toutes les valeurs propres de tous les éléments de I sont de
module 1 alors toutes les valeurs propres de tous les éléments de I’adhérence
de Zariski de " sont aussi de module 1.

Remarque 7.3. — 1l faut bien faire attention au fait que, dans I’énoncé
précédent, le corps de base est R. Cette proposition est fausse sur un corps
quelconque. Sur le corps des complexes, le groupe compact SU,, est Zariski-
dense dans le C-groupe SL,,(C) ; sur les corps p-adiques, le groupe compact
SL,,(Z,) est Zariski dense dans le Q,-groupe SL,,(Q,). Pourtant, les valeurs
propres des éléments de ces deux groupes sont toutes de modules 1. Le
phénomene exceptionnel qui explique cette proposition sur R est que le
sous-groupe compact maximal SO, (R) de SL,, (R) est Zariski-fermé.

THEOREME 7.4 (Kostant-Rosenlicht (Théoréme 2 de [42] ou appendice
de [11])). — Soit U un groupe algébrique unipotent agissant sur un espace
affine. Toute orbite de U est Zariski fermé.
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THEOREME 7.5 (Théoréme de Mal’cev (Théoréme 2.1 de [40])). — Soit
U un sous-groupe Zariski fermé de SLy11(R). Si U est unipotent, alors tout
sous-groupe discret et Zariski-dense I' de U est un réseau cocompact de U.

LEMME 7.6. — Soit P un sous-groupe parabolique de Aut(§?) fixant un
point p. On note N I'adhérence de Zariski de P et U le sous-groupe de N
constitué des éléments unipotents de N

Le quotient N /U est compact, le groupe P est un réseau cocompact de
N, Iaction de N sur A;}_l est propre et 'action de U sur Ag_l est libre.
En particulier, si 'action de P sur 92 \ {p} est cocompacte alors I’action
de U sur A;}_l est simplement transitive.

Démonstration. — Le groupe P est virtuellement nilpotent ; par consé-
quent, quitte a passer a un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer que
P est nilpotent et Zariski-connexe. L’adhérence de Zariski N de P est alors
un sous-groupe nilpotent Zariski-fermé de SLy,+1(R). On note U I'ensemble
des éléments unipotents de A et on note K I’ensemble des éléments semi-
simples de V. La Proposition 7.1 montre que yy et un groupe et que N est
le produit direct de U et K, le groupe K est abélien.

La Proposition 7.2 montre que toutes les valeurs propres des éléments
de K sont de module 1. Or, les éléments du groupe abélien K sont tous
semi-simples, par conséquent K est compact.

Montrons a présent que le groupe discret P est un réseau du groupe
de Lie N. Le groupe dérivé [P, P] de P est Zariski-dense dans le groupe
unipotent [N, N] = [U,U]. Le Théoréme 7.5 montre que le groupe [P, P]
est un réseau cocompact de [N, N]. Considérons les projections 7y : N7 —
N/[N,M = u/[I/{,L{] x K et my : J\//[./\/7 N~ Z/{/[u’u]. Le quotient u/[U,Z/I]
est un groupe de Lie abélien unipotent par conséquent, il est isomorphe a
un espace vectoriel réel. Le groupe 7o oy (P) est Zariski-dense dans 1’espace
vectoriel U /[M,U]’ par suite 7y o m1(P) est un sous-groupe cocompact de
U /[U,Z/{]‘ Il vient que m;(P) est un sous-groupe cocompact de N /[ N, N
Donc, P est un réseau cocompact de N.

Ensuite, considérons I’action de P sur l’espace affine Ag’l des droites de
P™ passant par p mais qui ne sont pas contenues dans I’hyperplan tangent
a 00 en p. Le groupe N agit aussi sur Ag’l. L’action de P sur qu
est propre et P est un sous-groupe cocompact de N par suite N agit
proprement sur A;‘_l.

Comme l’action de A sur Ag_l est propre, le stabilisateur de tout point
de Ag_l est compact. Mais le groupe U est unipotent et tout élément d’un
groupe compact est semi-simple. L’action de I/ sur A;}_l est donc libre.
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Enfin, si action de P sur Agfl est cocompact comme 'orbite de tout
point de Ag’l sous 'action de U est Zariski-fermé par le Théoréme 7.4, I'ac-
tion de AV sur A7~ est transitive et I'action de ¢ sur A7~ est simplement
transitive. g

7.2. Description des sous-groupes paraboliques
uniformément bornés

Dans cette partie, nous décrivons les sous-groupes paraboliques des sous-
groupes discrets de Aut(€2) dont laction est géométriquement finie sur Q.
Ceux-ci sont en fait conjugués dans SL,1(R) & des sous-groupes parabo-
liques de SO, 1(R) et donc en particulier virtuellement abéliens.

Un petit laius sur les unipotents qui préservent un convexe

DEFINITION 7.7. — Soit v € SLyy1(R) un élément unipotent. On ap-
pelle degré de v le plus petit entier k tel que (v — 1) = 0.

Soit v € SLy41(R) un élément unipotent qui préserve un ouvert pro-
prement convexe quelconque. Benoist a remarqué dans [8] (Lemme 2.3)
que le degré de ~ était nécessairement impair. L’argument est trés court,
répétons-le pour faciliter la lecture. On regarde ’action de « sur la sphere
projective S™, c’est-a-dire le revétement a deux feuillets de P". Un calcul
explicite de " dans une base donnant une matrice de Jordan montre que,

si k est pair alors dans S, ona lim ~-z=— lim ~-x pour tout x € S”
n——+oo n— —oo

en dehors d’un hyperplan. Par conséquent, si k est pair, v ne peut préserver
d’ouvert proprement convexe.

De plus, si 'ouvert €2 est strictement convexe, alors il existe un unique
bloc de Jordan de v de degré maximal k et tous les autres blocs de Jordan
de 7 sont de degré strictement inférieur a k. C’est une conséquence du
Théoreme 3.3. En effet, I’élément unipotent «y est nécessairement un élément
parabolique de Aut(f2); il posséde donc un unique point fixe attractif, ce
qui impose I'unicité du bloc de degré maximal.

On obtient ainsi que l'unique point fixe p de 7 sur 9 est 'image de
(y — 1)k=1. En effet, cet espace est une droite de R™*! : c’est la droite
engendrée par le premier vecteur du bloc de Jordan de degré k de v. En
fait, il existe un hyperplan H de P" tel que si x ¢ H alors "2 — p lorsque
n — Fo00.
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On obtient aussi l'existence d’une droite attractive. L’image D de (y —
1)¥=2 est un plan de R"*!, donc une droite de P" : c’est le plan engendré
par les deux premiers vecteurs du bloc de Jordan de degré k de ~. Si D’
est une droite de P"* et D’ ¢ H alors 4" - D’ — D. On appellera cette
droite la droite attractive de 7. Cette derniére assertion est simplement
une conséquence du calcul des v¢ et des (7 — 1) dans une base donnant
une matrice de Jordan.

On peut résumer 'essentiel de ce paragraphe dans la proposition sui-
vante :

PROPOSITION 7.8. — Soit v € Aut(Q2) un élément unipotent. Le degré
k de ~y est impair et le bloc de Jordan de degré maximal est unique.

DEFINITION 7.9. — Une courbe S' — P" est dite convexe lorsqu’elle est
incluse dans le bord d’un ouvert proprement convexe.

LEMME 7.10. — Soit v € Aut(Q2) un élément unipotent. On note p le
point de 99 fixé par v, H I'hyperplan tangent a Q en p et U = {g'} Ie
groupe & un paramétre engendré par v. Si x ¢ H, I'application

Pt — P
teR — At-x
00 3 P

définit une courbe C, algébrique, lisse et convexe. De plus, la tangente a
C, en p est la droite attractive de .

Démonstration. — Si v possede un unique bloc de Jordan non trivial,
alors, dans un systéme de coordonnées convenable, C, est définie par [t :
s = [Pt itk =2s o sk 1 1] ot k est le degré de v ; autrement
dit, C, est la courbe Veronese de degré k — 1.

Il suffit alors d’appliquer cette remarque a chaque bloc de Jordan de 7.

O

PROPOSITION 7.11. — Soit v (resp. g) une matrice unipotente possé-
dant un unique bloc de Jordan de degré maximal impair k > 5 (resp. de
degré 3). On suppose que v et g ont le méme point attractif p, la méme
droite attractive et que ker(y — 1)? = ker(g — 1)?. Alors I'élément [, g] est
unipotent de degré 2. En particulier |7y, g] ne préserve pas d’ouvert propre-
ment convexe.
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Démonstration. — C’est un simple calcul. On calcule le bloc principal
de [v, g, pour cela on définit les matrices suivantes :
1 1 o --- 0
0 1 1 a?
1 a -5
Jp = 1 ol Jo= [0 1 a
0 0 1
1
0 0 1

N

_a® & . _a &
a = 7 2 7 3
. -a a - —a a

Ainsi, Ji est le bloc de Jordan canonique de degré k, c’est une matrice
de taille £ x k, M;l est une matrice de taille 2 x [, ot [ est un nombre pair
et a € R.

Par hypothese, les matrices de 7y et g ont, dans une base convenable, la
forme suivante :

J! 0 0
J. 0 .
v = et g=| 0 Ip_s 0 ;
0 U
0 0 Tnyi-k

ou U est une matrice triangulaire supérieure avec uniquement des 1 sur la

diagonale et dont les blocs de Jordan sont de degré strictement inférieur a
k et a # 0. Ainsi, on a,

Iro 0 M3, 5 0
(v, 9] = 0 1 0 0
0 0 In+1—k

Par conséquent, [y, g] est une matrice unipotente de degré 2. O
Terminons cette partie sur un lemme clé :
LEMME 7.12. — Soit U un sous-groupe unipotent de Aut(2) fixant un

point p € 9. Si laction de U sur O ~ {p} est transitive, alors Q) est un
ellipsoide.

Démonstration. — Cette proposition se démontre par récurrence. En di-
mension n = 2, 'unique groupe unipotent qui préserve un convexe est le
groupe suivant :

,a € R

NG

I
S O =
o = 2
— o NS,
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Si on note eq, es, e3 les vecteurs de la base canonique de R3, alors 1'orbite
sous U d’un point qui n’est pas sur la droite projective < e1,es > est une
ellipse privée du point < ey >.

Supposons maintenant que la propriété soit démontrée pour un ouvert
convexe de P"~! et prenons  C P". On va montrer que le bord de € est de
classe C2 & hessien défini positif. Le Théoréme 7.13 d’Edith Socié-Méthou
permettra de conclure que €2 est un ellipsoide.

On note H T’hyperplan tangent a Q en p. Comme le groupe U est uni-
potent, il préserve un sous-espace F' de dimension n—2 inclus dans H. L’en-
semble des hyperplans contenant F est I’espace projectif P(R"*+1/ )= P!,
otl F désigne le relevé de F' a R™1. L action de U sur P(R™*! /) préserve
Ihyperplan H donc U agit par transformations affines sur
P(R"*! /Py~ H = Al. Ces transformations affines étant unipotentes, U
agit en fait par translations sur P(R"+1/ /) \ H. On obtient donc un mor-
phisme ¢ : U — R.

On note (Hi)iepr le paramétrage de la famille des hyperplans de P™
contenant F' par P!, obtenu en posant Ho, = H. Ainsi, le noyau V de ¢
préserve chacun des hyperplans H;.

Par conséquent, si t # oo, le groupe V préserve les ouverts proprement
convexes ), = QN H; qui sont strictement convexes & bord C'. L’action
de V sur 0 \ {p} étant clairement transitive, I’hypotheése de récurrence
montre donc que les €2 sont des ellipsoides.

Soit v € U V. Si la droite attractive de v est incluse dans F, alors il
existe un élément g € V tel que g et v ont le méme point fixe p et la méme
droite attractive, par conséquent, le Lemme 7.11 montre que 1’élément [, g]
ne préserve pas d’ouvert proprement convexe ce qui est absurde.

Par conséquent, la droite attractive de v n’est pas incluse dans F' et le
convexe ) est de classe C? & hessien défini positif, ainsi le Théoréme 7.13
conclut. En effet, le Théoreme 7.4 appliqué a l'action de U sur ’espace
affine P \. H montre que ’ensemble 9 \ {p} est Zariski-fermé; il est lisse
car le groupe algébrique U agit transitivement sur ce dernier. L’ensemble
O est la complétion algébrique de 9N~ {p} dans P", c’est une sous-variété
de classe C? : le point p est de classe C2 puisque dans la direction de F
c’est un ellipsoide et dans la direction donnée par la droite attractive de -,
c’est une courbe algébrique convexe lisse (Lemme 7.10). De la méme fagon,
le bord du convexe dual Q* est aussi de classe C? et donc 952 est & hessien
défini positif. C’est ce qu’il fallait montrer. a
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THEOREME 7.13 (Socié-Méthou [44]). — Un ouvert proprement convexe
de P dont le bord est de classe C? a hessien défini positif et le groupe d’au-
tomorphisme est non compact est un ellipsoide.

On peut a présent se lancer dans I’étude des sous-groupes paraboliques
uniformément bornés. Commengons par traiter le cas des

Sous-groupes paraboliques de rang maximal

Le lemme précédent va permettre d’obtenir le théoréme suivant.

THEOREME 7.14. — Soit P un sous-groupe parabolique discret de
Aut(Q) fixant p. Si le groupe P est de rang maximal, alors il préserve
des ellipsoides £™ et £°%* tels que :

— 9EM N PESXE = 9EM N IO = DEX' N IN = {p} ;

— Mt CcQcEt;

— &1 est une horoboule de I'espace hyperbolique (£, dgext).

En particulier, le groupe P est conjugué dans SLy,1(R) & un sous-groupe
parabolique de SO, 1(R).

FIGURE 7.1. Q coincé!

Démonstration. — Soient N I'adhérence de Zariski de P dans SLy 11 (R)
et U = U(N) le sous-groupe des éléments unipotents de N'. Le Lemme 7.6
montre que le groupe P est un réseau cocompact de A et que ’action de
U sur A;}fl est simplement transitive.

Soient H I’hyperplan tangent a 02 en p et x € P* ~ H. D’apres le
Théoreme 7.4 appliqué a l’action de U sur 'espace affine P™ ~ H, l'orbite
U-x est une sous-variété algébrique lisse C, de P\ H ; C,, est homéomorphe
a R"~1 puisque U - (pz) = A;}_l est homéomorphe & R" 1,
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On peut considérer ’enveloppe convexe &, de C, dans P" qui est un
ouvert proprement convexe de P” : en effet, on a lim~-x = p quand  tend
vers 'infini dans P et donc également quand « tend vers I'infini dans N.
Le groupe U agit simplement transitivement sur 0&, \ {p} car 9&; \ {p}
se projette bijectivement sur Ag’l. Par conséquent, C,, = 9, ~\ {p}.

Le bord 0&, de &, qui est la complétion algébrique de C, dans P", est
un fermé de Zariski de P". La variété algébrique 0&, est partout lisse sauf
peut-étre en p. Comme U agit transitivement sur I'espace affine Ag’l des
droites passant par p qui ne sont pas incluses dans H, le bord 9&, admet
un unique plan tangent en p : hyperplan H. Comme &, est convexe, on
en déduit que son bord 0&, est de classe C' au point p.

Par conséquent, £, est un ouvert proprement convexe a bord C!. Le méme
raisonnement montre que le dual £ de &, est un ouvert proprement convexe
a bord C' et donc que &, est un ouvert proprement convexe strictement
convexe & bord C!. Le Lemme 7.12 montre alors que &, est un ellipsoide.

Comme Paction de P sur 992 \ {p} est cocompacte, on peut trouver z et
y tels que &, C Q C &,. On pose alors M = &, et £ = &, O

Remarque 7.15. — En faisant varier le point z le long d’une droite
passant par p et coupant {2, on voit que le groupe P préserve une famille a
un parametre d’ellipsoides tangents a 2 en p.

Notons tout de suite une conséquence de ce résultat.

COROLLAIRE 7.16. — Soit P un sous-groupe parabolique de rang maxi-
mal de Aut((2) fixant le point p de 9. Le quotient H /p de toute horoboule
H basée en p par P est de volume fini.

Démonstration. — Bien entendu, il suffit de montrer le résultat pour une
seule horoboule. Prenons £™ comme dans le Théoréme 7.14 et appelons
Vol™ le volume hyperbolique qu’il définit; on a Vol™ > Volg sur les
boréliens de €™ (Proposition 2.1). Comme P agit cocompactement sur
9Q ~ {p}, on peut choisir une petite horoboule H de Q incluse dans £™*
dont le bord ne rencontre celui de £™ qu’en p. Cette horoboule H est
contenue dans une horoboule H"* de £, de telle facon que H /73 C Hin /73
et on a

Vol (H/p) < VoI™ (H™ [p).

Or, le convexe £™ est un ellipsoide, la géométrie de Hilbert qui lui est
associée est la géométrie hyperbolique. On sait donc que Vol™ ( H™* /p) est
fini. |
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Cas général

Le lemme suivant permet de ramener le cas général au cas ou le rang du
sous-groupe parabolique est maximal.

LEMME 7.17. — Soient I" un sous-groupe discret de Aut(2) et p € Ar un
point parabolique uniformément borné. Le groupe P = Stabr(p) préserve
un sous-espace projectif ]P’g+1 qui contient p et intersecte €2, avec d le rang
de P.

En particulier, le groupe P est un sous-groupe parabolique de rang maxi-
mal de Aut(€2,), ot €2, désigne I'ouvert proprement convexe IP’Z‘H neQ.

Démonstration. — Voyons ’ensemble Ar \ {p} comme un sous-ensemble
de A7~! et notons D = D, (C(Ar)) : c’est, dans A?~!, Padhérence de I'en-
veloppe convexe de Ar \ {p}. Soit K I’ensemble des sous-espaces affines
maximaux inclus dans ’adhérence de D. Les éléments de K ont tous la
méme direction D. L’ensemble K s’identifie a un fermé convexe dans ’es-
pace affine Ag’l / D> qui, par définition, ne contient pas de droite. Montrons
qu’il ne contient pas non plus de demi-droite.

Pour cela, compactifions ’espace A;}fl en AZ‘I en lui ajoutant l'en-
semble des demi-droites passant par un point o € Ag’l fixé, qui n’est
rien d’autre qu'une sphéere. Si x est un point de Agil et v un élément

d’ordre infini de P alors la limite dans Ap~! de la suite " - & vérifie que

lim " -z =— lim ~"-x car le degré de tout élément de P est impair.
n—-+oo n——oo

Ainsi, si z est un point de D, on voit que I'espace des demi-droites incluses
dans K est stable par la symétrie centrale de centre z; autrement dit, si
une demi-droite est incluse dans K, la droite entiere I’est également, ce qui
est impossible.

Par conséquent, le fermé K est proprement convexe. L’action de P sur
K = Agil / ' possede donc un point fixe, le centre de gravité de K. Au-
trement dit, P préserve un sous-espace affine maximal F' de F, dont la
dimension est nécessairement égale a la dimension cohomologique d de P.
Il ne reste plus qu’a faire machine arriére : F' est un sous-espace affine de
Ag’l = Q/pP"p\T,05, qui engendre le sous-espace projectif Fde QPp,
lui aussi P-invariant ; ’espace ]P’g‘“1 est le relevé & P™ de F. O

Notons Coéne(p, C'(Ar)) ={y € P" | y € (pz),z € C(Ar)}. On en déduit

le corollaire suivant.

COROLLAIRE 7.18. — Soient T' un sous-groupe discret de Aut(Q) et
p € Ar un point parabolique uniformément borné. Alors le groupe P =
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Stabr(p) est virtuellement isomorphe & Z® et préserve des ellipsoides £
et £ tels que :
— QEME M PESXE = PEM N IO = OET N IN = {p};
— &N Cone(p, C(Ar)) € 2N Coéne(p, C(Ar)) C EX*NCéne(p, C(Ar)) ;
— &M% est une horoboule de de I'espace hyperbolique (€, dgext ).

Démonstration. — Le lemme précédent nous fournit un ouvert convexe
Q, C IP’Z“ dont le groupe P est un sous-groupe parabolique de rang maxi-
mal. Prenons deux ellipsoides P-invariants X et £ de P4 comme dans
le Théoreme 7.14.

11 existe donc des ellipsoides P-invariants £ et £t de P" tels que
Q,NEM = &M et Q, NEX = £, Laction de P sur 'adhérence, dans
A7~1 de D, (C(Ar)) étant cocompacte, on peut, quitte a prendre £ et X
plus petits ou plus grands (c’est possible car, d’apres la Remarque 7.15 on
en a fait une famille & un parameétre), faire en sorte que £1¢ et £¢ vérifient
les conditions de ’énoncé. g

FIGURE 7.2. Corollaire 7.18

7.3. Constructions des régions paraboliques standards

Rappelons pourquoi il est agréable que nos groupes paraboliques soient
conjugués a des groupes paraboliques de SO, 1 (R). Ils apparaissent ainsi
comme sous-groupes paraboliques d’isométries de 1’espace hyperbolique,
mais surtout leur action sur A;}_l préserve une métrique euclidienne. Le
théoréme de Bieberbach permet alors de les décrire :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FINITUDE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 2347

THEOREME 7.19 (Bieberbach, Théoréme 5.4.4 de [41]). — Soit P un
sous-groupe discret d’isométries de I'espace euclidien E™. I existe une dé-
composition P =T x R du groupe P et un sous-espace E de dimension d
tels que :

— le groupe R est fini et agit trivialement sur F ;

— le groupe T est isomorphe & Z% et agit cocompactement par transla-

tions sur E.

On va maintenant décrire I'action d’un sous-groupe parabolique “unifor-
mément borné” sur €.

DEFINITION 7.20. — Soit P un sous-groupe parabolique de Aut(Q) fixant
le point p € 9. Une bande parabolique standard basée en p est la pro-
Jjection sur 0f) d’une partie P-invariante fermée, convexe et d’intérieur non
vide de Ag_l, sur laquelle 'action de P est cocompacte.

Remarquons que, bien que les bandes standards soient définies comme
des parties de 9~ {p}, elles proviennent de convexes de A7~'. On passera
souvent d’un point de vue a l'autre, en essayant de rester le plus clair
possible.

PROPOSITION 7.21. — Soient " un sous-groupe discret de Aut(2) et P
un sous-groupe parabolique de T fixant le point p € 9N). Les faits suivants
sont équivalents :

(i) le point parabolique p est uniformément borné;
(ii) le groupe P est conjugué a un sous-groupe parabolique de SOy, 1(R) ;

(iii) il existe une bande parabolique standard pour P.

Démonstration. — (i) < (it) L’implication (i) = (i7) était 'objet de
la partie précédente. Réciproquement, si P est conjugué a un sous-groupe
parabolique de SOy 1(R), alors il préserve une métrique euclidienne sur
A;“l. D’apres le Théoreme 7.19, il existe un sous-espace Ag de dimension
d > 1 sur lequel P agit par translations et cocompactement. L’ensemble
Ap ~ {p} (vu dans AZ7') est inclus dans un voisinage de Ag de taille
r finie. Ce voisinage est un ensemble convexe et il contient donc aussi
lenveloppe convexe de Ar ~\ {p} dans Agil, sur laquelle le groupe P agit
encore cocompactement. Autrement dit, le point p est un point parabolique
uniformément borné.

(¢) = (#1) Sip est un point parabolique uniformément borné, Paction de
P sur Padhérence de C(Ap ~\ {p}) dans A?~" est cocompacte ; 'adhérence
de C(Ar ~ {p}) dans A7~! est donc une bande parabolique standard.
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(#i7) = (4i) Supposons qu'’il existe une bande standard B pour P. En
procédant comme dans la preuve du Lemme 7.17, on voit que ’ensemble K
des espaces affines maximaux inclus dans B, qui ont tous la méme direction
D, est compact. Ainsi, P stabilise un sous-espace affine Ag sur lequel il
agit cocompactement. On en déduit, d’apres le Théoréme 7.14, que P est
conjugué & un sous-groupe parabolique de SO, 1(R). O

DEFINITION 7.22. — Soit P un sous-groupe parabolique uniformément
borné de I' fixant un point p. Si P est de rang maximal, alors une région
parabolique standard basée en p est une horoboule de centre p. Si P n’est
pas de rang maximal, alors une région parabolique standard basée en p est
Penveloppe convexe du complémentaire d’une bande standard d’intérieur
non vide de P dans Q.

Dans le cas ou §2 est un ellipsoide, on retrouve les régions paraboliques
standards considérées par Bowditch [12].

PROPOSITION 7.23. — Soient T' un sous-groupe discret de Aut(Q) et p
un point parabolique uniformément borné de Ar, de stabilisateur P dansT'.

Toute région parabolique standard R est une partie convexe et P-inva-
riante de €, la variété a bord (Q~ (RU{p}))/p est compacte et I'ensemble
RN Q est un ouvert.

En particulier, si Dp est un domaine fondamental convexe localement fini
pour I'action de P sur Q, alors I'adhérence de Dp ~ R dans Q ne contient

pas p.

Démonstration. — Si le groupe P est de rang maximal, c’est évident.

Soit donc B la bande parabolique standard définissant la région parabo-
lique standard R. L’ensemble D(Dp) est un domaine fondamental pour
laction de P sur A;L_l et lintersection de D(Dp) avec B est un domaine
fondamental pour I'action de P sur B, qui est compact. Il vient alors que
ladhérence de Dp ~ R dans ©Q ne contient pas p. Ce qui montre que la
variété a bord (Q \ (R U {p}))/p est compacte. Les autres points sont
triviaux. 0

Remarque 7.24. — Donnons-nous un sous-groupe discret I' de Aut()
et un point parabolique p € Ar uniformément borné. On peut construire
une région parabolique standard pour le stabilisateur P de p de la facon
suivante.

Pour un point  de C(Ar), on considere le plan tangent T,H,(z); il
sépare ) en deux ouverts convexes et on appelle (z, p) celle qui contient
p. On obtient une région parabolique standard en choisissant une horoboule
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H,, basée en p, de bord I’horosphere H,, et en posant
RHP = n Q(IE,p)
z€C(Ar)NHyp
Plus généralement, on peut considérer les intersections
N Qap),
z€EANH,

pour toute partie A convexe et P-invariante. En particulier, on pourrait
prendre pour A un ouvert convexe €, préservé par P.

FIGURE 7.3. Remarque 7.24

De cette derniére remarque, on déduit le

COROLLAIRE 7.25. — Soient I un sous-groupe discret de Aut(Q2) et p
un point parabolique uniformément borné de 02 de stabilisateur P dans
I". Il existe une horoboule H basée en p telle que

Ry NC(Ar) = HNC(Ar) C Q.(P).
Démonstration. — Fixons o dans €2, notons H; ’horoboule
Hy ={z € Q, by(o,x) < t},

et H; I'horosphere au bord de H;. Pour tout ¢ € R, l'action de P sur
C(Ar) NH; est cocompacte et on a

lim sup do(x,vx) = 0.
=190 peC(Ar)NH, ( )

TOME 64 (2014), FASCICULE 6



2350 Mickaél CRAMPON & Ludovic MARQUIS

On peut donc choisir ¢y assez grand pour que Hy, N C'(Ar) soit inclus dans
Q(P).

De cette fagon, la région parabolique standard construite comme dans la
remarque précédente via

RHtO = n Q(x,p)
:I)GHf,OﬂC(AF)
vérifie RHto n C(AF) = Hto N C(AF) O
Notations. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(€2). On notera II

(resp. II,p) Pensemble des points paraboliques (resp. paraboliques unifor-
mément bornés) de I" et pour tout point p € II on notera P, = Stab,(T').

LEMME 7.26. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2). A tout point
p € 1L, on peut associer une région parabolique standard R,, de telle facon
que la famille (Ry)per,, soit strictement invariante, c’est-a-dire :

— VyeTletVpe€lly, ona R, =7R,

— Vp, q € 11, distincts, R, N Ry = @.

Démonstration. — Choisissons une famille de points paraboliques (p;)icr
uniformément bornés telle, que pour tout p € I, il existe un unique ¢ € T
et un élément v € T tels que yp; = p. Les stabilisateurs (P,,);er forment
une famille de représentants des classes de conjugaisons de sous-groupes
paraboliques maximaux uniformément bornés de I'.

Pour chaque ¢ € I, on fixe une horoboule H,,, basée en p; comme dans le
Corollaire 7.25 : on a

H,, NC(Ar) C Q(Pp,).

Notons H,,, ’horosphere au bord de H,,. La région parabolique standard
donnée par
Rpi = m Q(l‘,p)
z€Hp,NC(Ar)
vérifie Ry, N C(Ar) = Hp,.

A chaque point p = vp; de I, on associe I’horoboule H, = ~vHp,
et la région parabolique standard R, = yR,,. La famille (R,),em,, ainsi
construite vérifie alors immédiatement le premier point du lemme. Voyons
qu’elle vérifie aussi le second.

Pour cela, prenons deux points distincts p, g € Il,;. Les ensembles Q. (Pp)
et Q. (P,) sont disjoints d’apres le Lemme 6.2 et donc les horoboules H,
et H, également. La droite (pg) coupe H, en P et H, en Q. L'intersection
des plans tangents a H, et Hy en P et @ vérifie (voir Section 2.2)

TpH, N ToH, = T,00 N T,09.
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Ainsi, les ensembles Q(P, p) et Q(Q, ¢) sont disjoints et par suite R, et R,
aussi. O

FIGURE 7.4. Les régions (Ry)pemn,, sont disjointes

7.4. Adhérence de Zariski de I"

Dans [4], Yves Benoist a montré le

THEOREME 7.27 (Benoist). — Soit € un ouvert proprement convexe
strictement convexe de P". Si T" est un sous-groupe de Aut(Q)) agissant de
fagon cocompacte sur ), alors 'adhérence de Zariski de T" est soit SL;11(R)
soit conjuguée a SO, 1(R).

Nous allons, en utilisant les mémes techniques, montrer un résultat si-
milaire, valable pour les actions géométriquement finies sur £ qui ne sont
pas convexes-cocompactes. Dans ce dernier cas, le résultat est faux comme
nous le verrons dans la Partie 10.3.

Signalons en passant que dans [5], Benoist a montré le Théoréme 7.27 en
se passant de I’hypothése de stricte convexité ; nous renvoyons a son texte
pour un énoncé précis.

Notre résultat est le suivant :

THEOREME 7.28. — Soit I' un sous-groupe discret et irréductible de
Aut(Q). Si Ar contient un point parabolique uniformément borné, alors
ladhérence de Zariski de T' est soit SLy11(R), soit conjuguée a SOy 1 (R).

Nous utiliserons le résultat 7.29 ci-dessous, dii a Benoist. Pour cela, il
nous faut d’abord définir quelques objets.
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Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe.

Considérons une représentation irréductible p de G dans SL,+1(R). On
dit qu’elle est proximale si tout sous-groupe nilpotent N maximal de G
stabilise exactement une droite de R**1, ¢’est-a-dire un point de P ; cette
droite est la droite de plus haut poids associée a N. De facon équivalente,
la représentation p est proximale s’il existe un élément g € G dont I'image
p(g) est un élément proximal, c’est-a-dire que sa valeur propre de module
maximal est de multiplicité 1.

Supposons donc que la représentation p est proximale. Pour chaque élé-
ment proximal g, on note x;r le point de P correspondant a sa valeur propre
de module maximal. Les représentations proximales ont la propriété remar-
quable qu’il existe un plus petit fermé invariant; on l'appelle I’ensemble
limite de G dans P", qu’on note Ag.

Comme tout groupe semi-simple connexe, G admet une décomposition
d’Iwasawa G = KAN, ou K est un sous-groupe compact maximal, A un
tore maximal et N un sous-groupe nilpotent maximal. Si x € P" est la
droite de plus haut poids de N, comme A normalise N et que x est 'unique
point fixe de N, on a que A fixe aussi x. L’orbite de x sous G est donc celle
de x sous le groupe compact K et a ce titre, c’est une orbite fermée; elle
est donc égale a I’ensemble limite Ag.

L’ensemble limite Ag est donc 'orbite de la droite de plus haut poids x
sous G. Comme x est fixé par A, il existe un élément proximal g € A tel
que z} = z. Cela permet de voir que Ag = {z], g € G proximal}.

LEMME 7.29 (Théoréme 1.5 et démonstration du théoréeme 3.6 de [4]).
Soient ) un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe irréductible
de Aut(Q?). La composante neutre G de l'adhérence de Zariski de T' est
un groupe de Lie semi-simple et la représentation p : G — SLy41(R) est
irréductible et proximale.

De plus, si I'ensemble limite A¢ de G s’identifie au bord d’un ouvert
proprement convexe ), c’est-a-dire Ag = 0§V, alors G est conjugué a
SOu,1(R); si Ag =P™ alors G = SLy11(R).

Ou trouver la preuve dans [4]. — Tout d’abord, Benoist montre que
I’adhérence de Zariski d’un groupe irréductible I' qui préserve un ouvert
proprement convexe est un groupe de Lie semi-simple; voir la Proposi-
tion 3.1 et la remarque qui suit le Corollaire 3.2.

Ensuite, le Théoreme 1.5 montre que la représentation de G dans
SLy+1(R) ainsi obtenue est proximale.
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Enfin, la démonstration du Théoréme 3.6 de [4] se divise en deux cas,

Ag = 0 ou Ag = P" et conclut comme indiqué dans ’énoncé du lemme.
O

Dans la démonstration qui suit, on appellera ellisphére de dimension k
le bord d’un ellipsoide de dimension k + 1.

Démonstration du Théoréme 7.28. — Soit G la composante connexe de
I’adhérence de Zariski de I'. Le Lemme 7.29 montre que G est un groupe
de Lie semi-simple et la représentation p : G — SLy;1(R) est irréductible
et proximale. Si G = K AN est une décomposition d’Iwasawa de G, alors
I’ensemble limite de G est Ag = K - z, ou x désigne la droite de plus haut
poids de N. Ag est ainsi une sous-variété algébrique compacte connexe
de P".

Fixons un point parabolique uniformément borné p de Ar. Notons P, le
stabilisateur dans I' de p et U, le sous-groupe de I'adhérence de Zariski de
Pp formé par les éléments unipotents. Le Lemme 7.18 montre que U, est
un groupe abélien isomorphe & R*. D’aprés ce méme lemme, il existe un
sous-espace Fj, de dimension k£ de I’hyperplan tangent 7,052 tel que tout
sous-espace H' de dimension k+1 de P contenant F), et intersectant 2 est
préservé par U, ; de plus, si z est un point hors de 7,052, alors 'ensemble
Uy, - z U {p} est une ellisphére de dimension k. Si z est dans Ar ou plus
généralement dans Ag, cette ellisphére est incluse dans Ag.

Commengons par le cas simple ou le groupe P, est de rang maximal.
L’ensemble limite Ag contient alors une ellisphére de dimension n — 1.
Ainsi, soit Ag est précisément cette ellisphere, soit Ag est de dimension
n, autrement dit, Ag = P". Le Lemme 7.29 permet de conclure comme
annoncé.

Traitons maintenant le cas général en supposant que le groupe parabo-
lique P, est de rang 1. Dans ce cas, le groupe U, est un groupe abélien
isomorphe & R. Soit z un point de Ag \ 1,00 et H, le plan projectif
engendré par z et F,, qui est stable sous U,,. L’ensemble limite Ag contient
Vellipse U, - z U{p}. Par conséquent, la sous-variété algébrique Aqg N H, de
H, est soit une ellipse, soit H, tout entier et cette conclusion ne dépend
pas de z. Comme I' est irréductible, le cas Ap N H, = H, implique que
Ag =P" et donc que G = SLy4+1(R) par le Lemme 7.29.

Supposons donc que Ag N H, est une ellipse. Comme le sous-groupe
compact maximal K de G agit transitivement sur Ag, ceci est en fait
valable pour tous points p de Ag et z de Ar : il existe une droite £}, de
T,A¢ telle que pour tout sous-espace H de dimension 2 contenant F), et
non inclus dans T,Aq, Uintersection H N Ag est une ellipse.
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On va montrer que Ag est une ellisphere de dimension n — 1, en utilisant
une récurrence, dont l'initialisation vient juste d’étre faite.

Prenons k > 1. Supposons que pour tout point p de Ag, il existe un
sous-espace F[’f de dimension k de T,A¢q tel que pour tout sous-espace H
de dimension k£ + 1 contenant Fj et non inclus dans T,Aq alors H N Ag
est une ellisphére de dimension k.

Voyons que cette propriété est encore vraie au rang k + 1. Par irréducti-
bilité de T, on peut trouver des points p,q € Ar tels que I'espace engendré
par la droite F}, et le sous-espace Fq’“ soit de dimension k + 2. En effet, on
aurait sinon que l'intersection F' de tous les sous-espaces F| (f, pour g € Ar,
est non vide. F' serait donc un sous-espace projectif préservé par I" et donc
I" ne serait pas irréductible.

Notons E I'espace de dimension k+ 2 engendré par F), et F, (f. On obtient
ainsi deux feuilletages en ellispheres de £ N Ag qui n’ont aucune feuille en
commun. Cela montre que F N Ag est une ellisphere de dimension k + 1.
L’espace tangent en p a cette ellisphére est I'espace F} 41 que l'on cherchait.
On a le résultat pour tout point de Ag en utilisant I'action de K.

Le cas k = n— 1 permet de conclure que Ag est une ellisphere de dimen-
sion n — 1. O

8. Définitions équivalentes de la finitude géométrique

Le but de cette partie est de montrer notre théoreme principal, qui donne
des définitions équivalentes de la notion de finitude géométrique sur 2. En
fait, celles-ci sont précisément celles que Brian Bowditch [13] a données,
en courbure négative pincée, pour la finitude géométrique telle que définie
en 5.11.

Pour étre plus précis et plus juste, la premiere définition d’action géomé-
triquement finie est due & Lars Alhfors dans [1] dans le contexte de géomé-
trie hyperbolique de dimension 3. Ahlfors demandait a cette action d’avoir
un domaine fondamental qui soit un polyedre avec un nombre fini de cotés.
Le temps (sous l'action de Brian Bowditch) a montré que cette définition
n’était pas la bonne en dimension supérieure ou égale a 4. Une seconde
définition, (GF) dans ce texte, a été proposée par Alan Beardon et Ber-
nard Maskit [2] pour la dimension 3. William Thurston propose trois autres
définitions dans ses notes ([46] chapitre 8), toujours en dimension 3 ; ce sont
les définitions (PEC), (PNC), (VF) de ce texte. La situation devient vrai-
ment claire lorsque Bowditch [12, 13] montre qu’en géométrie hyperbolique
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ou en courbure négative pincée, toutes ces définitions sont équivalentes et
ce, quelque soit la dimension.

THEOREME 8.1. — Soient I' un sous-groupe discret de Aut(Q?) et M =
Q/I‘ Porbifold quotient correspondante. Les propositions suivantes sont
équivalentes.

(GF) L’action de T' sur § est géométriquement finie sur € (i.e., les points
de Ar sont des points limites coniques ou des points paraboliques
uniformément bornés).

(TF) Le quotient Or /i est une orbifold & bord qui est I'union d’un compact
et d’'un nombre fini de projections de régions paraboliques standards
disjointes.

(PEC) La partie épaisse du cceur convexe de M, c’est-a-dire M NC(M), est
compacte.

(PNC) La partie non cuspidale du cceur convexe de M, c’est-a-dire MI* N
C(M), est compacte.

(VF) Le 1-voisinage du coeur convexe de ) /p est de volume fini et le groupe
I" est de type fini.

En particulier, le quotient M = Q/p est sage, c’est-a-dire I'intérieur d’'une
orbifold compacte a bord et par suite le groupe I' est de présentation finie.

8.1. Finitude topologique

LEMME 8.2. — Soit T' un sous-groupe discret de Aut(f2). Soit D un
domaine fondamental convexe et localement fini pour 'action de I sur 2.
Aucun point de 0D N JS) n’est un point limite conique.

Démonstration. — Soient p un point de 0D N OS2 et x un point de D. La
demi-droite [xp[C D définit une demi-géodésique de Q/p qui sort de tout
compact ; par conséquent, le point p n’est pas un point limite conique. [

Démonstration de (GF)=(TF). — Le Lemme 4.5 montre que le groupe
I" agit proprement discontiniiment sur Or. Le Lemme 7.26 montre que pour
tout point point parabolique p, il existe une région parabolique standard
R, basée en p puisque l'action de I' est géométriquement finie sur €2. De
plus, le méme Lemme 7.26 montre que l'on peut choisir ces régions de telle
sorte que la famille (R,)pem soit strictement invariante, puisque 'action
est géométriquement finie sur  (II désigne l’ensemble des points parabo-
liques).
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On considere la partie K de Or /I~ obtenue en retirant les régions paraboli-
ques standards R, basées aux points paraboliques p. Il nous reste & montrer
que K est compact et que I’ensemble II des points paraboliques est fini
modulo I'. D’apres le Lemme 6.2, les composantes connexes du bord de K
sont en bijection avec les classes de points paraboliques modulo I'. Ainsi,
si K est compact, alors I’ensemble H/F est fini. Il suffit donc de montrer la
compacité de K pour conclure.

On considére un domaine fondamental convexe et localement fini D pour
Paction de T" sur €2. On doit montrer que tout point d’accumulation z dans
Q de D~ Upen By est un point de Op. Comme l'action de I' sur €2 est
géométriquement finie sur 2, on a Ap N D C II d’apres le Lemme 8.2. Le
point z est donc soit dans Op, soit un point de II. La Proposition 7.23
benn Ity ne peut converger vers
un point parabolique. 0

montre qu’aucune suite de points de D \ |

8.2. Parties épaisse et non cuspidale

Donnons maintenant une

Preuve de (TF)=(PNC)=(PEC). — Supposons que I' vérifie (TF). 11
existe alors un compact K de Or et une famille I'-équivariante (Rp,)1<i<k
de régions paraboliques standards disjointes, basées en des points parabo-
liques p;, tels que

Or =T -K)| |UlT-R,,.

Le coeur convexe de M est le quotient C(AF)Q/F, ol C’(Ap)Q désigne ’adhé-
rence de C(Ar) dans Q. Or, on a

ClAr) =T -(KNCAD )| Ul (R, nCA) ) ;

autrement dit, C'(M) est 'union d’un compact et des projections des R,, N
—Q
C(Ar) .

Le Corollaire 7.21 montre que tous les points paraboliques de Ar sont
uniformément bornés. Par conséquent, il existe pour chaque p; une horo-
boule H,,, basée en p; telle que

H,, NC(Ar) C Ry, N C(Ar).
Le Lemme 7.25 montre qu’on peut choisir H,, de telle fagon que

H,, N C(Ar) C Q.(Stabr(p:)).
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L’ensemble K, = C(Ar) N Ry, N~ Hp, N C(Ap)Q est compact et, en posant

K' = KnCAn) UL K,
on obtient
—0 —
C(Ar) = (- K| |ui,T- (H, NC(Ar) ).

La partie non cuspidale du coeur convexe est un fermé du compact I'- K’ /F’
elle est donc compacte. L’implication (TF)=(PEC) est immédiate puisque
la partie épaisse du cceur convexe est un fermé de la partie non cuspidale
du coeur convexe.

Reste a voir que (PEC) entraine (PNC). Supposons donc que la partie
épaisse du cceur convexe soit compacte. Celle-ci étant une orbifold & bord,
le nombre de ses composantes connexes de bord est fini. Ainsi, M N
C(M)~MeNC(M) a un nombre fini de composantes connexes. Or, d’apres
le Lemme 6.2, chacune des composantes connexes de M NC(M)~ MenN
C(M) est compacte. Il vient que la partie non cuspidale elle-méme est
compacte. O

Remarque 8.3. — La preuve précédente montre que sous 'hypothese
(TF), le cceur convexe de M se décompose en

o) = ()| Jul, (Hy, nChn)) fp,

o (C'(M))r¢ est la partie non cuspidale du cceur convexe, qui est compacte,
les {p; }1<ick forment un ensemble de représentants de points paraboliques
de Ar, les {H,,} sont des horoboules basées aux points {p;} et Pp, =
Stabr (pl)

Bouclons une premieére boucle :

Preuve de (PNC) = (GF). — Tout d’abord, comme la partie non cus-
pidale du cceur convexe de M est compacte, le nombre de ses composantes
connexes de bord est fini. Cela entraine que M a un nombre fini de cusps.

Soient p un point de 'ensemble limite Ar et x un point dans I’enveloppe
convexe C(Ar) de Ar dans 2. La projection de la demi-droite [zp) sur le
quotient M = Q /F est un rayon géodésique inclus dans le coeur convexe de
M. De deux choses I'une : soit ce rayon géodésique revient un nombre infini
de fois dans la partie non cuspidale du cceur convexe, qui est compacte et
donc le point p est un point limite conique ; soit il n’y revient qu’un nombre
fini de fois et il est ainsi ultimement inclus dans une composante connexe de
la partie cuspidale de M, puisque M a un nombre fini de cusps; le point 4
du Lemme 6.2 montre alors que le point p est parabolique, nécessairement
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uniformément borné puisque la partie non cuspidale du cceur convexe est
compacte. Le quotient M = ) /F est donc géométriquement fini. O

8.3. Volume

Nous allons voir ici que 'hypotheése (VF) est équivalente & la finitude
géométrique sur 2. Remarquons que cette hypothése en regroupe en fait
deux :

(a) le 1-voisinage du coeur convexe de 2/ est de volume fini et
(b) ordre des sous-groupes finis de I" est borné.

Dans le point (a), on est obligé de considérer le 1-voisinage pour prendre
en compte les groupes dont l'action serait réductible : dans ce cas, le cceur
convexe est d’intérieur vide et son volume est donc toujours nul. Si on
suppose que les groupes sont irréductibles, on peut alors considérer le cceur
convexe et non son 1-voisinage.

En géométrie hyperbolique, le point (b) est inutile lorsque le quotient €/
est de volume fini ou la dimension est inférieure ou égale a 3. On notera
quEmily Hamilton [28] a construit un sous-groupe I'g de SOy4 1 (R) tel que
le 1-voisinage du cceur convexe est de volume fini mais tel que le groupe I'y
n’est pas de type fini et par suite I'action de I'y n’est pas géométriquement
finie sur H*.

Pour prouver I’équivalence, nous utiliserons le fait que ’on peut minorer
de fagon uniforme le volume des boules de rayon r > 0 d’une géométrie de
Hilbert :

LEMME 8.4 (Colbois - Vernicos Théoréme 12 de [19]). — Pour tout n >
1 et tout r > 0, il existe une constante v, (r) > 0 tel que pour tout ouvert
proprement convexe ) de P", pour tout point x de ), on a

Volo(Bg(x, 7)) = v,(r) > 0.

Bruno Colbois et Constantin Vernicos ont obtenu une inégalité quantita-
tive dépendant du rayon r des boules. Si ’on veut simplement une inégalité
qualitative, alors il s’agit d’une simple conséquence du Théoreme de Ben-
zécri :

Démonstration. — Soit r > 0 une constante. On rappelle la définition de
I’espace des convexes marqués X* :

X* ={(Q,z) | Q est un ouvert proprement convexe de P" et x € }.
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La fonction f qui a un point (£2,z) de X*® associe le volume de la boule
de (Q,dq) de centre = et de rayon r est continue, strictement positive et
SLy+1(R)-invariante. Or, le Théoréme de Benzécri 2.2 montre que I’action
de SL,+1(R) sur 'espace X*® est propre et cocompacte. La fonction f est
donc minorée par une constante strictement positive. O

Nous pouvons maintenant donner une :

Preuve de (GF)<(VF).
= La Remarque 8.3 et I'implication (GF)=-(TF) montrent que le coeur
convexe de Q/p se décompose en

c) = (N | oty (H,, nCAD") /p, .

avec la partie non cuspidale (C(M))2¢ compacte.

D’apres le Corollaire 7.18, il existe pour chaque point p;, une coupe 2,
(i.e., I'intersection de € avec un sous-espace projectif) de Q de dimension
d+1 > 2, contenant p; dans son bord et deux ellipsoides tangents a 052,
en p; qui encadrent 2. En particulier, le bord 99, est de classe C*! en
p;i : le bord est de classe C! et sa différentielle est Lipschitz. On peut donc
appliquer la Proposition A.1 de 'annexe a €2, qui montre que chaque partie
(Hpi N C(Ap)ﬂ) /p_ est de volume fini.

Pour finir, la décglmposition précédente montre que le coeur convexe se
rétracte sur sa partie non cuspidale. Le quotient €2 /I‘ est donc une orbifold
sage ; par conséquent, le groupe I' est de type fini et méme de présentation
finie.

< Comme le groupe I' est de type fini, le Lemme de Selberg affirme
que, quitte a prendre un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer que le
groupe I est sans torsion. Le Lemme 8.5 qui suit, appliqué a la partie épaisse
du cceur convexe, implique que celle-ci est compacte, soit 'hypothese (PEC)
dont on a vu précédemment qu’elle impliquait (GF). O

LEMME 8.5. — Soit I un sous-groupe discret et sans torsion de Aut(f2).
Si un fermé F de la partie épaisse de ) /F est de volume fini, alors il est
compact.

Démonstration. — Par définition de la partie épaisse 2° (et car le groupe
I' est sans torsion), si un point  de €2 est dans Q°, alors la boule B(z,¢)
s'injecte par projection dans 2/p. Le Lemme 8.4 montre que la boule B(z, )
a un volume minoré par une constante strictement positive indépendante
de x. Par conséquent, on ne peut pas trouver plus de Vol(F)/v,(¢) boules
disjointes incluses dans F. Soient B(z1,¢), ..., B(zg,€) un ensemble maxi-
mal de boules disjointes incluses dans F. Par maximalité, la réunion finie
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des boules B(z1,2¢), ..., B(xk, 2¢) recouvre F. L’ensemble F est donc com-
pact. O

8.4. Cas particuliers

La notion de finitude géométrique regroupe, comme on va le voir, des
situations un peu différentes, selon que le quotient est de volume fini ou
infini, selon que le cceur convexe est compact ou pas.

Cas convexe-cocompact

Lorsque le cceur convexe du quotient M = ) /F de Q par le sous-groupe
discret I" de Aut(£2) est compact, on dit que Paction de I" sur §2 est convexe-
cocompacte ou que le quotient M lui-méme est convexe-cocompact. Le co-
rollaire suivant affirme que ces groupes sont exactement ceux dont ’action
est géométriquement finie sur ) et qui ne contiennent pas de paraboliques.

COROLLAIRE 8.6. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(€2). L’action
de I sur  est convexe-cocompacte si et seulement si tout point de I'en-
semble limite Ar est un point limite conique.

Démonstration. — Si 'action de I' sur Q) est convexe-cocompacte, alors
tout point de 'ensemble limite est un point limite conique (Remarque 5.9).

Inversement, si tout point de I’ensemble limite est un point limite co-
nique, alors I' agit par définition de fagon géométriquement finie sur €.
Mais dans ce cas, la partie non cuspidale du coeur convexe de M est le
coeur convexe de M tout entier. Le Théoréme 8.1 montre qu’alors le coeur
convexe de M est compact. 0

Action de covolume fini

Nous obtenons ici la caractérisation suivante des actions de covolume
fini.

COROLLAIRE 8.7. — Soit I" un sous-groupe discret de type fini de Aut(€)).
L’action de I sur Q) est de covolume fini si et seulement si 'action de I sur
0N est géométriquement finie et Ap = Of).
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Démonstration. — Si Ap = 09, alors C(Ar) = Q et le ceeur convexe
de Q/p est Q/p tout entier. Si I'action de I' sur 99 est géométriquement
finie, comme Ap = 01, elle est en fait géométriquement finie sur Q. Le
Théoréme 8.1 montre alors que Q/p est de volume fini.

Comme le groupe I' est de type fini, le Lemme de Selberg montre qu’on
peut supposer que le groupe I' est sans torsion. Par conséquent, le Lem-
me 8.5 montre que la partie épaisse de /F est compacte. Par conséquent,
tout point de Of) est un point limite conique ou un point parabolique et
tout point parabolique est borné et de rang maximal. C’est ce qu’il fallait
démontrer. g

COROLLAIRE 8.8. — Soit I" un sous-groupe discret de type fini de Aut(<)).
L’action de T sur Q est de covolume fini si et seulement si I’action de I'*
sur * est de covolume fini.

Démonstration. — Le Corollaire 8.7 montre que si 'action de I" sur 2
est de covolume fini, alors l'action de I' sur 02 est géométriquement finie
et Ar = 0. La Proposition 5.15 montre qu’alors ’action de I' sur 0Q* est
géométriquement finie et Aps = 9N*. Le Corollaire 8.7 montre enfin que
laction de I'* sur 2* est de covolume fini. |

9. Hyperbolicité au sens de Gromov
9.1. Gromov-hyperbolicité de (C(Ar),dq)

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

THEOREME 9.1. — Soient I' un sous-groupe discret de Aut(Q). L’action
de T sur () est géométriquement finie sur €2 si et seulement si elle est géomé-
triquement finie sur 99 et 'espace (C(Ar),dq) est Gromov-hyperbolique.

Ce théoreme sera conséquence des deux lemmes qui suivent :

LEMME 9.2. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2). Si l'espace
métrique (C(Ar),dq) est Gromov-hyperbolique, alors tout point paraboli-
que borné est uniformément borné.

Démonstration. — Supposons ’espace métrique (C(Ar),dq) Gromov-
hyperbolique et choisissons un point parabolique borné p € Ar.

Fixons une horosphére H basée en p et notons (pAr) = {y € (ap) | z €
Ar N~ {p}} (voir Figure 9.1). Comme le point p est un point parabolique
borné, le groupe Stabr(p) agit de fagon cocompacte sur H N (pAr).
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FIGURE 9.1. L’ensemble (pAr)

On peut identifier Pespace des droites D,(C(Ar)) & sa trace sur ’horo-
sphére H. On va voir que H N C(Ar) est dans un voisinage borné de H N
(pAr), ce qui permettra de conclure que le groupe Stabr(p) agit de fagon
cocompacte sur H N C(Ar) et donc aussi sur D,(C(Ar)) (I'adhérence est
prise respectivement dans € et dans Ag_l).

L’ensemble Ar est ensemble des points extrémaux de C(Ar). Ainsi, tout
point = de C(Ar) est barycentre d’au plus n + 1 points de Ar. Considé-
rons d’abord 1’ensemble C3(Ar) des points x € C(Ar) qui sont sur une
droite (ab) avec a,b € Ar (on s’aidera de la Figure 9.2). Comme ’espace
(C(Ar),dq) est Gromov-hyperbolique, le point x est dans un voisinage de
taille au plus ¢ (pour dg) de (pa)U(pb), pour un certain § > 0, indépendant
de z. Autrement dit, pour tout x € HNCy(Ar), il existe un point y € (pAr)
tel que do(x,y) < §. Maintenant, le point z = (py) NH € (pAr) NH est le
point de H le plus proche de y; en particulier, do(y, z) < da(y,z) < 4.
L’inégalité triangulaire donne que dg(x,z) < 20. On obtient donc que
Cy(Ar) N'H est dans un voisinage de taille 2§ de (pAr) N H. On procede
par récurrence pour avoir le résultat pour C'(Ar). |

LEMME 9.3. — Soit I un sous-groupe discret de Aut(f2). Si 'action de T
sur §2 est géométriquement finie sur ) alors 'espace métrique (C(Ar),dq)
est Gromov-hyperbolique.

Remarque 9.4. — La démonstration qui suit est une amélioration de
la démonstration du Lemme 7.10 de Darticle [37] qui est elle-méme une
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P

FIGURE 9.2. Preuve du Lemme 9.2

amélioration de la démonstration de la Proposition 2.5 de 'article [6]. Elle
est indépendante des deux précédentes mais leur lecture préalable peut
aider.

Démonstration. — On va procéder par ’absurde, en supposant qu’il exis-
te une suite de triangles (z,ynzn) de C(Ar) dont la taille §,, = sup{dq(un,
[22]), da(tn, [Ynzn])} tend vers 'infini, u,, étant un point du segment [, yy].

Quitte a extraire, on peut supposer que toutes les suites convergent dans

C(Ar) (Padhérence est prise dans P™) et on note z,y, z,u les limites cor-
respondantes.

On va distinguer deux cas.

— Supposons que u est un point de 2. Dans ce cas, il faut au moins,
pour que §,, puisse tendre vers 'infini, que les points x,y, z soient a
Iinfini, autrement dit dans Ar et qu’ils soient deux & deux distincts.
Or, Pouvert ) étant strictement convexe, la distance de u a la droite
(zz) est finie, d’olt une contradiction.

— Supposons maintenant que u est un point de 0. En utilisant ’ac-
tion de I', on aurait pu, avant extraction, faire en sorte que la suite
(up) reste dans un domaine fondamental convexe localement fini
D c C(Ar). Le point limite u € 99 est alors dans l'adhérence du
domaine D dans P™ et dans Ar; c’est donc un point parabolique
uniformément borné de Ar, d’aprés le Lemme 8.2.
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Prenons alors deux ellipsoides £™ et £°** comme dans le Corol-
laire 7.18 et notons C' = Coéne(u, C(Ar)). On a

CnNE™McanCcone™.

On considére maintenant une isométrie hyperbolique v de ’espace
hyperbolique (£°**, dgext), dont le point répulsif est u et le point at-
tractif un point v € C N 9E* quelconque. On fixe un hyperplan H
séparant les points u et v et on note H' = v(H), en s’arrangeant pour
que H et H' intersectent en C(Ar). On note A = E*NC(H, H'), ot
C(H, H') représente I’ensemble délimité par H et H' et ne contenant
ni v ni v.

Pour chaque élément u,, il existe k,, € Z tel que v*~(u,) € A. On
pose u}, = v¥ (u,) et on fait de méme pour z/,,/,, z/,. Il revient alors
au méme, par isométrie, de regarder la suite de triangles (x],y/, 2, ) et
de points (u/,) dans la géométrie de Hilbert définie par €2, = % ().
On va méme remplacer le convexe Q,, par Q) = Q,, N E™', la taille
du triangle (z/,y! z!) étant plus grande dans Q! que dans Q,, (voir
Figure 9.3).

FiGURE 9.3. Preuve du Lemme 9.3

Quitte a extraire a nouveau, on peut supposer que toutes ces suites
convergent et on note z’, 1/, 2/, v’ leurs limites. Il n’est pas dur de voir
que u' € [uv] N A : en effet, le point v/, est dans D,, = v (D) et D,
tend vers [uv] car u est un point parabolique uniformément borné.
Comme Q) est coincé entre *»(£1) et £, la suite de convexes
(€2) tend, tout comme (v (£1)), vers £t Les points a’,y’, 2’
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sont quant & eux des point de O£°**. Autrement dit, on obtient &
la limite un triangle z’y’z’ d’un espace hyperbolique, dont la taille
est nécessairement bornée. D’ott une contradiction avec ’hypothese
Oy, — +o0.
|
Comme corollaire de la Proposition 9.1, on peut énoncer le résultat sui-
vant dans le cas d’une géométrie de Hilbert Gromov-hyperbolique.

COROLLAIRE 9.5. — Pour une géométrie de Hilbert Gromov-hyperbo-
lique, les notions de finitude géométrique sur Q2 et sur OS2 sont équivalentes.

Notons enfin un autre corollaire dans le cas d’une action de covolume
fini.

COROLLAIRE 9.6. — Si I'ouvert convexe {2 admet un quotient de volume
fini, alors I'espace métrique (2, dq) est Gromov-hyperbolique.

9.2. Gromov-hyperbolicité du groupe I

Rappelons qu'un groupe de type fini est Gromov-hyperbolique si son
graphe de Cayley, muni de la métrique des mots, I’est. De fagon plus géné-
rale, nous prendrons la définition suivante de groupe relativement hyper-
bolique :

DEFINITION 9.7. — Soient T' un groupe et (P;); une famille de sous-
groupes de type fini de T'. On dit que le groupe ' est relativement hyper-
bolique relativement aux groupes (P;); lorsqu’il existe un espace Gromov-
hyperbolique propre X et une action géométriquement finie de I" sur X (au
sens de la Définition 5.11) telle que le stabilisateur de tout point parabo-
lique de Ar est conjugué a I'un des groupes (P;);.

Les résultats de la partie précédente permettent donc d’affirmer le fait
suivant.

PROPOSITION 9.8. — SiT est un sous-groupe discret de Aut(f2) agissant
de fagon géométriquement finie sur €, alors le groupe I' est relativement
hyperbolique relativement a ses sous-groupes paraboliques maximaux.

En fait, on peut changer I’hypotheése d’action géométriquement finie sur
Q en action géométriquement finie sur 0f) via le travail d’Asli Yaman. Elle
a montré le théoréme suivant qui donne une caractérisation topologique
des groupes relativement hyperboliques (dans [50]).
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THEOREME 9.9 (Yaman [50]). — Soient M un compact parfait non vide
et métrisable et I' un groupe. Supposons que le groupe I' agit par une action
de convergence sur M tel que tout point de M est un point limite conique ou
un point parabolique borné, que I'’ensemble des points paraboliques modulo
Paction de I est fini et que les stabilisateurs des points paraboliques sont
de type fini. Alors le groupe I' est relativement hyperbolique relativement
aux stabilisateurs de ses points paraboliques.

On obtient alors le résultat a priori plus satisfaisant :

PROPOSITION 9.10. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2) agissant
de fagon géométriquement finie sur 0S). Alors le groupe I est relativement
hyperbolique relativement a ses sous-groupes paraboliques maximaux.

Démonstration. — On prend pour compact M ’ensemble limite Ar. Le
Théoreme 4.9 montre que I'action de I' sur Ar est une action de convergence
(Définition 4.7).

On note P un ensemble de représentants des points paraboliques modulo
T'. L’ensemble P est fini. En effet, I’action du stabilisateur de tout point
parabolique p sur Ar ~\ {p} est cocompacte, on peut donc choisir ’ensemble
P de telle fagon que p soit isolé dans P. On peut donc faire en sorte que
tous les points de P soient isolés, auquel cas P de est un sous-ensemble
discret du compact Ar : P est donc fini.

II nous reste a vérifier que les stabilisateurs des points paraboliques sont
de type fini. Or, tout sous-groupe discret d’un groupe de Lie nilpotent
connexe est de type fini. Ainsi, les sous-groupes paraboliques de I" sont de
type fini : c’est le Corollaire 2 de la Partie 2.10 du Livre [40] de Raghuna-
than. O

10. Petites dimensions
10.1. La dimension 2

En dimension 2, la situation est beaucoup plus simple qu’en dimension
supérieure. La proposition suivante a presque été montrée par 'un des
auteurs dans [38].

THEOREME 10.1. — Soient Q C P2 et I' un sous-groupe discret de
Aut(Q). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) le coeur convexe est de volume fini;
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(2) action de T" sur 02 est géométriquement finie;
(3) laction de T sur ) est géométriquement finie ;

(4) le groupe T est de type fini.

Eléments de démonstration. — L’implication (2)=(3) est évidente puis-
qu’ici le bord de € est de dimension 1. L’implication (3)=-(4) est une partie
du Théoreme 8.1.

L’implication (4)=-(1) a déja été montrée dans [38] (Proposition 6.16)
et on ne reproduirera pas la démonstration de ce résultat ici. Remarquons
simplement que la classification des surfaces (compactes ou non) montre
que le groupe fondamental d’une surface est de type fini si et seulement
si cette derniére est homéomorphe a une surface compacte a laquelle on a
enlevé un nombre fini de points. Le reste de la démonstration est une étude
attentive de la géométrie des bouts d’un tel quotient dans le cadre de la
géométrie de Hilbert.

Pour montrer l'implication (1)=(2), on montre plutét I'implication
(1)=(4). En effet, si un groupe I' vérifie (1) et (4), alors il vérifie I’hy-
pothese (VF); par conséquent, le Théoréme 8.1 montre que I' vérifie (3),
qui entraine (2).

C’est le théoreme 5.22 de [38] qui montre que si le groupe I' vérifie (1),
alors il est de type fini. Il serait un peu long de reproduire ici la démons-
tration de ce résultat. Mais I’idée principale est que pour une géométrie de
Hilbert de dimension 2, il existe une borne uniforme strictement positive
minorant l'aire des triangles idéaux (ce résultat est di & Constantin Verni-
cos, Patrick Verovic et Bruno Colbois dans [18]) ; c’est un analogue du fait
que tout triangle idéal du plan hyperbolique a une aire égale a . O

10.2. La dimension 3

Le résultat principal en dimension 3 est le suivant, qui peut étre prouvé
“a la main”.

PROPOSITION 10.2. — Soient Q1 C P3 et P un sous-groupe parabolique
de Aut(Q) fixant le point p € 9. Alors le groupe P préserve un ellipsoide
€ tangent a Q en p. P est donc conjugué & un sous-groupe de SO31(R) ;
en particulier, P est virtuellement isomorphe a Z ou Z2.

Démonstration. — Soit v un élément parabolique de P, qu’on voit comme
matrice de SL4(R). La décomposition de Jordan de -y permet d’écrire +y
comme le produit d’une matrice unipotente v, et d’'une matrice elliptique.
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Le Paragraphe 7.2 montre que la seule possibilité pour v, est la matrice
suivante :

1 1 0 0
1 0 1
10 |’

1

N————

H

~—

P

ou H Thyperplan tangent a  en p. Par conséquent, 'action de -, (resp.
) sur lespace AZ est une action par translation (resp. vissage). La partie
linéaire de I'action de I sur Af, est incluse dans un groupe compact. Il vient
que le groupe I' préserve un produit scalaire sur Af,.

On en déduit que P est inclus dans un conjugué de SOz 1 (R), c’est-a-dire
que P préserve un ellipsoide, qui est nécessairement tangent a Q en p. 0O

Cela permet d’obtenir le

COROLLAIRE 10.3. — En dimension 3, les notions de finitude géométri-
que sur ) et sur 0 sont équivalentes.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que, étant donné une action géo-
métriquement finie d’un groupe I' sur 0f2, tout point parabolique borné
p € Ar est en fait uniformément borné. Or, on vient de voir que les sous-
groupes paraboliques sont, en dimension 3, conjugués dans SOz (R). Le
Corollaire 7.21 permet de conclure. O

10.3. Un contre-exemple

Pour trouver un exemple d’une action géométriquement finie sur OS2
mais pas géométriquement finie sur €2, il faudra, d’apres les deux parties
précédentes, chercher en dimension supérieure ou égale a 4. On a vu aussi
que, des que la géométrie de Hilbert était Gromov-hyperbolique, les deux
notions étaient équivalentes. Enfin, on a vu dans le Corollaire 7.21 que, si
le stabilisateur d’un point parabolique borné était conjugué dans SO,, 1 (R),
alors ce point était en fait uniformément borné.

On peut résumer tout cela dans ’énoncé suivant :

PROPOSITION 10.4. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(f2). Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Iaction de T' sur ) est géométriquement finie;
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(ii) Paction de T' sur 092 est géométriquement finie et les sous-groupes
paraboliques de I sont conjugués a des sous-groupes paraboliques de

SOml (]R) 5

(iii) Iaction de T sur 02 est géométriquement finie et I'espace métrique
(C(Ar),dq) est Gromov-hyperbolique.

On notera au passage, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 10.5. — L’action de I" sur Q) est géométriquement finie si
et seulement si Iaction de I'* sur Q* est géométriquement finie.

Démonstration. — On sait déja que Paction de I' sur 02 est géométri-
quement finie si et seulement si 'action de I' sur 9Q* est géométrique-
ment finie (Proposition 5.15). Or, le dual d’un sous-groupe parabolique de
SOp.1(R) est un sous-groupe parabolique de SO, 1(R) puisque SO, 1 (R) est
autodual. g

On en vient a présent aux contre-exemples annoncés dans l'introduction :

PROPOSITION 10.6. — II existe un ouvert proprement convexe € de P4,
strictement convexe et & bord C', qui admet une action d’un sous-groupe
discret d’automorphismes I' dont Paction est géométriquement finie sur 0f)
mais pas géométriquement finie sur €.

PROPOSITION 10.7. — Il existe un ouvert proprement convexe € de P4,
strictement convexe et a bord C! et un sous-groupe discret I de Aut({2) dont
Paction est convexe-cocompacte et I'adhérence de Zariski n’est ni SLs(RR),
ni conjuguée a SOy 1(R).

Construction du contre-exemple via les représentations sphéri-
ques de SLy(R). L’action de SLa(R) sur R? induit une action pg de SLa(IR)
sur I'espace vectoriel V; des polynémes homogenes de degré d en deux varia-
bles, qui est de dimension d + 1. De plus, toute représentation irréductible
de dimension finie de SLy(R) est équivalente & 1'une des représentations
pd : SLa(R) — GL(Vy) pour un d > 1.

Il est facile de voir que pg préserve un ouvert proprement convexe de
P(Vy) si et seulement si d est pair. En effet, si d est impair alors pg(—Ids) =
—Idy, : par conséquent, pq ne peut préserver d’ouvert proprement convexe.
Notons Cpi, 'ensemble des polynomes convexes de Vy et Cpnax 'ensemble
des polynémes positifs de V. Ce sont deux cOnes proprement convexes
de V. Ils sont non vides si et seulement si d est pair et Cp, est inclus
dans Cpax. En fait, Chax est le cone dual de Cpi,. Enfin, tous deux sont
préservés par pg. En fait, on peut méme montrer que tout céne convexe
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proprement convexe de Vy préservé par pg contient Cpi, et est contenu dans
Cmax- Vinberg étudie le cas d’un groupe semi-simple quelconque dans [48],
on pourra aussi trouver un énoncé dans l’article [4], Proposition 4.7.

On notera Qy = P(Ciin) €t Qoo = P(Cinax). Il n’est pas difficile de voir
que Qy # Q si et seulement si d > 4. Par conséquent, on peut introduire
Pouvert 2, = {x € Q| da_ (z,Q0) < 1}, c’est-a-dire le r-voisinage de
dans (e, dg_. ). La proposition suivante montre que les 2, sont convexes.

LEMME 10.8 (Corollaire 1.10 de [21]). — Le r-voisinage (pour dg ) d’une
partie convexe d’un ouvert proprement convexe est convexe.

Nous allons montrer la proposition suivante :

PrOPOSITION 10.9. — Sid =4 et r # 0, 0o alors les ouverts proprement
convexes €, sont strictement convexes et a bord C!.

Démonstration de la Proposition 10.6 et de la Proposition 10.7. — Choi-
sissons un réel r > 0 et posons Q2 = Q,.

Pour la Proposition 10.6, il suffit de prendre un réseau I" non cocom-
pact de SLa(R) et de remarquer que tout élément parabolique de p4(T") est
conjugué & un bloc de Jordan de taille 5. L’action de p4(T") est bien siir
géométriquement finie sur 02 mais la Proposition 10.4 (ii) montre qu’elle
n’est pas géométriquement finie sur 2. On pourra méme remarquer que
lenveloppe convexe de Ar \ {p} dans Ag est Ag tout entier (ol p est n’im-
porte quel point de Ar ; on rappelle que Ar est un cercle d’un point de vue
topologique).

Pour la Proposition 10.7, il suffit de prendre un réseau I'' cocompact de
SL2(R) ou un sous-groupe discret I convexe-cocompact de SLa(R). Dans
tous les cas, Paction de ps(I") sera convexe-compacte mais adhérence de
Zariski de T dans SL5(IR) est pa(SL2(R)) qui est incluse dans SOg 3(R).
On rappelle que la représentation irréductible de SLy(R) de dimension 2n
est incluse dans le groupe symplectique, alors que celle de dimension 2n+1
est incluse dans SO, p4+1(R). O

Nous allons avoir besoin de plusieurs lemmes pour démontrer la Propo-
sition 10.9.

LEMME 10.10. — On suppose d pair. Si v est un élément elliptique
non trivial de SLa(R) (c’est-a-dire qui n’est pas dans le centre) alors pq(7y)
posséde un unique point fixe sur P(Vy). En particulier, tout point fixe d’un
élément elliptique appartient a €.

Démonstration. — Si 7 est un élément elliptique de SLa(R) non tri-
vial, alors les valeurs propres de 7 sécrivent e*® pour un certain 6 ¢
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7wZ. 1l vient alors que les valeurs propres de p4(y) sont les nombres :
dif 1

et ... -, e~ %% Par conséquent, pg(y) fixe un unique point de P(Vy).

Il nous reste a montrer que ce point est dans ).

Le sous-groupe a 1-parametre K engendré par v est un sous-groupe com-
pact de SLa(R) de dimension 1. Le groupe K préserve I'ouvert proprement
convexe )g, il préserve donc aussi 'isobarycentre de toute orbite. Ainsi,

Punique point fixe de pq(y) appartient a . a

LEMME 10.11. — On suppose d pair. L’action de SLa(R) sur Qs \ Qo
est propre et libre.

Démonstration. — L’action de SLa(R) sur Q. est propre, donc 'en-
semble des points fixes des éléments hyperboliques et paraboliques de SLa(R)
est dans le complémentaire de §,. Par suite, action de SLy(R) sur Q4
Qo est propre et libre via le Lemme 10.10. g

LEMME 10.12. — On suppose que d = 4. Tout ouvert proprement
convexe préservé par pg est I'un des §, pour r € Ry U {cc0}. En parti-
culier, le dual d’un €2, est un certain 0, et il existe un unique rq tel que
Q,, soit autodual. Enfin, tous les (), sont strictement convexes et a bord
Cl,sir#0,00.

Démonstration. — Le Lemme 10.11 montre que P'action de SLy(R) sur
0\ Agr,r) C Qoo \ Qo est libre. Or, si d = 1, le groupe SLy(R) et la
sous-variété 9, ont la méme dimension (3) : cela montre que les orbites de
cette action sont ouvertes dans 9€2, \ Agr,(r). De plus, comme on a retiré
I’ensemble limite de 0f2,, les orbites sont fermées. Enfin, comme la variété
0f), est une 3-sphere et ’ensemble limite est un cercle dont le plongement
est donné par la courbe Veronese, I'espace 92, \ Agp,(r) est donc connexe.
Par suite, 'action de SLy(R) sur 982, \ Agp,r) C Qo est transitive.

Ceci montre que tout ouvert proprement convexe préservé par pg est
I'un des €2,.. Le dual d’un €2, est donc un €2,.. L’existence d’un unique 2,
autodual est simplement due au fait que la dualité renverse les inclusions.

On se donne un 7 # oo. Si €2, n’est pas strictement convexe, il existe
un point de 92, \ Agr,(r) qui n’est pas un point extrémal. Or, 'action de
SLa(R) sur 99, \ Agp,(r) est transitive : aucun point de 9. \ Agp, )
n’est extrémal et donc . = Q.

Enfin, si r # 0,00, le dual de €2, est un Q,, avec r’ # 0, 00. Comme 2,
est strictement convexe, le bord de Q, est de classe C*. g

Remarque 10.13. — On a vu que )y n’était pas strictement convexe.
Une étude attentive de py permet de voir que ., n’est pas strictement
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convexe. En effet, tout élément hyperbolique v de SLo(R) posséde 5 valeurs
propres réelles distinctes pour son action sur V;. On peut vérifier que la
droite propre pg associée a la troisieme (si elles sont rangées par ordre
croissant) appartient au bord de ., mais pas & ensemble limite. Enfin,
on peut vérifier que le segment [p%pi] est inclus dans le bord de Q.,, ou
pi désigne le point fixe attractif de . Par conséquent, 2y et 2o, ne sont
ni strictement convexes, ni & bord C*.

Démonstration de la Proposition10.9. — Elle est incluse dans le Lem-
me 10.12. g

Annexe A. Sur le volume des pics,
par les auteurs et Constantin Vernicos

Le but de cette annexe est de prouver le résultat suivant.

PROPOSITION A.1. — Soient ) un ouvert convexe de R™, p un point du
bord 092 en lequel O) est de classe C'. Supposons qu’il existe une coupe de
Q de dimension > 2, contenant p en son bord et dont le bord est C* en p,
pour un certain a > 1.

Alors tout cone C' de sommet p et de base B C ) compacte est de volume
fini.

Soit ©Q un ouvert convexe de R™ euclidien. Rappelons que le volume de
Busemann Volg de la géométrie de Hilbert (€2, dg) est donné par
— Un
~ Vol(B(T,9))
ol Vol est le volume de Lebesgue de R™ et v,, le volume de Lebesgue de la
boule unité de R”.

Par exemple, un simple calcul montre le

dVolg(z) dVol,

LEMME A.2.

(i) Soit Q = (—a,a), avec a > 1. Le volume de Busemann est donné au
point x € ) par
a
(ii) Soit 2 = (0,400). Le volume de Busemann est donné au point x €

par

2d
dVolg(z) = 7:5

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FINITUDE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 2373

Le lemme suivant nous sera également bien utile :

LEMME A.3. — Soient n > 1 et Q un ouvert convexe de R™, de base
(e1, - ,en). Notons, pour x € Q, Q;(z) = QN (x+R-¢;). Il existe K,, > 0
tel que, pour tout x € €,

Vol(B(T,Q)) > K, f[ Vol; (B(T,(z))),
=1

en notant Vol; le volume de Lebesgue de R.e;. Autrement dit, il existe
Kkn > 0 tel que, pour tout z € 2,

dVolg < k,d Volgl(m) S dVOlQn(x) .

Démonstration. — Il suffit de voir que la boule unité tangente B(T,2)
contient toujours I’enveloppe convexe des points zli = 0B(T,Q)NRL - ¢4,
pour 1 <7 < n. O

Démonstration de la Proposition A.1. — Si une telle coupe existe, il en
existe en particulier une de dimension 2. On peut donc supposer qu’il existe
une telle coupe de dimension 2.

Maintenant, voyons qu’il suffit de prouver le résultat pour un ouvert
convexe bien choisi et un cone assez général, qui sont les suivants. Prenons
le point p pour origine, pour convexe ’ensemble

n—1
Q={on > ln|*+ Y il },
i=2
et pour cone

1 n—1
C= {xn < 30 Tn > 2; |x1|}

C’est une situation assez générale au sens o, étant donné un convexe dont
le bord est C! au point p et un céne de sommet p comme dans I’énoncé,
on peut choisir une carte affine, une norme euclidienne et des coordonnées,
avec origine p, de telle facon que, au moins au voisinage de p, le convexe
contienne un convexe du type précédent et le céne soit contenu dans un
cone du type précédent.

On peut maintenant faire le calcul. Pour z = (21, - ,2,) € Q et 1 <
k < n, notons Qi (z) = QN (x + R.ey) la coupe du convexe 2 selon ey, qui
est donc un convexe de dimension 1. Pour 2 < k < n — 1, Q(x) est un
segment de demi-longueur

n—1
ag(x) = xp — |21~ — Z |4

i=2,ik
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Le Lemme A.2 nous donne que

ak(z) a(z)
dVolg, () = dxy = d
dxk
< )
ag(x) — |z

. —1
Six est dans C, ona Y ;| |2;| < %2, et donc

n—1 n—1 z
ap(z) = ok =z — 01" =D |l = 20— Y || = 7”
1=2 =1

Au final,

dek
dVOle(m) < T

n

De méme, le convexe 4 (z) est un segment de demi-longueur

ay(z) = (xn - ”il |xl|) ,
i=2

et on a donc, pour z € C|

Q=

ay(x) doy < dxy

(a1(2) — [1]) (a1 (2) + [a1]) (@0 = 205 i) 7 = |21
dIl

(%)% — Jaa]

d \/YOIQ1 () =

<

Enfin ©,(z) = (0,400) et donc, pour z € C,

2,
dVolg, () = —2.

Ln

Du Lemme A.3, on tire ainsi
on—2 1

)™ (5) 7 — o]

dVolg(z) < knd Volg, (z) - --dVolg, (z) < Kn dx.

L’intégrale sur C' se majore alors ainsi, en utilisant les symétries, K et K’
étant des constantes qui grandissent :

1 n—1 ZTn
1 1
/dVolggK/z H/2 SR dry - de,.
C 2,=0 j,1 J =0 (7n) (L)a — ||

7
2
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Ainsi,
1 ZTn
3 2] 1
/ dVOIQSK’/ / — ———— dz dzy,
C 0 0 In (“"771) a ‘xl‘
1
2 1 1
T z,\1ma
o 1 (%)
Cette derniere intégrale est finie puisqu’en 0, I'intégrande est équivalente a
Loetl <l O
(wn)o‘ @
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